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Prvi dan

1. Neka su n = pα1
1 pα2

2 · · · pαu
u i m = qβ1

1 qβ2

2 · · · qβv
v razlagaǌa brojeva n i m na proste

qinioce. Ako je n = 1, onda je u = 0, a ako je m = 1, onda je v = 0. Pri tome se
ne zahteva da su prosti brojevi iz prvog razlagaǌa razliqiti od prostih brojeva iz
drugog razlagaǌa.

Svakom paru delilaca k | n, l | m odgovara jedna ure�ena (u+ v)-torka

(γ1, γ2, . . . , γu, δ1, δ2, . . . , δv),

gde je k = pγ1

1 pγ2

2 · · · pγu
u i l = qδ11 qδ22 · · · qδvv , pri qemu va�i 0 ≤ γi ≤ αi za 1 ≤ i ≤ u i 0 ≤

δj ≤ βj za 1 ≤ j ≤ v. Na taj naqin parovi delilaca (k, l) brojeva n i m opisani su taqno
torkama koje se koordinatno nalaze izme�u (0, 0, . . . , 0) i (α1, α2, . . . , αu, β1, β2, . . . , βv).

Pokaza�emo da je an,m jednak broju svih konaqnih nizova takvih torki koji poqiǌu
torkom (0, 0, . . . , 0), zavrxavaju torkom (α1, α2, . . . , αu, β1, β2, . . . , βv) i u kojima je svaka
naredna torka koordinatno ve�a ili jednaka prethodnoj, ali nije jednaka prethodnoj.

To tumaqeǌe dokazujemo indukcijom po proizvodu nm. Za (n,m) = (1, 1) tvr�eǌe
je taqno, jer postoji taqno jedan takav niz: on se sastoji samo od torke (0, 0, . . . , 0),
a po definiciji je a1,1 = 1. Neka je sada (n,m) ̸= (1, 1) i pretpostavimo da tvr�eǌe
va�i za sve parove (k, l) takve da je k | n, l | m i (k, l) ̸= (n,m). Ako se posmatrani
niz zavrxava torkom koja odgovara paru (n,m), onda ǌegova pretposledǌa torka mo�e
biti bilo koja torka koja odgovara nekom paru (k, l), gde je k | n, l | m i (k, l) ̸= (n,m).
Broj nizova koji se zavrxavaju tom pretposledǌom torkom jednak je, po indukcijskoj
pretpostavci, broju ak,l. Zato je ukupan broj takvih nizova jednak

∑
k|n, l|m

(k,l)̸=(n,m)

ak,l, a to

je, po definiciji, upravo an,m. Dakle, opisano kombinatorno tumaqeǌe je dokazano.
Iz ovog tumaqeǌa sledi da broj an,m ne zavisi od samih prostih brojeva

p1, . . . , pu, q1, . . . , qv,

ve� samo od eksponenata α1, . . . , αu, β1, . . . , βv.
Sada izaberimo me�usobno razliqite proste brojeve r1, r2, . . . , ru+v i stavimo t =

rα1
1 rα2

2 · · · rαu
u rβ1

u+1r
β2

u+2 · · · r
βv

u+v. Ako je u + v = 0, onda je t = 1. Delioci broja t opisuju
se upravo istim ure�enim (u + v)-torkama kao i parovi delilaca (k, l) brojeva n i m.
Zaista, svakom deliocu d = rε11 rε22 · · · rεu+v

u+v broja t odgovara torka (ε1, ε2, . . . , εu+v), gde
su odgovaraju�i eksponenti u istim granicama kao i eksponenti γ1, . . . , γu, δ1, . . . , δv.

Poxto je u paru (1, t) prva komponenta uvek jednaka 1, rekurzivna definicija broja
a1,t daje isti broj rastu�ih lanaca kao i rekurzivna definicija broja an,m. Zato je
an,m = a1,t. Time je dokaz zavrxen.

2. PRVO REXEǋE: Doka�imo indukcijom po k da za svako l ≥ 2k va�i da 2k | al +
al+1 + · · · + al+2k−1. Baza, k = 0, je trivijalna. Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za
neko k. Neka je l ≥ 2k+1 i posmatrajmo qlanove niza al, al+1, . . . , al+2k−1. Po induktivnoj
pretpostavci znamo da 2k | al + al+1 + · · ·+ al+2k−1 i da 2k | al−2k + al−2k+1 + · · ·+ al−1.

Ako bi va�ilo da 2k+1 | al + al+1 + · · · + al+2k−1, onda nikako ne bi bilo mogu�e
ispuniti uslov iz zadatka za brojeve n = 2k+1 i m = l − 2k. Naime, neka je

A = al−2k + al−2k+1 + · · ·+ al−1, B = al + al+1 + · · ·+ al+2k−1.



Po induktivnoj pretpostavci va�i 2k | A i 2k | B, pa za n = 2k i m = l− 2k jedinstveni
odgovaraju�i indeks mora biti 2k − 1, a isto tako za n = 2k i m = l jedinstveni
odgovaraju�i indeks mora biti 2k − 1. Zato, za n = 2k+1 i m = l − 2k, odgovaraju�i
indeks mo�e biti samo 2k−1 ili 2k+1−1: prvi odgovara zbiru A, a drugi zbiru A+B.

Ako je ν2(A) = k, onda ni A ni A + B nisu deǉivi sa 2k+1, pa ne postoji nijedan
odgovaraju�i indeks. Ako je ν2(A) ≥ k + 1, onda su i A i A + B deǉivi sa 2k+1, pa
postoje dva odgovaraju�a indeksa. U oba sluqaja dobijamo kontradikciju sa uslovom
zadatka. Zakǉuqujemo da mora da va�i ν2(al + al+1 + · · · + al+2k−1) = k. Kako je ovo
dokazano za proizvoǉno l ≥ 2k+1, dokaz indukcijom je zavrxen.

Specijalno, zakǉuqujemo da je am ≡ am+2k (mod 2k) za m ≥ 2k, odnosno da je niz od
nekog trenutka periodiqan po modulu 2k za svako k ∈ N. Kako je niz ograniqen, biraǌem
dovoǉno velikog k zakǉuqujemo da je niz periodiqan. Iz prethodnog zakǉuqka mo�emo
pretpostaviti da je period du�ine 2k (to ne mora biti osnovni period). Neka je zbir
jednog perioda jednak S. Iz dokaza indukcijom zakǉuqujemo da je ν2(S) = k, odnosno
da je S = 2k(2l + 1), l ≥ 0.

Ako je l > 0 onda dobijamo kontradikciju kada izaberemo n = S i m dovoǉno veliko
u uslov zadatka, jer se dobijaju 2l+1 > 1 odgovaraju�ih indeksa. Dakle, S = 2k i zato
je an = 1 za sve dovoǉno velike n. Neka je l najve�i indeks za koji va�i da je al > 1.
Pretpostavimo da je l > 1. Neka je Z = a1 + a2 + · · ·+ al. Lako se vidi da za n = Z − 1 i
m = 1 u uslovu zadatka ne postoji odgovaraju�e i, xto je kontradikcija. Zato je an = 1
za svako n ≥ 2. Lako se proverava da takvi nizovi zadovoǉavaju uslove zadatka, qime
je dokaz zavrxen.

DRUGO REXEǋE: Dokaza�emo da su svi takvi nizovi oni u kojima je prvi qlan
proizvoǉan prirodan broj, a svi ostali jednaki 1. Ovakvi nizovi oqigledno zadovol-
javaju uslove zadatka. Jasno je da su svi qlanovi niza osim eventualno prvog neparni.
Naime, ako pretpostavimo da 2|ai za neko i ≥ 2 onda nikako nije mogu�e ispuniti uslov
iz zadatka za n = 2 i m = i− 1. Doka�imo sada slede�e tvr�eǌe:
Lema: Ako je (xn)n≥1 niz koji ispuǌava uslove zadatka i ima sve qlanove neparne onda
i niz (yn := x2n−1+x2n

2 )n≥1 tako�e zadovoǉava uslove zadatka.
Dokaz: Neka su m i n proizvoǉni prirodni brojevi. Po uslovu zadatka, postoji
jedinstven indeks 0 ≤ i ≤ 2n − 1 takav da 2n|x2m−1 + x2m + ... + x2m+i. Jasno je da je i
neparan broj zato xto su svi qlanovi niza x neparni, pa zbir deǉiv sa 2n mora imati
paran broj sabiraka. Zato je prethodna deǉivost ekvivalentna sa n|ym+ym+1+...+ym+j

za neko 0 ≤ j ≤ n − 1. Ostaje da se proveri jedinstvenost: ako bi postojala dva
razliqita broja j1, j2 ∈ {0, 1, . . . , n− 1} takva da

n | ym + · · ·+ ym+j1 i n | ym + · · ·+ ym+j2 ,

onda bi va�ilo i

2n | x2m−1 + · · ·+ x2m+2j1+1 i 2n | x2m−1 + · · ·+ x2m+2j2+1,

xto je nemogu�e zbog jedinstvenosti za niz x. Jasno je da je niz (yn)n≥1 ograniqen, pa
je dokaz leme zavrxen.
Pretpostavimo da postoji niz (an)n≥1 koji zadovoǉava uslove zadatka takav da je ai ̸= 1
za neko i ≥ 2. Izaberimo onaj me�u ǌima (nazovimo ga tako�e a) u kojem je maksimalan
qlan podniza (cn := an+1)n≥1 minimalan. Ovakav izbor je mogu�e ostvariti jer su
nizovi ograniqeni pa je maksimum dobro definisan. Ako sada primenimo lemu na
niz cn dobijamo niz (dn)n≥1 u kome je maksimum strogo maǌi nego maksimum M niza
cn. Zaista, poxto je M ≥ 3 nije mogu�e da postoje dve uzastopne instance broja M u
nizu c: u suprotnom bi za odgovaraju�e m i za n = M i indeks i = 0 i indeks i = 1
zadovoǉavali uslov deǉivosti, xto je nemogu�e. Zbog toga je svako dn strogo maǌe od
M . Zato je, po izboru niza a, di = 1 za svako i ≥ 2. Poslediqno je aj = 1 za svako j ≥ 4,



jer iz di =
a2i+a2i+1

2 = 1 sledi a2i = a2i+1 = 1. Sada se kao u prvom rexeǌu zakǉuquje
da je i a2 = a3 = 1 xto je u kontradikciji sa izborom niza a. Dakle, takav niz a ne
postoji i dokaz je zavrxen.

3. Za poqetak uoqimo taqke M = BE∩(ADC) i N ∈ CF∩(ADB) u unutraxǌosti trogula
ABC. Primetimo da su AC i AB simetrale du�i MK i NL, odnosno A je sredixte

luka
⌢

MK, odnosno luka
⌢

NL odgovaraju�ih kru�nica. Dakle DA je simetrala ∠MDK,
odnosno ∠NDL. Kako je jox AD ⊥ BC, imamo (B,H;K,M) = (C,H;L,N) = −1. Odavde
zakǉuqujemo da se prave BC,MN i KL seku u jednoj taqki, npr. X.

Tako�e, H se nalazi na radikalnoj osi krugova (ADK) i (ADL), pa imamo HM ·HK =
HA ·HD = HN ·HL, odnsono MNKL je tetivan. Primetimo jox i da je A centar tog
kruga (presek simetrala du�i MK i NL).

Na osnovu teoreme o radikalnim osama imamo i da je MDGN tetivan (KL,MN,DG
se seku u X). Posmatrajmo sada tetivan qetvorougao MNKL. Neka je G′ = ML ∩NK.
Kako je A centar kruga, a H presek dijagonala tetivnog qetvorougla MNKL, mora da
va�i da je AH ⊥ XG′, a presek im je bax Mikelova taqka qetvorougla MNKL. Kako
je XD ⊥ AH i D ∈ AH, zakǉuqujemo da je D Mikelova taqka, a samim tim i G ≡ G′.

Sada na osnovu Brokardove teoreme imamo da je G ortocentar trougla XHA. Uoqimo
taqku Y = AX ∩HG. Imamo da je Y ∈ (AEHF ), a tako�e je i AYDG tetivan (krug nad
preqnikom AG). Neka je P sredixte hipotenuze XG pravouglog trougla XYG. Imamo
da je ∠PY H = ∠PY G = ∠PGY = ∠DGY = ∠DAY = ∠HAY , odnosno PY je tangenta na
krug AEHF .

Ostaje jox da se poka�e da su P,E, F kolinearne jer onda imamo PE · PF = PY 2 =
PG2, te je PG tangenta na krug (EFG).

Kolinearnost taqaka P,E, F sledi iz qiǌenice da su sredixta dijagonala XG,MK,NL
kompletnog qetvorougla MNKLXG kolinearna.


