IpymrBo maremarunuapa Cpbouje
PEIMTEHA 3AIJATAKA - US3EOPHO TAKMUWYUEILE 3A MO, Georpan 2026.
IIpBu man

1. Hera cy n = p"p5? - pd* mw m = qflq52~~q§v pasmarama OpojeBa n W M Ha TPOCTE
ymanone. Axko je n = 1, ouma je u = 0, a ako je m = 1, ouma je v = 0. Ilpu Tome ce
He 3aXTeBa Ja Cy IPOCTU OPOjeBUM M3 IPBOI pa3ijarama pas3jInduTy OJ IPOCTUX OpojeBa us
OPYTOT pa3jarama.

CsarxoMm napy meaunana k | n, [ | m omrosapa jemua ypebena (u + v)-Topka

(71,’72a"'a7u751a627"'75’0)’
V1,72

rae je k =pi'py’---pr ml = qflqu---qgv, npu uemy Bakn 0 <, < ;321 <i:<um0<
d; < Bj3al <j<wv. Ha raj naunn naposu nemumnana (k,l) 6pojeBa n v m OnnMcaHM Cy Ta9HO

TOpKaMa Koje ce koopauuaTHo Hasasze usmeby (0,0,...,0) u (a1, q9,...,Qy, b1, 82, -+, By)-
IToxazahemo na je ay ., jemHak O6pojy CBUX KOHAYHMX HM30Ba TAKBUX TOPKM KOJU NOUUEY
toprom (0,0, ...,0), 3aBpmasajy ToproM (ai,qs,...,Q,, 1, 82,...,0,) U ¥y KOjuMa je cBaka

HapemHa TOPKa KOOPAMHATHO Beha miau jeqHaka MPETXOMHOj, aJii HUje jelHaKa MPETXOIHO].

To TymMademe MOKa3yjeMO MHAYKIUjOM [O mpoussoxy nm. 3a (n,m) = (1,1) tepbeme
jé TauHO, jep MOCTOjU TAYHO jeNaH TakaB HU3: OH ce cacToju camo ox topke (0,0,...,0),
a mo mepumannuju je a11 = 1. Heka je cama (n,m) # (1,1) u npermocraBumo na tepbheme
Basku 3a cse mapose (k,l) Takse ma je k| n, I | m u (k1) # (n,m). Aro ce mocmarpanu
HU3 3aBPIIaBa TOPKOM KOja oArosapa mnapy (n,m), OHZa HeroBa IPeTHOCieIHha TOPKA MOMKe
Butu Gmio Koja TOpEa Koja omrosapa mexoM mapy (k,l), rme je k| n, I | m u (k1) # (n,m).
Bpoj uu3oBa koju ce 3aBpiiaBajy TOM IPETIOCIEIEHOM TOPKOM jeTHAK je, O WHIYKINjCKOj
IpeTmocTaBuy, Opojy ak;. 3aTo je yKylIaH OpOj TAKBAX HU30BA jEIHAK Y Eln, llm Ok, & TO

(k,1)#(n,m)
je, mo meuHUIUjU, YyIPABO Qpm. Jlakie, onucaHO KOMOMHATOPHO TyMademe je TOKa3aHo.

W3 oBor Tymauema ciaenu na 6poj an,,, HE 3aBUCHU OJ CAMUX IIPOCTUX OpojeBa

P1y-+-sPusqiy- - -5 o,

Bell caMoO O eKCIIOHEHATA Q1. .., 0y, B1,. .-, Py-

Cana mzabepumo mebhycobHO pasauuumre nmpocte OPOjeBe 11,72, ..., Tyty A CTABUMO t =
ritrg? -~-r§jur5i1r5i_2 . --rﬁﬁrv. Axo je u+v =0, ouna je t = 1. Ieawmornu Opoja t omucyjy
ce ynpaso uctuMm ypebenum (u + v)-Troprama kao u maposu peauiaana (k,l) 6pojesa n u m.
3ancra, cBakoM mexmony d = ri'r5? -7’ ©poja t omroBapa TOpKa (€1,€2,...,Eu4y), TAE
Cy oaroBapajynu eKCIOHEHTW y UCTUM TPAHUNAMA KAO W €KCIIOHEHTH Y1, .« ., Yo, 01y« -« 5 Oy -

IMowro je y mapy (1,t) npBa KOMIOHEHTa yBeK jenHaka 1, pekyp3uBHa nepuauimja 6poja
a1+ HOaje mctu 6poj pacryhux naHana Kao U peKyp3uBHA Te@UHUNUjA Opoja Gy . 3aTO je
Qn,m = G1,4- TyMe je mokas 3aBpIIeH.

2. [IPBO PEHIEILE: lokamumo maaykmajoM no k ma 3a csako | > 2F paxm ma 2F | a; +
41 + -+ + appor_q. DBaza, kK = 0, je TpuBujamsa. IlpernmocraBuMo na tBpbheme Baxku 3a
mexo k. Hexa je [ > 281 u nocmarpajmo unanose Hu3a aj, aj1, .. ., 1ok 1. Ilo MBOYKTUBHO]
npernocTasmm 3Hamo 1a 28 | ap +ajp1 4+ appon_g m ma 28 [ ap_ox +ag_gk g + o+ arog.

Axo 6u Bammmo ma 2F1 | ap +apq + oo+ Qpyok_1, OHIA HUKaKO He Om Omio moryhe
HCIIYHUTY YCJIOB 13 3a0aTka 3a 6pojese n = 2871 u m =1 — 2F. Hauwme, mexa je

A=ap_or +a_orp1 + a1, B=a+a1+ -+ a1



Ilo uHAYKTUBHOj IPETHOCTABIU BaKU ok | A u 2F | B, mazan= 2k ym=1—2k jemuHCTBEHU
omrosapajyhu magexc mopa 6utm 2F — 1, a mcro tako 3a n = 2¥ u m = | jeauncTBeHM
omrosapajyhu mumexc mopa 6Gutu 2F — 1. 3aro, 3a n = 2871 u m = [ — 2F, oarosapajyhn
uHIeKC Moke ouTu camo 2F —1 wau 254! — 1: npsu oarosapa 36upy A, a apyru 36upy A+ B.

Axo je v5(A) = k, ouma vu A mu A + B mucy nemusu ca 28! ma me mocroju mujeman
omrosapajyhu munekc. Axo je v9(A) > k+ 1, ouma cy u A u A+ B nemusnu ca 2k+1 ) ma
mocroje mBa omrosapajyha umamekca. Y oba ciyuaja mobujaMo KOHTPAIUKIU]Y Ca yCJIOBOM
3alaTKA. 3aKBYUyjeMO Oa Mopa na BawkW Vo(a; + a1 + -+ + ajor 1) = k. Karo je oBo
OKa3aHO 3a IpoM3BOLHO | > 281 nokas mmaykmmjom je 3aBpirem.

CrienujaiHo, 3aKbyUyjeMo Ma je Gy, = Gyior (mod 2F) 3a m > 2% ommocwo ma je mu3 ox
HEKOTD TPEHyTKa meproaudan mo Moayay 2F 3a caxo k € N. Kako je Hu3 orpanuden, 6upameM
MOBOJLHO BEJIMKOT k 3aKJbydyjeMO [a je Hu3 mepuoauyan. VI3 mpeTxomgHor 3aKibydKa MOKEMO
IIPETIIOCTABUTH 1a je mepuon aysxuHe 28 (To me Mopa 6utu ocHoBHU Tepuon). Heka je 36up
jemuor mepuogna jemmak S. V3 nokasza mnmyknujom 3akmydyjemo ma je vo(S) = k, omHocHO
na je S =2F(21+1),1>0.

Axo je | > 0 onma nobujamMo KOHTpAAUKNN]y Kama m3abepemMo n =S U m ZOBOJHLHO BEJIUKO
y yCIOB 3amaTka, jep ce nobujajy 2l +1 > 1 oarosapajyhux uumerca. Hakue, S = 2F u 3ato
je a, = 1 3a cBe moBomHO Besuke n. Heka je | Hajsehu mHmekc 3a koju Baxku ma je a; > 1.
IIpermocraBsumo na je [ > 1. Heka je Z =a1+as+---+a;. Jlako ce Bumu na3an=2—1u
m = 1 y ycJioBy 3amaTka He MOCTOju oaroBapajyhe i, mTo je KOHTpaauKnuja. 3aTo je a, = 1
3a cBako n > 2. Jlako ce mpoBepaBa Ia TAKBU HU30BU 3a00BOJHABAJY YCJIOBE 3alaTKa, dUMe
je IIOKa3 3aBpIIeH.

PYT'O PEHIEWE: okazahemo ma cy ¢BM TakBU HM30BU OHM Y KOjUMa je HPBU UJIAH
NPOM3BOJEAH IPUPOIAH OpPOj, a cBu ocTauu jennaku 1. OBaKBYM HU30BU OYUIJIEAHO 3a,10BOJI-
jaBajy ycJioBe 3amaTka. JacHO je ma Cy CBU WIAHOBU HU3a OCUM €BEHTYAJIHO IPBOT HEIAPHU.
Haume, ako npernocTaBuMo na 2|a; 3a HEKO ¢ > 2 OHJA HUKAKO HUje MOrylie UCIyHUTHU yCJIOB
u3 3amaTka 3a n =2 u m =1 — 1. Iloraxkumo cana caenehe tpheme:

JIema: Axo je (z,)n>1 HU3 KOjU UCIyHaBa yCIOBE 334aTKA U UMa CBE YIAHOBE HEIAPHE OHIA
u 113 (y, = W)nzl rakobe 3a10BOJBABA YCIOBE 3aIATKA.

Jloka3: Herka cy m u n mpousBomuHu mpupomau O6pojeBu. Ilo ycmoBy 3amaTka, mOCTOju
jemuucTsen mumekc 0 < i < 2n — 1 Takas ga 2n|Tem—1 + Tom + ... + Tomti. JacHo je ma je i
HemapaH OpOj 3aTO MTO Cy CBU WIAHOBU HMU3a T HEMAPHU, a 30Up AebUB ca 2n MOpa UMaTU
napal O6poj cabupara. 3aTo je IPeTXOMHA Ne/bUBOCT EKBUBAIEHTHA C& 1Y +Ymt1+ .-+ Ym+j
3a Hero 0 < j < n — 1. Ocraje ma ce mpoBepu jeAWHCTBEHOCT: AaKO OM MOCTOjasia IBa
pazmmauTa 6poja ji,j2 € {0,1,...,n — 1} TakBa ma

n|ym+"'+ym+j1 u n|ym+"'+ym+j2’

OHIA OU BaKUJIO U
20 | Zom—1+ -+ Tomy2j;+1 n 2n | Tom—1 + -+ Toma2jo41,

mTo je HeMorylhe 360r jeAMHCTBEHOCTH 3a HU3 T. JACHO je na je Hu3 (Y, ),>1 OUPAHUIYEH, Ia
je moKa3 jeMe 3aBpIIeH.

ITpernocraBuMo fa mocTOju HU3 (Ay )p>1 KOJU 3a10BOJBABA YCIIOBE 3aJaTKa TaKaB Aa je a; 7 1
3a HeKo i > 2. Mzabepumo onaj meDy muma (HazoBuMmo ra takobe a) y KojeM je MakcuMasaH
ygaH nogHu3a (Cp = Gp41)n>1 MuHEMasaH. OBakaB u3bop je moryhe ocrBaputu jep cy
HU30BU OTPAHUYEHU IIa jé MAKCUMyM HOOpO mepuHMCAH. AKO cana TPUMEHUMO JIEMY Ha
HU3 ¢, mobujamo Hu3 (d,),>1 Yy KOME je MAKCHUMyM CTPOrO MamK Hero MakcuMmyM M Husa
¢p. 3aucra, nomto je M > 3 uuje moryhe ma mocroje nBe yszacromue uHCcTaHie 6poja M y
HU3Y ¢: y cynpoTHOM Ou 3a oxrosapajyhe m u 3a n = M u unnekc ¢ = 0 u nHOexc ¢ = 1
3a,10BOJbABAJIN YCJIOB AEeJLUBOCTHU, MTO je Hemoryhie. 36or Tora je cBako d, CTPOrO Marme O
M. 3ato je, mo m3bopy Husa a, d; = 1 3a cBako ¢ > 2. Ilocnenuuno je a; =1 3a cBako j > 4,



jep u3 d; = % =1 cnemn ag; = ag;+1 = 1. Cama ce ka0 y IPBOM pelleny 3aKbydyje

na je u ag = azg = 1 mTo je y KOHTpamuKuuju ca uzbopom mHuza a. llakie, TakaB HU3 a He
IIOCTOJU U NOKA3 je 3aBpIIEH.

3. 3a mouerak younmo rauke M = BEN(ADC)u N € CFN(ADB) y yHyTpammoCTu TPOryia
ABC. Tlpumerumo na cy AC u AB cumerpane ny:xxku MK u NL, omaocHo A je cpenumire

ayka MK, omnocuo ayka N L omrosapajyhux kpysxauna. laxme DA je cumerpana /M DK,
omuocuo ZNDL. Kako je jom AD 1 BC, nmmamo (B,H;K,M) = (C,H;L,N)=—1. Onasne
3akmpyuayjemo ma ce npaBe BC,MN u KL cery y jemnoj rauku, Hup. X.

Taxobe, H ce Hanasu ua paaukauasoj ocu kpyrosa (ADK) u (ADL), na nmamo HM-HK =
HA-HD =HN -HL, ogacono MNKL je reruBan. [Ipumerumo jom u ma je A meHrap Tor
kpyra (mpecek cumerpaia nyxn MK u NL).

Ha ocuoBy Teopeme 0 paaukaaauM ocama umamo u na je M DGN rerusan (KL, MN, DG
ce cery y X). ITocmarpajmo cana terusan yersopoyrao MNKL. Heka je G' = MLNNK.
Kako je A menrap xkpyra, a H npecek aujaromaJa rterusHor yerBopoyriaa MNKL, mopa na
Bazku na je AH 1 XG', a npecek uM je 6am Murenosa Tauka dersopoyriaa MNKL. Kako
je XD L AH u D € AH, 3akmyuyjemo na je D Mukenosa Tauka, a camum tum 1 G = G

Capna ma ocuoBy LpokapmoBe Teopeme nmamo na je G oprouentap tpoyriaa X HA. Younmo
raury Y = AX N HG. Nmamvo na je Y € (AEHF), a takobe je u AY DG TeruBan (kpyr Han
npeunukoMm AG). Hera je P cpemumre xumorenyse X G npasoyraor tpoyraa XY G. Mmamo
na je /PYH =/PYG = /PGY = /DGY = /DAY = /ZHAY, onnocuo PY je maurenra Ha
kpyr AEHF.

Ocraje jom ma ce mokaxe na cy P, E,F konumeapue jep onma mmamo PE - PF = PY? =
PG?, re je PG ranrenta ua kpyr (EFG).

Komuneapuoct rauaka P, E, F cienu u3 unmenure na cy cpeaumra qujaronaaa X G, MK, NL
rommeTHOT yerBopoyraa M NKLXG xkonureapHa.



