
Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA - IZBORNO TAKMIQEǋE ZA IMO, Beograd 2026

Drugi dan

4. PRVO REXEǋE: Definiximo taqku H ′ kao presek tangente u G na Ω i BC. Na
osnovu Paskalove teoreme za taqke A,G,G,D,C,B imamo da su F = AG ∩ DC, H ′ =
GG ∩ CB i I = GD ∩BA kolinearne.

Primetimo sada da je ∠FBI = 180◦−∠IBE = 180◦−∠ABE. Sa druge strane ∠FGI =
∠FGD = ∠AED. Kako imamo i AE = AD, to va�i ∠ABE = ∠AED, dakle i ∠FBI +
∠FGI = 180◦ pa je qetvorougao FBIG tetivan.

Daǉe je ∠BFH ′ = ∠BFI = ∠BGI = ∠BGD = ∠BED. Odavde vidimo da je FH ′||ED,
pa je H ≡ H ′.

DRUGO REXEǋE: Definiximo taqku L kao presek AH i Ω. Primetimo da je
∠GFH = ∠GFC+∠CFH = 180◦−∠CGF−∠GCF+∠CDE = 180◦−∠ADC−∠DAG+∠EDC =
180◦ − ∠DAG − ∠ADE = 180◦ − ∠DAG − ∠DGA, jer je AE = AD. Daǉe iz trougla
ADG sledi da je ∠ADG = 180◦ − ∠DAG − ∠DGA, odnosno ∠ADG = ∠GFH. Onda je i
∠ALG = ∠GFH, pa je qetvorougao GLHF tetivan.

Tako�e va�i ∠HBF = ∠CBE = ∠CDE = ∠CFH pa su trouglovi HBF i HFC
sliqni, odnosno HF 2 = HC · HB = HL · HA. Odatle su i HLF i HFA sliqni, pa je
∠HFA = ∠HLF = ∠HGF . Dakle HF = HG, pa je HG tangenta na Ω.

TRE�E REXEǋE: Za poqetak iz toga xto se tetive AG,BE i CD seku u istoj taqki
F , znamo da je AE · BD · CG = AD · BG · CE. Kako je AD = AE, dobijamo BD

CE = BG
CG . Iz

sliqnosti FEC i FDB imamo BD
CE = BF

CF . Tako�e ∠HBF = ∠CBE = ∠CDE = ∠CFH pa
su trouglovi HBF i HFC sliqni, odnosno BF

CF = HF
HC . Daǉe kako znamo da je BG

CG = BF
CF

to se simetrale ∠BGC i ∠BFC seku na BC u nekoj taqki L i va�i BG
CG = BF

CF = BL
CL .

Kako je i ∠HLF = ∠LBE + ∠BFL = ∠EDC + ∠LFC = ∠CFH + ∠LFC = ∠LFH, to je
HF = HL. Dakle BL

CL = HL
HC , odnosno HL · CL = BL ·HC, pa kad dodamo na obe strane

HL ·HC dobijamo HL2 = HB ·HC pa mo�emo zakǉuqiti da je HG tangenta na Ω.

5. Maja pobe�uje ako je n oblika 4k + 1 ili 4k + 2, a Kosta inaqe. Doka�imo prvo da
ako prvi igraq gubi za neku vrednost broja n, onda prvi igraq pobe�uje za vrednost



n+2. Zaista, u igri sa 2(n+2) rupa Maja mo�e u svom prvom potezu da pomeri lexnik
iz prve u posledǌu rupu. Tada se igra svodi na igru sa 2n rupa, od rupe broj 3 do
rupe broj 2n+ 2. Poxto je sada Kosta na potezu, a prvi igraq u toj maǌoj igri gubi,
Maja pobe�uje.

Poxto Maja oqigledno pobe�uje za n = 1 i n = 2, ostaje da poka�emo da Kosta
pobe�uje kada je n oblika 4k ili 4k + 3.

Kostina strategija je slede�a. Ukoliko Maja premesti lexnik iz rupe i u rupu j
za neke i i j takve da je i+ j ̸= 2n+ 1, Kosta �e premestiti lexnik iz rupe 2n+ 1− j u
rupu 2n+1− i. U suprotnom, ako je i+ j = 2n+1, Kosta �e premestiti lexnik iz rupe
k u rupu 2n+ 1− k, za neko pogodno k.

Doka�imo da Kosta mo�e da poxtuje ovakvu strategiju i da je ona za ǌega pobed-
niqka. Za poqetnu konfiguraciju va�i da se lexnik nalazi u rupi i ako i samo ako se
lexnik ne nalazi u rupi 2n+ 1− i. Ovakve konfiguracije zva�emo simetriqnim.

Pretpostavimo da je pre Majinog poteza konfiguracija bila simetriqna. Ako je
Maja premestila lexnik iz rupe i u rupu j, gde je j > i i i + j ̸= 2n + 1, onda zbog
simetriqnosti znamo da je rupa 2n+1− i prazna, da se u rupi 2n+1− j nalazi lexnik
i da je 2n+ 1− j < 2n+ 1− i. Dakle, Kosta mo�e da premesti lexnik iz rupe 2n+ 1− j
u rupu 2n+ 1− i i time ponovo dobije simetriqnu konfiguraciju.

Ostaje sluqaj kada je i+j = 2n+1. Tada Majin potez sam po sebi oquvava simetriq-
nost konfiguracije. Da bi Kosta mogao da odigra svoj predvi�eni potez, potrebno je
samo dokazati da se u prvih n rupa tada nalazi bar jedan lexnik, kako bi Kosta mogao
ǌega da pomeri sa pozicije k na poziciju 2n+ 1− k i pritom oquva simetriqnost.

To mo�emo tvrditi zbog toga xto se za n oblika 4k ili 4k + 3 na poqetku u prvih
n rupa nalazi paran broj lexnika, redom 2k i 2k + 2. Zbog Kostine opisane strate-
gije, pre svakog Majinog poteza ovaj broj je uvek paran, jer tokom jednog para poteza,
Majinog i Kostinog, broj lexnika u prvih n rupa ili ostaje isti ili se smaǌuje za
2. Ako Maja odigra potez za koji je i + j = 2n + 1, onda se posle ǌenog poteza broj
lexnika u prvih n rupa smaǌi za 1, pa je taj broj neparan. Zato je sigurno ve�i od
nule, pa u prvih n rupa postoji bar jedan lexnik.

Sada jednostavnom indukcijom zakǉuqujemo da je konfiguracija simetriqna pre
svakog Majinog poteza i da Kosta mo�e da poxtuje svoju strategiju. Poxto smo dokaza-
li da Kosta ima odgovor na svaki Majin potez, a igra je konaqna, Kosta ima pobedniqku
strategiju. Ovim je dokaz zavrxen.

6. Iz oqigledne deǉivosti rad(ab) | rad(a)rad(b), skup moniqnih polinoma koji zado-
voǉavaju navedenu deǉivost je zatvoren u odnosu na mno�eǌe. Polinomi P (x) = x i
P (x) = x − 1 oqigledno ispuǌavaju ovo tvr�eǌe, pa ga, po prethodnoj konstataciji,
ispuǌava i polinom P (x) = (x − 1)2. Za naveden polinome je P (0) = 0,−1, 1, redom.
Doka�imo da drugih rexeǌa nema.

Analizirajmo zadati uslov, koji mo�emo zapisati u obliku p ∈ P, p | P (n) =⇒ p |
P (nn). Kako p | P (n) =⇒ p | P (n + kp) (∀k ∈ N) =⇒ p | P ((n + kp)n+kp) ≡ P (nn+kp) ≡
P (nn+k) (mod p), to na osnovu Male Fermaove teoreme zakǉuqujemo da p | P (nn+k)∀k ∈
N⊬. Kako n + k daje sve mogu�e ostatke pri deǉeǌu sa p − 1, dok k prolazi skupom
prirodnih brojeva, ponovnom upotrebom Male Fermaove teoreme zakǉuqujemo da p |
P (nl), za svako l ∈ N (za fiksirano l > 0 mo�emo uzeti k ∈ N takav da l ≡ n + k
(mod p− 1)). Dakle, va�i p | P (n) =⇒ p | P (nl), za svako l ∈ N.
Dovoǉno je dokazati da su sve (kompleksne) nule polinoma P modula 0 ili 1, xto
zavrxava zadatak, s obzirom na to da je |P (0)| ∈ N0 i da je |P (0)| jednak proizvodu
modula svih nula polinoma P , jer je on moniqan.

Neka je w ∈ C takav da je P (w) = 0 i R(x) minimalni polinom nule w (nad Q).
On deli P u Q[x] i moniqan je, a kako je P celobrojan moniqan polinom, jednostavno



zakǉuqujemo da je R(x) ∈ Z[x] i da je koliqnik P
R celobrojan polinom. Fiksirajmo

prirodan broj l i celobrojan polinom Q(x) = P (xl). Ukoliko R ∤ Q (u Z[x]), Q i R su
uzajamno prosti u Z[x] s obzirom na to da je R minimalni polinom od w, pa je pritom
nerastavǉiv.

Pretpostavimo da je ovo sluqaj. Tada, na osnovu Bezuovog stava, postoje celobrojni
polinomi A i B i ceo broj c ̸= 0 za koje va�i A(x)Q(x) + B(x)R(x) = c, a negiraǌem A
i B po potrebi mo�emo pretpostaviti bez umaǌeǌa opxtosti da je c > 0. Po Xurovoj
teoremi postoji beskonaqno prostih brojeva p za koje va�i p | R(n) za neki prirodan
broj n. Uzimaǌem proizvoǉnog takvog para (p, n) za koji je p > c, po prethodnom
zakǉuqujemo p | P (n), odakle p | P (nl) = Q(n), pa iz definicije polinoma A i B,
ubacivaǌem vrednosti x = n, zakǉuqujemo da p | c, xto je nemogu�e zbog p > c > 0.

Dakle, mora va�iti R | Q u Z[x], odakle navedena deǉivost va�i i u R[x], pa iz
P (w) = R(w) = 0 sledi 0 = Q(w) = P (wl). S obzirom na to da ovo va�i za svako l ∈ N,
kao i da su brojevi al = wl nule nekonstantnog polinoma, niz al mo�e imati konaqno
mnogo razliqitih qlanova. Sledi da je, za neke razliqite prirodne brojeve u i v,
wu = wv. Izjednaqavaǌem modula zakǉuqujemo da je w = 0 ili |w| = 1, qime je dokaz
zavrxen.


