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Zadatak 1. Neka su x, y, z pozitivni realni brojevi. Dokazati da va�i nejednakost
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Kada va�i jednakost?

Rexeǌe 1: Najpre primenimo nejednakost izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine na imenilac prvog
razlomka
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Analognim postupkom dobijamo da je
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pa sabira�em zak	uqujemo da je
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Ponovo iz nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine dobijamo
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pa konaqno dobijamo
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Jednakost va�i ako i samo ako je x2y = z, y2z = x, z2x = y,
1
x

= 1
y

= 1
z
, odnosno x = y = z = 1.

Rexeǌe 2: Iz nejednakosti aritmetiqke i geometrijske sredine prime�ene na brojeve x2y2, x2yz, yz i z2

sledi da je
x2y2 + x2yz + yz + z2
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Rastav	aju�i levu stranu na qinioce odatle sledi (y + z)(x2y + z) ⩾ 4xyz, a zatim i
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Sabiraju�i analogne nejednakosti
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dobijamo tra�enu.
Jednakost va�i ako i samo ako je x2y2 = x2yz = yz = z2, y2z2 = y2zx = zx = x2, z2x2 = z2xy = xy = y2,
odnosno x = y = z = 1.

Rexeǌe 3: Iz nejednakosti Koxi{Xvarca va�i
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Da	e je iz nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine x+1 ⩾ 2
√
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Sabiraju�i analogne nejednakosti
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dobijamo tra�enu.
Jednakost va�i ako i samo ako je x2yz = z2, y2zx = x2, z2xy = y2, x = y = z = 1, xto se svodi na x = y = z = 1.

MARKING XEMA

(0) Navo�e�e da jednakost va�i samo u sluqaju x = y = z = 1 bez izvo�e�a niza nejednakosti . . . .0 poena

Rexeǌe 1:

(1) Uspexna primena AG nejednakosti na imenilac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4 poena

(2) Ocena leve strane izrazom 1
2

(
1√
yz + 1√

zx
+ 1√

xy

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 poen

(3) Primena AG nejednakosti na izraz 1√
yz (ili neke �oj ekvivalentne) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 poena

(4) Zavrxetak dokaza nejednakosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 poen

(5) Dokaz kada va�i jednakost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 poen

Rexeǌe 2:

(1) Primena AG nejednakosti na navedene izraze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 poena

(2) Rastav leve strane i ocena jednog sabirka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4 poena

(3) Zavrxetak dokaza nejednakosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 poen

(4) Dokaz kada va�i jednakost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 poen

Rexeǌe 3:

(1) Uspexna primena Koxi-Xvarcove nejednakosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 poena

(2) Ocena pomo�u AG nejednakosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 poena

(3) Zavrxetak dokaza nejednakosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 poen

(4) Dokaz kada va�i jednakost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 poen
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Zadatak 2. Neka je ABCD paralelogram sa oxtrim uglom u temenima A i C. Oznaqimo sa E i F redom
podno�ja visina iz temena B i D u trouglu BCD. Dokazati da je prava odre�ena centrima opisanih
kru�nica trouglova ABD i CEF paralelna pravoj AC.

Rexeǌe 1: Neka je {H} = BE ∩ DF ortocentar trougla BCD, a K podno�je normale iz H na AC. Kako
je ∡CEH = ∡CFH = 90◦, kru�nica opisana oko trougla CEF sadr�i taqku H i du� CH je jedan �en
preqnik. Sliqno, kako je ∡ABH = ∡ADH = 90◦, kru�nica opisana oko trougla ABD sadr�i taqku H i
du� AH je jedan �en preqnik. Prema tome, jedna preseqna taqka pomenutih kru�nica je taqka H.
Neka su O1 i O2 redom centri opisanih kru�nica trouglova ABD i CEF . Poxto je AH preqnik prve
kru�nice, �en centar je sredixte du�i AH, tj. O1 je sredixte du�i AH. Sliqno, poxto je CH preqnik
druge kru�nice, �en centar je sredixte du�i CH, tj. O2 je sredixte du�i CH.
Prema tome, u trouglu ACH taqke O1 i O2 su sredixta stranica AH i CH. Zato je prava O1O2 sred�a
linija trougla ACH, pa va�i O1O2 ∥ AC.

Rexeǌe 2: Na isti naqin kao u prvom rexe�u dokazujemo da se kru�nice seku u taqki H. Doka�imo da je
druga preseqna taqka ovih kru�nica taqka K. Oqigledno je ∡CKH = 90◦, pa taqka K pripada kru�nici
nad preqnikom CH, xto je upravo kru�nica opisana oko trougla CEF . Sliqno, kako je ∡AKH = 90◦,
pa taqka K pripada kru�nici nad preqnikom AH, tj. kru�nici opisanoj oko trougla ABD. Prema tome,
zajedniqka tetiva ovih kru�nica HK je normalna na AC. Kako je prava odre�ena centrima dva kruga koja se
seku uvek normalna na zajedniqku tetivu tih krugova, ta prava je normalna na HK, a samim tim paralelna
sa AC. Ovim je dokaz zavrxen.

MARKING XEMA

(1) Dokaz da je CEHF tetivan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 poena

(2) Konstatacija da je CH preqnik opisanog kruga oko CEHF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 poen

(3) Dokaz da je ABHD tetivan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 poena

(4) Konstatacija da je AH preqnik opisanog kruga oko ABHD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 poen

(5) Kraj dokaza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2 poena
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Zadatak 3. Odrediti najma�i prirodan broj s za koji postoje prirodni brojevi a, b i c takvi da je ab + s
stepen broja c, bc + s stepen broja a, ca + s stepen broja b.
Napomena: Stepen broja a je proizvo	an broj oblika am, gde je m ∈ N.

Rexeǌe : Zapiximo uslove zadatka u obliku sistema

ab + s = cm

bc + s = an

ca + s = bk,

(1)

za neke m, n, k ∈ N. Najpre, primetimo da za s = 4 postoji rexe�e ovog sistema a = b = c = 2 i m = n = k = 3.
Dokaza�emo da sistem nema rexe�e za s ⩽ 3, tj. za s ∈ {1, 2, 3}.
Najpre, primetimo da je a, b, c ⩾ 2. Zaista, ako je neki od �ih, npr. a = 1, tada je bc + s = 1, xto je nemogu�e
jer je leva strana bar 2. Mno�e�em sve tri jednaqine sistema, dobijamo

a2b2c2 + s2(ab + bc + ca) + sabc(a + b + c) + s3 = anbkcm,

pa zak	uqujemo da
abc | s2(ab + bc + ca + s). (2)

Doka�imo da je s uzajamno prost sa svim a, b, c. Pretpostavimo suprotno, da postoji prost broj p takav da
npr. p | a i p | s. Tada iz prve jednaqine sistema zak	uqujemo da p | c, dok iz tre�e zak	uqujemo da p | b.
Nije mogu�e da je m = n = k = 1, jer bi onda ab + bc + ca + 3s > a + b + c, pa bar jedan od m, n i k (npr.
k) mora biti ve�i ili jednak 2. No, tada iz tre�e jednaqine dobijamo da p2 | ca i p2 | bk, pa p2 | s xto je
nemogu�e jer je s ∈ {1, 2, 3}. Odatle i iz jednaqine (2) dobijamo da je

abc | ab + bc + ca + s,

pa postoji k ∈ N takav da je
ab + bc + ca + s = k · abc. (3)

De	e�em obe strane sa abc u jednaqini (3), dobijamo da je

1
a

+ 1
b

+ 1
c

+ s

abc
= k.

No, znaju�i da su a, b, c ⩾ 2, dobijamo da je

k ⩽
1
2 + 1

2 + 1
2 + 3

8 = 15
8 < 2

pa je k = 1, tj va�i
ab + bc + ca + s = abc. (4)

Kako je ceo sistem simetriqan po a, b i c, mo�emo pretpostaviti da je a ⩾ b ⩾ c. Iz jednaqine (4) zak	uqujemo
da

ab | bc + ca + s,

pa postoji t ∈ N takav da je
bc + ca + s = t · ab.

De	e�em obe strane sa ab, dobijamo da je

t = c

a
+ c

b
+ s

ab
⩽ 1 + 1 + 3

4 < 3,

pa t ∈ {1, 2}. Ako je t = 2, posmatramo jednaqinu

bc + ca + s = 2ab. (5)



Ako je a = b, onda a | s, xto je nemogu�e iz ve� dokazane qi�enice da su a i s uzajamno prosti. Dakle va�i
a > b. Ako je b > c, tada je a − c > 2, pa iz s = a(b − c) + b(a − c) je s ⩾ 4, kontradikcija. Dakle b = c, pa se
jednaqina (5) svodi na b2 + s = ab. No, onda b | s, xto je nemogu�e.
Ostaje opcija t = 1, pa je bc + ca + s = ab, odnosno jednaqina (4) se svodi na 2ab = abc, pa je c = 2, pa dobijamo
da je 2a + 2b + s = ab. Sada ovu Diofantovu jednaqinu zapisujemo u ekvivalentnom obliku

(a − 2)(b − 2) = s + 4. (6)

Ako je s = 1, tada je jedina mogu�nost da je a = 7 i b = 3, pa se prva jednaqina poqetnog sistema svodi na
7 · 3 + 1 = 22 = 2m, xto nema rexe�e u skupu N.
Sluqaj s = 2 je nemogu� jer je c = 2 i s i c su uzajamno prosti.
Konaqno, u sluqaju s = 3, jednaqina (6) ima samo jedno rexe�e a = 9 i b = 3, no ponovo posmatraju�i prvu
jednaqinu poqetnog sistema dobijamo 9 · 3 + 3 = 30 = 2m, xto nema rexe�e u skupu prirodnih brojeva.
Ovim smo dokazali da je najma�e tra�eno s = 4.

MARKING XEMA

(1) Konkretan primer za s = 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 poen

(2) Zak	uqak da va�i abc | s2(ab + bc + ca + s) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 poen

(3) Razmatra�e uzajamne prostosti s sa nekim od a, b, c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 poen

(4) Zak	uqak da va�i abc | ab + bc + ca + s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 poen

(5) Zak	uqak da va�i abc = ab + bc + ca + s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 poen

(6) Zak	uqak da va�i bc + ca + s = t · ab, za t ∈ {1, 2} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 poen

(7) Rexava�e sluqaja t = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 poen

(8) Zak	uqak da u sluqaju t = 1 va�i c = 2 i (a − 2)(b − 2) = s + 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 poen

(9) Dokaz da za s ⩽ 3 nema rexe�a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 poena
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Zadatak 4. Neka je n prirodan broj. Posmatrajmo tablu dimenzija 2n × 2n sastav	enu od jediniqnih
kvadrati�a, pri qemu su redovi i kolone numerisani od 1 do 2n (odozgo nadole i sleva nadesno). Posmatrajmo
tablu B koja se sastoji od svih po	a u i-tom redu i j-toj koloni takvih da va�i 2n−1 + 2 ⩽ i + j ⩽ 3 · 2n−1.
Na slici ispod dat je primer table B za n = 3. Koliki je minimalan broj

kvadrata;(a) pravougaonika;(b)

potreban da se tabla B potpuno poploqa (bez preklapa�a)?

Rexeǌe: Odgovor je 2n u oba sluqaja. Oznaqimo sa m(n) tra�eni minimalan broj pravougaonika. U sluqaju
n = 1, tabla B se sastoji od dva nepovezana po	a i zato je m(1) = 2. Sada neka je n ⩾ 2. Oznaqimo sa L
skup po	a (i, j) table B takvih da je i + j = 2n−1 + 2, i oznaqimo sa U skup po	a (i, j) table B takvih da je
i + j = 3 · 2n−1. Skupovi L i U oznaqeni su taqkama na slici ispod. Svaki pravougaonik koji poploqava B
mo�e pokriti najvixe jedno po	e iz skupa L. Sliqno, svaki pravougaonik koji poploqava B mo�e pokriti
najvixe jedno po	e iz skupa U . Kako je n ⩾ 2, skupovi L i U su disjunktni i �ihov unija se sastoji od

|L ∪ U | = |L| · 2 = (2n−1 + 1) · 2 = 2n + 2

po	a. Sada �elimo da proverimo koliko ima pravougaonika koji u poploqava�u table B mogu istovremeno
pokriti po jedno po	e iz skupova L i U .

◾

◾

◾

◾ ◾

◾ ◾

◾

◾

◾

Jedan takav pravougaonik P ima gor�e-levo teme u po	u (i, 2n−1 +2−i), za neko 1 ⩽ i ⩽ 2n−1 +1, i do�e-desno
teme u po	u (j, 3 · 2n−1 − j), za neko 2n−1 ⩽ j ⩽ 2n. Dokaza�emo da P pokriva jedno od dva centralna po	a:
(2n−1, 2n−1 + 1) ili (2n−1 + 1, 2n−1). Odavde �e slediti da postoje najvixe dva ovakva pravougaonika.
Uslov (2n−1, 2n−1 + 1) ∈ P znaqi da va�i

i ⩽ 2n−1 ⩽ j i 2n−1 + 2 − i ⩽ 2n−1 + 1 ⩽ 3 · 2n−1 − j,

odnosno
1 ⩽ i ⩽ 2n−1 i 2n−1 ⩽ j ⩽ 2n − 1.

Ovo va�i u svim sluqajevima osim ako je i = 2n−1 + 1 ili je j = 2n.
Uslov (2n−1 + 1, 2n−1) ∈ P znaqi da va�i

i ⩽ 2n−1 + 1 ⩽ j i 2n−1 + 2 − i ⩽ 2n−1 ⩽ 3 · 2n−1 − j,



odnosno
2 ⩽ i ⩽ 2n−1 i 2n−1 + 1 ⩽ j ⩽ 2n.

Ovo va�i u svim sluqajevima osim ako je i = 1 ili je j = 2n−1.
Jedine mogu�nosti za pravougaonik P koji ne bi obuhvatio nijedno od po	a (2n−1, 2n−1+1) ili (2n−1+1, 2n−1)
je da va�i (i, j) = (2n−1 + 1, 2n−1) ili (i, j) = (1, 2n). Odnosno P ima dijagonalna po	a sa koordinatama
(2n−1 + 1, 1) i (2n−1, 2n), ili dijagonalna po	a sa koordinatama (1, 2n−1 + 1) i (2n, 2n−1). Vidimo da nijedan
od ova dva sluqaja nije geometrijski mogu�.
Sledi da je m(n) ⩾ |L ∪ U | − 2 = 2n. Dakle, minimalan broj pravougaonika (a samim tim i kvadrata) kojima
je mogu�e poploqati tablu je bar 2n.
Sada �emo konstruisati primer sa taqno 2n kvadrata koji poploqavaju B. Samim tim, ovo �e biti primer i
za poploqava�e uz pomo� 2n pravougaonika. Iz prvog dela rexe�a zak	uqujemo da dva kvadrata dimenzije
2n−1 × 2n−1 moraju biti postav	ena u gor�e-desnom i do�e-levom kvadrantu table B. Ostaju nam dva
disjunktna dela table B (koji izgledaju kao stepenice) koji su isti do na rotaciju za 180◦. Jedan od �ih
oznaqimo sa Sn (orijentisan kao gor�e-levi). �elimo da poka�emo da se Sn mo�e poploqati sa taqno 2n−1−1
kvadrata. Postupamo indukcijom po n ⩾ 2. Za n = 2, Sn je samo jedno po	e pa je potrebno 1 = 22−1 − 1
kvadrata da ga poploqamo. Pretpostavimo da je potrebno 2n−1 − 1 kvadrata da se poploqa Sn−1. Na tabli
Sn uzmimo najve�i mogu�i kvadrat koji mo�e da stane: to je kvadrat dimenzije 2n−2 × 2n−2 i mo�e stati
na taqno jednom mestu. On se prostire od do�eg-desnog ugla Sn do sredine stepenica. Kada uklonimo taj
veliki kvadrat, ostaju nam dve ma�e disjunktne stepenice, obe jednake Sn−1. Po induktivnoj pretpostavci
svako Sn−1 mo�e da se poploqa sa 2(n−1)−1 − 1 = 2n−2 − 1 kvadrata, pa je poploqava�e Sn mogu�e sa taqno
2 · (2n−2 − 1) + 1 = 2n−1 − 1 kvadrata, xto je i trebalo dokazati.

Napomena: Sledi (jednostavniji) dokaz da u sluqaju poploqava�a kvadratima postoje najvixe dva kvadrata
koja imaju dva po	a iz skupa L ∪ U . Jedan takav kvadrat ima gor�e-levo teme u taqki (i, 2n−1 + 2 − i), za
neko 1 ⩽ i ⩽ 2n−1 + 1. Jedini deo tog kvadrata koji mo�e preseci skup U je �egovo do�e-desno teme i ono �e
biti u po	u (i + 2n−1 − 1, 2n + 1 − i), i to je kvadrat dimenzije 2n−1 × 2n−1. Svaki takav kvadrat pokriva
taqno 2n−1 po	a na anti-dijagonali table B (po	a (i, j) takva da je i + j = 2n + 1). Anti-dijagonala table
B je du�ine 2n i zato mogu postojati najvixe dva kvadrata koji pokrivaju taqno dve taqke iz skupa L ∪ U .

MARKING XEMA

(1) Uoqava�e po	a iz skupova L ili U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 poen

(2) Konstatacija da jedan pravougaonik/kvadrat ne mo�e pokriti dva po	a iz L ili U . . . . . . . . . . 1 poen

(3) Dokaz da mogu postojati najvixe dva pravougaonika koji pokrivaju po	e iz L i iz U (ova stavka nije
aditivna sa stavkama (4) i (5)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 poena

(4) Konstatacija da svaki pravougaonik koji zahvata dve taqke iz skupa L ∪ U mora zahvatiti jedno od dva
centralna po	a (ova stavka nije aditivna sa stavkama (3) i (5)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 poena

(5) Dokaz da mogu postojati najvixe dva kvadrata koji pokrivaju po	e iz L i iz U (ova stavka nije aditivna
sa stavkama (3) i (4)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2 poena

(6) Zak	uqak da je m(n) ⩾ 2n za kvadrate/pravougaonike . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 poen

(7) Konstrukcija primera za kvadrate (ova stavka nije aditivna sa stavkama (8) i (9)) . . . . . . . . . . 3 poena

(8) Konstrukcija primera za pravougaonike koji nisu kvadrati (ova stavka nije aditivna sa stavkama (7)
i (9)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 poen

(9) Opisna konstrukcija primera za kvadrate (ova stavka nije aditivna sa stavkama (7) i (8)) . 2 poena

Napomena: U sluqaju da je potpuno ura�en samo deo (a) ili samo deo (b), uqenik �e po ovoj marking
xemi imati 7 poena.


