IpymrBo maremarunuapa Cpbouje
PEIMTEHA 3AIJATAEKA - 19. CMO, Beorpan 2026.
IIpBu man

1. IPBO PEHIEWE: 3a cBako r € Fip13 HEKA Cy 0 U €,, PEIOM, jeJUHU HENAPDAH U jeIUHU
napan 6poj u3 ckyma {1,2,...,2026} koju cy rourpyentau ca r (mod 1013). Tana, 3a cBaka
nBa r,s € F1913 BaskuU:

0,05 = Oy, 0765 = €rg, eres = ers  (mod 2026).
Koucrpyucahemo nepmyranujy 7 ckyna {1,2,...,2026} na ciaenefiu nauun:
m(0g) = e1, m(0z) = 0_1_5-1,3a 1 #0,
m(eo) = eo, m(e1) = o1, m(ex) =€1-4-1,3a 2 #0,1.

Cana pauymamo ocrarke npoussoza km(k):
007(09) = 10131014 =0=¢p (mod 2026),
a3zax#0,
027(02) = 04 0_1_5-1 = 0g(—1—p-1) = 051 (mod 2026).

Hame je
eom(eg) = 2026 -2026 = 0=¢p (mod 2026),

e1m(er) = 10142025 = 1012 =e_; (mod 2026),

nok 3a x # 0,1,
exT(er) = €p€i_g-1 =€p(1—z-1) = €1 (mod 2026).

ITpema Tome, Meby ocramuma Gpojesa kr(k) mobujamo:
* CBe mapHe OCTaTKe €., 3a T € Fig13,
* CBe HemapHe OCTATKe 0,, OCUM ocTaTka o_1 = 2025 (mod 2026).

Haxmne, nobujamo Tauno 2025 pa3znanuuTUX OCTaTaka mpu Aebewmy ca 2026.

Jom Tpeba morazaru ma mHuje moryhe moburm cBux 2026 ocraraka npu pesbemy ca 2026.
IIpernocraBuMo CynpoTHo, Tj. ma cy 6pojesu (1), 27(2), ..., 20267 (2026) mehycobuo HEKOH-
rpyeaTHu mo moxyiay 2026. Tama, mehy mumma mma tauno 1013 memapHumx ocraraka. Kako
je npousson kw(k) Hemapan ako u camo ako cy u k u w(k) menmapsu, caemu na ce csux 1013
HemapHUX OpojeBa MOpa TpeciaukasBatu y Hemapre Opojese. Mopa 6urm w(1013) = 1013,
jep bucMo y cympoTHOM mobuian mnBa pasaumuurta HemapHa Opoja mesmuBa ca 1013, mro je
memoryhe. IIpema tome, 3a cBaku menapad k # 1013 6pojesu k u 7(k) cy Henmapuu u pasau-
yutuy on 1013, Te mpoussoaun

kr(k), k menapan, k # 1013,

Iajy TavyHO CBe HemapHe ocraTke pasiuuurte on 1013. MebyrTum, oo muje moryhe. 3aucra,
aKO O3HAYMMO Ca
r= 1] &

k wemapan
k#1013



oTyma, ¢ 003upoM ma m mepMyTyje HenapHe O6pojeBe pasauuute ox 1013, mobujamo

I[ F*=(k)=P* (mod 1013).

k Hemapan
k#1013

Ca npyre crpame, 6pojesu km(k) majy Tauno cBe HemapHe ocTtaTke pazmuuure on 1013, Te
je ®mUX0oB mpomsBOA KOHrpyeHTaH ca P mo momyny 1013. Haxme, P? = P (mod 1013), ma,
kako je P # 0 (mod 1013), crean P =1 (mod 1013). Amu, P=1-2-...-1012 = (1012)! = -1
(mod 1013) mo Buiuconosoj Teopemu, mwro je koHTpaaukimja. [Ipema Tome, 6poj paznauunTux
ocraraka je HajBume 2025.

IIPYTO PEHIEWE: Horkazahemo nma 3a n = 2p, rae je p HemapaH npocT Opoj mOCToju mep-

myrtanuja 7 ckyna {1,...,2p} tako na 6pojesu i7(i) (mod 2p) majy tauno 2p — 1 paszauunTux
BpensocTu. 3a cBaku r € F, Heka Ccy o, U €, jeQUHNM HemapaH, OJHOCHO IapaH OpoOj u3
{1,...,2p} rourpyentan ca r (mod p). Tana Baxku

0705 = Opg, 0r€5 = €, eres = ers  (mod 2p).

Hera je g mpyuMuTUBaH KOPEH IO MOILYJIY P U k = %1. He¢purumumo nepmyramujy o : Fp, — F,
ca

o(0) =0, olg) =gt (0<i<k-1), o(g®) =1, olg)=¢g" (k+1<i<2k—1).

Tana mynruckyn {ro(r):r € Fp} canpxu cBe enemenre ckyna F,, ocum 1, mpu uemy ce —1
jaBiba IBa myTa. 3aTO HOCTOjU jeAMHCTBEH a # —1 Takas ma ac(a) = —1. Heka je u = o(a).
Cana nedpuaumemo 7 ca

(O ) Cus r=a, (6 ) Oy, —U(T) = u,
7(0,) = T(e,) =
Os(ry, T 7 a, e_o@r), —0(r)#u.

OBo je mepmyranuja, jep CJIMKe HEMAPHUX Oa]y CBE Oy, OCUM IITO je 0, 3aMEHmEH Ca €, a
CJIMKE TMTAPHUX OAjy CBE €4, OCUM IITO j€ €, 3aMEHEH Ca 0y. 3a I' # 4 UMaMO

O’I"T(OT‘) = Ora(r) ’

IOK 32 T = @ Ba:kuU
0a7(04) = €qy = €_1.

Iakmne 3 HemapHUX OcTaTaka HOOMjaMO CBe HemapHe ocTtaTke ocuM 1 u jom e_i. Ilame, 3a
cBako r € [F), Baxkn
eT'T(e’!') = €_ro(r) (mOd 2p)7

OaKJje 3aKbYyUyjeMo Oa U3 HaPHUX OCTAaTaka JOOMjaMoO CBe mapHe OCTAaTKe, OCUM €_j. 3aTo,
VKyIOHO mobujaMo CBe TapHe OCTATKe W CBE HemapHe ocTaTrke ocuM 1, Tj. Tauno 2p — 1
pasanumTux ocraraxka mMoxyno 2p. Jlokas ma Huje moryhe moctmhu cBux 2p ocraraka je
UCTU KAO U Y TMPBOM DPeEIeny.

2. [TIPBO PEIIEWKE: O3mauumo ca G apyru mpecek KpysKHUIle onucane oko tpoyria BHC
ca mpaBoM AC u Hera je tauka N OPyrU MpeCcek KPY:KHUIA OMUCAHUX OKO Tpoyriosa CGD
u DFI. Tarobe, mera je tauka L mpecek npase M P ca npaBom AC. Yuyrpamme yriose
tpoyrina ABC konm temena A, B u C o3mauumo ca «, § u v, pemom. Tanma, u3 TeTUBHOCTU
uerBopoyria CGN D umamo na je ZGN D = 180° —+y, mok n3 reruBHOCTH YeTBOpOyriaa DEFNT
umamo ga je ZDNI = ZDFI =90° — ZDAF = 90° — (§ — (90° = 3)) = 180° = § — 8= § + .



Cana mvamo na je ZING = 360° — ZDNI— ZGND = 360° — (§ +v) — (180° —v) = 180° — § =
180° — ZGAI, onakne caemu na je uerBopoyrao AING rerusawn.

Crora, mobujamo ma je ZINA = ZIGA = §, jep je Tauka G cuMeTpUYHA CIMKA TadKe
A npu neHTpasgHOj cuMeTpuju npero tadyke F. OBO 3HaMO 3aTO mTO je Tauka F mom3Hoxkje
Bucuae u3 temena B ma mpaBy AC, a m3 termBHOCTH yeTBOpoyriaa BHGC mmamo na je
/BGC = /BHC = 180° — «, na je /BGA = /BAG, mTo noka3yje IpeTXOmIHO TBpDheme.
Cana mvmamo na je /DNA=/DNI+/ZINA=S+y+§ =a+y=180°—-3=180°—-ZABD,
na je uerBopoyrao ABDN rtermBan. Kako suamo ma je werBopoyrao ABDE teruBaH, TO je
u vetoBopyrao ADNE reruBan. Otyna, kako je tauka L npecek npasux M P u CG, L je
PAIUKAJHU IeHTap KPYsKHUIa omucaHux oko tpoyriaosa BHC, CGD u DFI, To cy tauke D,
N u L xonuneapwue.

Cana, mocMmrpajyhu norennujy Tauke L y 0OIHOCY Ha KPY:KHUILY OIMMCAHY OKO YETBOPOYTJIA
ADNE, nmamo na je LN - LD = LE - LA, nox nmocmarpajyhu norennujy tauke L y omHOCy
Ha KPY:KHUIY OomucaHy oko uerBopoyriaa DEFNI, nobujamo na Basku LN - LD = LM - LP.
Koumauno, umamo LM - LP = LE - LA, onakne ciaenu na je yeropopoyrao AEM P rerusaw,
mTo je u Tpebasio moKaszarTu.

4

A

OPYT'O PEHIEWE: IIpumennMo wHBEep3ujy y A ca MOIYyIPEUHUKOM (AH-AD)%. Tana
npobiem mocraje cnenehu: Heka je ABC Tpoyrao. Osmaunmo ca D, F u F noanoskja BUCUHA
u3 temena A, B u C', tum penom. Heka je H oprornenTap nosnasuor tpoyriaa. [IpernocraBumo
a cUMeTpajia YHyTpPallbher yria y TeMeHy A cede KpyskHUIE omnucaHe oko tpoyria AFE
u yerBopoyrna AFDC, npyru nyT, y Ttaukama (Q u P, pemom. Jloraszatu na ce tauka C
HaJla3u Ha paaukaiaHoj ocu kpyskauna PQH u DEF.



Crora, meka je R cpemumre ny:xu CH u S nomguoxkje mopmase u3 tauke H wa C'P. Kako
je ZHSP =90° = ZHQP, cnemu na je S Ha KPY:KUHUNM ONMCAHO] OKO Tpoyria HQP. 36or
MIOTEHIMj€e, NOBOJBHO je mokasatu na je RPSF mukmuuan. WMmamo na je ZRFP = /RCS =
/RSP, npu yemy npBa jemHakocT ciaenu, jep je P cpemumre nyka F'DC, anu u gpyra, jep
je HSC mpaBoyrau tpoyrao u R je cpemuimnre merose xunorenyse. Tume je mokas 3aBpIieH.

3. TBpanmo na je TpakeHM MUHUMYM jeTHAK M = (";1) Iokazahemo, Hajupe, ropmy
rpaHuily. J3ampaBo, mgokazaliemMo Hemro jade: CBakyu NEHTPAJIHO CHMETPUYAH KOHBEKCAH
2n-Toyrao, n > 3, yije cy HacIpaMHE CTPAHUIE 000jeHe UCTOM OOjOM MOKE Ce MOACIUTU HA
KOHBEKCHE YEeTBOPOYIJIOBE TPasKeHe BPCTE y3 TAYHO (”;1) VHYTPAIIbUX TAYAKA.

Iokas nae nagykuujom mo n. basa nanykuuje je cayuaj n = 3. Tazna je matu mHOrOyrao
[EHTPAJIHO CUMeTpUYaH KOoHBekcaH mecroyrao Aj;AsA3A AsAg, npu yeMy cy HacIpaMmHe
crpanure ucre 6oje. Heka je O meros nenrap cumerpuje. Tana cy mysxu OAp, OAs u OAs
Mebycobuo menpecenajyhe y yHyTpammOoCT MHOTOYTJIA W Aeje MECTOyrao Ha TPU KOHBEK-
cua uverBopoyria: AjAsA3O0, A3A4A50 u A5 AgA10. O6ojumo my:xx OAz Gojom cTpanuie
A1 As, myx OAs 6ojom crpanune AzAy, a mysx OA; 6ojom crpanure AsAg. Tana y yerBop-
oyray A1 As A3O nacupamue crpanune Ay As u OAs nmajy ucty 60jy, a HaCIpaMHE CTPaHUIE
Ay As m OA; rakobe umajy ucty 60jy, jep cy crpanune Ay Az u As Ag HacmpaMHe y IIOYETHOM
mecToyriry. AHAJIOTHO BaKM M 3a IpeocTata nBa deTBopoyria. Jlakme, TBpIOma Baxky 3a
n = 3. llpm Tome je ymorpebineHa TayHO jeqHA YHYTpPAIlmha Tadka, Tj. y OBOM CIy4dajy je

m= (%) =1

IIpernocraBumo cana na je n > 4 u na TBpheme Basku 3a 2n — 2. Herka je mar menTpaJiao
CUMEeTPUYaH KOHBEKCaH 2n-toyrao P = AjAs...As,, Ipu dyeMy Cy HacCIpaMHE CTDPAHUIE
ucre 60je. VHmekce mocmaTpamMo mo MOLyay 2n, ma je As,p1 = Aj. OsmaumMo ca e; =
A;A;+1 BerTOp i-Te crpaHume. Ilo HEHTpaJHO] CHMETPUjU BAKU €,4, = —e; 3a& CBAKO i,
ma moceOHO BasKU e, = —e,. Hera je v = ey, = AsyA1. Bai=n+2,n+3,...,2n —
1 nepurmmumno Taury B;_(n41) ca ocobmnom A;B;_(,41) = v, a jom craBumo mxa je Cp =
A, u Cp_y = Ay, Tana 3a cBako i = n+ 1,n+2,...,2n — 1 yerBopoyrao ; nepUHUCAH
ca Qni1 = Anp1Ani2B1Cy, Qi = AjAi1BinBi 1, 321 = n+2,...,2n — 2, Qap_y =
Azpn-142,Cp 1B, 2, jecte mapanenorpam, jep Baxyu A;Bj_(n41) = Aip1Biji—(ny1) = v &

Bi_(n+1)Biy1—(n+1) = AiAiy1 = e; y cBUM caydajeBuMa y KojuMa obe Tadke TMOCTOje, JOK ce
rpaduyHmn ciayvajesu ¢ = n+ 1 um i = 2n — 1 tymaue npeko Cyp = A, u C,_1 = A;. Ilariue,
cBaku (Q; je KOHBEKCAH YeTBOPOYTao.

ITocmarpajmo cama maoroyrao P’ = A1 As ... A,B1Bs ... B, 5. Iberose y3zacronue crpan-
WIE UMAJy BEKTOPE €1,€9,...,En_1,En+1,Cnt2,.-,€on—1: 3aucTa, crpannne A;A;11 3a 1 <i <

n—1 umajy BekTope e, 3atum je A, By = Ay p1Ane = enq1, name je Bi_ (1) Bifi—(ni1) = €

3ai=n-+2,...,2n— 2, a Hajzan je B,_2A; = Ag,_1A9, = ea,_1. [Ipema TOMe, HU3 cMepOBa
cTpaHUIa MHOTOyTJa P’ mobuja ce U3 HM3a cMepoBa CTPaHUIA MHOTOyTJa P m3banusamem
mapa HaCIpPaMHHUX CTPAHUNA Ca BEKTOPUMA €, U €z, = —€,. NaKo Cy CMePOBU CTPAHUIA KOH-
BEKCHOT MHOTOyTJIa ypeheHu cTporo MOHOTOHO OKO rpaHume, ciaemu na je u P’ KOHBekcaH.
C 0063upoM na ce mpeocTann BEKTOPU U HaJbe jaBibajy y HACIPAMHUM HAPOBUMA €y, = —€;,
caenu ma je m P’ menrpanno cumerpuvan. Jlakae, P’ je NeHTpaAJHO CMMETpPUYAH KOHBEKCAH
(2n—2)-toyrao. Ilopen Tora, HacnpaMue cTparune MEOrOyria P’ mMajy mcre 6oje. Baumcra,
CBaKa CcTpaHua MHOroyraa P’ umu je HeKa onm opurmHauHuX crpanuna A;A; 1, nin je mena
TpaHCIUpaHa KOmuja, ma 00jy Moske ma HacJaeou On oaroBapajyhe crpanuiie MHOTOyraa P.
Kaxko cy y P macnpamue cTpanuine ucte 60je, ucto Baxku u'y P,

Cana, 06ojuMo cBaku yeTBOpoyrao ; Ha ciaenehu waumn: crpanune A;A;41 u ogroBapa-
jyha cympotra crpanuna y (); 06ojumo mctom 60joM, a mMpeocTajie mBe CTpaHuie o00juMo
6ojom crpanune As,A;. Tama, y cBakoM (Q; HacmpaMHe cTpaHulle uMmajy ucty 060jy. Ilo
KOHCTPYKIMju, MEHOroyrao P’ u ueTBopoyraosu Qni1, Qni2, ..., Q2n_1 UMaAjy OUCjyHKTHE yH-



YTPAIIKhOCTH, & HBUXOBa YHUja MMa UCTY rpaHuily kao muHoroyrao P. Crora je muxosa

yHHja ynpaBo Ieo mMHOoroyrao P. [lakme, Ha Taj HaumH modbujaMo momesy MHoOroyriaa P Ha

MuOTOyTa0 P’ 1 n — 1 KOHBEKCHMX Y4eTBOPOYTIOBa Qni1,...,Q2,_1. [0 MELYKTUBHO] mpeT-

OCTABIOM, MHOTOyTrao P’ Moke ce majbe IMONeaUTH Ha TPAsKEHE KOHBEKCHE UETBOPOYTJIOBE
n—2 . .

Y3 TA4HO ( 5 ) VHYTPAaIIbUX Tadvyaka. Y HAIOIO] KOHCTPYKIM]U HOBE VHYTDAIIEHE TAUYKe CY

yupaBo Bi, Ba,...,B,_9, kOjux uma n — 2. 3aro 3a MHOroyrao P mobujamMo na je ykymnan
6poj yH};TpaHIH)I/IX TavaKa jeTHAK ("52) +(n—-2)= (";1) Tume je moraszaHa ropma TPAHUIA
m< (")

Capnma mokasyjeMmo nomy rpanuiy. llocmarpajMo Ipou3BOJBHY AOMYIITEHY IOAEILY IOYETHOT
IPaBUIHOT 2N-TOYTJIa Ha KOHBEKCHE YEeTBOPOYTJIOBE TpaskeHe Bpcre. Heka je b 6poj mobu-
jEeHUX YeTBOPOYTJIOBA, & M OpPOj YHYTPAIIHLUX TAYAKA.

Y cBakoM moOujeHOM YeTBOPOYTJY MOjaBJ/LbY]jy ce HajBuine nBe 0oje, jep cy My HacIpaMHe
cTpanure ucre 6oje. 3a cBakry 00jy KOja ce MOjaBibyje Yy TOM UYETBOPOYLJY CIOJUMO Cpe-
ouHe omroBapajyher mapa HacIpaMHUX CTpaHuUIa. Tako y CBAKOM UYETBOPOYIUIYy mOOMjamMo
HajBUIEe ABE TMOMONHE Oy:KW, Ma Ce y HBEeMy MO:KE MOjaBUTH HAjBUIIE jeIHO MpPEeCcename IMo-
MohHUX my:ku pazaumuutux Ooja.

durcupajmo cama jemuy 60jy c. Ilocmarpajmo cBe momohHe aysku KOje omroBapajy 6oju
c. Ome o6pasyjy mmanapuu rpad G.: HEroBr BPXOBU Cy CpEAWHE CBUX CTpaHuna Ooje c
KOje ce jaBipajy y HOIEJM, a HEeroBe rpaHe Cy ympaBo moMmeHyTe momohue may:xku. Cpaka
cpelvHa yHYTpalllkhe cTpaHulle 00je ¢ mMa CTEeNeH 2, jep Ta CTpaHUIla NPUIaga TAYHO ABaMa
4eTBOpPOYyIJIOBUMa 1 y oba ce mojaBmyje momohua maysxk 6oje c. Ca mpyre crpane, cpeauHa
rpaHdyHe CTPAHUIE MOYETHOT MHOrOyria 0oje ¢ mMa cremedH 1, jep Ta cTpaHuUIa IpUIana
caMo jemHoM uveTBOpoOyriay. [lo ycioBy 3amaTka, Ha IPAHUIM IOYETHOI MHOTOYIJIA MOCTOje
TAa4HO [Be cTpaHule 60je ¢ n To Hacupamue. /lakne, rpad G, mma Ta4yHO IBa BpXa HEMAPHOT
crenena, oba crenena 1. Oryna caenu na y (G, MOCTOjU jeIMHCTBEHA OBE3aHA KOMIIOHEHTA
KOja HUje UKJYC; OHA je IPOCTa MOJIMIOHAJHA JIMHIja KOja Cclaja CpeauHe YIPaBO TUX IOBEjY
HACIpaMHUX TPAHUYHUX cTpaHuia. O3HaymMo Ty auHUjy ca [..

Capna y3mMumo aBe pazauuurte 60je ¢ u d. KpajeBu aunuje I'. nexe Ha cpenmuama mBejy
HacIpaMHUX CTpaHuUna 0oje ¢, a kpajeBu nauHuje ['y HA cpeauHaMa ABejy HACIPAMHUX CTPAH-
una 60je d. Ha rpanunm npaBuiaHOr 2n-TOoyria OBE UETUPU TAUKE CE jaBibajy HAUM3MEHUYHO:
u3Meby mBe HacmpamMHe cTpaHuIle 0Oje ¢ HajJa3u ce TAYHO IO jeoHa OO ABe cTpanuie b6oje d
ca cBake cTpase, jep cy u crpanune 6oje d mehycobno macnpamue. Crora, IpocTa MOJIUTO-
HajHa auauja ['. menm MHOrOyrao Ha aBe obJsactu, a 3007 HAM3MEHUYHOT PACIOpena KpajeBa
TaykKe Ha KOjuMa ce 3aBpinaBa |y seske y pasauuntum obiactuma. 3aro jguHuja [y mopa
npecehu auaujy I'.. Ilakne, 3a cBakm map paznauuutux 60ja ogrosapajyhe nse nuHUje Cery
ce bapem jemaom. Ca mpyre cTpaHe, CBaKO MpECENAme ABE TaKBE JUHUjE MOKE CE IOTOIUTU
caMO yHyTap HEKOr O]l YeTBOPOYIJIOBA M3 IOAEese, NOK Ce Y CBAKOM UETBOPOYIIYy MOKE IIO-
jaBUTHU HAJBUINE jeIHO TAKBO mpecenamme. Jlakie, ykynman Opoj yeTBOpOyriaoBa b HUje MABmU
ox 6poja mapoBa 6oja, Te Bayku b > (72’)

Kownauno, mocmarpajmo mnasmapHu rpad mo0ujeH oI CBUX CTPAHUIA YETBOPOYTJIOBA, Y
momenu. Hexka je V 6poj merosux BpxoBa, a F/ 6poj meroBux rpana. Tana je V = 2n+m,
jep cy BPXOBM ynpaBO TeMEHa IIOUYETHOI MHOT'OYIJIa U YHYyTPaIlikhe Tauke nonene. Jlasme, Kako
je cBaka on b yHyTpaIImux o0JIACTA YeTBOPOYrao, YKymaH Opoj uBmUIla Koje ce MOojaBby]jy Ha
rpaHuniaMa CBUX TUX O0JacTv, pauyHajyhu m Mmysarumauiurer, jenuak je 4b. Ilpu tome ce
CBaKa YHyTpAallikha I'paHa Opoju ABAIYT, a CBAKA I'DAHUYHA CTPAHUIA [MTOYETHOI MHOTOYTJIA
jemnom. Kako rpaHmuHuX cTpanuna mMma 2n, a yKymad O0poj rpama je F, mobujamo

4b = 2(E — 2n) + 2n = 2F — 2n,

omuocHo E = 2b+n. Oryna je, kopucrehiu OjnepoBy dpopmyiy, 6poj obractu jenuak je b+1,

mox u3 V — E+ (b+1) =2 nobujamo (2n+m)— (2b+n) + (b+1) = 2, onrocro b =m+n — 1.

KomGunyjyhu oso ca mejemnaroctu b > (3), nobujamo m =b—(n—1) > (3) —(n—1) = (";1)
Ilakne, ananusupajyhu nperxomnno, m = (";1), YrMe je TOKA3 3aBPIIEH.



