
Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA - 19. SMO, Beograd 2026.

Prvi dan

1. PRVO REXEǋE: Za svako r ∈ F1013 neka su or i er, redom, jedini neparan i jedini
paran broj iz skupa {1, 2, . . . , 2026} koji su kongruentni sa r (mod 1013). Tada, za svaka
dva r, s ∈ F1013 va�i:

oros ≡ ors, ores ≡ ers, eres ≡ ers (mod 2026).

Konstruisa�emo permutaciju π skupa {1, 2, . . . , 2026} na slede�i naqin:

π(o0) = e1, π(ox) = o−1−x−1 , za x ̸= 0,

π(e0) = e0, π(e1) = o−1, π(ex) = e 1−x−1 , za x ̸= 0, 1.

Sada raqunamo ostatke proizvoda kπ(k):

o0π(o0) = 1013 · 1014 ≡ 0 ≡ e0 (mod 2026),

a za x ̸= 0,
oxπ(ox) ≡ ox o−1−x−1 ≡ ox(−1−x−1) = o−x−1 (mod 2026).

Daǉe je
e0π(e0) = 2026 · 2026 ≡ 0 ≡ e0 (mod 2026),

e1π(e1) = 1014 · 2025 ≡ 1012 ≡ e−1 (mod 2026),

dok za x ̸= 0, 1,
exπ(ex) ≡ ex e 1−x−1 ≡ ex(1−x−1) = ex−1 (mod 2026).

Prema tome, me�u ostacima brojeva kπ(k) dobijamo:

• sve parne ostatke er, za r ∈ F1013,

• sve neparne ostatke or, osim ostatka o−1 ≡ 2025 (mod 2026).

Dakle, dobijamo taqno 2025 razliqitih ostataka pri deǉeǌu sa 2026.

Jox treba pokazati da nije mogu�e dobiti svih 2026 ostataka pri deǉeǌu sa 2026.
Pretpostavimo suprotno, tj. da su brojevi π(1), 2π(2), . . . , 2026π(2026) me�usobno nekon-
gruentni po modulu 2026. Tada, me�u ǌima ima taqno 1013 neparnih ostataka. Kako
je proizvod kπ(k) neparan ako i samo ako su i k i π(k) neparni, sledi da se svih 1013
neparnih brojeva mora preslikavati u neparne brojeve. Mora biti π(1013) = 1013,
jer bismo u suprotnom dobili dva razliqita neparna broja deǉiva sa 1013, xto je
nemogu�e. Prema tome, za svaki neparan k ̸= 1013 brojevi k i π(k) su neparni i razli-
qiti od 1013, te proizvodi

kπ(k), k neparan, k ̸= 1013,

daju taqno sve neparne ostatke razliqite od 1013. Me�utim, ovo nije mogu�e. Zaista,
ako oznaqimo sa

P =
∏

k neparan

k ̸=1013

k,



otuda, s obzirom da π permutuje neparne brojeve razliqite od 1013, dobijamo∏
k neparan

k ̸=1013

kπ(k) ≡ P 2 (mod 1013).

Sa druge strane, brojevi kπ(k) daju taqno sve neparne ostatke razliqite od 1013, te
je ǌihov proizvod kongruentan sa P po modulu 1013. Dakle, P 2 ≡ P (mod 1013), pa,
kako je P ̸≡ 0 (mod 1013), sledi P ≡ 1 (mod 1013). Ali, P ≡ 1 · 2 · ... · 1012 = (1012)! ≡ −1
(mod 1013) po Vilsonovoj teoremi, xto je kontradikcija. Prema tome, broj razliqitih
ostataka je najvixe 2025.

DRUGO REXEǋE: Dokaza�emo da za n = 2p, gde je p neparan prost broj postoji per-
mutacija τ skupa {1, . . . , 2p} tako da brojevi iτ(i) (mod 2p) daju taqno 2p− 1 razliqitih
vrednosti. Za svaki r ∈ Fp neka su or i er jedini neparan, odnosno paran broj iz
{1, . . . , 2p} kongruentan sa r (mod p). Tada va�i

oros ≡ ors, ores ≡ ers, eres ≡ ers (mod 2p).

Neka je g primitivan koren po modulu p i k = p−1
2 . Definiximo permutaciju σ : Fp → Fp

sa

σ(0) = 0, σ(gi) = gi+1 (0 ≤ i ≤ k − 1), σ(gk) = 1, σ(gi) = gi (k + 1 ≤ i ≤ 2k − 1).

Tada multiskup {rσ(r) : r ∈ Fp} sadr�i sve elemente skupa Fp, osim 1, pri qemu se −1
javǉa dva puta. Zato postoji jedinstven a ̸= −1 takav da aσ(a) = −1. Neka je u = σ(a).
Sada definixemo τ sa

τ(or) =

{
eu, r = a,

oσ(r), r ̸= a,
τ(er) =

{
ou, −σ(r) = u,

e−σ(r), −σ(r) ̸= u.

Ovo je permutacija, jer slike neparnih daju sve ot, osim xto je ou zameǌen sa eu, a
slike parnih daju sve et, osim xto je eu zameǌen sa ou. Za r ̸= a imamo

orτ(or) ≡ orσ(r),

dok za r = a va�i
oaτ(oa) ≡ eau = e−1.

Dakle iz neparnih ostataka dobijamo sve neparne ostatke osim 1 i jox e−1. Daǉe, za
svako r ∈ Fp va�i

erτ(er) ≡ e−rσ(r) (mod 2p),

odakle zakǉuqujemo da iz parnih ostataka dobijamo sve parne ostatke, osim e−1. Zato,
ukupno dobijamo sve parne ostatke i sve neparne ostatke osim 1, tj. taqno 2p − 1
razliqitih ostataka modulo 2p. Dokaz da nije mogu�e posti�i svih 2p ostataka je
isti kao i u prvom rexeǌu.

2. PRVO REXEǋE: Oznaqimo sa G drugi presek kru�nice opisane oko trougla BHC
sa pravom AC i neka je taqka N drugi presek kru�nica opisanih oko trouglova CGD
i DFI. Tako�e, neka je taqka L presek prave MP sa pravom AC. Unutraxǌe uglove
trougla ABC kod temena A, B i C oznaqimo sa α, β i γ, redom. Tada, iz tetivnosti
qetvorougla CGND imamo da je ∠GND = 180◦−γ, dok iz tetivnosti qetvorougla DFNI
imamo da je ∠DNI = ∠DFI = 90◦ − ∠DAF = 90◦ − (α2 − (90◦ − β)) = 180◦ − α

2 − β = α
2 + γ.



Sada imamo da je ∠ING = 360◦−∠DNI−∠GND = 360◦− (α2 +γ)− (180◦−γ) = 180◦− α
2 =

180◦ − ∠GAI, odakle sledi da je qetvorougao AING tetivan.
Stoga, dobijamo da je ∠INA = ∠IGA = α

2 , jer je taqka G simetriqna slika taqke
A pri centralnoj simetriji preko taqke E. Ovo znamo zato xto je taqka E podzno�je
visine iz temena B na pravu AC, a iz tetivnosti qetvorougla BHGC imamo da je
∠BGC = ∠BHC = 180◦ − α, pa je ∠BGA = ∠BAG, xto dokazuje prethodno tvr�eǌe.
Sada imamo da je ∠DNA = ∠DNI +∠INA = α

2 + γ+ α
2 = α+ γ = 180◦ −β = 180◦ −∠ABD,

pa je qetvorougao ABDN tetivan. Kako znamo da je qetvorougao ABDE tetivan, to je
i qetovorugao ADNE tetivan. Otuda, kako je taqka L presek pravih MP i CG, L je
radikalni centar kru�nica opisanih oko trouglova BHC, CGD i DFI, to su taqke D,
N i L kolinearne.

Sada, posmtraju�i potenciju taqke L u odnosu na kru�nicu opisanu oko qetvorougla
ADNE, imamo da je LN · LD = LE · LA, dok posmatraju�i potenciju taqke L u odnosu
na kru�nicu opisanu oko qetvorougla DFNI, dobijamo da va�i LN · LD = LM · LP .
Konaqno, imamo LM · LP = LE · LA, odakle sledi da je qetovorougao AEMP tetivan,
xto je i trebalo dokazati.

DRUGO REXEǋE: Primenimo inverziju u A sa polupreqnikom (AH ·AD)
1
2 . Tada

problem postaje slede�i: Neka je ABC trougao. Oznaqimo sa D,E i F podno�ja visina
iz temena A,B i C, tim redom. Neka je H ortocentar polaznog trougla. Pretpostavimo
da simetrala unutraxǌeg ugla u temenu A seqe kru�nice opisane oko trougla AFE
i qetvorougla AFDC, drugi put, u taqkama Q i P , redom. Dokazati da se taqka C
nalazi na radikalnoj osi kru�nica PQH i DEF .



Stoga, neka je R sredixte du�i CH i S podno�je normale iz taqke H na CP . Kako
je ∠HSP = 90◦ = ∠HQP , sledi da je S na kru�inici opisanoj oko trougla HQP . Zbog
potencije, dovoǉno je pokazati da je RPSF cikliqan. Imamo da je ∠RFP = ∠RCS =
∠RSP , pri qemu prva jednakost sledi, jer je P sredixte luka FDC, ali i druga, jer
je HSC pravougli trougao i R je sredixte ǌegove hipotenuze. Time je dokaz zavrxen.

3. Tvrdimo da je tra�eni minimum jednak m =
(
n−1
2

)
. Dokaza�emo, najpre, gorǌu

granicu. Zapravo, dokaza�emo nexto jaqe: Svaki centralno simetriqan konveksan
2n-tougao, n ≥ 3, qije su naspramne stranice obojene istom bojom mo�e se podeliti na
konveksne qetvorouglove tra�ene vrste uz taqno

(
n−1
2

)
unutraxǌih taqaka.

Dokaz ide indukcijom po n. Baza indukcije je sluqaj n = 3. Tada je dati mnogougao
centralno simetriqan konveksan xestougao A1A2A3A4A5A6, pri qemu su naspramne
stranice iste boje. Neka je O ǌegov centar simetrije. Tada su du�i OA1, OA3 i OA5

me�usobno nepresecaju�e u unutraxǌosti mnogougla i dele xestougao na tri konvek-
sna qetvorougla: A1A2A3O, A3A4A5O i A5A6A1O. Obojimo du� OA3 bojom stranice
A1A2, du� OA5 bojom stranice A3A4, a du� OA1 bojom stranice A5A6. Tada u qetvor-
ouglu A1A2A3O naspramne stranice A1A2 i OA3 imaju istu boju, a naspramne stranice
A2A3 i OA1 tako�e imaju istu boju, jer su stranice A2A3 i A5A6 naspramne u poqetnom
xestouglu. Analogno va�i i za preostala dva qetvorougla. Dakle, tvrdǌa va�i za
n = 3. Pri tome je upotrebǉena taqno jedna unutraxǌa taqka, tj. u ovom sluqaju je
m =

(
3−1
2

)
= 1.

Pretpostavimo sada da je n ≥ 4 i da tvr�eǌe va�i za 2n− 2. Neka je dat centralno
simetriqan konveksan 2n-tougao P = A1A2 . . . A2n, pri qemu su naspramne stranice
iste boje. Indekse posmatramo po modulu 2n, pa je A2n+1 = A1. Oznaqimo sa ei =
−−−−→
AiAi+1 vektor i-te stranice. Po centralnoj simetriji va�i ei+n = −ei za svako i,
pa posebno va�i e2n = −en. Neka je v = e2n =

−−−−→
A2nA1. Za i = n + 2, n + 3, . . . , 2n −

1 definiximo taqku Bi−(n+1) sa osobinom
−−−−−−−−→
AiBi−(n+1) = v, a jox stavimo da je C0 =

An i Cn−1 = A1. Tada za svako i = n + 1, n + 2, . . . , 2n − 1 qetvorougao Qi definisan
sa Qn+1 = An+1An+2B1C0, Qi = AiAi+1Bi−nBi−n−1, za i = n + 2, . . . , 2n − 2, Q2n−1 =

A2n−1A2nCn−1Bn−2, jeste paralelogram, jer va�i
−−−−−−−−→
AiBi−(n+1) =

−−−−−−−−−−−→
Ai+1Bi+1−(n+1) = v i

−−−−−−−−−−−−−−→
Bi−(n+1)Bi+1−(n+1) =

−−−−→
AiAi+1 = ei u svim sluqajevima u kojima obe taqke postoje, dok se

graniqni sluqajevi i = n + 1 i i = 2n − 1 tumaqe preko C0 = An i Cn−1 = A1. Dakle,
svaki Qi je konveksan qetvorougao.

Posmatrajmo sada mnogougao P ′ = A1A2 . . . AnB1B2 . . . Bn−2. ǋegove uzastopne stran-
ice imaju vektore e1, e2, . . . , en−1, en+1, en+2, . . . , e2n−1: zaista, stranice AiAi+1 za 1 ≤ i ≤
n− 1 imaju vektore ei, zatim je

−−−→
AnB1 =

−−−−−−−→
An+1An+2 = en+1, daǉe je

−−−−−−−−−−−−−−→
Bi−(n+1)Bi+1−(n+1) = ei

za i = n+ 2, . . . , 2n− 2, a najzad je
−−−−−→
Bn−2A1 =

−−−−−−−→
A2n−1A2n = e2n−1. Prema tome, niz smerova

stranica mnogougla P ′ dobija se iz niza smerova stranica mnogougla P izbacivaǌem
para naspramnih stranica sa vektorima en i e2n = −en. Kako su smerovi stranica kon-
veksnog mnogougla ure�eni strogo monotono oko granice, sledi da je i P ′ konveksan.
S obzirom da se preostali vektori i daǉe javǉaju u naspramnim parovima ei+n = −ei,
sledi da je i P ′ centralno simetriqan. Dakle, P ′ je centralno simetriqan konveksan
(2n−2)-tougao. Pored toga, naspramne stranice mnogougla P ′ imaju iste boje. Zaista,
svaka stranica mnogougla P ′ ili je neka od originalnih stranica AiAi+1, ili je ǌena
translirana kopija, pa boju mo�e da nasledi od odgovaraju�e stranice mnogougla P .
Kako su u P naspramne stranice iste boje, isto va�i i u P ′.

Sada, obojimo svaki qetvorougao Qi na slede�i naqin: stranice AiAi+1 i odgovara-
ju�a suprotna stranica u Qi obojimo istom bojom, a preostale dve stranice obojimo
bojom stranice A2nA1. Tada, u svakom Qi naspramne stranice imaju istu boju. Po
konstrukciji, mnogougao P ′ i qetvorouglovi Qn+1, Qn+2, . . . , Q2n−1 imaju disjunktne un-



utraxǌosti, a ǌihova unija ima istu granicu kao mnogougao P . Stoga je ǌihova
unija upravo ceo mnogougao P . Dakle, na taj naqin dobijamo podelu mnogougla P na
mnogougao P ′ i n − 1 konveksnih qetvorouglova Qn+1, . . . , Q2n−1. Po induktivnoj pret-
postavci, mnogougao P ′ mo�e se daǉe podeliti na tra�ene konveksne qetvorouglove
uz taqno

(
n−2
2

)
unutraxǌih taqaka. U naxoj konstrukciji nove unutraxǌe taqke su

upravo B1, B2, . . . , Bn−2, kojih ima n − 2. Zato za mnogougao P dobijamo da je ukupan
broj unutraxǌih taqaka jednak

(
n−2
2

)
+(n−2) =

(
n−1
2

)
. Time je dokazana gorǌa granica

m ≤
(
n−1
2

)
.

Sada dokazujemo doǌu granicu. Posmatrajmo proizvoǉnu dopuxtenu podelu poqetnog
pravilnog 2n-tougla na konveksne qetvorouglove tra�ene vrste. Neka je b broj dobi-
jenih qetvorouglova, a m broj unutraxǌih taqaka.

U svakom dobijenom qetvorouglu pojavǉuju se najvixe dve boje, jer su mu naspramne
stranice iste boje. Za svaku boju koja se pojavǉuje u tom qetvorouglu spojimo sre-
dine odgovaraju�eg para naspramnih stranica. Tako u svakom qetvorouglu dobijamo
najvixe dve pomo�ne du�i, pa se u ǌemu mo�e pojaviti najvixe jedno presecaǌe po-
mo�nih du�i razliqitih boja.

Fiksirajmo sada jednu boju c. Posmatrajmo sve pomo�ne du�i koje odgovaraju boji
c. One obrazuju planarni graf Gc: ǌegovi vrhovi su sredine svih stranica boje c
koje se javǉaju u podeli, a ǌegove grane su upravo pomenute pomo�ne du�i. Svaka
sredina unutraxǌe stranice boje c ima stepen 2, jer ta stranica pripada taqno dvama
qetvorouglovima i u oba se pojavǉuje pomo�na du� boje c. Sa druge strane, sredina
graniqne stranice poqetnog mnogougla boje c ima stepen 1, jer ta stranica pripada
samo jednom qetvorouglu. Po uslovu zadatka, na granici poqetnog mnogougla postoje
taqno dve stranice boje c i to naspramne. Dakle, graf Gc ima taqno dva vrha neparnog
stepena, oba stepena 1. Otuda sledi da u Gc postoji jedinstvena povezana komponenta
koja nije ciklus; ona je prosta poligonalna linija koja spaja sredine upravo tih dveju
naspramnih graniqnih stranica. Oznaqimo tu liniju sa Γc.

Sada uzmimo dve razliqite boje c i d. Krajevi linije Γc le�e na sredinama dveju
naspramnih stranica boje c, a krajevi linije Γd na sredinama dveju naspramnih stran-
ica boje d. Na granici pravilnog 2n-tougla ove qetiri taqke se javǉaju naizmeniqno:
izme�u dve naspramne stranice boje c nalazi se taqno po jedna od dve stranice boje d
sa svake strane, jer su i stranice boje d me�usobno naspramne. Stoga, prosta poligo-
nalna linija Γc deli mnogougao na dve oblasti, a zbog naizmeniqnog rasporeda krajeva
taqke na kojima se zavrxava Γd le�e u razliqitim oblastima. Zato linija Γd mora
prese�i liniju Γc. Dakle, za svaki par razliqitih boja odgovaraju�e dve linije seku
se barem jednom. Sa druge strane, svako presecaǌe dve takve linije mo�e se dogoditi
samo unutar nekog od qetvorouglova iz podele, dok se u svakom qetvorouglu mo�e po-
javiti najvixe jedno takvo presecaǌe. Dakle, ukupan broj qetvorouglova b nije maǌi
od broja parova boja, te va�i b ≥

(
n
2

)
.

Konaqno, posmatrajmo planarni graf dobijen od svih stranica qetvorouglova u
podeli. Neka je V broj ǌegovih vrhova, a E broj ǌegovih grana. Tada je V = 2n +m,
jer su vrhovi upravo temena poqetnog mnogougla i unutraxǌe taqke podele. Daǉe, kako
je svaka od b unutraxǌih oblasti qetvorougao, ukupan broj ivica koje se pojavǉuju na
granicama svih tih oblasti, raqunaju�i i multiplicitet, jednak je 4b. Pri tome se
svaka unutraxǌa grana broji dvaput, a svaka graniqna stranica poqetnog mnogougla
jednom. Kako graniqnih stranica ima 2n, a ukupan broj grana je E, dobijamo

4b = 2(E − 2n) + 2n = 2E − 2n,

odnosno E = 2b+n. Otuda je, koriste�i Ojlerovu formulu, broj oblasti jednak je b+1,
dok iz V −E + (b+1) = 2 dobijamo (2n+m)− (2b+ n) + (b+1) = 2, odnosno b = m+ n− 1.
Kombinuju�i ovo sa nejednakosti b ≥

(
n
2

)
, dobijamo m = b− (n−1) ≥

(
n
2

)
− (n−1) =

(
n−1
2

)
.

Dakle, analiziraju�i prethodno, m =
(
n−1
2

)
, qime je dokaz zavrxen.


