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Ipyru nan

4. Tpasenu 6poj je (n — 1)!. ToroMm pemema, mocmarpalieMo Tauke 3ajeHO ca yCMEPEHUM
nyxmMa n3Mehy mux Kao ycMmepeH rpa¢ ca n uBopoBa. Pehwm hemo na usBop u mobebyje
YBOD ¥ YKOJUKO y rpady IOCTOju UpaHa ycMepeHa onx u ka v. Tokom mrpe, Kocra u Maja
e(pEeKTUBHO CKJIIAHkA]y YBOPOBE u3 rpada, jep ce jeaHom m3adpaHu YBOPOBU KaCHUje HE MOTY
oupaTu.

IIpBo mokasxkumo npumep rpada xoju Maja Moske HAPTATH KAKO OM MCIYHUJIA CBOj IUJb.
Y KOJIMKO UBOPOBe obenexuMo 6pojeBuma on 1 no n = 2k+1, mocmarpajMo rpad y KOM CBaKU
uBop nobebyje mapemuux k uBoposa, a rybu on mperxomHUX k (IUKIMIHO, O MOLYIY 7).
I[Ipumep oBor rpaga 3a n = 7, ogaocHo k = 3, mat je Ha ciaunu wm3Han Wanyknmjom hemo
[OKa3aTH na YKOJUKO HanpTa oBaj rpad, Maja Moske UCIYHUTH CBOj IIUJb y HACTABKY UIDE.
Y cayuajy n = 3, uMaMO TPOyrao y KOM Cy I'DaHe yCMepeHe IMKINYHO, Te Maja cBakrako
MOKe TODe TN jeuHy PYHOY KOja ce omurpaBa. ¥ ciIydajy rerepatuor n = 2k-+ 1, MokeMo
0e3 ymMamema OmmrTocTy, 360r cuMeTrpuje oBor rpada, IpeTHocTaBuT na je Kocra y mpBoj
pyuau omabpao uBop 6poj 1. ¥ Tom ciayuajy, Maja moxke omabparu usop k + 2. Kaxko
je uBop k 4+ 2 Tauno k usopoBa "mpe” uBopa 1, om ra nmobebyje. Tarobe, cBu mpeocranu
yBOpOBU y Trpady miau rybe onx usopa 1 m moGebyjy usop k+ 2 (to cy 2,...,k+ 1), nun
no6ebyjy usop 1 u ry6e on k+2 (to cy k+3,...,2k+ 1), na nakon Opucama 1 u k+2 u
peHyMepanuje IpeocTannx YBopoBa nobdujamo mctu rpa¢ 3a k — 1, va kome Maja mobebyje
10 MHIYKTUBHO] MPETIOCTABIIN.

Ounrieqso, YKOIMKO CE€ YBOPOBM OpUTHMHAJHOT rpada koju Maja Hampra MoOry peHy-
MepHrcaT! TaKo Ia HOBOHOOUjeHu rpad Oyzae ynpaBo rope onrcanu rpag, OHa MOKE UCITYHUTU
cBoj musb. lorazahemo caga ma cy To jemmuu rpadoBu KOju joj 0BO omoryhaBajy.

IIpumernmo npBo ma je morpeban ycioB ma 6u rpad xoju Maja HApTa WCIyBHABAO BHEH
b fa O6yne perynapan (CBaku YBOp MMa jelHAK 6pOj UBOpOBa Koje mobebhyje u usoposa o
KOjux r'y0m), Te Ia OCTaje peryiapaH HAKOH CBAKOT HEHOT MOTe3a. Y KOJIUKO Tpad y HEKOM
TPEHYTKY BUIIE HUje peryjapaH, KakO je yKymaH Opoj IpaHa Koje M3ja3e M3 CBUX UBOPOBA

% = nk, nocrojahe uBop v KOju rybu ox Mame ox k uBopoBa. Tana Kocra uma caenehy



noGeHUYKY CTpaTerujy: HOK je Tox To Moryhe, Gupa usop koju mobebyje v (makon uera
Maja He cMe ma Oupa cam v jep Ou m3rybuia), IOK Kaa TO Bume Huje moryhe, Gupa v, a
Maju ocrajy camo uBopoBu koju rybe om v. OH OBO MOKe Oa YYWHU, jep je mpe Tora Mopao
majsumre k — 1 myT ma Oupa uBop koju mobebyje v, ma je ocrasa 6ap jemHa pyHaa.

IIpernocraBumo cana na je Maja mamprasa rpad Takas Ja OHA MOKE UCIYHUTU CBOj IWJb.
ITo mperxonuoM, 3a csaku (Koctuu) usop v y Tom rpady, mocroju (Majun) usop f(v), Tako
na rpad 6e3 v, f(v) ocraje perynapan. Korkperno, 3a ¢cBako v moctoju f(v) TakaB na CBaku
on npeocranux 2k — 1 usopoBa uau ry6u on v u nobebyje f(v), unu mobebyje v u rybu on
f) (*). Y macraBky HOKa3yjeMO HEKa KJbyUyHA 3alakama O npeciavkaBawmy f. O3maummo
npou3BoJbaH YBOp ca 1 (ocrase hemo o3HauuTH y HACTABKY ).

f(v) je jermucrBeno ompeheno, omaocHO [ je MOBPO medUHUCAHO mpecaukaBame: Y Cy-
OPOTHOM, HEKA U U W W 3a70BOBABAJY AaTU yCJIOB 3a Heko v. Tama mo (*), kako u mobebyje
v, MOpa IyouTu on w. AJju MO CUMETPUjU U W MOPa TyOUTH OX %, KOHTPAAUKILjA.

{ je mujekrusuo: Y cynporuoMm, f(u) = f(w) 3a Heke u # w. Auum Tama w rybu on
flw) = f(w), ma mo (*) mopa ma nobebyje u. Cumerpuuno u u nobebyje w, wro Bogu nO
KOHTPAIUKIIj€.

f je 6bujekruBHo: OBO je cama AUPEKTHO W3 WH-EKTUBHOCTU U Tora na [ [OpeciauKaBa
KOHAUaH CKyIl 4BOpOBa y camor cebe. KoHkpeTHO, mocTOju (HajMame) MO3UTUBHO 1M TAKO 1A
je Fm(1) = F(FmL(1)) = 1.

3a cee 0 <t <m, (1) mobehyje 1 ako u camo ako je t Hemapuo: Ilo mEAYKNUjU, TAE 32
t = 1 cnemn u3 medpuHMNMje, a Name W3 MHIYKTUBHE mpernocraBke w (*) mpumemeHo Ha
v = f=1(1), f(v) = f4(1) u 1. Komkperno, f™ (1) ry6u ox f™(1) = 1, ma m mopa GuTu
HEIapHO.

f je mMrIYC., OMHOCHO M =n: Y CYOPOTHOM, MOCTOJU U KOje HUje ft(l) HU 3a& jemHo t.
Yromuko v mobebyje 1 = f(f™"1(1)), m3 (*) cremn ma ry6um ox f™2(1), omrocHo mobebyje
fm™=3(1), ... . Karo je m memapuo, v mo6ebyje u f(1) y3 1, mro je y konrpamukmmju ca (*).
Amnajoruo ce mokasyje u ako v ryou ox 1.

Konauno MoxkeMo ma o3HaummMo Tpeoctase usopose. Heka je f2¢(1) ozmaueno ca 1+ 3a
i=0,1,...,ku f2*t(1) osmaueno ca k+2+i3ai=0,1,...,k—1. Ocraje na noka:;xemo ma je
OBAKO HyMepucaH rpad 3amcra rpad c moderka, 3a mra je 300r IUKINYHOCTU [ HOBOJBHO Oa
mokakeMo na 1 mobebyje 2,3,...,k+1urybuon k+2,k+3,...,2k+1, mro ciequ TUPEKTHO
u3 gepuHUINM]E O3HAYABAKA U MPETIOCIeamner CBojcTBa f.




IIpumerumo na je 3a purcupan uBop 1 oarosapajyhe o3zmavaBame IPeOCTAINX UBOPOBA
jemuacTBeHO Oonpebeno, jep je mpeciuraBawme f jemuuHcTBeno oapebewno. Ilpurom je usop
1 oma®pan mpousBossHO Meby cBux n uBopoBa y rpa¢y, ma ce meby cBux n! o3navaBama
yBOpoBa OpojeBuMma on 1 mo n cBakW rpad HapTa TAYHO N IIyTa, IITO 3HAYN A je YKYyIaH

6poj rpagoBa kroje Maja Moke HaupTaTu Ha MOYETKY KAKO OM MCIOYHUIA CBOj IUL = =

(n—1)L !

5. Ilorazahemo na cy jemuna pemewma ¢yurmuje f(z) = x u f(z) =2, x > 0. ITocmaTpajmo
IBa CIydaja.

1° Heka je f mHjekTMBHA (QyHRIU]jA.
Heka cy © > 0 u k > 1. IIpumenom yciosa 3anatka Ha nmapose (z,zk) u (x,2/k) nobujamo na

; _ f= fzk) _ _f(z) flz/k _ flzk _ fz/k .
je f(k—f—%) = f((mk)) + f((z)) = f(gg/k) + J(c(g/ﬂ)). Heduanmmmo u = f((z)) uv= J(c(g/ﬁ)). Tana je

u—i—% = v—i—%, TE je (u—v)(l — ﬁ) = 0. Harmne, nnu je u = v, unu je uv = 1. I[IpBa moryhuoct
je memoryha, jep 6u uz u = v cremuno f(zk) = f(x/k), omakne, 360r UHjEKTUBHOCTH, BasKU
rk = x/k, mro uuje moryhe 3a k > 1. 3ato mopa Bamutu uv = 1, 1j. f(xk)f(z/k) = f(x)?,
3a cBako > 0 u cBako k > 1.

Cana, merka cy y,z > 0. Axo jey # z, yamumo © = \/yz u k = \/y/z umu k = \/z/y, Taxo na
je k> 1. Tana, usz nuperxonse pesaanuje, nobujamo na je f(y)f(z) = f(\/gTZ)2 OBa jenuarocT
je ounmrnmenno Tauma u kama je y = z. Hawie, 3a cse y,z > 0 Baku f(y)f(z) = f(Vyz)>.
[oceGro, 3a z = 1 nobujamo f(y)f(1) = f(\/y)?, 3a cBaro y > 0. Crasmajyhu osne y = 22,
nobujamo f(z)? = f(1)f(2?), 3a ceako x > 0. Tarobe, npumenom penamuje f(y)f(z) =
f(y/yz)? ma Gpojese y = x* u z = y* mobujamo ma je f(z?)f(y?) = f(zy)?. Kombumoamem
osux jemmaroctu caema f(1)2f(xy)? = f(x)?f(y)?, Te 360r mosuTUBHOCTM GyHEIHIje MOOMjaMO
F(1)f(wy) = f(2)f(3), 58 cve 2,y > 0,

Ilame, U3 OATOT yCJIOBA CJEIA f(actzf) = f(}”()i;}f(g)?_ Karo je f(z)? = f(1)f(2?) u

f(@)fly) = f()f(zy), To je f(x2;y2> - f(ijf)&g}j)(y%. Muoxkemem ca f(zy), Te kopumhemem




penamuje f(1)f(uv) = f(u)f(v), 3a u =2y n v = z2;ly2, nobujamo f(1)f(z? +y?) = f(2?) +
f(y?). Kako ce cBaku mo3utusan 6poj MOe 3aMMCATH KAO KBAAPAT HEKOT TIO3UTUBHOT Opoja,
3aKmydyjeMo na je 3a cse u,v > 0 ucnywyeno f(1)f(u+v) = f(u)+ f(v).

Cana 3a mpomsBossHE Opojese z,y,z > 0 pauyramo f(1)2f(x + y + 2) ma mBa maumma. Ca
jemme cTpame, u3 nperxomne penamuje, nobujamo f(1)2f(z+y+2) = f(1)(fz+y) + f(2)) =
f(@)+ f(y)+ f(1)f(z). Ca opyre cTpane, ncro tako nobujamo f(1)%f(z+y+z) = f(1)(f(z)+
fly+2)) = F)f(x)+f(y)+ f(2). Topehemenm, mamazumo ma je (f(1)—1)f(x) = (f(1)—1)f(2),
3a cBe 2,z > 0. Axo 6u 6uno f(1) # 1, caemuio 6u f(z) = f(z), 3a cBe &,z > 0, Tj. pyHERUU]ja
f buna 6u xkoucramTHa, mWTO je HeMoryhe jep je f umexrusna. Ilakue, mopa outu f(1) = 1.
IIpema tome, mperxonue pesaanuje ce come Ha f(xy) = f(z)f(y) u f(u+v) = f(u) + f(v),
3a cse z,y,u,v > 0. Iakue, ¢pyuruuja f je m mynrunnuratuBHa u agutuBHa Ha (0,00).
W3 agutuBHOCTM M mos3uTuBHOCTU ciemu na je f crporo pacryha (ako je y > x > 0, tazna
je f(y) — f(x) = f(y —x) > 0). 3a cBaku mo3uTMBAH 1O OPOj N U3 AAUTUBHOCTHU CJI€IN
f(n) =nf(1) =n, a 3arum, 3a cBaKK MO3UTUBAH pamroHanan 6poj ¢ = =, nobujamo nf(q) =
f(ng) = f(m) =m, re je f(q) =q.

Heka je cama x > 0 npousBomuo. Ako cy (¢,) u (r,) HA30BU HO3UTUBHUX DAIMOHAJIHUX
6pojeBa TakBu ma ¢, T u r, | T, n — 400, Tana 360r MOHOTOHOCTU Ba:ku G, = f(¢n) <
f(z) < f(rn) = rn, 3a cBaKO n, OnaKIe, IMPeNTaCKOM Ha TPDAHUYHY BPEIHOCT Kam N — 400
mobujamo ma je f(z) = x, x > 0. Jlakie, y MHjEKTMBHOM CJydYajy jeOUHO DelIeme jecTre
f(x) =z, 3a cBako x > 0.

2° Heka f Huje mHjeKTUBHA.
Tana nmoctoje Gpojesu a,b > 0, a # b, Taksu na je f(a)
MOKEMO IMPETIOCTABUTH Aa je b > a. CraBumo na je k = 2

na map (b,a) mobujamo f(k+ 1) = }08)) + J}((‘Z)) = 2. Caga, 3a Ipou3BOJBLHO T > (), IPUMEHOM

yciosa ua nap (kz,x) mobujamo f(k + %) = ff((lf)) + ff((éc)). JleBa cTpana je jemmaka 2, omakie

HAJA3UMO 12 je ff((k;)) + ff((kwm)) = 2. Kaxko 3a cBakwm mo3uTuBaH Opoj t Basku t —4—% > 2, ca

jemmagkomhy akko je t = 1, caemu ff(f;)) =1, 1j. f(kx)= f(x), 3a cako = > 0.

f(b). Be3 ymamema ommTocTu

+ > 1. Ilpumenom ycroBa 3amaTka

YnopenuMo canma ycios 3amarka 3a napose (z,y) u (kx,y). Ilecme cTpame cy jemHake,

jep je f(kz) = f(z), na je f(§ +%) = f(kyi—i— %), 3a ce z,y > 0. Aro craBumo t = 7,

MTOCJIe € TTOCTAje f(t + %) = f(kt + %), 3aceet > 0. Heka je cama t > ﬁ Tana cy 6pojesu
u =t —1—% nv=kt+ % pasnuunty U 3ano0Bossasajy f(u) = f(v). Ipurom je v > u, jep je
v—u= (k- 1)(t - %) > 0. IIpumena mperxomHOr apryMeHnTa Ha map (v,u) MOKa3yje ma 3a

ktt+g K241
t+1 k(t2+1) "

6poj A =2 > 1 Bamm f(A\r) = f(z), 3a cBako = > 0. Ilame, umamo na je \ =

dyurmuja ¢(t) = % je HempeKugHa U CTPOro pacTtyha Ha WUHTEPBAIY (ﬁ,oo), jep je

P (t) = it((t’;ii*l)lg > 0, a IPUTOM BaKU gb(ﬁ) =1lm tligloo o(t) = k. Hakue, kana ¢ nposasu
KPO3 MHTEPBAaJI (ﬁ, oo)7 6poj A = ¢(t) mponasmu kpo3 neo marepsad (1,k). IIpema Tome, 3a
cBako A € (1,k) u cBaro x > 0 Bawxu f(A\x) = f(z).

Cana meka je r > 1 mpousBoJ/bHO. M3a0epuMO TOJMMKO BEJIUKU MPUPOIAH OpPOj nm ca oc-
obumom /" < k. Tana je r'/™ € (1,k), omaxre, 3a cBaxo x > 0, mamazumo f(r'/mz) = f(x).
IMpumenom oBe jemuaxoctu n myrta mobujamo f(rx) = f(x). Ilakmne, 3a cBako r > 1 u cBako
z > 0 Baxu f(rz) = f(z). 3amenom r ca 1 nobujamo mcro u 3a csaro 0 < r < 1. 3ato,
3a IIPOM3BOJbHE peasHe Opojese z,y > 0, ysumajyhm r = £, nobujamo f(y) = f(x), Te je f
rkouctanTHa Ha (0, 00).

Crora, mera je f(x) = ¢, 3a cBe x > 0, rae je ¢ > 0. YBpmraBameMm y 3a0aTH yCIOB
nobujamo ¢ = £ + € = 2. Jlakie, y HeMHjeKTUBHOM CJIydYajy jemuHo pememe jecte f(r) = 2,
3a cBako = > 0.



6. HMpumerumo na H3/(a,b) | a | b + kb + 1, omakne cmemu ma H3/(a,b) = 1. Taxrobe,
npumerumo ga a | a® +la+b* +kb+1u b | b2+ kb+ a? +la+ 1, onakne caema ma ab |
a?® +b% +la + kb + 1, omHOCHO OCTOjU HpUpPOAaH 6poj M Takas na je

a®+b*+la+kb+1— Mab=0. (1)

Axo d = H3/I(a—r,b—s), ciemn na a = r,b = s (mod d), omrocuo 12 +52+Ir+ks+1—Mrs =
0 (mod d).

Horasxkumo ma ako Basku (r,s) ¢ S, omma je G ronauan. Karo (r,s) ¢ G, 3HaMO ma 3a
csako M € N pasu r2+s2+1Ir+ks+1—Mrs # 0 u na 3a onpebeno M mocToju caMo KOHAYHO
MHOrO d TakBuUX ma d | 242+ lr+ks+1— Mrs. YKOIUKO NOKa:KeMO Ia 34 ompebeno
k,l mocToju m KoHaUYHO MHOrO Bpemnoctu M Koje 3amM0BOJbABAjy OBaj yCJIOB, mokazahemo
nesokynHo TBpheme. 3aucra, y3mMumo pememe (r,y) ca MUHUMAJHUM Z + Y. DBe3 ymamema
ONIITOCTH, MPETIOCTABUMO Za je X > .

Mocmarpajyhu (1) ka0 KBagpaTHy jeqHauyuHy 0O *, BUAUMO na je 3a ' = My — 1 —xz =
ﬂ%, (2',y) monoBo pememe ucre jemnaumue, jep ' € N. U3 munmMannocTtu ciemu
Y +ky+1 < Y +ky+1

x y

2 > x. 3mamo ma Baxku x' = < y+k+ 1, uz vera npousunaazu aa

My—l=xz+2' <22 <2y+2k+2, 1e je M < W < 4+ 2k +1, omakne ciemu ma ux
3aMCTa UMa KOHAYHO MHOTO.

Hokaxkumo na ako (r,s) € S, omma 3a ceako N € N mocroju map mpupomHux Opojesa
(a,b) € S rarko ma N | H3II(a—r,b—s), omakie ce MOKe 3aKILYyYUTH Ia Nie BAKATU 1A je CKyIl
G 6eckonauan. Crora, 6e3 yMamema ONIITOCTH, IpeTnocTaBuMo na je r < s. Jledurummmo
HU3 naposa (a,,b,) nouernuM yciaosoM (ag,by) = (7, $) U PEKYPEHTHOM DealjoM

b2 + kb, +1 2 la, 1
1 = Mby — 1 —ay = 22000y Mapsy — k — by = a"“era it
An, n

ITo BujeroBum dopmynama, ako (an,b,) 3amnoBomasa jennauuny (1), my he 3amoBosmasaru

v nap (ant1,bn), na caMuM TAM U (Gp41,bpt1), OJAKIE Clenu na cBaku map (dn,by,) npunana

b2 +kb,+1 > bfl-&-lgbn-&-l
Qn n

ckyny S. Kopucrehu ycnos a, < b, nobujamo a,i11 = > b,. 3arum,

. b b o ai+1+lan+1+1 ai’_*_l . b b
KaKO J€ Ap41 > Op, CHEOU Opiq1 = - > b > Upy1, T)o Ap < 0p < Api1 < Op41,

3a CBaKO n > 1, mTo ¢rHANHO IOKa3yje na je oBO OeckoHAUHU HU3 MelycOOHO paszanmdamTux
mapoBa cKyma S.

durcupajMo mpousBosbaH mosutusBaH neo 6poj N. Kako ocraraka maposa (an,b,) mpu
nememy ca N uma majsume N2, mo Hupuxmeosom mpusmuny Mmeby mpeux N2 4 1 maposa
MOpPajy IOCTOjaT! UHIAEKCHU % < j TAKBU Ia

(aj,b;) = (a;,b;)) (mod N).

HpI/IMel’_lyJ €MO [a U3 PEKYPEHTHUX peﬂauuja MOKEMO IUPEKTHO U3Pa3nUTU IIPETXOOHE YIaHOBE
HHU3a:

bp-1=Man, —k—0b,, an-1=Mb,_1—1l—a,=MMa, —k—>,)—1—ap.

Iakne, ako 3a OWJIO KOja OBAa MHAEKCA BAYKM KOHIpyeHnumja Momyiao N, mcTa KOHIDYyeHIUja
MOpa BayKUTU U 33 BUXOBe npeTxomnamke. [lormasmajyhu oBo TBpheme i myTa, mobujamo

(T, S) = (CL(), bo) = (aj_i, bj—z’) (mod N),

omuocuo N | aj_; —r,N | bj_; — s, omakine npousunaszu N | H3(a;—; — r,bj_; — s).



