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Drugi dan

4. Tra�eni broj je (n − 1)!. Tokom rexeǌa, posmatra�emo taqke zajedno sa usmerenim
du�ima izme�u ǌih kao usmeren graf sa n qvorova. Re�i �emo da qvor u pobe�uje
qvor v ukoliko u grafu postoji grana usmerena od u ka v. Tokom igre, Kosta i Maja
efektivno sklaǌaju qvorove iz grafa, jer se jednom izabrani qvorovi kasnije ne mogu
birati.

Prvo poka�imo primer grafa koji Maja mo�e nacrtati kako bi ispunila svoj ciǉ.
Ukoliko qvorove obele�imo brojevima od 1 do n = 2k+1, posmatrajmo graf u kom svaki
qvor pobe�uje narednih k qvorova, a gubi od prethodnih k (cikliqno, po modulu n).
Primer ovog grafa za n = 7, odnosno k = 3, dat je na slici iznad. Indukcijom �emo
dokazati da ukoliko nacrta ovaj graf, Maja mo�e ispuniti svoj ciǉ u nastavku igre.
U sluqaju n = 3, imamo trougao u kom su grane usmerene cikliqno, te Maja svakako
mo�e pobediti jedinu rundu koja se odigrava. U sluqaju generalnog n = 2k+1, mo�emo
bez umaǌeǌa opxtosti, zbog simetrije ovog grafa, pretpostaviti da je Kosta u prvoj
rundi odabrao qvor broj 1. U tom sluqaju, Maja mo�e odabrati qvor k + 2. Kako
je qvor k + 2 taqno k qvorova ”pre” qvora 1, on ga pobe�uje. Tako�e, svi preostali
qvorovi u grafu ili gube od qvora 1 i pobe�uju qvor k + 2 (to su 2, . . . , k + 1), ili
pobe�uju qvor 1 i gube od k + 2 (to su k + 3, . . . , 2k + 1), pa nakon brisaǌa 1 i k + 2 i
renumeracije preostalih qvorova dobijamo isti graf za k − 1, na kome Maja pobe�uje
po induktivnoj pretpostavci.

Oqigledno, ukoliko se qvorovi originalnog grafa koji Maja nacrta mogu renu-
merisati tako da novodobijeni graf bude upravo gore opisani graf, ona mo�e ispuniti
svoj ciǉ. Dokaza�emo sada da su to jedini grafovi koji joj ovo omogu�avaju.

Primetimo prvo da je potreban uslov da bi graf koji Maja nacrta ispuǌavao ǌen
ciǉ da bude regularan (svaki qvor ima jednak broj qvorova koje pobe�uje i qvorova od
kojih gubi), te da ostaje regularan nakon svakog ǌenog poteza. Ukoliko graf u nekom
trenutku vixe nije regularan, kako je ukupan broj grana koje izlaze iz svih qvorova
n(n−1)

2 = nk, postoja�e qvor v koji gubi od maǌe od k qvorova. Tada Kosta ima slede�u



pobedniqku strategiju: dok je god to mogu�e, bira qvor koji pobe�uje v (nakon qega
Maja ne sme da bira sam v jer bi izgubila), dok kad to vixe nije mogu�e, bira v, a
Maji ostaju samo qvorovi koji gube od v. On ovo mo�e da uqini, jer je pre toga morao
najvixe k − 1 put da bira qvor koji pobe�uje v, pa je ostala bar jedna runda.

Pretpostavimo sada da je Maja nacrtala graf takav da ona mo�e ispuniti svoj ciǉ.
Po prethodnom, za svaki (Kostin) qvor v u tom grafu, postoji (Majin) qvor f(v), tako
da graf bez v, f(v) ostaje regularan. Konkretno, za svako v postoji f(v) takav da svaki
od preostalih 2k − 1 qvorova ili gubi od v i pobe�uje f(v), ili pobe�uje v i gubi od
f(v) (*). U nastavku dokazujemo neka kǉuqna zapa�aǌa o preslikavaǌu f . Oznaqimo
proizvoǉan qvor sa 1 (ostale �emo oznaqiti u nastavku).

f(v) je jedinstveno odre�eno, odnosno f je dobro definisano preslikavaǌe: U su-
protnom, neka i u i w zadovoǉavaju dati uslov za neko v. Tada po (*), kako u pobe�uje
v, mora gubiti od w. Ali po simetriji i w mora gubiti od u, kontradikcija.

f je injektivno: U suprotnom, f(u) = f(w) za neke u ̸= w. Ali tada w gubi od
f(u) = f(w), pa po (*) mora da pobe�uje u. Simetriqno i u pobe�uje w, xto vodi do
kontradikcije.

f je bijektivno: Ovo je sada direktno iz iǌektivnosti i toga da f preslikava
konaqan skup qvorova u samog sebe. Konkretno, postoji (najmaǌe) pozitivno m tako da
je fm(1) := f(fm−1(1)) = 1.

Za sve 0 < t < m, f t(1) pobe�uje 1 ako i samo ako je t neparno: Po indukciji, gde za
t = 1 sledi iz definicije, a daǉe iz induktivne pretpostavke i (*) primeǌeno na
v = f t−1(1), f(v) = f t(1) i 1. Konkretno, fm−1(1) gubi od fm(1) = 1, pa m mora biti
neparno.

f je ciklus, odnosno m = n: U suprotnom, postoji v koje nije f t(1) ni za jedno t.
Ukoliko v pobe�uje 1 = f(fm−1(1)), iz (*) sledi da gubi od fm−2(1), odnosno pobe�uje
fm−3(1), ... . Kako je m neparno, v pobe�uje i f(1) uz 1, xto je u kontradikciji sa (*).
Analogno se pokazuje i ako v gubi od 1.

Konaqno mo�emo da oznaqimo preostale qvorove. Neka je f2i(1) oznaqeno sa 1 + i za
i = 0, 1, . . . , k i f2i+1(1) oznaqeno sa k+2+ i za i = 0, 1, . . . , k−1. Ostaje da poka�emo da je
ovako numerisan graf zaista graf s poqetka, za xta je zbog cikliqnosti f dovoǉno da
poka�emo da 1 pobe�uje 2, 3, . . . , k+1 i gubi od k+2, k+3, . . . , 2k+1, xto sledi direktno
iz definicije oznaqavaǌa i pretposledǌeg svojstva f .



Primetimo da je za fiksiran qvor 1 odgovaraju�e oznaqavaǌe preostalih qvorova
jedinstveno odre�eno, jer je preslikavaǌe f jedinstveno odre�eno. Pritom je qvor
1 odabran proizvoǉno me�u svih n qvorova u grafu, pa se me�u svih n! oznaqavaǌa
qvorova brojevima od 1 do n svaki graf nacrta taqno n puta, xto znaqi da je ukupan
broj grafova koje Maja mo�e nacrtati na poqetku kako bi ispunila svoj ciǉ n!

n =
(n− 1)!.

5. Pokaza�emo da su jedina rexeǌa funkcije f(x) = x i f(x) = 2, x > 0. Posmatrajmo
dva sluqaja.

1◦ Neka je f injektivna funkcija.
Neka su x > 0 i k > 1. Primenom uslova zadatka na parove (x, xk) i (x, x/k) dobijamo da
je f

(
k + 1

k

)
= f(x)

f(xk) +
f(xk)
f(x) = f(x)

f(x/k) +
f(x/k)
f(x) . Definiximo u = f(xk)

f(x) i v = f(x/k)
f(x) . Tada je

u+ 1
u = v+ 1

v , te je (u−v)
(
1− 1

uv

)
= 0. Dakle, ili je u = v, ili je uv = 1. Prva mogu�nost

je nemogu�a, jer bi iz u = v sledilo f(xk) = f(x/k), odakle, zbog injektivnosti, va�i
xk = x/k, xto nije mogu�e za k > 1. Zato mora va�iti uv = 1, tj. f(xk)f(x/k) = f(x)2,
za svako x > 0 i svako k > 1.

Sada, neka su y, z > 0. Ako je y ̸= z, uzmimo x =
√
yz i k =

√
y/z ili k =

√
z/y, tako da

je k > 1. Tada, iz prethodne relacije, dobijamo da je f(y)f(z) = f(
√
yz)2. Ova jednakost

je oqigledno taqna i kada je y = z. Dakle, za sve y, z > 0 va�i f(y)f(z) = f(
√
yz)2.

Posebno, za z = 1 dobijamo f(y)f(1) = f(
√
y)2, za svako y > 0. Stavǉaju�i ovde y = x2,

dobijamo f(x)2 = f(1)f(x2), za svako x > 0. Tako�e, primenom relacije f(y)f(z) =
f(
√
yz)2 na brojeve y = x2 i z = y2 dobijamo da je f(x2)f(y2) = f(xy)2. Kombinovaǌem

ovih jednakosti sledi f(1)2f(xy)2 = f(x)2f(y)2, te zbog pozitivnosti funkcije dobijamo
f(1)f(xy) = f(x)f(y), za sve x, y > 0.

Daǉe, iz datog uslova sledi f
(

x2+y2

xy

)
= f(x)2+f(y)2

f(x)f(y) . Kako je f(x)2 = f(1)f(x2) i

f(x)f(y) = f(1)f(xy), to je f
(

x2+y2

xy

)
= f(x2)+f(y2)

f(xy) . Mno�eǌem sa f(xy), te korix�eǌem



relacije f(1)f(uv) = f(u)f(v), za u = xy i v = x2+y2

xy , dobijamo f(1)f(x2 + y2) = f(x2) +

f(y2). Kako se svaki pozitivan broj mo�e zapisati kao kvadrat nekog pozitivnog broja,
zakǉuqujemo da je za sve u, v > 0 ispuǌueno f(1)f(u+ v) = f(u) + f(v).

Sada za proizvoǉne brojeve x, y, z > 0 raqunamo f(1)2f(x+ y + z) na dva naqina. Sa
jedne strane, iz prethodne relacije, dobijamo f(1)2f(x+ y + z) = f(1)

(
f(x+ y) + f(z)

)
=

f(x)+f(y)+f(1)f(z). Sa druge strane, isto tako dobijamo f(1)2f(x+y+z) = f(1)
(
f(x)+

f(y+z)
)
= f(1)f(x)+f(y)+f(z). Pore�eǌem, nalazimo da je (f(1)−1)f(x) = (f(1)−1)f(z),

za sve x, z > 0. Ako bi bilo f(1) ̸= 1, sledilo bi f(x) = f(z), za sve x, z > 0, tj. funkcija
f bila bi konstantna, xto je nemogu�e jer je f iǌektivna. Dakle, mora biti f(1) = 1.
Prema tome, prethodne relacije se svode na f(xy) = f(x)f(y) i f(u + v) = f(u) + f(v),
za sve x, y, u, v > 0. Dakle, funkcija f je i multiplikativna i aditivna na (0,∞).
Iz aditivnosti i pozitivnosti sledi da je f strogo rastu�a (ako je y > x > 0, tada
je f(y) − f(x) = f(y − x) > 0). Za svaki pozitivan ceo broj n iz aditivnosti sledi
f(n) = nf(1) = n, a zatim, za svaki pozitivan racionalan broj q = m

n , dobijamo nf(q) =
f(nq) = f(m) = m, te je f(q) = q.

Neka je sada x > 0 proizvoǉno. Ako su (qn) i (rn) nizovi pozitivnih racionalnih
brojeva takvi da qn ↑ x i rn ↓ x, n → +∞, tada zbog monotonosti va�i qn = f(qn) ≤
f(x) ≤ f(rn) = rn, za svako n, odakle, prelaskom na graniqnu vrednost kad n → +∞
dobijamo da je f(x) = x, x > 0. Dakle, u injektivnom sluqaju jedino rexeǌe jeste
f(x) = x, za svako x > 0.

2◦ Neka f nije injektivna.
Tada postoje brojevi a, b > 0, a ̸= b, takvi da je f(a) = f(b). Bez umaǌeǌa opxtosti

mo�emo pretpostaviti da je b > a. Stavimo da je k = b
a > 1. Primenom uslova zadatka

na par (b, a) dobijamo f
(
k + 1

k

)
= f(b)

f(a) +
f(a)
f(b) = 2. Sada, za proizvoǉno x > 0, primenom

uslova na par (kx, x) dobijamo f
(
k + 1

k

)
= f(kx)

f(x) + f(x)
f(kx) . Leva strana je jednaka 2, odakle

nalazimo da je f(kx)
f(x) + f(x)

f(kx) = 2. Kako za svaki pozitivan broj t va�i t + 1
t ≥ 2, sa

jednakox�u akko je t = 1, sledi f(kx)
f(x) = 1, tj. f(kx) = f(x), za svako x > 0.

Uporedimo sada uslov zadatka za parove (x, y) i (kx, y). Desne strane su jednake,

jer je f(kx) = f(x), pa je f
(

x
y + y

x

)
= f

(
kx
y + y

kx

)
, za sve x, y > 0. Ako stavimo t = x

y ,

posledǌe postaje f
(
t+ 1

t

)
= f

(
kt+ 1

kt

)
, za sve t > 0. Neka je sada t > 1√

k
. Tada su brojevi

u = t + 1
t i v = kt + 1

kt razliqiti i zadovoǉavaju f(u) = f(v). Pritom je v > u, jer je
v − u = (k − 1)

(
t− 1

kt

)
> 0. Primena prethodnog argumenta na par (v, u) pokazuje da za

broj λ = v
u > 1 va�i f(λx) = f(x), za svako x > 0. Daǉe, imamo da je λ =

kt+ 1
kt

t+ 1
t

= k2t2+1
k(t2+1) .

Funkcija ϕ(t) = k2t2+1
k(t2+1) je neprekidna i strogo rastu�a na intervalu

(
1√
k
,∞

)
, jer je

ϕ′(t) = 2t(k2−1)
k(t2+1)2 > 0, a pritom va�i ϕ

(
1√
k

)
= 1 i lim

t→+∞
ϕ(t) = k. Dakle, kada t prolazi

kroz interval
(

1√
k
,∞

)
, broj λ = ϕ(t) prolazi kroz ceo interval (1, k). Prema tome, za

svako λ ∈ (1, k) i svako x > 0 va�i f(λx) = f(x).
Sada neka je r > 1 proizvoǉno. Izaberimo toliko veliki prirodan broj n sa os-

obinom r1/n < k. Tada je r1/n ∈ (1, k), odakle, za svako x > 0, nalazimo f(r1/nx) = f(x).
Primenom ove jednakosti n puta dobijamo f(rx) = f(x). Dakle, za svako r > 1 i svako
x > 0 va�i f(rx) = f(x). Zamenom r sa 1

r dobijamo isto i za svako 0 < r < 1. Zato,
za proizvoǉne realne brojeve x, y > 0, uzimaju�i r = y

x , dobijamo f(y) = f(x), te je f
konstantna na (0,∞).

Stoga, neka je f(x) = c, za sve x > 0, gde je c > 0. Uvrxtavaǌem u zadati uslov
dobijamo c = c

c + c
c = 2. Dakle, u neinjektivnom sluqaju jedino rexeǌe jeste f(x) = 2,

za svako x > 0.



6. Primetimo da NZD(a, b) | a | b2 + kb + 1, odakle sledi da NZD(a, b) = 1. Tako�e,
primetimo da a | a2 + la + b2 + kb + 1 i b | b2 + kb + a2 + la + 1, odakle sledi da ab |
a2 + b2 + la+ kb+ 1, odnosno postoji prirodan broj M takav da je

a2 + b2 + la+ kb+ 1−Mab = 0. (1)

Ako d = NZD(a−r, b−s), sledi da a ≡ r, b ≡ s (mod d), odnosno r2+s2+lr+ks+1−Mrs ≡
0 (mod d).

Doka�imo da ako va�i (r, s) /∈ S, onda je G konaqan. Kako (r, s) /∈ G, znamo da za
svako M ∈ N va�i r2+s2+ lr+ks+1−Mrs ̸= 0 i da za odre�eno M postoji samo konaqno
mnogo d takvih da d | r2 + s2 + lr + ks + 1 − Mrs. Ukoliko doka�emo da za odre�eno
k, l postoji i konaqno mnogo vrednosti M koje zadovoǉavaju ovaj uslov, dokaza�emo
celokupno tvr�eǌe. Zaista, uzmimo rexeǌe (x, y) sa minimalnim x + y. Bez umaǌeǌa
opxtosti, pretpostavimo da je x ≥ y.

Posmatraju�i (1) kao kvadratnu jednaqinu po x, vidimo da je za x′ = My − l − x =
y2+ky+1

x , (x′, y) ponovo rexeǌe iste jednaqine, jer x′ ∈ N. Iz minimalnosti sledi

x′ ≥ x. Znamo da va�i x′ = y2+ky+1
x ≤ y2+ky+1

y ≤ y + k + 1, iz qega proizilazi da

My − l = x + x′ ≤ 2x′ ≤ 2y + 2k + 2, te je M ≤ 2y+2k+l+2
y ≤ 4 + 2k + l, odakle sledi da ih

zaista ima konaqno mnogo.
Doka�imo da ako (r, s) ∈ S, onda za svako N ∈ N postoji par prirodnih brojeva

(a, b) ∈ S tako da N | NZD(a−r, b−s), odakle se mo�e zakǉuqiti da �e va�iti da je skup
G beskonaqan. Stoga, bez umaǌeǌa opxtosti, pretpostavimo da je r ≤ s. Definiximo
niz parova (an, bn) poqetnim uslovom (a0, b0) = (r, s) i rekurentnom relacijom

an+1 = Mbn − l − an =
b2n + kbn + 1

an
, bn+1 = Man+1 − k − bn =

a2n+1 + lan+1 + 1

bn
.

Po Vijetovim formulama, ako (an, bn) zadovoǉava jednaqinu (1), ǌu �e zadovoǉavati
i par (an+1, bn), pa samim tim i (an+1, bn+1), odakle sledi da svaki par (an, bn) pripada

skupu S. Koriste�i uslov an ≤ bn dobijamo an+1 =
b2n+kbn+1

an
≥ b2n+kbn+1

bn
> bn. Zatim,

kako je an+1 > bn, sledi bn+1 =
a2
n+1+lan+1+1

bn
>

a2
n+1

bn
> an+1, tj. an < bn < an+1 < bn+1,

za svako n ≥ 1, xto finalno pokazuje da je ovo beskonaqni niz me�usobno razliqitih
parova skupa S.

Fiksirajmo proizvoǉan pozitivan ceo broj N . Kako ostataka parova (an, bn) pri
deǉeǌu sa N ima najvixe N2, po Dirihleovom principu me�u prvih N2 + 1 parova
moraju postojati indeksi i < j takvi da

(aj , bj) ≡ (ai, bi) (mod N).

Prime�ujemo da iz rekurentnih relacija mo�emo direktno izraziti prethodne qlanove
niza:

bn−1 = Man − k − bn, an−1 = Mbn−1 − l − an = M(Man − k − bn)− l − an.

Dakle, ako za bilo koja dva indeksa va�i kongruencija modulo N , ista kongruencija
mora va�iti i za ǌihove prethodnike. Ponavǉaju�i ovo tvr�eǌe i puta, dobijamo

(r, s) = (a0, b0) ≡ (aj−i, bj−i) (mod N),

odnosno N | aj−i − r,N | bj−i − s, odakle proizilazi N | NZD(aj−i − r, bj−i − s).


