Jpymreo maremaruuapa Cpouje
PEIMIIEHA 3AIJATAKA CA NP KABHOT TAKMUUYEHKA I3 MATEMATURKE

26. anpun 2026. romuHe
IlpBu pa3pen - b kareropuja

1. Heka je Opoj meHTpasHUX Tavyaka jeoHAkK n. lana je ykyman OpOj CBUX Tadyaka jeIoHAK

n+ 2, jep mopen TUX N Tadyaka MOCTOje jOIl ABE HOHe DOYHE TauKe.

n(n+1)(n+ 2)

Bpoj cBux Tpojru Tavaka jemHak je , O yera Tpeba Ony3eTu HEI03BOJLEHE

6
TpOjke Tadaka. Kako CBUX N IMEHTPAJHUX Tadaka MPUNANA]y jeAHOj MpaBoj, OPOj TPOjKu
n(n —1)(n — 2)

CACTABJ/LEHUX CaMO OJ TUX TadaKa jeTHAK je . llopen Tora, mowme Tpu Tauke

6

Cy KOJUWHEeapHE, T€ Najy JOII jeIHY HENO3BOJHEHY TPOJKY.

(n+2)n+1)n  nn-—1)(n—2) LI
- — 1. Tlo

IIpema ToMe, 6pOj CBUX TPOYIJIOBA jemHAK je 5
1 2 —1(n—-2
YCIIOBY 3alaTkKa, TO je jemHako 2024, nma Baku nin + 6)(n+ ) — n(n g(n ) — 1 =2024.
n(n+2)(n+1)—(n-1)(n—-2
( I )6 ( I ) —1=2024. Hame je (n+1)(n+2) =
n?+3n+2, nok je (n—1)(n—2) = n?—3n+2, na je pasnuka oBux m3pasa jenaxa 6n. Crora,
n-6n

CpebuBamem nobujamo

BayKU — 1 = 2024, omsocuo n? — 1 = 2024, omakie je n? = 2025, Te je n = 45. Ilakie,

yKymaH O0poj rauaka je 47.

2. (TPBO PEIIEIHE) Tpaskenu 36up MoxkeMo rpynucarn Ha cienehu maumm:
A= (=8(0) + S1)) + (=S(2) + S(3)) + - - - + (—S(2024) + §(2025)) — S(2026).

Wspauynajmo S(2k + 1) — S(2k). Bpoj 2k je yBer mapas, mWTo 3HAUM Aa MYy je MOCIEIHAa
mudpa ¢ € {0,2,4,6,8}. Ilpu npesacky ca 2k ma 2k + 1, mocaenma uuppa nocraje ¢+ 1, a
ocTaie mudpe ocrajy HeIpoMemeHe (HeMa mpeHoca). 3ato je S(2k+1) —S(2k) = 1. Taxsux
naposa je 1013, a momro je S(2026) = 10, omrosop je A = 1013 — 10 = 1003.

(IPYT'O PEHIEILE) I'pynummMo unasoBe mo maposuma: A = 2,1602113 (S(2k — 1) — S(2k)).
Axo ce mpu mpena3dy ca 2k — 1 Ha 2k He jaBia mpenoc, Tana ce 36up nudapa moehasa 3a
1, ma je S(2k) = S(2k — 1) + 1, omrocro S(2k — 1) — S(2k) = —1.

Axo 6poj 2k — 1 ma kpajy uMa TauyHO t HEBETKU, OHIA NPU AOMNABAKY jEeAUHUIE TUX
[EBETKU TIpesia3u y Hyse, ma ce 30up nmudapa cMmamyje 3a 9t, a 3aTuM ce IpeTxonHa mudpa
nosehasa 3a 1. 3aro Baku S(2k) = S(2k—1)+1—9¢, nma je S(2k—1)— S(2k) =9t —1. Crora,
CBaKM Iap Oaje OCHOBHU OONPUHOC —1, a 3a CBaky 3aBPINHY aeBeTKy mobujamo jom 9. Kako
vMma ykynao 1013 maposa, nobujamo A = —1013 + 9(N7 + Ny + N3), rae je N 6poj HemapHUx
O6pojeBa mo 2025 xoju ce 3aBpmasajy uuppom 9, Ny Opoj Hemapuux 6pojeBa no 2025 xoju ce
3aBpmaBajy ca 99, a N3 Opoj menapuux 6pojeBa mo 2025 koju ce i,aBpmaBajy ca 999.

20 9
Cana 6pojumo: Ny = #{9,19,29,...,2019} = 202, jep je ———— + 1 = 202. Ilame,

10
1999 — 99
Np = #{99,199,299, ..., 1999} = 20, jep je ——o-—+1 = 20. Hajaan, Ny = #{999,1999} = 2.
Ipema Tome, A = —1013+9(202+20+2) = —1013+9-224 = —1013 + 2016 = 1003. ake,
A = 1003.

3. Ilorazahemo na je mobemuuk Heman, ma cy Mununa u Henan Uctunozbopuhu, a Amex-
cagmap u Yena Jlaskkosuhu.
IMocmarpajmo majupe Yenuny usjaBy: Axaexcandap je nodednux u Henad je Jaxncxosuh.



IIpernocraBumo na Yema rosopu uctuny. Tama cy obOe TBpame U3 HETOBE U3jaBe TAYHE,
na je Anekcannap nobenuuk u Henan je Jlaskosuh.

Kako je mosmaro na je moGemuur McrunozGopuh, caemu ma je Amercammap Wctumos-
bopuh, ma je merosa m3jaBa TauyHa. Kako je, mpema Yemmuoj m3jasu, Hewman Jlaskkosuh,
yCa0B y AJlekcaHaApOBOj M3jaBU je UCIYEEH, T€ U3 UCTUHUTOCTUA AJIEKCAaHIPOBE U3jaBe CJeau
na je Mununa nobemuna. To je y mporuBpeunocTtu ca TuMm 13 je Asercannap mobenHUK.
Haxrne, Yena ve rosopu uctuny, na je Yena Jlaxrosuh.

Kako je Uena JlaxxkkoBuh, ou He Mo:ke Outy nobenuuk, jep je mobenuur Vcrtunoszbopuh.

Cana mocmarpajmo Mwunuuuny uzjaBy: Hu ja wu Yeda nucmo nobeduau. C o63upom
na Beh 3mamo ma Yema HUje mOOETHUK, MCTUHUTOCT OBE M3jaBe CBOAM CE€ HA WUCTUHUTOCT
TBpame - Mwununa suje mobemuaa. Axo 6u Mwununa Ouna Jlaxkosuli, meHa usjaBa Ou
busa meuctuHUTa. Kako je meo ,, Yeda nuje nobeduo” TayaH, HEUCTUHUTOCT Teje Musiumuune
n3jaBe Moryia 6M HACTATH CaMO TAaKO HITO je HEMCTUHUTA TBPAma - Mwuinna Huje nobenuina,
OMHOCHO TAaKO MmMTO Ou TBpAma Mwuauma je mobemuia Owima uctuauTa. MebhyrtmMm, Tama Ou
ona He 6um Ouina JlaxkoBuh, mro je memoryhe. Crora, Mununa nuje Jlasxkkosuh, 6eh je
Wcrunoszbopuh. 3aro je mena usjaBa tauna, Te Baxku: Muauya Huje nobeduaa.

ITocmarpajmo cana Henanoy usjaBy: Axo je Muauuya Jaxncroeuh, onda je Yeda nobednux.
Kako je Mununa Wcrrro3z6opuh, npernocraBra OBe MMIUIMKAIM]E j€é HEUCTUHUTA. 3aTO je
nesa Hemamosa msjaBa uctunura. Cuemnu ma je Hewman Vctunosbopuh.

Bpatumo ce cana wa Anekcanapoy usjaBy: Axo je 6ap jedan 00 Yede u Henada npunadnux
naemena Jlamcxosuh, onda je Muauya nobedusra. C ob3upom ma je Yema Jlaxrosuh, mper-
IOCTaBKa OBe MUMILIMKalUje je uctuHuTa. Kako cMmo Beh yrBpauiu na Mununa muje mobGe-
auia, caemu na je AsexkcanmpoBa u3jaBa meuctuHuTa. Jlakme, Anexkcammap je Jlaskkosuh.

Cana 3HAMO:

Yena Huje mobegHUK, Mununa Huje mobeaua, Anexkcangap uuje Vcrunosoopuh.

IIpeocraje jom ma uckmpyummo mMoryhiHocT na je Asekcanmap mobemuuk. Ay mobenHuk je
Wcrunoszbopuh, a Anekcannap je Jlaxkosuh, onakie 3akibyuyjemo na Ajekcagmap He MOKe
outu mobemuuk. Ilakae, auko ox Mwunune, Asnekcannpa n Yene nuje nmobenHuk, Te jemauHO
npeocraje na je mobemnaur Henman.

3aTo je KOHAYAH OArOBOP:

[Tob6eauuk je Hemas.

IIpu Towme,

’ Mwununa u Henan cy Uctunosbopuhu, a Anekcanmap u Yena cy Jlaxkxkosuhmn.

4. Heka je H opronenrap tpoyriaa ABC u Z/BAC = «. Tana cy werBopoyraosu FHBD n
HECD reruBhu (uMajy IO ABa IpaBa yria KOju cy HecycenHu), na je ZHBF = ZHDF u
/HCFE = /ZHDFE. Kaxo je tpoyrao BEA npasoyrau, to je ZABE = 90° — «, a Ha OCHOBY
npeTxonHor pasmarpama, ZFDH = 90° — a. loka3 3aBpiiaBajy IBe eKBUBAJECHI]E:

AF =CF <= /FCA=/FAC =0 <= /ZFDE =90° —a+ a =90°.



5. IpumeTruvo Hajmpe aa je [49' — 62| = [49 — 36| = 13. Jlakie, BpeIHOCT M3pa3a MO@ke OUTH
jemnaka 13. Jlokaskumo ma He MOke Outu Mama onx 13.

[IpeTmocTaBUMO CYTPOTHO, Tj. Ma TOCTOje TpUpOaHU Opojesn a u b Taksu ma je |49¢—6°| <
13. C ob63mpom ma je 49 = 9 (mod 10), Bawum 49 = 1 mwmm 49% = 9 (mod 10), mox je 6° =6
(mod 10). 3aro je 49% — 6° = 5 mam 49 — 6° = 3 (mod 10).

Kaxko je [49% — 6°| < 13, 6poj 49® — 6° je jemam ox mesnux Gpojesa msmenyl —12 mo 12,
yrpyayjyhu ucte. Meby tum meaum 6pojeBuma camo OpojeBu —7, —5, 3 u 5 jecy KOHTDY-
enTHH ca 3 wmu 5 mo Moxyay 10. 3aro mopa BaskuTu 49% — 6° € {-7,-5,3,5}.

Ca apyre ctpame, 49 =0 (mod 7), a 6° = (—1)® (mod 7), nma je 49°—6° = —(—1)® (mod 7).
Hakne, 6poj 49% — 6° je xomrpyenrtan ca 1 mmu 6 o Moaymy 7.

Mebyrnm, 6pojeBu —7, —5, 3 u 5 rourpyentHu cy pemom ca 0, 2, 3 u 5 mo monyny 7,
Te HUjemaH O HmUX HUje KOHrpyeHTaH ca 1 wium 6 mo momyny 7. IloOujeHa KOHTPAIUKIA]a
NOKa3yje Ma He MOTy IMOCTOjaTw MpUpOoaHU Gpojesu a u b 3a koje je |[49? — 6°| < 13. Crora,
HajMama BpemHOCT m3pasa |[49% — 6°| jecre 13.



Jpymreo maremaruuapa Cpouje
PEIMIIEHA 3AIJATAKA CA NP KABHOT TAKMUUYEHKA I3 MATEMATURKE

26. anpun 2026. romuHe
Ipyru pa3spen - B kareropuja

1. Hajupe ompenumo ycioBe nedpunrcanoctu jenHauumHe. Jla 6u jmorapurmu O6wmnm nedus-
ucanu, Mopa Baxkutu r > 0. Ilox oBum ycaoBom je u +/x + 1 mepuuucan, a tarobe je
vr+1—1%#0, jep ou uz v+ 1—1 =0 caemquino x = 0, mro Huje nozsosmeno. Jlarie,
obaact nepunurcanoctu je uarepsai (0, +00).

Cajna nojeaHoCTaBUMO IECHY CTPaHYy:

1 1 WVe+1+1)—(Wzx+1-1) 2

Vitl-1 Voa+l+1l (Va+l-DWz+14+1)
3ato je
2 2
1 B 1 - 2/z
Vitl—-1 JVot+i+1

I[Ipema ToMme, mosa3Ha jemHAUMHA je €KBUBAJECHTHA j€THAYNHU

2 3
xloglo z+log o z°+3 =z, x> 0.

Kako je
logyo 2° = 3log

nooujamo

210810 z)?4+3logo o+3 _ x.

Cana pasmarpamMo aBa ciaydaja.
(1) Ako je x =1, oHzma je jemHAYMHA OYUIJIETHO 3aI0BOJLEHA.
(2) Ako je z # 1, onma cy obe crpase obiuka % u x!
3nuyuToM onx 1. 3aTo Mopajy OUTU jeqHAKM €KCIIOHEHTU:

, Ca MCTOM ITO3UTUBHOM 0Ha3oM pa-

(logyo )% + 3loggx + 3 = 1.

Oparne ciaenu
(log,oz)? 4+ 3loggz +2 = 0.

YBemumo cmeny t = log;yz. Tana mobujamo kBanpatHy jemmauuny t2 + 3t + 2 = 0, Tj.
(t+1)(t+2) =0. Haxrme,
t=—1 W t=—2.
Oryna je
1
1 =—-l=z=—,
0810 T x 10

nin

1
1 = —2 = = —,
Oglox € 100

OMHOCHO CBa pellema MoJIa3He jeTHadrHe Cy IaTa ca

A
. 107100 [




2. Jemam mujancku mHu3 nyskuHe 4 mma obmuk (a,b,1 —b,1 —a), rme cy a u b IPOU3BOBLHO
nzabpanu u3 ckyna {0,1}. IIpema Tome, mocroje Tauso 4 aujancka Huza myskuHe 4.

Hwuz ny:xume 16 roju ce cacroju ox 4 y3acTonHa aujancka Hu3a nyskuHe 4 nobuja ce Tako
ITO HE3aBUCHO m3abepeMo cBakm on Ta 4 Osoka. IIpema Tome, yKyman Opoj TaKBUX HU30Ba
jemmak je 4* = 256.

Cana Tpeba onyseru one melhy muMa KOju Cy U caMuy AUjalcku HU30BU ay:kuHe 16. Heka
cy uerupu Osnoka pemxoM X1, Xo, X3, X4. Aro neo uu3 aysxune 16 tpeba ma Oyme aujancku,
OH/Ia IPBU U MOCJEABU YiaH MOpajy da najy 36mp 1, npyru u npernociaensu Takohe, U TaKo
penom. VI3 Ttora cienu ma yerBpTH OJOK MOpa Outu jeHak mpBoM, a Tpehu 60k Mopa butu
jemmak gpyrom. Jlakmie, TakaB HU3 je y mMOTIyHOCTU onpebhen m3bopom npea asa OJIOKa.

Ilomro 3a cBakm on 6sokoBa X u X moctoje mo 4 moryhuocTu, 6poj aujaackux HU30Ba
nyskuHe 16 Koju cy cacTaB/beHU O YeTUPU OUjancka Ojoka myskuue 4 jemnak je 4 -4 = 16.
Iakne, Tpaxkernu Opoj jemHak je 256 — 16 = 240.

3. Heka je a, n-tu unan martor Hm3a. Tana 6poj a, mMma n mudapa, oTpu yemy cy mudpe Ha
HeNapHUM MeCcTrMa jeqHake 7, a nudppe Ha mapHuUM MectuMa jenHake 3. Ilomro je 99 =911,
a 6pojeBu 9 u 11 cy y3zajamuo mpocTtu, 6poj a, je memuB ca 99 ako m camMo ako je nebuB
u ca 9 u ca 11. 3aro hemo pasmorpury moceGHO ciyJyajeBe Kala je n mapaH U Kala je n
HemapaH.

(1) n = 2k, rume je k € N: Tana 6poj a, uma k Hemapuux Mmecra u k nmapHux mecra. Ha
HEMAPHUM MECTUMAa CTOju nudpa 7, a Ha mapHUM MectuMa nudpa 3. 3aro je 30up nudapa
6poja a, jemnak 7k + 3k = 10k. Ila 6u a, Ouo mesmuB ca 9, HEONXOMHO je U MOBOJLHO A je

10k =0 (mod 9).

Kako je 10 = 1 (mod 9), nobujamo k = 0 (mod 9). Ca mpyre crpane, na 6u a, O6uo meLuB
ca 11, morpebHO je M HOBOJBHO ma pasimka 30upa mupapa Ha HENAPHAM U MAPHUM MECTHUMA
Ooynme memuBa ca 11. OBgme je Tta pasaura 7k — 3k = 4k. Ilakmne, Mopa BaKUTH

4k =0 (mod 11).
ITomTo je 4 y3ajamuo mpoct ca 11, ciemu
k=0 (mod 11).
Crora, k mopa butu messuB u ca 9 u ca 11, te je Hajmama Moryhia BpegHOCT
k=H3C(9,11) = 99.

Tana je n = 2k = 198.

(2) n =2k+1, rme je k veneratuBaH 1eo 6poj: Tana 6poj a, uma k + 1 Hemapuux mecrta u k
napHUX Mecta. 3aro je 36up merosux mupapa 7(k+ 1) +3k =10k +7. Ila 6u a, 6uo nemus
ca 9, Mmopa BaKkuTHU

10k+7=0 (mod?9).
Kaxko je 10 =1 (mod 9), nobujamo k +7 =0 (mod 9), onzocHO

k=2 (mod9).

Iamwe, pasznuka 30upa mudapa HA HEIAPHUM U TapHUM MectuMa usHocu 7(k+1)—3k = 4k+7.
a 6u a, 6uo nemusB ca 11, moTpedHO je U HOBOLHO HA BAKU

4k +7=0 (mod 11).
C o63upom ma je 7= —4 (mod 11), 0BO je eKBUBaJIEHTHO Ca

4k —4=0 (mod 11),



Te mobujamo
4(k—-1)=0 (mod 11).

Kako je 4 y3ajamuo mpoct ca 11, caemu
k=1 (mod 11).
Haxkmne, Tpeba nHahu HajMamHM HEHETATUBAH I1€0 OpOj k TakaB Aa Ba)KU CUCTEM KOHTDYEHIIH]a
k=2 (mod9), k=1 (mod 11).
Bpojesu obauka k =9t + 2 cy
2, 11, 20, 29, 38, 47, 56, . ..

a npBu Mehy muma koju je kourpyenrtan ca 1 mo momyay 11 jecte 56. Crora, majmame k je
56, ma je n =2k + 1 =113.
Ilakne, y upBoM ciaydajy mobunu cmo n = 198, a y apyrom n = 113. Kako je 113 < 198,
ciaeny ma ce MPBU WiIaH Hu3a nesus ca 99 mobuja 3a n = 113.
3aro je TpaxkeHu 6pPO]
7373...37,
————
113 uudapa

Tj. 6poj Koju ce Hama3u Ha 113-ToM MecTy maTor Hu3a.

IIpBu wnan vu3a nemus ca 99 jecre 7373...37.
—_——

113 nudapa

4. (a) [IpumenuMo HejemHAKOCT TpOyria Ha Opojese y—a u y—b. Ilobujamo |y —al+|y—b| >
(y —a) — (y — b)|. Kaxo je (y —a) — (y —b) =b—a, cnemn

[(y—a) = (y=b)|=[b—al.
MebyTum, u3 ycnosa a < b, umamo b —a > 0, na je |b—a| =b—a, Tj.
ly—al+ly—b=2b—a,
Te je TBpheme morazaHO.

Hanomena. JeqHakoCT BasKU aKO M CaMO ako je y € [a, b].

(6) Hakron ociobabama o1 anconyTHUX BPEIHOCTHU, Y 3aBUCHOCTHU OI I, y u3pasy |r — 1| +
|z — 2| + ... + |x — 2023| + |z — 2024, HeEm o4 cabupaka OCTajy MCTH, HOK HEKU MEHhajy 3HAaK.
3aro he matu m3pas3 nMmaru oGk

S = zl(x - 1) + Zg(x — 2) + ...+ 22023(1‘ — 2023) + 2’2024(:1',‘ — 2024),
Toe Cy 21,22,..., 22023, 22024 € {—1,1}. Cana je
S = (Zl + 22 + ... + 22023 + 22024)$ — (Zl c14 2924 ...+ 290923 - 2023 4 29024 - 2024) (1)

Axo je 36up z1 + 22 + ... + 22023 + 22024 = 0, omga je 6poj S paunmonasaH, jep je jemHak ca
z1 - 14+ 2924 ...+ 22023 - 2023 + 22024 - 2024. Ako je 30up z1 + 22 + ... + 22023 + 22024 # 0,

ouma Opoj S He MOke OUTM panUMoOHAaJNaH, 3aTO mWTO u3 jemHakoctu (1) mobujamo x =

S+(z1-1422-24... 4220232023+ 22024 -2024) . . . .
P T — , ma yroJmko je S pammonasan 0poj, 6poj = je Takobe

panuoHajiaH, Ka0 KOJWYHUK IBa palyoHaJHa Opoja, mTo Huje moryhe. [lakme, 6poj S je
paIMOHAJIAH JeANHO Kana je z1 + 22 + ... + 22023 + 22024 = 0.




Kako cy Gpojesu z1, za, ..., 22023, 22024 € {—1,1} mocnenma jemHakocT je 3a10BOHEHA AKO U
camo ako je mehy OpojeBuma z1, 22, ..., 22023, 22024 OPOj OHUX KOju cy jemHaku 1 jemHar Opojy
OHUX KOju cy jemHaru —1, omHocHO ako ux uma 1o 1012. [Ipema Tome, 6poj S je panmonamax
akKo u caMo ako je 6poj x Behim ox rauno 1012 Gpojesa u3s cryna {1,2,...,2023,2024}, onHocHO

ako u camo ako je x € (1012,1013). Tana je z1 = 22 = ... = 21012 = 1 ¥ 21013 = ... = 29023 =
29024 = —1, ma je ma ocuosy (1)
S=0+14..+1-1-1—..—Dz—(1+2+..+1012—1013 — 1014 — ... — 2024) =
1012 1012
= (1013 — 1) + (1014 — 2) + ... + (2024 — 1012) = 1012 - 1012 = 10122 (2)

OBuM cMO KOHAYHO Jemu(poBaId ga 3aLaTU YCIOB y NpOOJIeMy 3alpaBo 3HAUM Ja je
|z — 1| + |z — 2| + ... + |2 — 2023| + |z — 2024| = 10122,

Ila 6m roMILIETHPAIN OOKA3 HATOr TBpDema ocraje HaM Oa HOKaKEMO 1a 3a CBAKU pPeajiaH
Opoj ¥y BasKU HEjeTHAKOCT

ly — 1+ |y — 2| + ... + |y — 2023| + |y — 2024] > 10122. 2)
Y ToMm nmmy, kopucrtehn Hejennakoct u3 mena (a) mobujamo:
ly =1+ |y — 2|+ ... + |y — 2023| + |y — 2024| =

= (ly — 1|+ |y — 2024]) + (ly — 2| + |y — 2023|) + ... + (ly — 1012| + |y — 1013]) >
> (2024 — 1) + (2023 — 2) + ... + (1013 — 1012) = 2023 + 2021 + ... + 1 =
= (2023 4+ 1) + (2021 + 3) + ... + (1013 + 1011) = 2024 - 506 = 1012,
OBUM CMO JOKa3aJu Heje,HHaKOCT (2), YyMe CMO YIOTHOYHUJIM OOKa3 TpreH,a.

5. Osmaunmo a = ZBAC, p = LABC, v = ZACB. Kako cy O, u O, IEHTPU ONUCAHUX
kpyskuauna rpoyriaosa AHC u ABH, oGe Tauke npunanajy cumerpaiau ny:xu AH. ITomro je
AH 1 BC, ta cumerpana je napanensa ca BC, na je Op0, || BC.

Horaxumo na je u OC' || O.B.

TTomro je Oy nenrap onucane kpysxaute tpoyraa AHC, y jemnakokpakom tpoyriay O, AC
BAXKU

LCO A
—

Osnauumo ca H' npousBo/bHy TauKy Ha onucaHoj KpyskHuim Tpoyriaa AHC Koja ce Hana3u Ha
ayry AC ma xoMm ce He Hawasu tauka H. Tana je ZAH'C = 180°—ZAHC, na nomro je ZCO, A
nearpanau yrao Hax CA, 1o je ZCOyA =2-ZCH'Au LO,CA = 90° — (180° — LAHC) =
LAHC —90°.

Jacwo, ZHAC =90° —yu ZHCA = 90° — a, na je ZAHC = aa+ v = 180° — . Oryna
nobujamo Z0,C A =90° — (.

Amnanorao nobujamo ZO.BA = 90° — 7.

Cana je

LOpyCA =90° —

Z0.BC + LO,CB =90° — v+ 34 90° — 3 + v = 180°,

omarie ciaemu OpC || O.B. Ilpema tome, uwerBopoyrao O.0,CB je mapanenorpam, ma je
0,0, = BC. Aunasoruo ce nokasyje O,0p, = AB u 0,0, = AC, omakie cjieau momnyoapHOCT
Tpoyriosa ABC u 0,0,0..






Jpymreo maremaruuapa Cpouje
PEIMIIEHA 3AIJATAKA CA NP KABHOT TAKMUUYEHKA I3 MATEMATURKE

26. anpun 2026. romuHe
Tpehu pa3zpen - B kareropuja

1. Hexka je ¢ xunoreny3a maror mpaBoyrior tpoyria. [lomTo cy a u b karere, Baxku
a >0, b>0.

Ilopen Tora, n3 meduHMCAHOCTU JOrapUTMa HA JIEBOj CTPAHU CJIean

a—2b
2

> 0,

mna je
a >b.

Heka cy a u § omrrpu yrioBu mpaBoyryor TPOYILJia, IPU YEMY je (v yrao HACIpaM KaTere
a, a B yrao macupam karere b. Ilomro je y tpoyray Beha crpanumna macunpam Beher yria,
us3 a > b caenu
a> 0.

Ilonasny jemHauwHy MOMHOMKHAMO ca 2:
a—b
2logg — = logg a + logg b — logg 2.

IIpumenom ocobuna sorapuramMa m00ujaMo

a—b\> ab
1Og8 T = IOgS ?

Kaxko je morapuramvcka ¢yHruuja ca ocHoBoM 8 mHjekrusHa Ha (0,00), caeam
a—0b\> _ab
2 27

(a —b)? = 2ab,

MmuosxkemeMm ca 4 mobujamo

OJHOCHO
a® — 2ab + b* = 2ab.

Onarne caenu
a’® + b2 — 4ab = 0.

Kako je tpoyrao mpasoyrmau, no Iluraropmuuoj reopemu Baku
a? +b% =2,
Ia IPeTXOdHA jeTHAKOCT IOCTaje

? —4ab=0.

2

ITomro je ¢ > 0, moxkeMo momenuTu ca ¢, ma nodbujamo

1-4--=0.
cc



Caga, Kako je o yrao HACIpaM KaTeTe a, UMaMo sina = ¢ u cosa = 2. 3aro mperxoaHa
c

C
JEeMHAKOCT mOCTaje
1 —4sinacosa =0,
OIHOCHO
4sinacosa = 1.

C o063upoM ma BasKu
sin 2a = 2sin a.cos a,

crnemu 2sin2a =1, 1j. sin2a = %

Mebyrnm, yrao « je omrap, Te je 0° < a < 90°, 1j. 0° < 20 < 180°. Y TOM mHTEpBaJLy
jemqHauYnHa,

1
SN 2 B

V“Ma penemna
2a0 = 30° AN 2a0 = 150°.

Iake,
a=15° A a = 75°.

Asu Beh 3mamo ma je a > [, Te Kako je
a+ 5 =90°,
Behim ox oBa mBa omrpa yriaa mopa dburtm 75°. Crora,
a =175 B8 =15°.

W3 cBera HaBemeHOr, yIJIOBU MOJA3HOT IPABOYIJIOL TPOYIJA Cy AATH CAa:
15°, 75°, 90°.

2. ITocmarpajmo ocuu mpecek kyne. Jlobujamo jemnarkokpaku tpoyrao ABC, rme je B Bpx
kyne, a AC mpeuHuK OCHOBE OCHOT mpeceka. Y Taj TpOoyrao ymucaHa je KPY:KHUIA, KOja je
ocHU Tpecek ymucane jonte. Heka je O meHTap Te KPY:KHUIE U HEKA je HeH MOJyIPEUYHUK
R. Heka je D cpemumre nysku AC. Tana je

BD =h
BUCHUHA Kyle, a
DC=r
MIOJIyIPEYHUK OCHOBE KYTIE.
Hexka je
/DBC = a.

I[Momro je BD oca cumerpuje OCHOT TIpeceka, yrao npu Bpxy tpoyriaa ABC jemnak je 2a,
ma BaKu

T
0< < —.
4“5

Heka je E momuoxkje mopmasie u3 tauke O ma kpak BC. Ilomro je O nmenrap ynucane

KPY/KHUIE, BayKU
OD =R n OF = R.

Canma mocmatpajmo npasoyrau tpoyrao BOE. Kako je O Ha ocu cumerpuje Tpoyria
ABC, rauke B, O u D cy romuneapse. 3aTo je

ZOBE = /DBC = «.



W3 npaBoyriior tpoyraa BOFE cuenn

sna2F _ R
OB OB’
na je
OB = _R )
SN &

Kako cy B, O u D konuneapue u tauka O nexu uzmebhy B u D, mobujamo

R
BD=BO+0D=——+R.
sin v
Iaxkie,
h— BD — R(l—.i—sina).
sin
Iame, y npasoyriom tpoyriay BDC Baxku
¢ DC r
anq = —— = —
B h’
ma ciaenu
r = htana.
Y 0anuBameM uszpas3a 3a h modujamo
R(1 +si R(1 +si
. ( —.&—sma) tam o — ( —&—sma).
sin o cos &
3ampeMuHa KyIle jeIHAKA je
K_ 7r2h
3

3ameHoM m3pasa 3a T u h nobujamo

KT (R(1+sina))2 (R(l—f—sina)) .

3 CoSs & sin o

IlomTo je
cos? a = (1 —sina)(1 +sina),

cuenu
_ TR3*(1+sina)?

~ 3sina(l —sina)’

Ca mpyre crpalHe, BaJbaK ONMCAH OKO JIONTE MMa MOJYIPEYHUK OocHOBe R u Bucumy 2R,
Ia je meroBa 3alpeMUuHa

V =7R?> 2R =2nR>.

IIpema Towme,

K  (1+sina)?
V. 6sina(l —sina)’
Osrauumo
s =sinaq, 0<s<1.
Tana mobujamo
K_ (+s)
Vo 6s(1—s)



Ynopemimo cana oBaj m3pas ca i

3"

K 4 (1+s5* 4 (1+s)-8s5(1-5)
vV 3

6s(1—s) 3 6s(1 — s)

Cpebusamem 6pojuona modbujamo

(1+5)* —8s(1—s)=1+2s5+5>—8s+85% =952 — 65+ 1= (35— 1)°.
3aro je

K 4 (3s—1)?

— = _ >0,
V. 3 6s(l—s)—
jep je 0 < s < 1, ma je nMeHMJIAI TO3UTUBAH.
Oryn cnenn

K _4
— >
V=3

OJTHOCHO 4
K>_-V.
-3

4

Iakme, 3a cBaky TakBy Kymy Baku K > 3V, mna je KaHAuaaT

4
m= —.
3
Ca mpyre cTpane, jeIHAKOCT
K 4
Vo3
Ba)KM aKO U CaMO aKo je
(3s —1)> =0,
Tj. aKO U CaMO aKo je
1
s=—-.
3

[Tomro mocroju yrao a € (O7 g) TaKaB na je

sino =

)

cienn na ce BPEOaHOCT g 3auCTa OOCTUXKe, Tj. HI/Ije,HaH Behu m me 3a00BOJ/baBa YCJOBE

4 .
3amaTka. llpema ToMe, | Mmpmax = 3 Kako uz K > %V u % > 1 cneqm K >V, jemakocTt

K =V uuje moryha. Tume je mokazan u neo (a). Crora,

K#V u

Mmax =

g.

3. Tlocmarpajmo maty jeanauuny mo moxyiay 3. Tama Baxu 5% = 16 = 1 (mod 3), omnocuo
(-D)* =

(mod 3), na 3akmyuyjemo na je x mapan 6poj. Ilakme, MokeMo mucatu & = 2r; 3a
xz1 € N. Jemnauuwna mocraje

5271 —3Y =16 = (5% —4)(5" +4) = 3Y.



Kako je mecma crpama cremen 6poja 3, ciemu ma cy u OpojeBu 5% — 4 u 5% 4+ 4 Ttarobe
crernenu Opoja 3. Heka je 3aro

5 —4=3% 5" 4+4=3"

roe je a,b € Ng u a < b. Ongy3umameM oBe IBe jenHaUMHE OOOUjaMo 3b_— 32 =38,

Ilomro je meBa crpana memuBa ca 3%, a 6poj 8 uuje memus ca 3, mopa obutu a = 0. Tana
nobujamo b=2wnzy =1, najex=2uy=2.

Haxkue, jequno pememse je (z,y) = (2,2).

4. Heka je y HEKOM TPEHYTKYy pacTojatme uzmehy nBa skeToHa je fHAKO d, Ile MO PacTojamheM
moapa3yMeBaMo 0poj mpa3uHux nospa uaMmebhy mux. Ha mouerky je d =n — 2.

(a) Heka je n=2 (mod 3). Tana je
d=n—-2=0 (mod 3),

IIa je moyeTrHO pacrojame obamka 3m 3a Heku m € N.

BojamoBa crpareruja je ciaemeha: ako AHa y CBOM mOTe3y IMOMEPU KETOH 3a j€IHO
mo/be, BojaH y cBOM HapemHOM IOTe3y IOMEpa CBOj :KETOH 3a ABA MoJba; ako AHa
IIOMEPU KEeTOH 3a MBa MoJba, BojaH moMepa CBOj KETOH 3a jeIHO MOJLE.

Ha taj mauwmn, nocne Auunor u GojanoBor more3a 3ajenHo, pacrojame ce cMamu 3a 3.
ITakne, ako je mpe AHMHOr TOTE3a pacTojame NeJbUBO ca 3, OHIa je u mocye BojanoBor
IIoTe3a OIeT AeJbHBO ca 3.

IIpema tome, Bojan moke ma oapskaBa Oa IIOCJIE CBAKOI H-eMOBOI IOTE3a PACTOjame
Oyne obauka 3m. To 3maum ma, kax rox Aza mMa MoryhHOCT ma omurpa moTes3, UMa je
u Bojan, jep oH yBek oaroBapa KOMILIEMEHTAPHUM ITOTE30M.

Kako ce pacrojame npu CBaAaKOM IIOTE3y CMamyje, UTPa Ce MOpa 3aBPIIUTU ITOCJIE KOHAY-
HO MHOTO kKopaka. Ilomro Bojan yBek mma onroBop Ha AHWMH mores, ciaenu ma he
mocjaenmy nmore3 oaurparu bojan, ma Ama ocraje 6e3 moresa.

(6) Hera je n=0 mim n =1 (mod 3).
Axko je n =0 (mod 3), rana je

d=n-2=1 (mod 3),

Ia je moYeTHO pacTojame obiauka 3m+1. AHa Taga y NpBOM MOTE3y IIOMEPU CBOj KETOH
3a jelHO MOoJhbe, Ta HOBO PaCTOjame MocTaje o0JamKa 3m.

Ako je n =1 (mod 3), Tana je
d=n—-2=2 (mod 3),

Ia je ImoYeTHO pacTojame obauka 3m+2. AHa Taga y NIPBOM MOTE3y IIOMEPU CBOj KETOH
3a IBa MOJba, IIa HOBO pacTOjame MocTaje oOamKa 3m.

Y oba ciayuaja AHa CBOjUM IPBUM IMOTE30M NOBOAU UIDY Yy IO3ULMjy U3 Aena (&), caMo
cana je Ha moresy Bojan. 3aro je Bojan y ryOUTHUUKO] MO3UIUjH.

Hamomena. Y cymrtunu, y peliemy CMO M3IBOjUIM NMOODEAHUYKE U I'yOUTHUYKE MO3UIUjE.
IIpumernmo na cBakoj mosunuju y urpu, ongpebenoj pacrojamem d usmely :keToHA, MOKEMO
NPUIPYKUTYA aTPUOYT nobdednuwka mau 2ydbumnuyka. Kaskemo na je mozuiuja mobe gHUUKa aKo
Urpav Koju je Ha MOTe3y W3 Te MO3UIHje MO:KE Ha OIUrpa Tako ma cedbm obeszdbemu mobemy
V3 ONTUMAJHY UTPY, HOK je MO3unuja IyOUTHUUKA aKO, IITA O Ja Urpad Ha MOTe3y ypaau,
MPOTUBHUKY OCTABJba MOOETHUUKY MO3UIN]Y.

PasMoTpuMo HEKOIWMKO BPEIHOCTU pacTojama d:



e d =1 mo3unuja je mobeqHUUKA, jep UTPaY HA MOTe3y MOMEPU CBOj JKETOH 3a jeIHO MOJbe,
’KETOHU TOCTAjy CYCEeOHU U MPOTUBHUK BUIIE HEMAa NO3BOJHEH MOTE3;

* d = 2 mo3unuja je nobemHWYKA, jep Urpad Ha MOTE3y MOKE Aa MOMEPHU KETOH 3a IBa
IoJba W TUME 3aBpIIaBa UTDY;

* d = 3 mo3unuja je ryoUTHUYKA, jJep WIpad Ha IOTe3y MOxke na npebe camo y mosumuje
3a koje je d = 2 wimu d = 1, ynme (y oba ciyuaja) ocraB/ba IPOTUBHUKY HOOEIHUYKY
MIO3UIIN]Y;

* d = 4 mo3unuja je mobegHMYKA, jep ce jemHuM moTe30oM Moke npehu y mozunujy d = 3,
YyMe NPOTUBHUK OCTaje y I'yOUTHUYKOj NMO3UIUjH.

OBakBuM pasMarpameM nosaasumo 1o caenehiux 3akmydaka (ca IT je o3nauena moGenHnuka,
a ca I’ rybuTHUuka mo3unuja):

d 1123456 7]8]9]10
tun no3uruje | IT | IT | T | IT | IT | |IT | IT || II

Iloka:xmuMoO na cy ryOUTHMUKE IO3UIMje OHE Yy KojuMa je d IesbMBO ca 3, IOK Cy CBEe OCTaje
nobenunuke. To mokaszyjemo muaykmujom mo d. Beh cmo mposepunu tepbheme 3a d = 1,2, 3.
IIpernocraBumo cana na Basku 3a CBa pPacTOjama Mama Ol HEKOr d, M MOKaKUMO A Tanaa
BayKU U 3a d.

W3 mosunuje ca pacrojameM d, urpad Ha moresy Moxke na npebe camo y mosunujy ca
pacrojameM d — 1 nnm d — 2, jep CBOj }KEeTOH MOKE€ IIOMEPUTU 34 JeNHO WM OBA IMOJbA Ka
IPOTUBHUYKOM JKETOHY.

* Axo je d =0 (mod 3), ouma d — 1 u d — 2 HUCy memuBU ca 3, Ma Cy O WUHIYKTUBHO]
xunore3u 00e oaropapajyhe mo3unuje nmodbenHudkre. 3aTO je MO3UNUja CA PACTOjaAmEM
d ryOuTHUYKA.

* Axo je d = 1 (mod 3), onma je d —1 = 0 (mod 3), ma je O MHAYKTUBHO] XUIOTE3U
mo3unuja ca pacrojameM d — 1 ryburamura. [lakige, mo3mnuja ca pacrojameMm d je
mobe THUYKA.

* Ako je d = 2 (mod 3), ouma je d —2 = 0 (mod 3), ma je MO0 MHAYKTUBHO] XMUIIOTE3U
mo3unuja ca pacrojameM d — 2 ryburHuura. [lakige, mo3unuja ca pacrojameMm d je
no6e THUYEKA.

Twume je uHAYKIUja 3aBPIIEHA, A CMO JOKA3aJM O3 Cy T'YOUTHUUYKE MO3UNUje YIIPABO OHE
3a kKoje je d =0 (mod 3).

5. Harom ocnobabama om alcoNyTHUX BPEIHOCTH, ¥ 3aBUCHOCTH OX I, y m3pasy |z — 1| +
|z — 2| + ... + | — 2023| + |z — 2024|, HeEmM o cabupaka OCTajy MCTH, HOK HEKU MEHAajy 3HAK.
3aro he maTu m3pas umaTu 06JIUK

S=z(x—1)+ z2(x — 2) + ...+ 22023(1} — 2023) + 22024(3? — 2024),
rae je 21,22, ..., 22023, 22024 € {—1,1}. Cana je
S = (Zl + 220+ ... + 292023 + 22024)1' - (Zl -1 + 29 - 2 + ...+ 22023 * 2023 + 29024 * 2024) (1)

Axo je 30up z1 + 22 + ... + 22023 + 22024 = 0, omma je 6poj S panmonasa, jep je jemHak ca
zZ1 1+ zZ9 24+ ...+ 22023 2023 + 29024 * 2024. Axo je 36I/Ip 21 + 22 + ... + 22023 + 22024 7é 0,
onma 6poj S He MOke OUTM panMOHANaH, 3aTO WTO u3 jemHakoctu (1) mobujamo = =

S+(21 14-29-24...422023-20234 22024 -2024)
z1t+2z2+...+22023+22024

, TIa YKOJUKO je S pamumonajad 0Opoj, 6poj = je Ttarobe



panuoHajaH, Kao KOJWYHUK IBa palyoHaJHa Opoja, mTo Huje moryhe. [lakme, 6poj S je
paIMOHAJIAH jJeANHO Kana je z1 + 22 + ... + 22023 + 22024 = 0.

Kako cy GpojeBu z1, 2o, ..., 22023, 22024 € {—1,1} mocienma jeqHAKOCT je 3a00BOJLEHA AKO U
camo ako je mebhy OpojeBuma 21, 29, ..., 22023, 22024 OPOj OHUX KOju cy jemuaku 1 jemmak Opojy
OHUX KOju cy jemaxu —1, ommocHo ako ux uMma 1o 1012. [Tpema Tome, Gpoj S je panuonagan
aKo 1 caMo ako je 6poj x Behim ox Tauno 1012 6pojesa u3 ckyna {1,2,...,2023,2024}, oxrocHO

ako u caMo ako je x € (1012,1013). Tama je 21 = 23 = ... = 21012 = 1 ¥ 21013 = ... = 29023 =
29024 = —1, ma je ma ocuoBy (1)
S=0+1+.4+1-1-1—..— Dz~ (1+2+..+1012 1013 — 1014 — ... — 2024) =
1012 1012
= (1013 — 1) + (1014 — 2) + ... + (2024 — 1012) = 1012 - 1012 = 10122, (2)

OBUM CMO KOHAYHO NEmMUGPOBAIU Ha 3aTaTU YCIOB y NpOBIeMy 3alpaBo 3HAUM Ja je
|z — 1| + |z — 2| + ... + |2 — 2023| + |z — 2024| = 10122,

Ila 6u KOMILIETUPAIU MOKA3 maror TBphema ocraje HAM Ha HOKa:KEMO Ia 3a CBAKU peaJiaH
Opoj Yy BaKM HEjeTHAKOCT

ly =1+ |y — 2| + ... + |y — 2023| + |y — 2024] > 10122 (2)

Heka cy cama a u b npousBosmsau peasru 6pojeBu 3a koje Baku a < b. Onpenumo HajMamy
BpemHOCT m3pasa |y — a| + |y — b|. Pasnukosahemo tpu cayuaja:

l.y>b Tamaje ly—a|+|ly—bl=(y—a)+(y—>0) >y—a>b—a.
2.b>y>a Canajely—al+|ly—b=(@y—-0)+0b-y)=b—a.
3. a>y. Y oBoM cayuajy umamo |y —a|+ |y —bl=(a—y)+ (b—y)>b—y>b—a.
Ha oBaj HaumH CMO IOKa3aJiy Ja 3a CBAKU peaJaH OpO] y BAKU HEjeTHAKOCT
ly—al+ly—0b >2b—a. 3)
Cana ropuctehu nejemuaroct (3) nobujamo
ly =1+ |y — 2|+ ... + |y — 2023| + |y — 2024| =

= (ly — 1| + |y — 2024|) + (ly — 2| + |y — 2023]) + ... + (Jy — 1012| + |y — 1013]) >
> (2024 — 1) + (2023 — 2) + ... + (1013 — 1012) = 2023 + 2021 + ... + 1 =
= (2023 +1) + (2021 + 3) + ... + (1013 + 1011) = 2024 - 506 = 10122

OBuM CMO IOKa3ayu Heje HAKOCT (2), yuMe CMO yIOTIYyHWJIM HOKa3 TBpDema.



Jpymreo maremaruuapa Cpouje
PEIMIIEHA 3AIJATAKA CA NP KABHOT TAKMUUYEHKA I3 MATEMATURKE

26. anpun 2026. romuHe

Yereptu pa3pen - b kareropuja

1. Heka ta Tpu 6poja, y HEKOM IOPETKY, UMHE APUTMETUYKYA HU3. Taga UX MOKEMO 3alucaTh
kao a —d, a, a+d, rme je d # 0.

Tlomro T uct 6pojeBU, MOKIA Y APYTOM MOPETKY, UMHE W T€OMETPUjCKU HU3, jeTaH O
BUX MOpPa OUTH Cpenmy UYjiaH TOI TeOMETPUjCKOr HU3a. 3a FeOMETPUjCKU HU3 T, Y, 2 BaKU
y? =z,

Pasmorpumo cse moryhnoctn.

AKO je cpemmu WJaH TeOMeTPUjCKOr Hu3a Opoj a, onma 6u Baxmiao a’ = (a —d)(a +d) =
a®? — d?, omakne crema d = 0, mTo je Hemoryhe jep cy 6pojeBu pasauunTH.

AKoO je cpemmu uaH reoMeTpujCKOT Huza 6poj a — d, omma Bawu (a — d)? = a(a + d).
CpebuBamenm nobujamo a? —2ad+d? = a?+ ad, omsocuo d? —3ad = 0. Ilomro je d # 0, cremu
d = 3a, na je u a # 0.

Tana cy Ta Tpu 6poja jemnaka a—d = —2a, a u a+d = 4a. Onu 3aucra Mory na obpasyjy
reOMETPUjCKY HU3, HA IpUMep y MOPEeTKy a, —2a, 4a, ca KoaudHukoM —2. AKO UX y3MeMO y

oOpHYTOM TTOPETKRY, 4a, —2a, a, 10OUjaMO KOJIUMYHUK —5

AKo je cpenmu 4iaH reoMeTpujcKor Hu3a 6poj a+d, anagorao nobujamo (a+d)? = a(a—d),
onmakiue ciaemu d = —3a. To maje uctu ckyn GpojeBa, camMo y APYrOM MOPETKY, Ia He TOOMjaMo
HUIITA HOBO.

IIpema Tome, jemmua moryha Tpu 6poja Ccy, [0 3ajeTHUIKOT HEHYJITOT MHOMKUOIA, OOJIUKA

. 1
—2, 1, 4. 3aro cy moryhe BpegHOCTU KOJIMYHUKA F€OMETPUjCKOr HU3a CaMO —2 U —5

Iaxrne, Hajseha moryha BpeaHOCT TOr KOJIMYHUKA je ——.

2
2. U3 jenHaxoOCTM TAHTEHTHUX ILy:KU nobujamo na Baxu |[AF| = |AE| =3, |BF| = |BD| =z«
u |CE|=|CD|=y.
Heka je r = |ES| nonynpeunk ymucane kpyskuune tpoyriaa ABC. Kako je AS cmmerpana
yrna LZEAF, Bawu /EAS = 30°. 3 tpoyraa AES cremu r = 3tg30° = /3.
Mpumenom Iuraropune teopeme ua tpoyrao CSE nobujamo y =5, ma je |AC| = 8.
IIpema Tome, crpanure Tpoyraa ABC cy a=5+z,b=8 u ¢ =3+, na je m:eros noayoomum
§s=8+=x.
IMospmuny Tpoyria ABC MO:KeMO M3pa3UTH Ha TPU HAUWHA!

* Kopucrehu Xeporos o6pasan nobujamo P = /(8 +x) -3 -z -5 = /152(8 + z);
s TIpumenom dopmyne P =17 -5 mobujamo P = /3(8 + );
* U3 P = lbesina mobujavo P =1 -8 (3+x)- L3 = (6 + 22)V/3.

W3zjennavaBameM OUIO KOja OBa ON HPETXOMHA TPU M3pa3a 3a MOBPIIUHY HobujamMo x = 2,
omakJse je P = 104/3.



B « D \ ¥ C

3. Pememe 3anaTra je umeHTUYHO perrerny 4. 3amartka ca lp:kaBHOTr TakMuuema 3a Tpehn
paspen - b xkareropuja.

4. Jacuo je ma je z > 1. Heka je L =3 +6Y u R = 2025°. 3anumumMo jeHAUYNHY KaO

3% 4 3Y.92Y = 3% . 527,

Pasmorpumo cnenehe ciyuajese:

10

20

30

x >y: Tanma je L memus ca 3Y, amu muje nemus ca 31!, a R je nemus ca 3%7, amu muje
nmemus ca 311 1e je y = 4z. Ilememenm obe crpane jemnaunue ca 3*? nobujamo

3x74z + 24z —_ 522 = 31742' — (5z o 22z)(5z + 222).

Cnemu ma je 5* —2%* = 3% u 5422 = 3% rme cy b > a > 0 nenu 6pojeBu u a+b = x—4z.
MebyTum, 3% 4+ 3% = 2. 5% je 6poj kKoju Huje nemuB ca 3, a AemuUB je ca 3%, ma je
a = 0. Tana Bamu 5° — 2% = 1. Ilpumerumo ma z = 1 jecre pememe, a 3a z > 2 je
57 —47 = (5—4)(5* 1 4+ .- +4*71) > 1. Ilarne, 2 =1 u y = 4, onakzne je x = 6.

x < y: Tanma je L gemus ca 3%, aau Huje nemus ca 31!, a R je memus ca 3%, anu mHuje
nemus ca 3%l 1e je x = 42. IlememeM obe cTpane jemmaumsue ca 3% mobujamo

143v74.2v =527 = 3v4. 20 = (5% — 1)(5° + 1).

IIpumerumo nma je paznuka OpojeBa 5° — 1 u 5% 4+ 1 jemmaka 2, ma jeman on HMUX HUje
nmewus ca 3. Hame, Basku 5* + 1 =2 (mod 4), ma 6poj 5% + 1 vuje memus ca 4. Kako je
5% +1> 5% — 1, jemura moryhsoCT je

52 —1=2"1 u B5*41=29.3v7%,

Onys3umameM NPeTXONHE IBE jeNHAaUVHE U HeJbemeM ca 2 mobujamo 1 = y—4z _ gu=2
Omasae je 272 = 2 (mod 3), ma je y memapam. 360r Tora je y — 4z mHemapam, ma je
3¥=4 = —1 (mod 4).

Bay>4je2¥2=0 (mod 4), ma nobujamo 3¥~4* —2¥=2 = —1 (mod 4). ¥ cayuajesuma
y € {0,1,2,3} qupexkTHOM HPOBEPOM 3aKbYUyjeMO Aa HEMa HeJOOPOJHUX pellemna.

x =y: Tana je 3* 4+ 6% = 2025°. 3anumuMo jeoHAUUHY KAO
3m(1 + 2&0) _ 34z . 522 = 1+ 2T — 34271 . 52z.

Opasne je © > 5, ma je L = 3" 4+ 6" = (—1)* (mod 4). C mpyre crpare, R = 2025 =1
(mod 4), na je z mapuo. Tana je 1 +2* =14+ (—1)® = 2 (mod 3). Mebyrum, oso je
nemoryhe momro je 3%*7%.52% nornyn KBaapart.



Ilakme, jequHO pelieme MOCTABLEHE jeTHAUNHE je

(z,y,2) = (6,4,1).

5. (IPBO PEUIEILE) IIpernocrasumo cymportHO, Tj. ma Bazku 2 € S. Iloramumo na
2026% ¢ S 3a ceako k > 1, maaykmujom 1o k.

Basa k = 1: IIpumenumo ycaos 3a n = 2. Tauno jexan on {2,4,2026} nprunana S. Ilomro
2€ S, cnenn 2026 ¢ S.

Unnyxrusau kopak: IIpermocrasumo 2026F ¢ S. Ilpumenumo ycios 3a n = 2026F.
Tauno jemam ox {2026, 2 - 2026%, 1013 - 2026*} npumazna S. Momro 2026% ¢ S, Tauno jenam
om 2-2026F u 1013 - 2026* mpunazna S.

Y cayuajy ma 2-2026F € S, mpumenom ycmosa 3a n = 2 - 2026F ma crym {2 - 2026%, 4 -
2026%, 2026**1}, cremm 202651 ¢ S. Cmumumo, ako 1013 - 2026F € S, mpumenom yciosa 3a
n = 1013 - 2026* ma cxym {1013 - 2026%, 2026**!, 10132 - 2026%}, omer, crem 202651 ¢ S.

Iakme 20262926 ¢ S| mTo je y TPOTUBPEYHOCTH ca yCJIOBOM 3adaTka. llpermocTraska 2 € S
je merauna, Te 2 ¢ S.

(IPYTO PEIIEIHE) Csaku npuponan 6poj n ce HA jeAMHCTBEH HAYMH MOKE 3alACATHA Y
06muky n =2%-1013% - k, rme cy a,b > 0, a 6poj k y3ajammo mpoct ca 2 u 1013.
3a ¢urcupano k, ycaos |S N {n,2n,1013n}| = 1 3mauu na je 3a csako (a,b) Tauno jenan
on b6pojeBa
20.1013% -k, 2°71.1013% -k, 2%-1013**1 .k

y crymy S.

ITomTo u 6poj 2 u 6poj 20262026 = 22026. 10132026 o yropapajy cayuajy k = 1, MomeMo na
ce OrpaHmYmMo camo Ha k = 1.

[Mpunpyxmmo 6pojy 2¢-1013° rauky (a,b) y memobpojuoj Mpesxn (pemerrn). Tama ycmos
M3 3alaTKa MOCTaje: y CBAKOM CKymy Tadaka obswmka {(a,b),(a + 1,b),(a,b + 1)}, rme cy
a,b € Ny, n3abpana je TayHo jegHa Tadka.

[Ipernocrasumo 2 € S, Tj. ma je taura (1,0) uzabpana (jep je 2 =2!-1013°). Tana:

¢ TTomro je Taura (1,0) uzabpana, y ckymy rauaka {(0,0), (1,0), (0,1)}, Tauno jenma Tauxa
cme Outn mszabpana. lakae, tauke (0,0) u (0,1) aucy usabpane.

* Amnasorso, nocMarpajyhu cryn {(1,0), (2,0),(1,1)}, saxmyuyjemo na tauke (2,0) u (1,1)
HuCy uszabpase.

e Hawe, nocmarpajyhu cxyn {(0,1),(1,1),(0,2)}, 3armyuyjemo ma mopa butu usabpana
raura (0,2).

Hacrasiajyhu va nctu Hauns, 1o6ujamo 1eao6pojHy MpeKy Kao Ha canuiy ucnon (n3abpane
Tayke O3HAUEHe Cy ca e, a Hem3abpaHe ca X).

X
o
X
X
|
X

X X @& X X @
¢ X X @ X X
X @ X X o X




JemHOCTABHOM MHIYKIM)OM ce HOKasyje ma je Tauka (a,b) mzabpaHa ako M CAMO aKO BayKU
a—b=1 (mod 3).

MebyTmm, Gpojy 20262026 = 22026 . 10132026 opropapa Tauka (2026,2026), a momTo je
2026 — 2026 = 0 (mod 3), ona uuje mzabpana. Konrpanukiuja!

Haxne, 2 ¢ S.



