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Prvi razred - B kategorija

1. Neka je broj centralnih taqaka jednak n. Tada je ukupan broj svih taqaka jednak
n+ 2, jer pored tih n taqaka postoje jox dve doǌe boqne taqke.

Broj svih trojki taqaka jednak je
n(n+ 1)(n+ 2)

6
, od qega treba oduzeti nedozvoǉene

trojke taqaka. Kako svih n centralnih taqaka pripadaju jednoj pravoj, broj trojki

sastavǉenih samo od tih taqaka jednak je
n(n− 1)(n− 2)

6
. Pored toga, doǌe tri taqke

su kolinearne, te daju jox jednu nedozvoǉenu trojku.

Prema tome, broj svih trouglova jednak je
(n+ 2)(n+ 1)n

6
− n(n− 1)(n− 2)

6
− 1. Po

uslovu zadatka, to je jednako 2024, pa va�i
n(n+ 1)(n+ 2)

6
− n(n− 1)(n− 2)

6
− 1 = 2024.

Sre�ivaǌem dobijamo
n
(
(n+ 2)(n+ 1)− (n− 1)(n− 2)

)
6

−1 = 2024. Daǉe je (n+1)(n+2) =

n2+3n+2, dok je (n−1)(n−2) = n2−3n+2, pa je razlika ovih izraza jednaka 6n. Stoga,

va�i
n · 6n
6

− 1 = 2024, odnosno n2 − 1 = 2024, odakle je n2 = 2025, te je n = 45. Dakle,
ukupan broj taqaka je 47.

2. (PRVO REXEǋE) Tra�eni zbir mo�emo grupisati na slede�i naqin:

A = (−S(0) + S(1)) + (−S(2) + S(3)) + · · ·+ (−S(2024) + S(2025))− S(2026).

Izraqunajmo S(2k + 1) − S(2k). Broj 2k je uvek paran, xto znaqi da mu je posledǌa
cifra c ∈ {0, 2, 4, 6, 8}. Pri prelasku sa 2k na 2k + 1, posledǌa cifra postaje c + 1, a
ostale cifre ostaju nepromeǌene (nema prenosa). Zato je S(2k+1)− S(2k) = 1. Takvih
parova je 1013, a poxto je S(2026) = 10, odgovor je A = 1013− 10 = 1003.

(DRUGO REXEǋE) Grupiximo qlanove po parovima: A =
∑1013

k=1

(
S(2k − 1) − S(2k)

)
.

Ako se pri prelazu sa 2k − 1 na 2k ne javǉa prenos, tada se zbir cifara pove�ava za
1, pa je S(2k) = S(2k − 1) + 1, odnosno S(2k − 1)− S(2k) = −1.

Ako broj 2k − 1 na kraju ima taqno t devetki, onda pri dodavaǌu jedinice tih t
devetki prelazi u nule, pa se zbir cifara smaǌuje za 9t, a zatim se prethodna cifra
pove�ava za 1. Zato va�i S(2k) = S(2k−1)+1−9t, pa je S(2k−1)−S(2k) = 9t−1. Stoga,
svaki par daje osnovni doprinos −1, a za svaku zavrxnu devetku dobijamo jox 9. Kako
ima ukupno 1013 parova, dobijamo A = −1013+ 9(N1 +N2 +N3), gde je N1 broj neparnih
brojeva do 2025 koji se zavrxavaju cifrom 9, N2 broj neparnih brojeva do 2025 koji se
zavrxavaju sa 99, a N3 broj neparnih brojeva do 2025 koji se zavrxavaju sa 999.

Sada brojimo: N1 = #{9, 19, 29, . . . , 2019} = 202, jer je
2019− 9

10
+ 1 = 202. Daǉe,

N2 = #{99, 199, 299, . . . , 1999} = 20, jer je
1999− 99

100
+1 = 20. Najzad, N3 = #{999, 1999} = 2.

Prema tome, A = −1013+9(202+20+2) = −1013+9 · 224 = −1013+2016 = 1003. Dakle,
A = 1003.

3. Dokaza�emo da je pobednik Nenad, da su Milica i Nenad Istinozbori�i, a Alek-
sandar i Qeda La�kovi�i.

Posmatrajmo najpre Qedinu izjavu: Aleksandar je pobednik i Nenad je La�kovi�.



Pretpostavimo da Qeda govori istinu. Tada su obe tvrdǌe iz ǌegove izjave taqne,
pa je Aleksandar pobednik i Nenad je La�kovi�.

Kako je poznato da je pobednik Istinozbori�, sledi da je Aleksandar Istinoz-
bori�, pa je ǌegova izjava taqna. Kako je, prema Qedinoj izjavi, Nenad La�kovi�,
uslov u Aleksandrovoj izjavi je ispuǌen, te iz istinitosti Aleksandrove izjave sledi
da je Milica pobedila. To je u protivreqnosti sa tim da je Aleksandar pobednik.
Dakle, Qeda ne govori istinu, pa je Qeda La�kovi�.

Kako je Qeda La�kovi�, on ne mo�e biti pobednik, jer je pobednik Istinozbori�.
Sada posmatrajmo Miliqinu izjavu: Ni ja ni Qeda nismo pobedili. S obzirom

da ve� znamo da Qeda nije pobednik, istinitost ove izjave svodi se na istinitost
tvrdǌe - Milica nije pobedila. Ako bi Milica bila La�kovi�, ǌena izjava bi
bila neistinita. Kako je deo ,,Qeda nije pobedio” taqan, neistinitost cele Miliqine
izjave mogla bi nastati samo tako xto je neistinita tvrdǌa - Milica nije pobedila,
odnosno tako xto bi tvrdǌa Milica je pobedila bila istinita. Me�utim, tada bi
ona ne bi bila La�kovi�, xto je nemogu�e. Stoga, Milica nije La�kovi�, be� je
Istinozbori�. Zato je ǌena izjava taqna, te va�i: Milica nije pobedila.

Posmatrajmo sada Nenadovu izjavu: Ako je Milica La�kovi�, onda je Qeda pobednik.
Kako je Milica Istinozbori�, pretpostavka ove implikacije je neistinita. Zato je
cela Nenadova izjava istinita. Sledi da je Nenad Istinozbori�.

Vratimo se sada na Aleksandrovu izjavu: Ako je bar jedan od Qede i Nenada pripadnik
plemena La�kovi�, onda je Milica pobedila. S obzirom da je Qeda La�kovi�, pret-
postavka ove implikacije je istinita. Kako smo ve� utvrdili da Milica nije pobe-
dila, sledi da je Aleksandrova izjava neistinita. Dakle, Aleksandar je La�kovi�.

Sada znamo:

Qeda nije pobednik, Milica nije pobedila, Aleksandar nije Istinozbori�.

Preostaje jox da iskǉuqimo mogu�nost da je Aleksandar pobednik. Ali pobednik je
Istinozbori�, a Aleksandar je La�kovi�, odakle zakǉuqujemo da Aleksandar ne mo�e
biti pobednik. Dakle, niko od Milice, Aleksandra i Qede nije pobednik, te jedino
preostaje da je pobednik Nenad.

Zato je konaqan odgovor:
Pobednik je Nenad.

Pri tome,

Milica i Nenad su Istinozbori�i, a Aleksandar i Qeda su La�kovi�i.

4. Neka je H ortocentar trougla ABC i ∠BAC = α. Tada su qetvorouglovi FHBD i
HECD tetivni (imaju po dva prava ugla koji su nesusedni), pa je ∠HBF = ∠HDF i
∠HCE = ∠HDE. Kako je trougao BEA pravougli, to je ∠ABE = 90◦ − α, a na osnovu
prethodnog razmatraǌa, ∠FDH = 90◦ − α. Dokaz zavrxavaju dve ekvivalencije:

AF = CF ⇐⇒ ∠FCA = ∠FAC = α ⇐⇒ ∠FDE = 90◦ − α+ α = 90◦.



5. Primetimo najpre da je |491 − 62| = |49− 36| = 13. Dakle, vrednost izraza mo�e biti
jednaka 13. Doka�imo da ne mo�e biti maǌa od 13.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje prirodni brojevi a i b takvi da je |49a−6b| <
13. S obzirom da je 49 ≡ 9 (mod 10), va�i 49a ≡ 1 ili 49a ≡ 9 (mod 10), dok je 6b ≡ 6
(mod 10). Zato je 49a − 6b ≡ 5 ili 49a − 6b ≡ 3 (mod 10).

Kako je |49a − 6b| < 13, broj 49a − 6b je jedan od celih brojeva izmedu1 −12 do 12,
ukǉuquju�i iste. Me�u tim celim brojevima samo brojevi −7, −5, 3 i 5 jesu kongru-
entni sa 3 ili 5 po modulu 10. Zato mora va�iti 49a − 6b ∈ {−7,−5, 3, 5}.

Sa druge strane, 49a ≡ 0 (mod 7), a 6b ≡ (−1)b (mod 7), pa je 49a−6b ≡ −(−1)b (mod 7).
Dakle, broj 49a − 6b je kongruentan sa 1 ili 6 po modulu 7.

Me�utim, brojevi −7, −5, 3 i 5 kongruentni su redom sa 0, 2, 3 i 5 po modulu 7,
te nijedan od ǌih nije kongruentan sa 1 ili 6 po modulu 7. Dobijena kontradikcija
pokazuje da ne mogu postojati prirodni brojevi a i b za koje je |49a − 6b| < 13. Stoga,
najmaǌa vrednost izraza |49a − 6b| jeste 13.
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1. Najpre odredimo uslove definisanosti jednaqine. Da bi logaritmi bili defin-
isani, mora va�iti x > 0. Pod ovim uslovom je i

√
x+ 1 definisan, a tako�e je√

x+ 1 − 1 ̸= 0, jer bi iz
√
x+ 1 − 1 = 0 sledilo x = 0, xto nije dozvoǉeno. Dakle,

oblast definisanosti je interval (0,+∞).
Sada pojednostavimo desnu stranu:

1√
x+ 1− 1

− 1√
x+ 1 + 1

=
(
√
x+ 1 + 1)− (

√
x+ 1− 1)

(
√
x+ 1− 1)(

√
x+ 1 + 1)

=
2

x
.

Zato je
2

1√
x+ 1− 1

− 1√
x+ 1 + 1

=
2

2/x
= x.

Prema tome, polazna jednaqina je ekvivalentna jednaqini

xlog2
10 x+log10 x3+3 = x, x > 0.

Kako je
log10 x

3 = 3 log10 x,

dobijamo
x(log10 x)2+3 log10 x+3 = x.

Sada razmatramo dva sluqaja.
(1) Ako je x = 1, onda je jednaqina oqigledno zadovoǉena.
(2) Ako je x ̸= 1, onda su obe strane oblika xα i x1, sa istom pozitivnom bazom ra-
zliqitom od 1. Zato moraju biti jednaki eksponenti:

(log10 x)
2 + 3 log10 x+ 3 = 1.

Odatle sledi
(log10 x)

2 + 3 log10 x+ 2 = 0.

Uvedimo smenu t = log10 x. Tada dobijamo kvadratnu jednaqinu t2 + 3t + 2 = 0, tj.
(t+ 1)(t+ 2) = 0. Dakle,

t = −1 ili t = −2.

Otuda je

log10 x = −1 ⇒ x =
1

10
,

ili
log10 x = −2 ⇒ x =

1

100
,

odnosno sva rexeǌa polazne jednaqine su data sa

x ∈
{
1,

1

10
,

1

100

}
.



2. Jedan dijadski niz du�ine 4 ima oblik (a, b, 1 − b, 1 − a), gde su a i b proizvoǉno
izabrani iz skupa {0, 1}. Prema tome, postoje taqno 4 dijadska niza du�ine 4.

Niz du�ine 16 koji se sastoji od 4 uzastopna dijadska niza du�ine 4 dobija se tako
xto nezavisno izaberemo svaki od ta 4 bloka. Prema tome, ukupan broj takvih nizova
jednak je 44 = 256.

Sada treba oduzeti one me�u ǌima koji su i sami dijadski nizovi du�ine 16. Neka
su qetiri bloka redom X1, X2, X3, X4. Ako ceo niz du�ine 16 treba da bude dijadski,
onda prvi i posledǌi qlan moraju da daju zbir 1, drugi i pretposledǌi tako�e, i tako
redom. Iz toga sledi da qetvrti blok mora biti jednak prvom, a tre�i blok mora biti
jednak drugom. Dakle, takav niz je u potpunosti odre�en izborom prva dva bloka.

Poxto za svaki od blokova X1 i X2 postoje po 4 mogu�nosti, broj dijadskih nizova
du�ine 16 koji su sastavǉeni od qetiri dijadska bloka du�ine 4 jednak je 4 · 4 = 16.
Dakle, tra�eni broj jednak je 256− 16 = 240.

3. Neka je an n-ti qlan datog niza. Tada broj an ima n cifara, pri qemu su cifre na
neparnim mestima jednake 7, a cifre na parnim mestima jednake 3. Poxto je 99 = 9 ·11,
a brojevi 9 i 11 su uzajamno prosti, broj an je deǉiv sa 99 ako i samo ako je deǉiv
i sa 9 i sa 11. Zato �emo razmotriti posebno sluqajeve kada je n paran i kada je n
neparan.
(1) n = 2k, gde je k ∈ N: Tada broj an ima k neparnih mesta i k parnih mesta. Na
neparnim mestima stoji cifra 7, a na parnim mestima cifra 3. Zato je zbir cifara
broja an jednak 7k + 3k = 10k. Da bi an bio deǉiv sa 9, neophodno je i dovoǉno da je

10k ≡ 0 (mod 9).

Kako je 10 ≡ 1 (mod 9), dobijamo k ≡ 0 (mod 9). Sa druge strane, da bi an bio deǉiv
sa 11, potrebno je i dovoǉno da razlika zbira cifara na neparnim i parnim mestima
bude deǉiva sa 11. Ovde je ta razlika 7k − 3k = 4k. Dakle, mora va�iti

4k ≡ 0 (mod 11).

Poxto je 4 uzajamno prost sa 11, sledi

k ≡ 0 (mod 11).

Stoga, k mora biti deǉiv i sa 9 i sa 11, te je najmaǌa mogu�a vrednost

k = NZS(9, 11) = 99.

Tada je n = 2k = 198.
(2) n = 2k+1, gde je k nenegativan ceo broj: Tada broj an ima k+1 neparnih mesta i k
parnih mesta. Zato je zbir ǌegovih cifara 7(k+1)+ 3k = 10k+7. Da bi an bio deǉiv
sa 9, mora va�iti

10k + 7 ≡ 0 (mod 9).

Kako je 10 ≡ 1 (mod 9), dobijamo k + 7 ≡ 0 (mod 9), odnosno

k ≡ 2 (mod 9).

Daǉe, razlika zbira cifara na neparnim i parnim mestima iznosi 7(k+1)−3k = 4k+7.
Da bi an bio deǉiv sa 11, potrebno je i dovoǉno da va�i

4k + 7 ≡ 0 (mod 11).

S obzirom da je 7 ≡ −4 (mod 11), ovo je ekvivalentno sa

4k − 4 ≡ 0 (mod 11),



te dobijamo
4(k − 1) ≡ 0 (mod 11).

Kako je 4 uzajamno prost sa 11, sledi

k ≡ 1 (mod 11).

Dakle, treba na�i najmaǌi nenegativan ceo broj k takav da va�i sistem kongruencija

k ≡ 2 (mod 9), k ≡ 1 (mod 11).

Brojevi oblika k = 9t+ 2 su

2, 11, 20, 29, 38, 47, 56, . . .

a prvi me�u ǌima koji je kongruentan sa 1 po modulu 11 jeste 56. Stoga, najmaǌe k je
56, pa je n = 2k + 1 = 113.

Dakle, u prvom sluqaju dobili smo n = 198, a u drugom n = 113. Kako je 113 < 198,
sledi da se prvi qlan niza deǉiv sa 99 dobija za n = 113.

Zato je tra�eni broj
7373 . . . 37︸ ︷︷ ︸
113 cifara

,

tj. broj koji se nalazi na 113-tom mestu datog niza.

Prvi qlan niza de	iv sa 99 jeste 7373 . . . 37︸ ︷︷ ︸
113 cifara

.

4. (a) Primenimo nejednakost trougla na brojeve y−a i y−b. Dobijamo |y−a|+ |y−b| ≥
|(y − a)− (y − b)|. Kako je (y − a)− (y − b) = b− a, sledi

|(y − a)− (y − b)| = |b− a|.

Me�utim, iz uslova a < b, imamo b− a > 0, pa je |b− a| = b− a, tj.

|y − a|+ |y − b| ≥ b− a,

te je tvr�eǌe dokazano.

Napomena. Jednakost va�i ako i samo ako je y ∈ [a, b].
(b) Nakon osloba�aǌa od apsolutnih vrednosti, u zavisnosti od x, u izrazu |x − 1| +
|x− 2|+ ...+ |x− 2023|+ |x− 2024|, neki od sabiraka ostaju isti, dok neki meǌaju znak.
Zato �e dati izraz imati oblik

S = z1(x− 1) + z2(x− 2) + ...+ z2023(x− 2023) + z2024(x− 2024),

gde su z1, z2, ..., z2023, z2024 ∈ {−1, 1}. Sada je

S = (z1 + z2 + ...+ z2023 + z2024)x− (z1 · 1 + z2 · 2 + ...+ z2023 · 2023 + z2024 · 2024). (1)

Ako je zbir z1 + z2 + ... + z2023 + z2024 = 0, onda je broj S racionalan, jer je jednak sa
z1 · 1 + z2 · 2 + ... + z2023 · 2023 + z2024 · 2024. Ako je zbir z1 + z2 + ... + z2023 + z2024 ̸= 0,
onda broj S ne mo�e biti racionalan, zato xto iz jednakosti (1) dobijamo x =
S+(z1·1+z2·2+...+z2023·2023+z2024·2024)

z1+z2+...+z2023+z2024
, pa ukoliko je S racionalan broj, broj x je tako�e

racionalan, kao koliqnik dva racionalna broja, xto nije mogu�e. Dakle, broj S je
racionalan jedino kada je z1 + z2 + ...+ z2023 + z2024 = 0.



Kako su brojevi z1, z2, ..., z2023, z2024 ∈ {−1, 1} posledǌa jednakost je zadovoǉena ako i
samo ako je me�u brojevima z1, z2, ..., z2023, z2024 broj onih koji su jednaki 1 jednak broju
onih koji su jednaki −1, odnosno ako ih ima po 1012. Prema tome, broj S je racionalan
ako i samo ako je broj x ve�i od taqno 1012 brojeva iz skupa {1, 2, ..., 2023, 2024}, odnosno
ako i samo ako je x ∈ (1012, 1013). Tada je z1 = z2 = ... = z1012 = 1 i z1013 = ... = z2023 =
z2024 = −1, pa je na osnovu (1)

S = (1 + 1 + ...+ 1︸ ︷︷ ︸
1012

−1− 1− ...− 1︸ ︷︷ ︸
1012

)x− (1 + 2 + ...+ 1012− 1013− 1014− ...− 2024) =

= (1013− 1) + (1014− 2) + ...+ (2024− 1012) = 1012 · 1012 = 10122. (2)

Ovim smo konaqno dexifrovali da zadati uslov u problemu zapravo znaqi da je

|x− 1|+ |x− 2|+ ...+ |x− 2023|+ |x− 2024| = 10122.

Da bi kompletirali dokaz datog tvr�eǌa ostaje nam da doka�emo da za svaki realan
broj y va�i nejednakost

|y − 1|+ |y − 2|+ ...+ |y − 2023|+ |y − 2024| ≥ 10122. (2)

U tom ciǉu, koriste�i nejednakost iz dela (a) dobijamo:

|y − 1|+ |y − 2|+ ...+ |y − 2023|+ |y − 2024| =

= (|y − 1|+ |y − 2024|) + (|y − 2|+ |y − 2023|) + ...+ (|y − 1012|+ |y − 1013|) ≥

≥ (2024− 1) + (2023− 2) + ...+ (1013− 1012) = 2023 + 2021 + ...+ 1 =

= (2023 + 1) + (2021 + 3) + ...+ (1013 + 1011) = 2024 · 506 = 10122.

Ovim smo dokazali nejednakost (2), qime smo upotpunili dokaz tvr�eǌa.

5. Oznaqimo α = ∠BAC, β = ∠ABC, γ = ∠ACB. Kako su Ob i Oc centri opisanih
kru�nica trouglova AHC i ABH, obe taqke pripadaju simetrali du�i AH. Poxto je
AH ⊥ BC, ta simetrala je paralelna sa BC, pa je ObOc ∥ BC.

Doka�imo da je i ObC ∥ OcB.
Poxto je Ob centar opisane kru�nice trougla AHC, u jednakokrakom trouglu ObAC

va�i
∠ObCA = 90◦ − ∠CObA

2
.

Oznaqimo sa H ′ proizvoǉnu taqku na opisanoj kru�nici trougla AHC koja se nalazi na
luku AC na kom se ne nalazi taqka H. Tada je ∠AH ′C = 180◦−∠AHC, pa poxto je ∠CObA
centralni ugao nad CA, to je ∠CObA = 2 · ∠CH ′A i ∠ObCA = 90◦ − (180◦ − ∠AHC) =
∠AHC − 90◦.

Jasno, ∠HAC = 90◦ − γ i ∠HCA = 90◦ − α, pa je ∠AHC = α + γ = 180◦ − β. Otuda
dobijamo ∠ObCA = 90◦ − β.

Analogno dobijamo ∠OcBA = 90◦ − γ.
Sada je

∠OcBC + ∠ObCB = 90◦ − γ + β + 90◦ − β + γ = 180◦,

odakle sledi ObC ∥ OcB. Prema tome, qetvorougao OcObCB je paralelogram, pa je
ObOc = BC. Analogno se dokazuje OaOb = AB i OaOc = AC, odakle sledi podudarnost
trouglova ABC i OaObOc.
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1. Neka je c hipotenuza datog pravouglog trougla. Poxto su a i b katete, va�i

a > 0, b > 0.

Pored toga, iz definisanosti logaritma na levoj strani sledi

a− b

2
> 0,

pa je
a > b.

Neka su α i β oxtri uglovi pravouglog trougla, pri qemu je α ugao naspram katete
a, a β ugao naspram katete b. Poxto je u trouglu ve�a stranica naspram ve�eg ugla,
iz a > b sledi

α > β.

Polaznu jednaqinu pomno�imo sa 2:

2 log8
a− b

2
= log8 a+ log8 b− log8 2.

Primenom osobina logaritama dobijamo

log8

(
a− b

2

)2

= log8
ab

2
.

Kako je logaritamska funkcija sa osnovom 8 injektivna na (0,∞), sledi(
a− b

2

)2

=
ab

2
.

Mno�eǌem sa 4 dobijamo
(a− b)2 = 2ab,

odnosno
a2 − 2ab+ b2 = 2ab.

Odatle sledi
a2 + b2 − 4ab = 0.

Kako je trougao pravougli, po Pitagorinoj teoremi va�i

a2 + b2 = c2,

pa prethodna jednakost postaje
c2 − 4ab = 0.

Poxto je c > 0, mo�emo podeliti sa c2, pa dobijamo

1− 4
a

c

b

c
= 0.



Sada, kako je α ugao naspram katete a, imamo sinα = a
c i cosα = b

c . Zato prethodna
jednakost postaje

1− 4 sinα cosα = 0,

odnosno
4 sinα cosα = 1.

S obzirom da va�i
sin 2α = 2 sinα cosα,

sledi 2 sin 2α = 1, tj. sin 2α = 1
2 .

Me�utim, ugao α je oxtar, te je 0◦ < α < 90◦, tj. 0◦ < 2α < 180◦. U tom intervalu
jednaqina

sin 2α =
1

2
ima rexeǌa

2α = 30◦ ili 2α = 150◦.

Dakle,
α = 15◦ ili α = 75◦.

Ali ve� znamo da je α > β, te kako je

α+ β = 90◦,

ve�i od ova dva oxtra ugla mora biti 75◦. Stoga,

α = 75◦, β = 15◦.

Iz svega navedenog, uglovi polaznog pravouglog trougla su dati sa:

15◦, 75◦, 90◦.

2. Posmatrajmo osni presek kupe. Dobijamo jednakokraki trougao ABC, gde je B vrh
kupe, a AC preqnik osnove osnog preseka. U taj trougao upisana je kru�nica, koja je
osni presek upisane lopte. Neka je O centar te kru�nice i neka je ǌen polupreqnik
R. Neka je D sredixte du�i AC. Tada je

BD = h

visina kupe, a
DC = r

polupreqnik osnove kupe.
Neka je

∠DBC = α.

Poxto je BD osa simetrije osnog preseka, ugao pri vrhu trougla ABC jednak je 2α,
pa va�i

0 < α <
π

2
.

Neka je E podno�je normale iz taqke O na krak BC. Poxto je O centar upisane
kru�nice, va�i

OD = R i OE = R.

Sada posmatrajmo pravougli trougao BOE. Kako je O na osi simetrije trougla
ABC, taqke B, O i D su kolinearne. Zato je

∠OBE = ∠DBC = α.



Iz pravouglog trougla BOE sledi

sinα =
OE

OB
=

R

OB
,

pa je

OB =
R

sinα
.

Kako su B, O i D kolinearne i taqka O le�i izme�u B i D, dobijamo

BD = BO +OD =
R

sinα
+R.

Dakle,

h = BD =
R(1 + sinα)

sinα
.

Daǉe, u pravouglom trouglu BDC va�i

tanα =
DC

BD
=

r

h
,

pa sledi
r = h tanα.

Ubacivaǌem izraza za h dobijamo

r =
R(1 + sinα)

sinα
tanα =

R(1 + sinα)

cosα
.

Zapremina kupe jednaka je

K =
πr2h

3
.

Zamenom izraza za r i h dobijamo

K =
π

3

(
R(1 + sinα)

cosα

)2 (
R(1 + sinα)

sinα

)
.

Poxto je
cos2 α = (1− sinα)(1 + sinα),

sledi

K =
πR3(1 + sinα)2

3 sinα(1− sinα)
.

Sa druge strane, vaǉak opisan oko lopte ima polupreqnik osnove R i visinu 2R,
pa je ǌegova zapremina

V = πR2 · 2R = 2πR3.

Prema tome,
K

V
=

(1 + sinα)2

6 sinα(1− sinα)
.

Oznaqimo
s = sinα, 0 < s < 1.

Tada dobijamo
K

V
=

(1 + s)2

6s(1− s)
.



Uporedimo sada ovaj izraz sa 4
3 :

K

V
− 4

3
=

(1 + s)2

6s(1− s)
− 4

3
=

(1 + s)2 − 8s(1− s)

6s(1− s)
.

Sre�ivaǌem brojioca dobijamo

(1 + s)2 − 8s(1− s) = 1 + 2s+ s2 − 8s+ 8s2 = 9s2 − 6s+ 1 = (3s− 1)2.

Zato je
K

V
− 4

3
=

(3s− 1)2

6s(1− s)
≥ 0,

jer je 0 < s < 1, pa je imenilac pozitivan.
Otud sledi

K

V
≥ 4

3
,

odnosno
K ≥ 4

3
V.

Dakle, za svaku takvu kupu va�i K ≥ 4

3
V , pa je kandidat

m =
4

3
.

Sa druge strane, jednakost
K

V
=

4

3

va�i ako i samo ako je
(3s− 1)2 = 0,

tj. ako i samo ako je

s =
1

3
.

Poxto postoji ugao α ∈
(
0, π

2

)
takav da je

sinα =
1

3
,

sledi da se vrednost
4

3
zaista dosti�e, tj. nijedan ve�i m ne zadovoǉava uslove

zadatka. Prema tome, mmax =
4

3
. Kako iz K ≥ 4

3 V i 4
3 > 1 sledi K > V , jednakost

K = V nije mogu�a. Time je dokazan i deo (a). Stoga,

K ̸= V i mmax =
4

3
.

3. Posmatrajmo datu jednaqinu po modulu 3. Tada va�i 5x ≡ 16 ≡ 1 (mod 3), odnosno
(−1)x ≡ 1 (mod 3), pa zakǉuqujemo da je x paran broj. Dakle, mo�emo pisati x = 2x1 za
x1 ∈ N. Jednaqina postaje

52x1 − 3y = 16 ⇒ (5x1 − 4)(5x1 + 4) = 3y.



Kako je desna strana stepen broja 3, sledi da su i brojevi 5x1 − 4 i 5x1 + 4 tako�e
stepeni broja 3. Neka je zato

5x1 − 4 = 3a, 5x1 + 4 = 3b,

gde je a, b ∈ N0 i a < b. Oduzimaǌem ove dve jednaqine dobijamo 3b − 3a = 8.
Poxto je leva strana deǉiva sa 3a, a broj 8 nije deǉiv sa 3, mora biti a = 0. Tada

dobijamo b = 2 i x1 = 1, pa je x = 2 i y = 2.
Dakle, jedino rexeǌe je (x, y) = (2, 2).

4. Neka je u nekom trenutku rastojaǌe izme�u dva �etona jednako d, gde pod rastojaǌem
podrazumevamo broj praznih poǉa izme�u ǌih. Na poqetku je d = n− 2.

(a) Neka je n ≡ 2 (mod 3). Tada je

d = n− 2 ≡ 0 (mod 3),

pa je poqetno rastojaǌe oblika 3m za neki m ∈ N.
Bojanova strategija je slede�a: ako Ana u svom potezu pomeri �eton za jedno
poǉe, Bojan u svom narednom potezu pomera svoj �eton za dva poǉa; ako Ana
pomeri �eton za dva poǉa, Bojan pomera svoj �eton za jedno poǉe.

Na taj naqin, posle Aninog i Bojanovog poteza zajedno, rastojaǌe se smaǌi za 3.
Dakle, ako je pre Aninog poteza rastojaǌe deǉivo sa 3, onda je i posle Bojanovog
poteza opet deǉivo sa 3.

Prema tome, Bojan mo�e da odr�ava da posle svakog ǌegovog poteza rastojaǌe
bude oblika 3m. To znaqi da, kad god Ana ima mogu�nost da odigra potez, ima je
i Bojan, jer on uvek odgovara komplementarnim potezom.

Kako se rastojaǌe pri svakom potezu smaǌuje, igra se mora zavrxiti posle konaq-
no mnogo koraka. Poxto Bojan uvek ima odgovor na Anin potez, sledi da �e
posledǌi potez odigrati Bojan, pa Ana ostaje bez poteza.

(b) Neka je n ≡ 0 ili n ≡ 1 (mod 3).

Ako je n ≡ 0 (mod 3), tada je

d = n− 2 ≡ 1 (mod 3),

pa je poqetno rastojaǌe oblika 3m+1. Ana tada u prvom potezu pomeri svoj �eton
za jedno poǉe, pa novo rastojaǌe postaje oblika 3m.

Ako je n ≡ 1 (mod 3), tada je

d = n− 2 ≡ 2 (mod 3),

pa je poqetno rastojaǌe oblika 3m+2. Ana tada u prvom potezu pomeri svoj �eton
za dva poǉa, pa novo rastojaǌe postaje oblika 3m.

U oba sluqaja Ana svojim prvim potezom dovodi igru u poziciju iz dela (a), samo
sada je na potezu Bojan. Zato je Bojan u gubitniqkoj poziciji.

Napomena. U suxtini, u rexeǌu smo izdvojili pobedniqke i gubitniqke pozicije.
Primetimo da svakoj poziciji u igri, odre�enoj rastojaǌem d izme�u �etona, mo�emo
pridru�iti atribut pobedniqka ili gubitniqka. Ka�emo da je pozicija pobedniqka ako
igraq koji je na potezu iz te pozicije mo�e da odigra tako da sebi obezbedi pobedu
uz optimalnu igru, dok je pozicija gubitniqka ako, xta god da igraq na potezu uradi,
protivniku ostavǉa pobedniqku poziciju.
Razmotrimo nekoliko vrednosti rastojaǌa d:



• d = 1 pozicija je pobedniqka, jer igraq na potezu pomeri svoj �eton za jedno poǉe,
�etoni postaju susedni i protivnik vixe nema dozvoǉen potez;

• d = 2 pozicija je pobedniqka, jer igraq na potezu mo�e da pomeri �eton za dva
poǉa i time zavrxava igru;

• d = 3 pozicija je gubitniqka, jer igraq na potezu mo�e da pre�e samo u pozicije
za koje je d = 2 ili d = 1, qime (u oba sluqaja) ostavǉa protivniku pobedniqku
poziciju;

• d = 4 pozicija je pobedniqka, jer se jednim potezom mo�e pre�i u poziciju d = 3,
qime protivnik ostaje u gubitniqkoj poziciji.

Ovakvim razmatraǌem dolazimo do slede�ih zakǉuqaka (sa P je oznaqena pobedniqka,
a sa G gubitniqka pozicija):

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 · · ·
tip pozicije P P G P P G P P G P · · ·

Doka�imo da su gubitniqke pozicije one u kojima je d deǉivo sa 3, dok su sve ostale
pobedniqke. To dokazujemo indukcijom po d. Ve� smo proverili tvr�eǌe za d = 1, 2, 3.
Pretpostavimo sada da va�i za sva rastojaǌa maǌa od nekog d, i poka�imo da tada
va�i i za d.

Iz pozicije sa rastojaǌem d, igraq na potezu mo�e da pre�e samo u poziciju sa
rastojaǌem d − 1 ili d − 2, jer svoj �eton mo�e pomeriti za jedno ili dva poǉa ka
protivniqkom �etonu.

• Ako je d ≡ 0 (mod 3), onda d − 1 i d − 2 nisu deǉivi sa 3, pa su po induktivnoj
hipotezi obe odgovaraju�e pozicije pobedniqke. Zato je pozicija sa rastojaǌem
d gubitniqka.

• Ako je d ≡ 1 (mod 3), onda je d − 1 ≡ 0 (mod 3), pa je po induktivnoj hipotezi
pozicija sa rastojaǌem d − 1 gubitniqka. Dakle, pozicija sa rastojaǌem d je
pobedniqka.

• Ako je d ≡ 2 (mod 3), onda je d − 2 ≡ 0 (mod 3), pa je po induktivnoj hipotezi
pozicija sa rastojaǌem d − 2 gubitniqka. Dakle, pozicija sa rastojaǌem d je
pobedniqka.

Time je indukcija zavrxena, pa smo dokazali da su gubitniqke pozicije upravo one
za koje je d ≡ 0 (mod 3).

5. Nakon osloba�aǌa od apsolutnih vrednosti, u zavisnosti od x, u izrazu |x − 1| +
|x− 2|+ ...+ |x− 2023|+ |x− 2024|, neki od sabiraka ostaju isti, dok neki meǌaju znak.
Zato �e dati izraz imati oblik

S = z1(x− 1) + z2(x− 2) + ...+ z2023(x− 2023) + z2024(x− 2024),

gde je z1, z2, ..., z2023, z2024 ∈ {−1, 1}. Sada je

S = (z1 + z2 + ...+ z2023 + z2024)x− (z1 · 1 + z2 · 2 + ...+ z2023 · 2023 + z2024 · 2024). (1)

Ako je zbir z1 + z2 + ... + z2023 + z2024 = 0, onda je broj S racionalan, jer je jednak sa
z1 · 1 + z2 · 2 + ... + z2023 · 2023 + z2024 · 2024. Ako je zbir z1 + z2 + ... + z2023 + z2024 ̸= 0,
onda broj S ne mo�e biti racionalan, zato xto iz jednakosti (1) dobijamo x =
S+(z1·1+z2·2+...+z2023·2023+z2024·2024)

z1+z2+...+z2023+z2024
, pa ukoliko je S racionalan broj, broj x je tako�e



racionalan, kao koliqnik dva racionalna broja, xto nije mogu�e. Dakle, broj S je
racionalan jedino kada je z1 + z2 + ...+ z2023 + z2024 = 0.

Kako su brojevi z1, z2, ..., z2023, z2024 ∈ {−1, 1} posledǌa jednakost je zadovoǉena ako i
samo ako je me�u brojevima z1, z2, ..., z2023, z2024 broj onih koji su jednaki 1 jednak broju
onih koji su jednaki −1, odnosno ako ih ima po 1012. Prema tome, broj S je racionalan
ako i samo ako je broj x ve�i od taqno 1012 brojeva iz skupa {1, 2, ..., 2023, 2024}, odnosno
ako i samo ako je x ∈ (1012, 1013). Tada je z1 = z2 = ... = z1012 = 1 i z1013 = ... = z2023 =
z2024 = −1, pa je na osnovu (1)

S = (1 + 1 + ...+ 1︸ ︷︷ ︸
1012

−1− 1− ...− 1︸ ︷︷ ︸
1012

)x− (1 + 2 + ...+ 1012− 1013− 1014− ...− 2024) =

= (1013− 1) + (1014− 2) + ...+ (2024− 1012) = 1012 · 1012 = 10122. (2)

Ovim smo konaqno dexifrovali da zadati uslov u problemu zapravo znaqi da je

|x− 1|+ |x− 2|+ ...+ |x− 2023|+ |x− 2024| = 10122.

Da bi kompletirali dokaz datog tvr�eǌa ostaje nam da doka�emo da za svaki realan
broj y va�i nejednakost

|y − 1|+ |y − 2|+ ...+ |y − 2023|+ |y − 2024| ≥ 10122. (2)

Neka su sada a i b proizvoǉni realni brojevi za koje va�i a < b. Odredimo najmaǌu
vrednost izraza |y − a|+ |y − b|. Razlikova�emo tri sluqaja:

1. y > b. Tada je |y − a|+ |y − b| = (y − a) + (y − b) > y − a > b− a.

2. b ≥ y ≥ a. Sada je |y − a|+ |y − b| = (y − b) + (b− y) = b− a.

3. a > y. U ovom sluqaju imamo |y − a|+ |y − b| = (a− y) + (b− y) > b− y > b− a.

Na ovaj naqin smo dokazali da za svaki realan broj y va�i nejednakost

|y − a|+ |y − b| ≥ b− a. (3)

Sada koriste�i nejednakost (3) dobijamo

|y − 1|+ |y − 2|+ ...+ |y − 2023|+ |y − 2024| =

= (|y − 1|+ |y − 2024|) + (|y − 2|+ |y − 2023|) + ...+ (|y − 1012|+ |y − 1013|) ≥

≥ (2024− 1) + (2023− 2) + ...+ (1013− 1012) = 2023 + 2021 + ...+ 1 =

= (2023 + 1) + (2021 + 3) + ...+ (1013 + 1011) = 2024 · 506 = 10122.

Ovim smo dokazali nejednakost (2), qime smo upotpunili dokaz tvr�eǌa.
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Qetvrti razred - B kategorija

1. Neka ta tri broja, u nekom poretku, qine aritmetiqki niz. Tada ih mo�emo zapisati
kao a− d, a, a+ d, gde je d ̸= 0.

Poxto ti isti brojevi, mo�da u drugom poretku, qine i geometrijski niz, jedan od
ǌih mora biti sredǌi qlan tog geometrijskog niza. Za geometrijski niz x, y, z va�i
y2 = xz.

Razmotrimo sve mogu�nosti.
Ako je sredǌi qlan geometrijskog niza broj a, onda bi va�ilo a2 = (a− d)(a+ d) =

a2 − d2, odakle sledi d = 0, xto je nemogu�e jer su brojevi razliqiti.
Ako je sredǌi qlan geometrijskog niza broj a − d, onda va�i (a − d)2 = a(a + d).

Sre�ivaǌem dobijamo a2−2ad+d2 = a2+ad, odnosno d2−3ad = 0. Poxto je d ̸= 0, sledi
d = 3a, pa je i a ̸= 0.

Tada su ta tri broja jednaka a−d = −2a, a i a+d = 4a. Oni zaista mogu da obrazuju
geometrijski niz, na primer u poretku a, −2a, 4a, sa koliqnikom −2. Ako ih uzmemo u

obrnutom poretku, 4a, −2a, a, dobijamo koliqnik −1

2
.

Ako je sredǌi qlan geometrijskog niza broj a+d, analogno dobijamo (a+d)2 = a(a−d),
odakle sledi d = −3a. To daje isti skup brojeva, samo u drugom poretku, pa ne dobijamo
nixta novo.

Prema tome, jedina mogu�a tri broja su, do zajedniqkog nenultog mno�ioca, oblika

−2, 1, 4. Zato su mogu�e vrednosti koliqnika geometrijskog niza samo −2 i −1

2
.

Dakle, najve�a mogu�a vrednost tog koliqnika je −1

2
.

2. Iz jednakosti tangentnih du�i dobijamo da va�i |AF | = |AE| = 3, |BF | = |BD| = x
i |CE| = |CD| = y.
Neka je r = |ES| polupreqik upisane kru�nice trougla ABC. Kako je AS simetrala
ugla ∠EAF , va�i ∠EAS = 30◦. Iz trougla AES sledi r = 3 tg 30◦ =

√
3.

Primenom Pitagorine teoreme na trougao CSE dobijamo y = 5, pa je |AC| = 8.
Prema tome, stranice trougla ABC su a = 5+x, b = 8 i c = 3+x, pa je ǌegov poluobim
s = 8 + x.
Povrxinu trougla ABC mo�emo izraziti na tri naqina:

• Koriste�i Heronov obrazac dobijamo P =
√
(8 + x) · 3 · x · 5 =

√
15x(8 + x);

• Primenom formule P = r · s dobijamo P =
√
3(8 + x);

• Iz P = 1
2bc sinα dobijamo P = 1

2 · 8 · (3 + x) ·
√
3
2 = (6 + 2x)

√
3.

Izjednaqavaǌem bilo koja dva od prethodna tri izraza za povrxinu dobijamo x = 2,
odakle je P = 10

√
3.



3. Rexeǌe zadatka je identiqno rexeǌu 4. zadatka sa Dr�avnog takmiqeǌa za tre�i
razred - B kategorija.

4. Jasno je da je z ≥ 1. Neka je L = 3x + 6y i R = 2025z. Zapiximo jednaqinu kao

3x + 3y · 2y = 34z · 52z.

Razmotrimo slede�e sluqajeve:

1◦ x > y: Tada je L deǉiv sa 3y, ali nije deǉiv sa 3y+1, a R je deǉiv sa 34z, ali nije
deǉiv sa 34z+1, te je y = 4z. Deǉeǌem obe strane jednaqine sa 34z dobijamo

3x−4z + 24z = 52z ⇒ 3x−4z = (5z − 22z)(5z + 22z).

Sledi da je 5z−22z = 3a i 5z+22z = 3b, gde su b > a ⩾ 0 celi brojevi i a+b = x−4z.
Me�utim, 3a + 3b = 2 · 5z je broj koji nije deǉiv sa 3, a deǉiv je sa 3a, pa je
a = 0. Tada va�i 5z − 22z = 1. Primetimo da z = 1 jeste rexeǌe, a za z ⩾ 2 je
5z − 4z = (5− 4)(5z−1 + · · ·+ 4z−1) > 1. Dakle, z = 1 i y = 4, odakle je x = 6.

2◦ x < y: Tada je L deǉiv sa 3x, ali nije deǉiv sa 3x+1, a R je deǉiv sa 34z, ali nije
deǉiv sa 34z+1, te je x = 4z. Deǉeǌem obe strane jednaqine sa 34z dobijamo

1 + 3y−4z · 2y = 52z ⇒ 3y−4z · 2y = (5z − 1)(5z + 1).

Primetimo da je razlika brojeva 5z − 1 i 5z + 1 jednaka 2, pa jedan od ǌih nije
deǉiv sa 3. Daǉe, va�i 5z + 1 ≡ 2 (mod 4), pa broj 5z + 1 nije deǉiv sa 4. Kako je
5z + 1 > 5z − 1, jedina mogu�nost je

5z − 1 = 2y−1 i 5z + 1 = 2 · 3y−4z.

Oduzimaǌem prethodne dve jednaqine i deǉeǌem sa 2 dobijamo 1 = 3y−4z − 2y−2.
Odavde je 2y−2 ≡ 2 (mod 3), pa je y neparan. Zbog toga je y − 4z neparan, pa je
3y−4z ≡ −1 (mod 4).
Za y ⩾ 4 je 2y−2 ≡ 0 (mod 4), pa dobijamo 3y−4z − 2y−2 ≡ −1 (mod 4). U sluqajevima
y ∈ {0, 1, 2, 3} direktnom proverom zakǉuqujemo da nema celobrojnih rexeǌa.

3◦ x = y: Tada je 3x + 6x = 2025z. Zapiximo jednaqinu kao

3x(1 + 2x) = 34z · 52z ⇒ 1 + 2x = 34z−x · 52z.

Odavde je x ⩾ 5, pa je L = 3x + 6x ≡ (−1)x (mod 4). S druge strane, R = 2025z ≡ 1
(mod 4), pa je x parno. Tada je 1 + 2x ≡ 1 + (−1)x ≡ 2 (mod 3). Me�utim, ovo je
nemogu�e poxto je 34z−x · 52z potpun kvadrat.



Dakle, jedino rexeǌe postavǉene jednaqine je

(x, y, z) = (6, 4, 1).

5. (PRVO REXEǋE) Pretpostavimo suprotno, tj. da va�i 2 ∈ S. Poka�imo da
2026k /∈ S za svako k ⩾ 1, indukcijom po k.

Baza k = 1: Primenimo uslov za n = 2. Taqno jedan od {2, 4, 2026} pripada S. Poxto
2 ∈ S, sledi 2026 /∈ S.

Induktivni korak: Pretpostavimo 2026k /∈ S. Primenimo uslov za n = 2026k.
Taqno jedan od {2026k, 2 · 2026k, 1013 · 2026k} pripada S. Poxto 2026k /∈ S, taqno jedan
od 2 · 2026k i 1013 · 2026k pripada S.

U sluqaju da 2 · 2026k ∈ S, primenom uslova za n = 2 · 2026k na skup {2 · 2026k, 4 ·
2026k, 2026k+1}, sledi 2026k+1 /∈ S. Sliqno, ako 1013 · 2026k ∈ S, primenom uslova za
n = 1013 · 2026k na skup {1013 · 2026k, 2026k+1, 10132 · 2026k}, opet, sledi 2026k+1 /∈ S.

Dakle 20262026 /∈ S, xto je u protivreqnosti sa uslovom zadatka. Pretpostavka 2 ∈ S
je netaqna, te 2 /∈ S.

(DRUGO REXEǋE) Svaki prirodan broj n se na jedinstven naqin mo�e zapisati u
obliku n = 2a · 1013b · k, gde su a, b ⩾ 0, a broj k uzajamno prost sa 2 i 1013.

Za fiksirano k, uslov |S ∩ {n, 2n, 1013n}| = 1 znaqi da je za svako (a, b) taqno jedan
od brojeva

2a · 1013b · k, 2a+1 · 1013b · k, 2a · 1013b+1 · k

u skupu S.
Poxto i broj 2 i broj 20262026 = 22026 · 10132026 odgovaraju sluqaju k = 1, mo�emo da

se ograniqimo samo na k = 1.
Pridru�imo broju 2a ·1013b taqku (a, b) u celobrojnoj mre�i (rexetki). Tada uslov

iz zadatka postaje: u svakom skupu taqaka oblika {(a, b), (a + 1, b), (a, b + 1)}, gde su
a, b ∈ N0, izabrana je taqno jedna taqka.

Pretpostavimo 2 ∈ S, tj. da je taqka (1, 0) izabrana (jer je 2 = 21 · 10130). Tada:

• Poxto je taqka (1, 0) izabrana, u skupu taqaka {(0, 0), (1, 0), (0, 1)}, taqno jedna taqka
sme biti izabrana. Dakle, taqke (0, 0) i (0, 1) nisu izabrane.

• Analogno, posmatraju�i skup {(1, 0), (2, 0), (1, 1)}, zakǉuqujemo da taqke (2, 0) i (1, 1)
nisu izabrane.

• Daǉe, posmatraju�i skup {(0, 1), (1, 1), (0, 2)}, zakǉuqujemo da mora biti izabrana
taqka (0, 2).

Nastavǉaju�i na isti naqin, dobijamo celobrojnu mre�u kao na slici ispod (izabrane
taqke oznaqene su sa •, a neizabrane sa ×).



Jednostavnom indukcijom se dokazuje da je taqka (a, b) izabrana ako i samo ako va�i
a− b ≡ 1 (mod 3).

Me�utim, broju 20262026 = 22026 · 10132026 odgovara taqka (2026, 2026), a poxto je
2026− 2026 ≡ 0 (mod 3), ona nije izabrana. Kontradikcija!

Dakle, 2 /∈ S.


