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Yuusep3urer y Beorpany, Maremarnuku ¢akxysrer
- anpua 2026. -



Opramm3amnujy 67. JIp;KaBHOT TaKMUUYEHA M3 MATEMATUKE
3a yyeHUuKe cpeampux mkroJjia 'y Pemyomunu Cpouju —
B kareropuja, cy momorJm:

e Munucrapcrso npoceere Pernybsinke CpbOuje
 JIpymrso maremarudapa Cp6uje (JIMC)

* Yuusep3nrer y Beorpany, Maremarnakn dbakyareT

Opraamzaiuiosu oaoop JIp:;kaBHOr TaKMUUEmAa:

e nou. ap Hparan boxuh, Maremaruuku daxynrer, Beorpan

* Besko huposuhi, Ipymreo maremarnuapa Cpbuje, nornpencenuuk JIMC
e Panocanas Goxuh, Ipymrso maremaruuapa Cpbuje, waan MO IMC

» lanmjena sRuBojunosuh, YHuusepsurer y Beorpany, Marematuurn ¢aky-
aTeT

* Ormen Temmuh, Yuusepsurer y Beorpany, Martemaruuku ¢parynrer

e nou. np Muman Kuexesuh, Maremaruuru ¢akynrer, Beorpan

Ilouacau ondop Jlp:kaBHOr TakMUUYeHAa:

* mpo¢d. np 3opan Kanmenbypr, Yuusepsurer y Beorpany, Maremaruukn
(arynTeT, Ipodecop eMepuryc

e npo¢. ap Hparomyb Keurnh, Yuusepsurer y Beorpany, Marematuuxu
¢axynrer - B.A. nexkaHa Parynrera

e npo¢. ap Mwupocnas Mapuh, Yuausepsurer y Beorpany, Maremarnuku
daryarer - npencemaur JIMC




YHUBEP3UTET Y BEOI'PA LY
- MATEMATUNYERN PARYJITET -

Beorpan je rnasuu rpan PenyGmure CplOuje m meno Hajsehe mayuno,
00pa30BHO M KyJATYPHO cpenumTe. Kao YHUBEP3UTENKU IEHTAP Ca LyrOM TPa,au-
I1jOM, OH OKyIlJba OpOjHE 3HAUAjHE YCTAHOBE KOje MMajy Ba:KHY YJOL'Y y Pa3BOjy
Hayke, obpa3zoBama u apymrsBa y neianau. Meby wmuma mocebuo mecTo mpuma-
na YHuuBep3uTeTy y beorpamay, HajcTapujoj M HajyTIEemHUjOj BUCOKOIIKOJICKO]
YCTAHOBU y HAIIO] 3€MJBU.

Y oxBupy ¥ HuBep3utera y Beorpamy mcTtakHyTo MecTo 3ay3uma Marema-
TUYKA (PaKyJITET, YCTAHOBA YMjU KOPEHU cexy mo 1873. romuue, Kana je OCHO-
BaHA IIPBa KaTeqpa 3a MaTeMaTHKy Ha TaJallmkoj Bemukoj mkomm. TokoMm myror
UCTOPUjCKOTI pa3Boja, OBa TPAIUIMja je pacia U jadasa, a Maremaruwdsu da-
gyarer je 1995. rommne mocTrao caMOCTaJIHA BUCOKOIIKOJCKA ycraHoBa. Jlamac
OH IIPENCTaB/ha jeNaH OJ Haj3HAUYAJHUUX IEHTapa 3a IPOydYaBame U Pa3BOj Ma-
TeMaTuke, MHPOPMATUKe, acTpoHOMUje u actpodusuke y Cpouju.

Ha ®akynrery manac crymupa oko 2400 akKTUBHUX CTyIeHATA HA OCHOBH-
UM, MACTE€p M NOKTOPCKMM CTyArjaMa, IOK HACTABY W HAYYHOUCTPAKUBAYUKU
panx uzBonu mpero 130 HacTaBHUKA, cCApAIHUKA WM acucTeHaTa. llopen crumama
TEMeJpHIX 3Haka, CTYNEHTU PAa3BUjajy IPENU3HOCT Y MUNLEHY, JOTUMYKO pa-
cybuBame m cmocoOHOCT pemaBama CIOKEHUX NpPo0JeMa, IITO UX YWHU BEO-
Ma YCIEIIHUM y Pa3InuuTuM npodecujama. bBusmm crymentu MartemaTuykor
¢akyaTeTa maHac pane y IIKOJaMa, Ha YHUBEP3UTETUMA, Y HAYYHUM yCTAHOBA-
ma, I'T cekTtopy m OpOjHMM KOMIIAHU]jaMa y 3€MJbU U MHOCTPAHCTBY.

Tloceban yrnem ®akynrera morBpDyjy m 3HadajHA HAaydyHA MOCTUTHYNAa
HEerOBUX HACTaBHUKA U HCTpakuBada. VI3 merose axkalIeMCKe CpeAUHE IOTEK-
a0 je m mecer unanoBa Cprcke akangemuje Hayka u ymeranoctu - CAHY, mro
CBeIOYN O BUCOKOM HUBOY HAYYHOT pana Koju ce Ha PakynreTy Heryje mereHU-
jama. WcroBpemeno, Parynrer ocraje OKPEHYT CABPEMEHUM TOKOBUMA, YHAIPe-
buBamy HacraBe, pa3pojy mehyHaponHe capanme U IOBE3UBAKHY Ca IPUBPEIOM.




3axBasmyjyhu cmojy Gorare Tpaguiuje M CABPEMEHOI IPUCTYyIIa 00paso-
Bamy u Haymu, Marematuuku darysnrer Y HuBep3urera y Deorpany maxac je
[pemno3HaT Kao jeqaa ol Bogehux mHCTHUTYIMja y 00IaCTU MATEMATUYKIX HAYKA
y CpOuju m mumpeM pervoHy, a meroBa AUIIOMa YyKUBA YIJIEH U MPU3HAHE U Y

3€MJbU 1 Y MHOCTPAHCTBY.

YHmBep3wTeT y Beorpaay
MaTemaTnuku dakyntet

Y Beorpany, 26. anpumna 2026. ronune

k) ok X
X ok ok ok ok
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PEITYBJIMYKA KOMUNCUJA
3a TAaKMUUYEmHa U3 MaTEMAaTUKE yUYEHUKA CPeIi’bUX ITKOJIA

- mKoJicka roguaa 2025/2026. -

Ilparan AsznejroBull, Exonomceu ¢akynrer, Beorpan
JoBan Apwmzanosuhi, Maremaruurku ¢parynrer, Georpan
Baamuvup Banruh, BUITEP, Beorpan

Bojur Lojuh, Marematuuku dakynrer, Beorpan

Teomop Bou Bypr, Marematnura rumuasuja, beorpan
Anercannap Bummuh, Marematuurku pakynrer, Beorpan
Hemama Byuuhesuh, IIM®, Kparyjesan

Munau I'ennh, Maremaruuku ¢aryiarer, Beorpan
Crpaxuma I'sozauhi, ETX - [Mupux, Illsajuapcka
Bykamun Bunosuh, IIM®, Hosu Can

. Annpuja JKusanuuosuh, Yuusepsurer y Kem6puny, Benmuka Bpuranuja
. Hamuna 3eveBunh, Martemaruuka rumuasuja, beorpan

. Anekcanmap Josuh, Maremaruurku pakynrer, Georpan

. Enec Ravanop, LY HII, Hosu [lazap

. Munyrun Kojuh, 'mvmuazuja ,,¥Y pom Ilpeauh”, Ilanueso

. Muman Kuesxkesuh, Marematuuru dakyarer, Beorpan - npencenHuk
. Ilerap Mapxkosuh, IIM®, Hosu Can

. [TaBne MaprtunoBuh, Maremarnukn daxymnrer, Beorpan

. Munom Munuhes, Maremaruuku darynarer, Beorpan

. Anercannpa Mumnocasmwesuh, [IM®, Kparyjesai

. Munom Mwunocasmesuh, 'umua3suja ,,Ceerozap Mapkosuh”, Hum

. HMamka Mwupunosuh, ETHI ,Hurona Tecmna”, ITarnueBo

. Byrammu Ilanrenunh, Maremaruuku darynrer, Beorpan

. Hesena Ilerposuh, [IM®, Kparyjesai

. Usan Ilemuh, Maremaruuka rumuasuja, beorpan

. CreBan PamuBojesuh, Maremaruuku ¢akynarer, Beorpan

. Mapex Cseraur, Maremaruuku ¢arynrer, HGeorpan

. bopbe Crakuh, Exonomckn dakynrer, Georpan

. Bopuc Craunkosuh, Maremaruuku ¢akynarer, Beorpan

. Munom Crojakosuh, IIM®, Hosu Can

. Uma ¥Y3zenan Byjumuh, Marematnukn nacturyt - CAHY, Beorpan
. Ormen Temmh, Maremarnurn dakynrer, Beorpan

. ¥Ypom [onosuh, Yuusepsurer y Orchopny, Benuka Bpuranuja

. Baammvuup Mlapuh, Maremarnuka rumuasuja, Beorpan



OINIMITVNHCKO TAKMMNYEILE N3 MATEMATUKE, 31.01. 2026.

ITpBu pa3pen — A rareropuja

1. Heka cy a,b,c,d u e nenu OpojeBu 3a Koje Baku a £ b # ¢ # d # e # a.
Oapemutu HajMamy Moryhy Bpemsoct uspasa I = a? + b2 + c? + d? + €2.

2. Heka cy ay,as,...,a, paszmuautu O6pojesu m3 ckyma {1,2,...,n}, n € N.
ITokazatu ma je
(a1 — 1)+ (a2 — 2)* + ... + (a, —n)"

yBEK mapaH 0poj.

3. IIse kpyxuune ki u ko, KOje ce CEeKy y ABE PA3IUYNTE TAUKE, UMA]y 3aj€THUYIKY
tetuBy AB. Heka je Tauka P usabpaHa Ha KPy:KHUIU ki U HEKA Ce HAJA3U y
CIIOJBAINHOCTU Kpy:kHUILE ko. IlpaBe PA u PB ceky 1O OpPyru OyT KPY:KHUILY
ko, pemoMm, vy Taukama X u Y. Ilokasatu na je, 6e3 o63upa Ha uzbop Taure P,
nysxuHa gysku XY KOHCTAHTHA.

4. Hahwu cBe mpupoaHe GpojeBe, Koju Ccy cTeneHu 0Opoja 3 m kKoju ce y 6a3u ca
ocHOBOM 12 3amucyjy camo y3 momoh nudapa 6 u 9.

5. Bpojesu 1,2,3,4,5,6,7 u 8 cy momesseHN y TPU OVIC]YHKTHA M HEMPa3Ha CKyIa.
Hera cy P;, P, m P3 mpousBomu OpojeBa y mpBOM, ApyromM m Tpehem CKyIy,
pexoM, u Heka je P majsehu onm Ta Tpu Opoja. Omnpemury HajMamy Moryhy
BpenuocT 6poja P.

Jlpyru pazpen — A kareropuja

1. IlaT je 6poj a = /2 + v/2.

(a) Ha nu je 6poj a pammonazan?

(6) ITorasaTu ma mOCTOju HEKOHCTaHTAH mosuHOM P(z), ca memum koedunmje-
HTUMa, TakaB na je P(a) = 0.

2. ITokazaTu na mOCTOju OECKOHAYHO MHOI'O IPUPOAHUX OpojeBa n 3a Koje je

sin(n®) = sin(v/n °).

3. Ha maxoBckoMm TypHUpY uUrpajy n urpava, n € N, n > 2. CBaku TakMuyap
Urpa ca CBAKUM TAKMUYAPEM Ha TYPHUPY TAYHO IO jefaH MyT. 3a CBaKy HapTUjy



cBaku TakMuuap pobuja 0 moena 3a cBaku mopa3s, 0.5 moeHa 3a cBaku pemu u 1
moeH 3a cBakry nobemy. Onpemuru majsehwu moryhu 6poj HepelneHux mapTuja,
TAKO Ia CBAaKW TAKMUYap MMa 110 Opoj moeHa.

4. Jlat je tpoyrao ABC uuju je menrap ynucane kpy:xuune tauka [. Ta kpy-
skauna gqomupyje npase AB u AC' y taukama F u F, penom. IlpaBa EF ceue
npasy BC y tauku H. Kpyskaune ki u ko nponase kpo3 tauxky H u nomupyjy
IOMEHYTY YIUCAHY KPYsKHUIYY y Taukama F u F| penom. Ako je O npyru mpecek
kpyskHUna k1 u ko, nokaszaru na je ZHOI = 90°.

5. Ha tabmm je mamucam Opoj 2. Hakom cBakor mumuyTta ca tabne ce Opumie
Opoj T, KOju je y TOM TPEHYTKYy HamuCaH Ha Tabiau, U 3amucyje TadHO jenaH Of
6pojea x + 7, ' mwmu x + 1001. Ila au je moryhe ma y HEKOM TPEHYTKy Ha
Tabau Oyme HamucaH OPOj:

(a) 20242024 4 20257
(6) 20257

Tpehu paspem — A kareropuja

1. Hera je A xBampaTHa MaTpula, ca meauM OpojeBuma, muMmensuja 2023 x 2023.
Ioxazaru na je merepmunanTa marpure A + 2024 - AT nemusa ca 2025, rae je
ca AT osmauena TpamcmoHOBaHA MaTpuia MaTpuie A.

2. OgpemuTu cBe KOMIJIEKCHE OpojeBe z, z # 0, TakBe ma 3a cBako n € N Baxku

1 1
| =l
zn z

3. Pemntu jemnauwmny 107 + 2Y¥ = 52027 y ckyny npupoaHux Opojesa.

4. Nat je tpoyrao ABC n npousBo/bHA Tauka D Ha HErOBOj OMUCAHO] KPY/KHUIA,
paznuunra on reMena tor rpoyraa. Ca M, N u P o3naunMmo, penoMm, CpeanumTa
nysxu AB, BC u CA, a ca F o3uauumo cpeaumrre aysxu C'D. Yronuko je tauka F
TakBa ma je yerBopoyrao M DFEF napaJsesorpaM, HOKa3aTd Oa je YeTBOPOYrao
MNPF TetuBaH.

5. Heka je mato k, k € N, He HY)KHO Pa3IUUYUTUX TPUPOTHUX OPOjeBa a1, Aa, ..., Af,
roju cy Behu om 1. Ca n o03HAYUMMO TPOU3BOL A1 - A2 * ... (k. 38 CBAKO
i € {1,2,...,k} maprunuonummmo ckyn {1,2,...,n} Ha a; CKymoBa jeIHAKUX
BesnunHA (CBU CKYIOBM KOJU YyYeCTBYjy y HapTULMOHUCAmY cy Mehycobuo mu-
CJYHKTHU W CBAKUA UMa IO ;—L exemenara). Ilokazaru ma je moryhe usspmury

nDapTUIVOHNCalkha TaKO Oda, KaKO I'oLq oaa6pam/1 IIO0 Ta4YHO je,uaH CKYyIl 13 CBaKOT



Ol IOMEHYTUX k TapTUIMOHUCA A, TOCTOJU TAYHO jeTaH €JIeMEHT KOjU ce HaJIa3u’
Yy CBUM OJAOpaHUM CKYIOBUMA.

YerBpTHu paspen — A kareropuja

1. Ha cayuajan Hauwme ce 6upajy Tpu pa3aumyumra TeMEHa maTe Kolke. Koaumka je
BepoBaTHONha ma m3abpaHa TeMeHa IPEIACTABILAJY YjeIHO M TeMeHa MPAaBOYILJIOT
Tpoyrua?

2. Heka cy a,b u ¢ mo3utuBHU peasiHu OPOjeBM TaKBU Oa Baku a + b+ c = 1.
Hahwu najsehy moryhy Bpensoct uspasa

S(a,b,c) = alog(l + b) + blog(l + ¢) + clog(1 + a).

3. Pemuru jemmaunny n!+n =n™ y ckynmy npupomHux Opojesa.

4. Har je tpoyrao ABC ca menTpom omucane kpy:kuune y tauku O. Tauka
D, roja mpunana npasoj BC, je taksa na cy tauke A, O u D romuneapue, a
paznuuure Tauke F u F' cy onabpaue na npasoj BC tako na je DE = DA = DF.
Ako je Taura G IpYTY NpeCcek KPYsKHUIA onucanux oko tpoyrioBa ABE u ACF,
a tauka H Apyru mpecek KpyskHWNA omucaHux oko tpoyriaoBa ABF u ACE,
nokaszatu na je GH 1 BC.

5. Hexa je n > 2 mpuponan 6poj. Ha xpyxaUIM ce HANA3M N PA3NIUUUTUX TadaKa.
Uznommena auaMuja je 006pa YKOJIUKO Ce€ CACTOJU ON N — 1 Oy:KU U CAIp:KU
CBaKy OJl N Tayaka Ha KPY:KHUIM, a He Ipecena camy cebe. Y 3aBUCHOCTH OI N,
onpemuTu 6POj MOOPUX M3ITOMJILEHUX JIMHU]A.

Ilpeu pa3pen — B kareropuja

1. Heka cy a,b u ¢ meau 6pojeBu 3a Koje BaRU a 7 b # ¢ # a. Oapenutu HAjMADLY
moryhy Bpemroct mspasa I = a? + b? + 2.

2. 3a ¢pynrmajy f aedwmmmmvo fPH(z) = f(f"(z)), 3a cBako n € N, npu gemy
je f1(z) = f(z). Axo je f(x) = 232 ° # —2, ompemarn f2925(2025).

3. Ila s moctoju mudpa a € {0,1,...,9} Tako ma je 6poj 2a0a2ab Gapem mpyru
CTeleH HeKOT MPUPOIHOT 6poja?



4. ITorkaszaTu Oma mpaBa Oeau OAaTU OPABOYTAOHUK HA OBA [EJa jeOHAKUX MTOBP-
MUHAa aKoO ¥ caMO aKO IPOJIa3M KPO3 IPeCeK AUjaroHaJa TOT IPaBOYTAOHUKA.

5. Heka cy ai,as, ..., a025 pazauuutu 6pojesu u3 ckyna {1,2,...,2025}. IHokasza-
TH 1a je
((11 — 1)2 + (ag - 2)2 + ...+ (a2025 - 2025)2

YBeK Iapas 0poj.
Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. OnpemuTy CBe BPEIHOCTH PEAJHOT mapaMeTpa a 3a Koje jemnaunna (a— 1)z +
ax + 2 =0 uma oba pemema y uarepsaay (1,2).

2. Y CKymy KOMIIJIEKCHUX OpOjeBa PENUTHU jeTHAUNHY

23+ |2|> + Rez = 0.

3. [ozuaro je ma je n! = 2432902008176640000, 3a mero n € N. Onpenutu n.

4. IIse kpysxuune ki u ko, KOje ce CEeKy y ABe PA3JIUYUTE TAUKe, UMA]y 3a)eTHUYKY
retuBy AB. Heka je tauka P m3abpana Ha KPpy:KHUIU ki U HEKA C€ HAJa3U y
crnosbalnHoCTU KpyskHUie ko. IlpaBe PA u PB cexy kpyskHuily ko, pemom, y
taukama X u Y. Aro je AB =6, PA =5 PB =7u AX = 16, onpenuru
nyxuny nyxun XY

5. la nu ce 6pojeBu 1,2,3,...,9 MOry pacnopennTu Ha KPY:KHAIU TAKO a3 MeDy
30upoBUMa CBaka IBa CyceqHa Opoja HeMa HeJbMBUX HU ca 3, HU ca b, Hu ca 77

Tpehu pazpen — b kareropuja

1. OgpenuT MUHUMAIHY BpemHOCT (yHKUUje f, rme je

f(z) = (3sinz —4cosz — 10)(3sinz + 4cosx — 10), =z € R.

2. Pemutu cucteMm jemHavmHa

xln (N yln T 9
l’ln Ty yln Y = e4 17

npu uemy je © >0 wny >0 (Ina =log,a, a > 0).



3. Hahu cBe mpocre Gpojese p, ¢ u r Takse ma Basku p° + ¢° = ri.

4. INat je mpasoyrau tpoyrao ABC ca mpasum yriom kox temena C. Heka
cy ABPQ, BCRS u CATU wBamgpaTu KOHCTPYWCAHU HAJ CTPAHUIAMA JATOT
TPOyIJia ca BeroBe cunojpallme crpane. Ako je PS = 58, a QT = 59, uzpauyunartu
nyskuny nysxkum AB.

5. Ha mera mosra Tabne Benmuumne 88 X 88 mocTaB/beHU Cy KETOHU. sReTOH
ce MO:Ke YKJIOHUTH ca Tabiie ako je HajMame MOJOBUHA T0Jhba Y HeroBOj BPCTHU
VIV Her0BOj KOJOHU mpasHa. Kouuku je MuHuMAasaH (HO3UTUBAH) OpOj sKeTOHA
norpeban na Oyme Ha TabaM, TAKO Aa HUjEIAH sKETOH HE MOKE OUTU YKIOImEH Ca
Tabune?

UYerspTHu paspen — b kareropuja

1. OnpenuTu jennaumny mpase Koja canp:ku mary tadry A (2,1), koja ceue obe
KOODAMHATHE OCE Ca IO3UTWBHE CTPAHE U Ca HBUMA Ipagd TPOYrao HajMame
Moryhe moBpiuHe.

2. [Ipencrasutu ckynoBe A mu B y KOMIUIEKCHO] PaBHU, IPU YEMY je

A={z|2—2+i=0} HBz{z|Im(i):1}.

OnpenuTu, 3aTUM, CBa PeIICHa CUCTEMA jeIHAUMHA 2 —2 +i = 0 u Im(il) =1.
P

3. Y crymy npuponHux OpojeBa pemwuTy jemHaudunny n!+n = n".

4. Y pasznocrpanuunoMm tpoyriy ABC cuMeTrpasa yHYTpAIImber yIria KOIL TEMEHa,
A ceue crpanuny BC y tauku D. Ako cumerpana mnysku AD ceue mpay BC' y
taukn F, mokazaru na je mpaBa AE yjenHo M TAHreHTa HA ONUCAHY KDPY/KHUILY
oko Tpoyraa ABC.

5. Ha maxoBckoMm TypHupy mrpajy n wurpauda, n € N, n > 2. Cpaku TarkMudap
Urpa ca CBAKMM TAKMUUYAPEM HA TYPHUPY TAYHO 10 jelaH IyT. 3a CBAKy HapTUjy
cBaku TakMmuap nobuja 0 moena 3a cBaku mopa3s, 0.5 moeHa 3a cBaku pemu u 1
moeH 3a cBaky mobeny. Oxapenutu najsefiv moryhu 6poj Hepemenux napruja,
TaKO Oa CBAaKU TAaKMUYap MMa IIeo Opoj moeHa.



ORPYHHO TAKMMNYEILE N3 MATEMATUKE, 28. 02.2026.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. Hara je peramaja o = {(a,b) € A x A: (a®> — b*)(ab— 1) = 0} ma crymy A, Tae
je A= {07 17 _1727 %7 _27 _%a 37 %}

(a) Ha nm je penaunuja @ pedieKCUBHA, CUMETPUYHA, AHTUCUMETPUYHA WIIU
TpAH3UTUBHA T

(6) Ucnuraty na au je g penanuja eKBUBAJIeHUUje. Y Ciaydvajy na HUje, OApe-
nutu Gapem jeman ckyn o1 C A X A takaB nma je pemamuja o U 01 penanuja
€KBUBAJIEHNIN]e.

2. Iat je tpoyrao AABC u tauka X y meroBoj pasuu. Tauke A,B u C cy
OpecinKaHe IMeHTPATHOM CUMETPHU)OM y ONHOCY Ha Tauky X y tauke A’ B’ u C’,
penom. Herxa cy M, N u P cpemumra nyxu AB’, BC' u CA’, penom. Ilokaszartu
na je rauka X rtesxumre Tpoyraa AMNP.

3. Ha mabuu je 3amucan 6poj 2025. Ama m Bojam urpajy caemehy wurpy, na-
u3MennyHO Bykyhu morese: Ilores ce cactoju om OGpucama HamucaHor Opoja u
3aMemhUBaKka UCTOT Ca PA3JINKOM TOT Opoja u HEeKe merose nu@pe Koja HUje HyIa
(urpau cam 6upa udpy). [Hobenuuk je onaj xkoju vamume 0 Ha Tabmu. Axo Ana
urpa mpBa, OAPEIUTHU KOjU UIPad uMa MOOEeIHUUKY CTPATEru]y.

4. Tlepuna je 3a cBaku IpUpomaH OPOj Ha TADJIU HAMKUCAO OCTATAK IPU NEJHEHY
Tor Gpoja ca 30upoMm cBojux mudpapa y AexkanHoM 3amucy. Jla am je Ha 0Baj
mauud [lepuna ma Tabiu HaIMCAO CBAKU IPUPOLaH Opoj?

5. Oapenuru cse napose (a,b) € Ng x Ny, rme je Ng = NU {0}, 3a roje Basku

1+ 3% +2025° = 2027°.

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. Heka cy x, y u z mo3uTuBHU peajHu OpPOjeBU TAKBU Oa je xy + yz + zx = 3.
JlorazaTu HejeTHAKOCT:

2w2+yz 2y2+z$ 2z2+:vy

+ + >
Zr+xTYy TY+yYz Yz +zx

Kana Ba:ku 3mak jennakoctu?
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2. Ilat je teruBan uerBOopoyrao ABCD ca yraosuma /A =a u /B = . Tauke
E u F cy cpemumra crpanuna AB u CD, penom. Hera moctoju tauka G Ha

nysxu EF taksa na je % = %7 kao u AG = CG. Ougpenuru Benuuuny ZAGC.

3. Heka je n npuponan 6poj. Oapenuru Hajmame k ca ciaenehium ceojcrBom: U3
IPOU3BOJLHOT HU3A A1, ..., dn, TOe a; € {0,1}, 1 < i < n, je moryhe, uzbamusamem
HajBuile k WiaHOBa, NOOUTU HM3 KOjeM je 30up YjlaHOBA HA IAPHUM IIO3UNKjaMa
jemHak 30UMpy UYJIAHOBA HA HEMTAPHUM MO3UIAjaMa.

4. Heka je A ={1,2,...,2025} matu ckyn u f : A — A mara ¢pyukuuja. edu-
wumavo fO(x) =z u fF(z) = f(f*(z)), 3a k € N, x € A. Jlokasatu jemsakoct
crymosa { f2024(1), f2024(2),..., f2024(2025)} = {f29%5(1), f2025(2),..., f2025(2025)}.

5. Hlorazaru na 20-omudpeHu npuponaH Opoj, Koju nounme ca 11 jenuHuna cie-
Ba, HE MOKe OUTH KBaJApaT HEKOT MPUPOITHOT Opoja.

Tpehu pa3spen — A kareropuja

1. Hahiu cBe ¢pynrmmje f : R — R Takse na 3a cse z,y € R Bawu f(z(z +y)) =
2 +yf(z).

2. ar je TteruBan uerBopoyrao ABCD. Hujaronmane AC' u BD ce cexy y Ta-
ukn F, a mpaBe AD u BC ce cexky y taukun F. Hera je G cpemumre myka
CD kpy:xuune omnucane oko derBopoyria ABCD, koju e canpsxku tauke A u
B. Axo cy raurke E,F u G romuHeapse, mokazatu na je yerBopoyrao ABCD
jeqHAKOKDAKU Tparmes.

3. Heka je (a,) Hu3 peasnux Gpojesa 3a koju je ap =0 n
ant+1 = 45a, + /202402 +1, n=0,1,2,....

Ilokazatu ma je cBaku unaH Hu3a (a,) neo 6poj u ma 90 nemu as,, 3a cBe
nmpupogHe 6Gpojese n.

4. Heka je p > 2 npocr 6poj u (a1, @z, ..., ap—1) mepMmyramuja 6pojesa {1,2,...,p—
1}. Konwmko majsume om Gpojesa a102, 0203, ..., Ap—20p_1, Gp—101 MOEE Oa Haje
UCTHU OCTATAK IPU AeLemy ca p?

5. Y mopy Enmope, Hama3u ce n oCTpBa, IPU YEMY Ce€ Ha {-TOM OCTPBY HaJa3u
rpan ca umeHoM i-rpan. CBu oBu rpanoBu 3ajeqHo umbe ap:xaBy Entujy. Ilpe-
Bo3HMK EHTpaHCHOPT opranmsyje mojacke W3 i-rpaja OO j-IpPajga ako U CaMo
ako Baku (i + j,n) > 1 (rme ca (z,y) o3HayaBamo HajBeliu 3ajenHUYKM mesuarg
6pojesa x u y). Oxpenuru cBe npuponHe GpojeBe N 3a KOje BaKU Ha ce 13 Ouio
KOT Tpanga Mo:xke nohu y Omiio Koju Apyru T'pa.
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UYerBpTH paspen — A Kareropuja

1. ITocroje nu paznuuutu m,n € N, npn yemy je:
(a) m™(m) = p7()?
(6) m™(") = p7(m)?

Ca 7(a) cMO o3HAUMIN yKyIaH O6pOj MO3UTUBHUX OeIUJIala HIPUPOILHOT 6poja a.

2. (a) Hokasatu na 3a cBaku moawHoM P(r), ca peasHMM KOe()UINjeHTHMA, IO-
croju oarosapajyhu nonunom Q(x) takas ma je P(x) = Q(x + 1) — Q(x), z € R.
(6) Hokaszaru na je 3a cBaka msa mosamHoMa Q1(x) u @Qo(x) xoju oarosapajy
nosueOMy P(x), Tj. 3a roje je mcnymweno P(x) = Qi(z+1) —Q1(z) = Q2(z+1) —
Q2(x), z € R, Baxku na je monuuoM Q2(z) — Q1(z) KOHCTAHTAH.

3. Ilat je tpoyrao ABC. Fberosa ymnucana Kpy:KHUIlA, Ca IEHTPOM y Tadru I,
nonupyje crpanuny AB y tauku D. Heka je F' Ttauka Ha BucuHU u3 TemeHa A,
takBa na je AF = AD. Jlokazatu ma ce mpaBa Kpo3 | mapaJiesHa ca mpaBoM
BC w npasa DF ceky Ha ynucanoj kpyskuaunu tpoyria ABC.

4. Ilepuna je onabpao peasiHe 6pojeBe a,b 1 ¢ u ckunUpao rpapure QyHKIU]a
f,9 : R — R, koje cy szamare ca f(x) = az? +br +c u g(x) = cx? + bx + a, 3a
cBako = € R. Hakon tora usbpucao je kKoopavHATHE Oce (BUIETU CIUKY) DABHU
Yy KOjO] Cy TU TpauUIUd CKUIMUDPAaHU.

Koucrpyucaru koopaunarae oce.

5. Hurkona u Mapko urpajy urpy ca romusiom ox N #HoBumha. Y i-TOM mOTE3y,
urpay Moske na y3Mme Hajsume i mHoBumha (Mmopa Gap 1). IToGebyje omaj roju
y3Me nociaenmu Hopurh. Axo Hukosa urpa npsu, oapeauTu KO uMa mobe IHUUKY
cTpaTerujy y 3aBUCHOCTU onx IN.

IlpBu pa3pen — b kareropuja

1. Hara je ¢pyurmuja f: R — R, koja je nepumuucana ca

Fa) = {|x+1|, x < 1,

-2z +a, x>-1.



12

(a) Ha nu mocroju peanan 6poj a Takas na je [ Oujexnmja?

(6) Axo mocToju TakBo a, ogpemuT f L.

2. Penammja p, Ha ckymy npuponHux Opojea N, medpunncana je ca: = py <
r+1y € P, roe cMo ca P obesekunu CKyn cBUX IpocTux OpojeBa. llokaszatu na
He nmoctoju 2027 pazamumTux OPUPONHUX OpOojeBa ai,ds, ..., 02026, #2027 TAKBUX
Ja BaXW a1 p a2 p az p ... P 42026 P Aa2027 P a1.

3. ITat je tpoyrao ABC. Hexka cy tauke D u F cpemumra crpanuna AB u AC,
pemoMm, a h, Bucuua u3 Ttemena Ha A Ha npaBy BC. Osmaummo ca F npecek
onucane kpy:kauie tpoyraa ADE ca sucunom h,, a ca H mpecek mpase koja
nposasu kpo3 tauke D u F ca npasom BC. Iokazaru ma tauke A, ', H u C
JeKe Ha jeTHO] KPYKHUIU.

4. Hahu marcumanan 0poj enemenara crkyma {1,2,...,2n} koje MokeMo wu3-
abparu tako ma mehy m3abpanHuMa He MOCTOje HEKA OBA €JIEMEHTa, PEIUMO @
u b, Tako na je H3I(a,b) = 1.

5. Ilepuna je mobmo OeckoHaUHe KOJIMUYMHE KapTOHA Ha KojuMma mnwume 6poj 20
n OecKOHAUHE KOJWUYMHE KapTOHA Ha kKojuMma mume 6poj 25. CoajameM OBUX
KAapPTOHA Ha IPOM3BOJbAH HAUMH, OH MOKE NOOUTH pas3ianuuTe NprpoaHe Opojese,
Hop. 25, 2025, 202520 utn. Mosxke au Ilepuna cnajamemM KOHAYHO MHOTO KaPTOHA
nobutu 6poj Koju je KyG HeKor mpupomHor 6poja’?

Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. Heka cy a, b u ¢ nenu 6pojeu u a # 0. Koje cBe BpemmocTu mMoske mmaTu
AUCKPUMUHAHTA KBaApaTHE (QYHKIUje

f(z) = az® + bz +c?

2. OppemuTu cBe mapose neaunx 6pojesa (r,y) KOju MpenCcTaBmbajy pelema jem-
naumne y = 222 + 5zy + 3y°.

3. Hara je xBagparHa pemeTka 4 X 4 cauumena oxn 16 tayaka (BUAeTU CIUKY ).
Kosmuko uma TpoyrioBa ca TeMEHUMa y OBUM TadykKama?!
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4. Hera cy P u Q cpemumra kpahux nykoBa AB u AC Kpy:KHUIIE OIUCAHE OKO
tpoyrana ABC, a s, cumerpaJsa yuyrpammer yriaa /BAC. Ilokazatu ma Basku
PQ 1 s,.

5. 3a mpupomnan 6poj n o3HauuMo ca nly npupoman 6pPoj Koju ce nodbuja oxdaIu-
BameM CBUX HyJa KOje Cce HaJjla3e Ha Kpajy HekamHor 3amuca 6poja n! (HOp.
4l =24, Tly = 504). Pemwnrn jennaunmy

a!() =12+ b'o

Yy CKyIly IpupoaHux Opojesa.
Tpehu pazpen — b kareropuja

1. ¥ tpoyrny ABC yrmoBu kon temena A, B u C o3uauenu cy ca «, 5 u v,
pemoM. AKo Basku
cosy = 2sinasinf§ — 1,

[OKA3aTH Ia je Taj TPOyrao jeTHAKOKDAKU.
2. Ilokazatu ma cy Bekropu & = (1,a,a?), = (1,b,0%) u 7 = (1,¢,c?) mumeapno

HE3aBUCHU aKO U CaMO akKo Cy a, b u ¢ mo maposuma pasznuuutu (1j. a £ b # ¢ #

a).

3. Ilat je TeruBan uerBopoyrao ABCD. Ilpase AC u BD ce cery y Tauku F, a
npase AD u BC ce cery y tauku F. Hera je G cpemumre nyka C'D KpyskHUIe
onucane oko ABCD koju me canpsku tauke A u B. Axro cy tauke E,F u G
KOJIMHeapHe, noka3atu aa je yersopoyrao ABCD jemHakOKpaku Tpames.

4. Onpemutn cBe Tpojke (r,y,2) € Z X Z X 7 3a KOje BasKU

22024 4 92025Y = 20267.

5. Ila nmm je moryhe cBaky Tadky KOOpAWHAaTHE paBHU obojutu y jemuy oxm 2025
0oja, Tako Oa IOCTOjU TadyKa y CBaKOj OX OBUX 0oja M na je rpadur CBAKOL
IIOJIMHOMA, Ca IeJIOOPOJHUM KOoepuIjeHTruMa, je ITHOOOojan?

YerBpTHu paspen — B kareropuja

1. Onpemuru cBe a,b € Ng = NU{0} Taxse ma je 6poj 1+ 2%+ 2025° cremen mexor
MapHOT TPUPOTHOT Opoja, Ipu yeMy je Taj cremed npuponan 6poj sehu ox 1.



14

‘1), roe je k werm

2. Hara je dpymrmuja fi(z) = sin®z + cos®z + k(sin® z + cos
peasaun 6poj.

(a) Ompemuty nomen ¢yuruuje f.

(6) Ompenuru cse k takse na je fr(x) < 0 HA HEJIOM HOMEHY.

(8) Onpenutu cBe k 3a koje je fr(z) KOHCTAHTHA (QYHKIMja HA LEJIOM LOMEHY U
3a Tako nobujeno k ompemutu fi(2026).

3. Ily:xuue crpanuna tpoyria ABC cy BC =4 u AC = 5, a ny:kuHa nesa cuMme-
tpase yraa ZACB, koju ce Hajga3u yHyTap TpOyria, je s = 3 Uspauynarn

nysxuHy crpanuie AB.

4. ITa nu je moryhe cBaky Tauky KOOpAMHATHE paBHU obojutu y jemmy on 2026
6oja, TAako ma MOCTOjU TAUYKA y CBaKOj OX OBUX 0o0ja u ma je rpadur CBAKOL
IIOJIMHOMA, Cca IeJIOOPOjHUM KoeduiujeHTuMa jesHobojan?

5. Hera cy a =logg 30 u b = log,5 24 natm nosutusBHu peanuu 6pojesu. ITozmaro

je nma BasKu
2ab+2a -1

ab+b+1
rae cy m u n npuponau 6pojesu. Ako je n = 3600, onpenuTy BpegHOCT M3pa3a
2m + n.

= log,, n,

P RABHO TAKMUWYEILE N3 MATEMATWUKE,

A xkareropuja, Maremaruuka ruMmHasuja - beorpan, 28.03. 2026.

IIpBu paspen

1. Ha nu nocroju nomuaoMm P(x) ca memoBpojHuM KoepuimjeHTuMa TaKaB oa 3a
YeTrpy, MO MapOBMMa pasanyuTa, neia opoja a,b,c¢ n d Baxu P(a) = P(b) =
P(c) = P(d) = 2024, rao n:

(a) P(e) = 2028, 3a Heku 1eo 6poj e?

(6) P(e) = 2026, 3a mexu neo 6poj e?

2. Ilat je tpoyrao ABC. O3smauumo ca k BeroBy ONMCAHY KPY:KHUILY Ca IEH-
TpoMm y taukn O. Koucrpyncatu Taury D Ha Kpy:RHUIM kK TAKO & Cy TEXKUIITA
tpoyraosa ABC u ABD rauke komuneapue ca tadyroMm O.

3. Hera je S(z) 36up uudapa npupogaor 6poja T y JEKATHOM 3AIUCY.
(a) OnpemuTu Hajmamu erxement ckyna {S(11n? +n+1)|n € N}.
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(6) Iokazatum ma ce 3a GECKOHAYHO MHOIO IPUPOIHUX OpOjeBa N TOCTUKE
TpaskeHa HajMama BpenHocT (koja je onpebena y mpsom mesy 3azmaTka).

4. TlocmaTpaMo KOHaYaH HU3 OX YKymHO n OpojeBa, n € N, rme je cakm 1 mian
0. Y jemmoMm moresy, y3uMaMoO IABa CycemHa Opoja, peryMo x 1 Yy, 00OpuIeMo ux,
Y Ha BMXO0Ba MECTa yOMImIeMO caMo jenan 6poj, x +y (mod 2). 3a koje majsehe
k (y QyHEDMjM OX M) MOMKEMO Ha TapaHTyjeMo, Na HAKOH NPUMEHEe HEKOJUKO
OBAKBUX ITOTE3a, MOKEMO Ha mobujemo 6apeM k y3acronaux mehycoOHO jemHakux
opojesa?

Jlpyru paspen

1. Heka cy a,b u ¢ peamsu 6pojesu u a’ + b> + c? > 0. IlokasaTtu ma HOCTOju
peasaum 6poj d TakaB ma je

(ad? + bd + ¢)(bd* 4 cd + a) > 0.

2. IIar je tpoyrao ABC ca menTpoMm ommucane kpy:kuuie y tauku O. Os3naumMo
ca M cpemumre crpanurie BC u m3abepuMo mpou3BOJbHY Tauky ) ca onucaxe
kpyskaune tpoyriaa ABC, koja je pazauuumra Ol TeMeHa TOT Tpoyria. lIpase
DB u DC ceky kpy:xuuiyy AOD y taukama E u F penoM, He HYKHO PA3JIUUUTUM
on tauke D . Ako je cpemumre nysku EF taura G, nmokaszatu na je AG = MG.

3. Heka je S = {H3M(a" +b" +c", a" Tt bt 4 cntl o2 4 pnt2 4 e 42) | g, b,c,n €
N, H3/(a,b,c) = 1}. Onpenutn, ako nocroju, Hajsehn esemenT ckyma S.

4. laT je npmponax 6poj n. JemHAKOCTPAHUYHU TPOYTa0 CTPAHUIE N IIOILEIbEH
je Ha n? jeIMHMYHUX jeIHAKOCTPAHMYIHMX TPOYIJIOBA, IpABaMa IaPAJETHUM Ca
CTpaHUIAMa OPUTMHAJIHOT TpOoyriaa. /lBa jeIMHUUYHA je THAKOCTPAHUYHA TPOYTJIa
Cy cycemHa ako meje 3ajemHuyky cTpanuiy. IlyT je HM3 HEKOJIMKO CycCeTHUX
JEMHAKOCTPAHUIIHUX TPOYTJIOBA Y KOJEM C€ CBAKU jeTHAKOCTPAHUYHU TPOYTao
mojaBsmyje Hajsume jemnoMm. Hahw cBe mpupomae OpojeBe n 3a KOje MOCTOjU N
IyTeBa KOJU CBU CAAPXKE TAYHO N je THAKOCTPAHUYMHUX TPOYTJIOBA U 33 KOje
BaKM M4 Ce CBAKM O N’ jeIMHNYHUX jeqHAKOCTPAHUYHUX TPOYTIOBA HAJA3U Y
TAYHO JE€IHOM OJ HUX.

Tpehu pa3zpen

1. (a) Axo je z € C xoMmIekcan 6poj je IMHUYHOT MOMyJIa, MoKasaTu aa je 22020 +

22 +1#0.
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(6) Ompenutu cBe npupoaHe OpojeBe N TAKBe Oa 3a CBAKU KOMILIEKCAH ODPOJ 2,
3a Koju je |z| = 1, Baxku jemHakocT

22020 + 2"+ 1
22020 + 23 +1

| =1

2. Ilara je Tabna xoja caapsku 1o 1011 jeiMHUYHUX 110JBA Y ,,TOPHEM’ U ,,HOHmeM”
peny, a 2023 noma y ,,cpemmem”’ (BumeTy cauky). KeHryp y jemHom moresy
CKadUe ca je[HOr jeAMHWYHOI 0Jba Tabjie Ha HEKO APYTo jeIWHUYHO MOoJbe Tabiie.
ITores AB, KojuMm KeHryp ckaue ca Hekor mosa A Ha mome B, momymapal je
more3y C'D, KojuMm keHryp ckaue ca mossa C Ha mosse D Tabisie, ako U caMo ako je
BEKTOP OJ leHTPa mosba A 10 nerTpa mosma B jemHak BEKTOPY o1 IeHTpa moisa C
1o nentpa nosma D. la au moctoju uu3 noreza Ay As, AsAs, AzAy, ..., AyoaaAdoss,
npu ueMmy Cy cBaka nsa on mosba Aj, As, As, ..., Agoaq 1 Agoas pA3IUYNTA, TAKAB
Jla HUKOja [IBa MOTe3a HUCY MOy IdapHa?

3. llokaszaTtu ma mocToju OECKOHAYHO MHOTO MPUPOIHUX OpojeBa m KOju ce He
MOT'y HpeacTaBuTH y oBJuKy 30upa m = n + ¢(n), 3a HeKu npupomas 6poj n,
rae je ¢(n) ykynan 6poj npupomaux 6pojesa, He Behiux ox n, Koju Cy y3ajaMHO
MPOCTU Ca M.

4. Tat je Tpoyrao ABC ca optouentpom y tauku H. Ilpase BH u CH ceky
CUMETPAaJy CHOJbAIILEr yIia y TeMeny A Tor Tpoyria y taukama D u E, pemou.
Hera je M cpenumre crpanure BC, a K nomHoxje Bucuse n3 rauke H Ha npaBy
AM. Iokasatu na cy tauke D, K, H u F KOHIUKJIUYHE.

YerBpTH pa3pen

1. Ogpenuty cBe BpEOHOCTU MO3UTUBHUX PEAJHUX mapamerapa a 1 b 3a Koje
HEjeTHAKOCT
4% +a® +b* > 67 + 3% 427

BasKM 3a CBaKU peajlaH Opoj x.

2. Oppemutu cse ypebene nmapose (n,z) € N x N 3a koje BakM jeZHAKOCT

11-21.31...2024! = 22 - n!.
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3. Ilat je Ttpoyrao ABC ca nentpom onucane kpysxkuuie y tauku O. Tauke F u
F cy onabpane na npaBama AB u AC, pemowm, Tako na je dersopoyrao AEOF
napasegorpam. Tauka D je mpousBosbHa Tauka ca myxku BC, a cumerpasa
nysxu BD ceue npaBy OF y Ttauku P, a npaBy AB y Tauku @, JOK CUMeTpaJia
nysxku C'D ceue npaBy OF y tauku R u npasy AC y taukm S. Ilokazatu na ce
npaBe QR u PS cery ma nmpasoj EF.

4. Natu cy npupomau 6pojeBu m u n. I[IpaBoyraona tabmia mumeH3uja m X n
HOZE/LEHA je HA N jeAUHUYHUX [0Jba (KBaApaTa) U NONYHEHA je IPUPOTHUM
6pojesuma ox 1 no mn (y cBakoMm momy je pasauuur 6poj). IIpaBoyraonux
yuje cy obe crpanurie Behe on 1 u mapasenne crpanunama tabie, a cBa 4YeTupu
TEeMEHa Cy MY HEKa OJl TEMEHA jeIMHUYHUX KBAJAPATA, HABUBAMO A0UUM AKO MY
je 36up OpojeBa y ropmeM JIEBOM NONIKYy W AOEKEM NEeCHOM NOIKY pPa3inyuUT
on 30upa OpojeBa y HOHmEM JIEBOM NOMKY U TOPHmEM OeCHOM homky. Ako je
TO3HATO Oa MOCTOju OapeM jemaH JIolml MPaBOYTaoHUEK, omapemuTu HajBehe k 3a
KOje MOKeMO TBPAUTHU Oa MOCTOjU k JIOIINX TPaBOYTAOHUKA.

NP KABHO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE,
B kareropuja, Maremarunuru ¢akxynarer - Beorpazn, 26. 04. 2026.

IIpBu paspen

1. Ha cienehoj caunu cBe meHTpaJiHe TAUKe JIEKe Ha jeIHO] MPAaBOj, a MOWme TPU
Tauke cy kosmHeapHe. Tauno je 2024 TpoyrioBa umja Cy TeMeHa OaTe TAadKe,
IpU 4eMy CBaKa TPW KOJMWHEAPHA TeMeHa He oOpa3yjy Tpoyrao.

[ TN

Koauko ykynmHo mma Tavaka Ha CIuu’?

2. 3a npuponan 6poj n, ca S(n) ozmauasamo 36up merosux mudapa. Ha npumep,
S(327) =342+ 7 = 12. N3spauynartu Bpenroct uszpasza A = S(1) —S(2)+ 5(3) —
S(4) + -4 5(2025) — 5(2026).

3. Mununa, Anexkcammap, Yema m Henan :xkvBe Ha OCTPBY Ha KOME IIOCTOje
nBa mieMena: Jlaxxkosuhu u Mceturozbopuhu. Kao mTo uM Ha3UBU KaKY,
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JlaskkoBuhu yBek roBope HeumcTuHy, nOk VcTtuno3b6opuhu yBek roBope UCTUHY.
OHu cy ce TaKMUYMIM y pellaBamy JOTMUKUX 3aJaTaka U MO3HATO je ma je
mobeqHMK TOT TaKMUYeHmha npunaauuk miaemena Vcrunosbopuha. Ilocme taxkmu-
vema mgaau cy cienehe uzjase:

Munauwya: Hu ja uu Yena aucmo nmobenuium.

Anexcandap: Axro je G6ap jemam onm Yeme m Hemana npumainuk IJIeMeHa
JlaskkoBuh, onga je Mununa mobemuia.

Yeda: Anexkcammap je mobemuuk u Henan je Jlamxkosuh.

Hewnao: Axo je Muinuna Jlaxkosuh, oumnga je Yena mobenuuk.

Onpenutu nobeqHUKA TAKMUYEHa M YTBPIAUTH KOM IJIEMEHY HIPUNANa CBAKO O
OBO YETBOPO OCTPBJLAHA.

4. Hera je ABC omrpoyrau tpoyrao. Osnaunmo ca D, E u F nomHoxkja BUCUHA
u3 tremena A, B u C, pemom. Hokazaru na je AF = CF ako u caM0 ako Cy IysKu
DE u DF mebycobuO HOpMAJIHE.

5. Hahu majMamy BpemsocT m3pasa [49¢—6°|, rae cy a u b MpOM3BOJLHY TIPUPO THY
OpojeBu.

Jlpyru paspen

1. Pemutn jennaumny:

2
1 1

Vitl—1 JVrri+l

l,logfo z+logyo 2 +3 _

2. 3anuc (ag,a1,...,a,), KOJU je CACTABILEH CAMO O HYJa U jeIUHUIA, HA3UBAMO
buRapHuUM 3amUCOM Iy:kuHE N + 1, OMHOCHO 3ammcoM ca n + 1 Mecrta, OIpu demy
je m mpuponan 6poj. IlocmarpajMo npousBosban GuHApPHU 3amuC (g, A1, . .-, Q)
nysxkune n+ 1. Pehu hemo na je Taj 3anuc dujadcku ako uma napas 6poj Mecta u
ako je 30up mpBOr U mociensmer Opoja jemHak 1, 30up APYror U NPETIOCIIEAHET
jemnak 1, 36up Tpeher u Tpeher ornosanu, Takobe, jensHak 1 1 Tako pemgoM, Tj.
Ba:KU Gg + Gy = A1 +Gp—1 = Az + Gp_2 = -+ = 1. Ha npumep, 3amuc (1,0,0,1,1,0)
je mujancku, jep mma 6 mecta (n =5), a mpurtom je 1+0=04+1=0+1=1.
Komurko mma OumapHux 3ammca nyskuHe 16 Koju HUCY OMjaACKA, ajtu Ce MOTY
momenuTu Ha 4 y3acTONHA IUjaCKa 3aIuca, OX KOJUX CBAKU UMAa Iy:RKUHYy 47

3. Hera je n mpuponaun 6poj u a, Opoj KOju ce y MEKATHOM 3alUCYy CACTOJU O
n mudapa Koje Cy Ham3MeHUYHO 7 U 3, moueBmm on nuudpe 7 caea. Ha mpumep,
ag =737 u ag = 737373. Opmpenuru Hajmame n Taxkso na 99 | a,.
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4. (a) Heka cy a u b peanuu 6pojeBu taksu na je a < b. IlokazaTu ga 3a CBaKo
y € R Baxn
ly—al+]y—b>b—a.

(6) Heka je x npanmonanan 6poj, Takas na je 6poj
|z — 1| + |z — 2| + ... + |z — 2023| + |z — 2024
pamuonanan. Jlokaszaru na 3a IpOU3BOJBAH peajiaH OPOj Yy BAKU HEjeTHAKOCT

ly—1|+|y—2|+...& |y —2023| + |y —2024| > |z —1|+ |z —2|+...+ |z —2023| + |z — 2024].

5. Har je omrpoyrau tpoyrao ABC. Heka je H opromeHTap TOr TpoOyria.
Hera cy O,,0, 1 O, ueatpu onmcanux kpysxkuauna tpoyriaosa HBC, HCA u
HAB, penom. Ilokasatu ma cy tpoyriaosu ABC u O,0,0, nonynapHu.

Tpehu paspen

1. Heka cy a u b kaTere mpaBoyrJsor Tpoyria. AkKo Baku

a —

b 1
logg =3 (logs a + logg b — logg 2),

oApeIuTn yrJjoBe TOI' TpOyTJla.

2. Y mpaBy KpykHY Kymy ymumcasa je jonrta. OO Te JOUTe ONUCAH je IpaB
KPY:KHU BaJbaK 4YKja OCHOBAa NpUIaAa PaBHU OCHOBe narte kyme. Heka je K
3alpeMuHa Kylle, a V 3ampeMuHa BaJbKa.

(a) Iorazatu na je K # V.

(6) Ompenntn HajMamy peasan OpOj M TAKAB 14 3a CBAKY TAKBY KyIy BasKU
K >mV.

3. Onpemuru cee mapose (z,y) € N X N, rme je N ckyn npupomaux Gpojesa, 3a
koje Basku 5* — 3Y = 16.

4. Ana n Bojan urpajy urpy #Ha Tpanu ox n > 3 mojba Ca MO jeTHUM >KeTOHOM.
Ha mouerky, AHUH :KETOH Ce HaJa3W HA MPBOM IMOJY, & BOjaHOB sKETOH HA IO-
crnenmeM nosby. Vrpaum urpajy Ham3MeHMUYHO. Y CBaKOM IOTE3y, UI'Dad IOMepa
CBOj 'KETOH 3a jeJHO MJIM ABA II0J/bd Yy IPaBLy IPOTUBHUKOBOL ;KETOHA. sKeToH
MoOpa Ja CTaHe Ha IPAa3HO IOJe U HUje JO3BOJLEHO IPECKaKaHe IPOTUBHUKOBOL
skeroHa. AHa urpa npsa. Mrpau koju He MO:Ke na omurpa mores ryou. Jlokasa-
TH:

(a) Ako n naje ocrarak 2 npu nessemy ca 3, bojan nma noGeqHUUYKY cTpaTerujy.
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(6) Ako n maje ocrarak 0 unu 1 npu gememy ca 3, Ana uma nobeIHUYKY CTpaTe-
rujy.

5. Heka je x upanmonanan 6poj, Takas na je 6poj
|z — 1| + |z — 2| + ... + |z — 2023] + |z — 2024]
panuonanas. JlokaszaTu na 3a IpOM3BOJBAH peajiaH OPOj Yy BaKM HEjeTHAKOCT

ly—1|+|y—2|+...+ |y —2023| + |y —2024| > |z —1|+ |z —2|+ ...+ |z —2023| + | — 2024].

UerBpTH pa3pen

1. Tpu paznuuura peasna O6poja, y HEKOM HOPETKY, YNHE aPUTMETUYKNA HU3 O
TpU 4jgaHa, & TaKoDe, MOKIa y APYTOM IOPETKY, YMHE T€OMETPUjCKUA HIU3 Ol TPU
unana. Oppenuty wajBehy moryhy BpemHOCT KOIWYHMEA TOT N€OMETPUjCKOT
HU3A.

2. Ilat je Tpoyrao ABC umju je meHTap ynucaHe Kpy:KHuUIle o3Hade ca S. Kpy-
JKHUIA TOoaupyje crpanune Ttpoyriaa y taukama D € BC, E € AC u F € AB.
Axo je |AE| =3, |CS| = 2V/7, a mepa yriaa ZBAC = 60°, u3paduyHaTy TOBPIIAHY
Tpoyraa ABC.

3. Ana u Bojau urpajy urpy Ha Tpamu omx n > 3 mOJba Ca MO JeIHUM 3KETOHOM.
Ha mouerky, AHuH KeTOH ce HaJIa3M Ha MPBOM MOJLY, a 50OjaHOB KETOH Ha IO-
cnenmeM nospy. VIrpauw urpajy Ham3MeHUUYHO. Y CBAKOM IOTE3y, UI'DAY IOMepPa
CBOj ’KE€TOH 3a jeqHO WM OBA N0Jba y IPABIY IPOTUBHUKOBOT KETOHA. sIeTOH
MOpa Aa CTaHe Ha IPAa3HO IIOJbe U HUje NO3BOJLEHO NPECKAKAMme IPOTUBHUKOBOT
skeToHa. AHa urpa mpsa. Vrpau koju He MOske na omurpa mnores ryou. /lokasa-
T™:

(a) Ako n maje ocrarak 2 npu gessemny ca 3, bojan uma nobemHUUYKY cTpaTerujy.

(6) Arxo n maje ocrartak 0 wiu 1 npu nememy ca 3, Ana uMa noGe THUUKY cTpaTe-
rujy.

4. Onpenutn cBe Tpojre (z,y,2) € Ny x Ny x Ny, rme je Ng = NU {0}, npu uemy
je N ckynm mpupomuux OpojeBa, 3a koje Baku 3° 4+ 6Y = 20257,

5. Heka je S ckyn mosmTtumBHEMX Ieanx OpojeBa TAKaB Oa 3a CBAKU IIO3UTUBAH €O
Opoj n BasKu
IS N {n, 2n, 1013n}| = 1.

[MosmaTo je ma 20262026 ¢ S. Ilokazatu ma 2 € S.
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PEIMTEIHA 3AJATARA OINIIITVHCRKROI' TAKMNYEIHLA N3
MATEMATUWRE

IIpBu pa3pen — A kareropuja

1. Yronuko je (a,b,c,d,e) = (1,0,1,0,—1) Tana je I = 3. IlokaskuMo ma je mo,
HaBeneHUM yciaoBuMa yBex I > 3. IIpermocraBumo cymporno. Tana je I < 2,
na cy Meby GpojeBuma a,b,c,d u e 6ap Tpu jenHara Hyau (IOWTO je KBAIPAT
nesor 6poja koju je paznuuut o HyJe He Mamu ox 1). Cana 360r UUKINYHOCTH
ycaoBa a # b # ¢ # d # e # a, 6e3 yMamemha ONIITOCTA MOKEMO MPETIOCTABUTUA
na je a =0. Tana je b# 0 u e # 0, ma kako cy 6ap Tpu 6poja mehy OGpojeBumMa
a,b,c,d u e jennaka myau, mopa Outu ¢ = d = 0. Kourpanurnuja.
OsBuMm je moraszaHo na je HajMama BpegHOCT m3pasa I jemHaka 3.

2. Heka cy aq,a9,...,a, pasmuuutu 6pojeBu u3 ckyna {1,2,...,n}. ITJocmarpajmo
36up
S=(a1—1)+ (2 =22+ + (an —n)" = > (as — )"

3a cBaku 1neo 6poj r u cBaku i > 1 Baku
=z (mod 2),
jep cTemeH He Mema mapHocT mator 6poja. Otyna,

(a; —9) ' =a; —i (mod 2),

ogakJe ciienau

S (a; —i) (mod 2).

Il
INgh
~ =

K2

C o63upom gna je (ai,...,a,) nepmyranuja ckymna {1,...,n}, nmamo

n
> =
i=1

2
1

n
=
Te je
n
> (ai—i)=0.
=1

Iakme, S je mapan 6poj.

3. ITpumerumo na je tetuBa AB KOHCTAHTHE AYKUHE, Tj. HE 3aBUCU OI u3bopa
rauke P. Ha kpysuunama ki (Ha ciaunu je o3HaueHna ca c¢p) Heka je ZAPB = q
a Ha ko (Ha caumum je o3HauveHa ca cp) Heka je LZAXB = /AYB = (.
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Takxobe, oBu yrioBu Ccy KOHCTAHTHE BejuuuHe jep je TeruBa AB KoHcTa-
arHa. Oryna Basku na je ZXBP = /PAY =7—(a+p) na je ZXAY = /YBX =
a+ . Kako cy oBa mBa mocienma yria KOHCTaAHTHE BPEeIHOCTU, Oe3 003upa Ha
no3unujy tauke P, tama je m my:x XY rmakobhe KOHCTaHTHE BeJMUYMHE.

4. Ogrosop cy 6pojesu 915 u 6915. JlokaskuMmo ma cy TO jeauHa pemema. Heka
je © =¢,..c3Cac10g, ¢; € {6,9} pememe. Bpoj © Mopa Gutu Hemapas, ma je ¢g = 9
ur=9+c 12 +---+¢, 12" Aro je c; = 9 onma 9 | ¥, ama 27 { z, mTO je
umemoryhe, ma je ¢; = 6. Haxme, x = 81 4+ ¢ - 122 +--- + ¢, - 12", Axo je c3 = 6,
ouma 27 | z, amu 81 1z, jep jemuno unam 122 -6 Huje memus ca 81. 3aTo je ¢y = 9
uz=137T+c3 122 +--. 4+ ¢, - 12" Axo je c3 = 9 onna 81|z, amm 243 { z, jep
jemuno 6poj 1377 uuje memus ca 243. 3akmyuyjemo na je cs = 6. Komauno, cana
je ¥ = 11745 + ¢4 - 124 + .-+ + ¢, - 12". Mebyrum, cana oner 81|z, a 243} x, jep
243 1 11745, ynume je mOKA3 3aBPIIEH.

5. lTpumerumo na je Py- Py- Py = 8! = 40320. Hame, 40320 = P,-P,-P3 < P-P-P,
ma je P > 35.

Pasmorpumo cayuaj P = 35. Kako je 35 =57, 1o ce y jemHoM CRymy
Hasaze camo 6pojesu 5 u 7 (u esenryasno 1). Kaxo meby 6pojesuma on 1 no 8
“MaMO TAYHO jeJaH Opoj AebuB ca 5 W TAYHO jemaH HEJbUB ca 7, TO je ¥ OCTaJa
JIBa CKyIla Tpou3Boa OpojeBa mamu on 35. Takobe, Hu y jemHOM CKyIy mpOM3BOL
6pojesa me Mo:ke ma Oyge 34 =2-17 jep 17 ¢ {1,2,...,8}. U3 ucror pasiora uu
y jemHOM CKyIly mpom3Bonx OpojeBa He Moxke na Oyme 33 = 3-11, ma je mpou3Bon
y cBa Tpu ckymna ue Behm ox 35 - 3232 = 35840 < 40320, na P # 35. Ca mpyre
crpane, nogena Ha ckymnose {1,5,7}, {2,3,6} u {4,8} maje P, =35, P, =36 u
P3 = 32, onrnocuo P = 36, mTo je m pememe 3a0aTKA.

Ipyru paspenx — A kareropuja

1. (a) TIpebamuBamem /2 mHa Apyry crpamy mobmjamo: a — 2 = /2, e
KBaJpUpameM HajzaszuMo ga je (o — v2)2 = V2, o> +2 —2av/2 — V2 = 0,
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2 . .
V2= ?;53 (142« > 0). JleBa cTpana je upanuoHaIHA, & aKO je (v PALMOHAJAH,

IecHa cTpaHa je Takohe pammoHANHA, Te NOJAa3MMO N0 KOoHTpamukiuje. lakie,
Q HUj€ PAIMOHAJAH.

2 2
(6) On panuje je v/2 = ‘fj_ﬁ Ksazpupamem umamo 2 = E?;gj;h 2(1 + 20)? =

(a?+2)2, (a® +2)? — 2(1 + 2a)? = 0, ma mommrom P(z) = (22 + 2)% — 2(1 + 22)?
3aJ0BOJbABA TPAKCHU yCIIOB.

2. Heka je © = /n u 22 = x + 360k, 3a k € N. Bazu sin((2?)°) = sin(2°).
Horasknmo na ce nmpuposan 6poj r Moske n3abparu Ha OECKOHAYHO MHOI'O HAYU-
Ha. PemaBamo kBagpaTHy jemEaummy 2 — 2 — 360k = 0. 3a x > 1, pememe je
1+ 1+ 1440k

2

IIpeocrano je morkaszaTu na mMOCTOju DECKOHAYHO MHOIO KBaJApaTa IPUPOIHUAX
opojeBa obnmra 14 1440k. Hamomenumo ma ako je 1++/1 + 1440k meo 6poj, omma
je u mapan 360r memapuocTu 6poja 14 1440k. 3amucyjemo m? = 1 + 1440k —
1440k = (m —1)(m+1). Moryhe je uzabparu m — 1 = 1440t u m + 1 = 1440t + 2,
3a 6uno koje t € N.

obauka x =

3. 3a cBakor TakMmuapa, 0poj moeHa je %a+b, rme je a 6poj HEpENIeHNX mapTuja
KOje je murpau omurpao, a b 6poj mobena, omariie ciend ma TAKMUYAP MUMa IEO
Opoj moeHa akKO M caMO ako je Opoj Hepemenux nmaprtuja mapax. Jlame pememe
3aBUCU O MApHOCTU Opoja n, Tj. Opoja urpayva.

1° n je memapan: Tama cBakm urpau urpa yrymHo n — 1 maprtuja, a 6poj n — 1
je mapan. 3ato je moryhe ma cBe mapruje Ha TypHUPY Oyay HepemeHe. Y TOM

cay4dajy, CBaKMd UT'pad uMa mapaH 6poj peMuja, ma caMuM TUM U 1Ie0 Opoj moeHa.

n(n—1)
2

, Ipencrasspa Hajsehn moryhu 6poj HepemeHux mapruja y

Kako mema Bumme maprtuja on , IMTO je YKymaH Opoj mapTuja Ha TYpPHUDPY,

oBaj 6poj, Tj. %
OBOM CIIy4ajy.
2° n je mapan: AHAJOTHO, CBAaKM Urpad WUrpa TauyHo n — 1 mapruja, mWTO je
menapad 0poj. Crora, mrpad He MOKe MMATU CBe HAPTUje HEpeleHe, jep Ou
Tamga mMao HenapaH Opoj pemwuja. Ca mpyre crpane, Hajsehu mapan 6poj kKoju
je mamu on n—1 jecte n—2, Te cCBAKM UI'Pav MOKE UMATU HAjBUIIE N —2 HEPEIIEHE
nmapruje.

OBO ce MOKe OCTBAPUTHU TAKO IINTO, HA IPUMEDP, UTPAYE YIAPUMO:

(1,2),(3,4),...,(n—1,n),

Y HEKa y CBAKOM OJ OBUX IapOBa mapruja Oyne ominyueHa (HUje HEPENIEHO), IOK
cy cBe octaje napruje Hepemerne. Tana cBaku urpad nMa TAYHO jeAHY OMIYUEHY
naprujy (mobema maum mopas) u n — 2 HepelleHe HapTHje, IMTO je mapaH 6poj,
Te CBU Urpadm mmajy 1eo 6poj moena. Jlakie, y oBoM cayudajy mobujamo ma je

% najsehim moryhu 6Gpoj Hepemenux mapTuja.

4. IMomTo ce k; m ynucanu Kpyr noaupyjy y tauru E To je mpaBa AB TaHreHTa
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Ha Kpyr k1. Cuuuno, npasa AC je tanrenta Ha Kpyr ko. Taura A mma jenmuake
HOTEHIM]e y OJHOCY Ha Kpyrose ki u ks u ome msnoce AE? = AF?.

3ato ce A Hasa3M HA PAIMKAIHO] OCU OBUX KPYrOBa, OJHOCHO HA IPABO]
HO. Ocraje na moraxkemo na je ZAOI = 90. Karo je ZAEO = ZOHE =
ZOHF = ZAFO (raurentnu u nepudepujcku yriaosu) yersopoyrao OAFE je
teruBaH. [Ipeunuk merosor ommcanor kpyra je Al, te je ZAOI = 90, unme je
IOKAa3 3aBPIIEH.

5. (a) IIpumeryMo na ce HAKOH CBaKOI IOTEe3a, OCTATak Opoja Ha Tabiau Ipu
nememy ca 7 He Mema. 3aucra, £+ 7 = z (mod 7), x + 1001 = z (mod 7) u
210 = 1024 = 2 (mod 7). Ca mpyre crpame, 20242024 4 2025 = 12924 + 2 = 3
(mod 7), Te je omrosop He.

(6) Ila! Ha mpumep, HaAKOH mpBe MUHYTe yMecTo Gpoja 2 zamumemo 210 = 1024,
Te HaKOH Apyre MumHyTe 3amnucyjemo 1024 + 1001 = 2025.

Tpehu pazpen — A kareropuja

].. HeKa je B = A -+ 2024AT, B = [bij]2023><2023, BT = [bgj]2023><2023' Ta;[a
je B+ BT = 2025(A + AT), omakne moGujamo ma je bj; = —bl; (mod 2025),
1,7 = 1,2,...,2023. Ha ocHOBy ocoOuHA AETEPMUHAHTU, AKO TOCMAaTPaMO CBE
enemenre Martpuna 1o Momyry 2025, caemn ma je det B = det(—1I)det(BT) =
(—1)2923 det B = — det B, ommocuo ma je 2det B =0 (mod 2025). Ilakme, det B je

mesmuBo ca 2025.

2. HNokazahemo ma cy 6pojeBu z = *+1 jemuua pemema. I[locmarpajmo mHajupe
6pojese ca HaBeXEHOM OCOOMHOM KOJ Kojux je |z| > 1. I3 mejeqmakocTu Tpoyria

nmMaMo 1

|Z|n+1’

1 1
— +1
G 2 =T

+1
S ol 21
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omarme 360r |z| > 1 Basgm |21 < |z|" + ﬁ + IZI%“ < |z|™+2. Harne, 3a cBakm

mpupogaH 6poj n BaKu
2
"< . 1
" < g 1)

Kako je |z| > 1, To Beamumua |z|", Kama n TPOJA3U CKYIOM IPUPOTHUX
6pojeBa Huje OmO3rO OrpaHmyeHa, mTo je y cymporaHoctu ca (1). OBum cmo
nobuam na He mocroje OpojeBM z ca HaBEIEHOM OCOOMHOM KOJ KOjux je |z| > 1.
IIpumerumo nma je Hekm OpOj 2 pememe 3aTaTKa aKKO je % pememe 3aTaTKa.
3ato, ako Ou Heku 6poj z 3a koju je |z| < 1 Guo pememe 3amaTka, oHza Ou
u 6poj % Oro permeme 1 3a mera OM BaAKUIO \%| > 1. MebyruMm, raxko cmo Beh
Ioka3ayiu na HeMa pemema Mehy GpojeBuma kojuma je momyo Behu on 1, onasne
3aKbydyjeMo na HeMa pelnema HU Mehy OpojeBrMa kojuMa je MOIyo Mamuy on 1.
Pasmorpumo jom cayuaj |z| = 1. Tana je z = % =1 reje|z"+L|="+77| =
2|Re(2")|. Hera je z = a+bi, a,b € R, npu uemy je a®+b* = 1. Cana u3 jennackoctu
|z + 1| = [ + &| = [2* + %[ mako nobmjamo ma je |a| = |2a® — 1] = |4a® — 3al.
Pemasamem nocimenmer cucrema Hama3umo ga je a = +1, ynme je b = 0, oqHOCHO
z = +1. BpojeBu z = +1 ounrsenHo jecy pemema 3amaTKa, 8 U3 CBEra HaBEIEHOT
3aKbYUyjEMO U Oa Cy jeauHa.

3. ITo momyny 9 mmamo 1 +2Y = 0 (mod 9), 2¥ = 8 (mod 9). Crenern Gpoja 2
upu gedbeny ca 9 maje ocrartke, mepuoauuno, 2,4, 8, 7,5, 1, ma 3 memu y. Ilo
Monmyny 7 mmamo na je 5202 =1 (mod 7), 10° +1 =1 (mod 7), Te mobujamo ma
7 menu 10%, mTo je KOHTPAIUKINja.

4. (ITIPBO PEUIIEILE) Ipumernmo na je m yersopoyrao M ECF mnapaneno-
rpaM, U IpPEeCceK HWeroBux aujaronasa obemexkumo ca X. Kako je MN u MP
cpenmwe suanje Tpoyriaa AABC, 3aamo ma je u uerBopoyrao M NCP nmapaie-
sorpam, omuocuo X je takobe cpemmmre u ny:xku NP. Cana 3mamo ma je u
yerBopoyrao N FEPF napaJjeaorpam.
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Ia 6ucmo morazanu TBpheme 3amaTKa OBOJBHO je ma TOKAKEMO na je
/NMP = /ZNFP, omsocuo na je ZNEP = /NCP. Ilocaenma jeqHAKOCT Ba:KU
jep je verBopoyrao C PEN TeTtuBaH, ca ONMCAHUM KPYTOM KOJU j€é XOMOTETUYAH
ca omucanuM kpyrom tpoyria AABC kpo3 C ca koeduiujenToM % (E, NuP cy
penom cpemumra nysku CD, CB u CA). Osume je TBpheme 3amaTka QOKA3aHO.

(IPYTO PEMEIHLE) Ca H obenexuMo Ipecek AujaroHaja mapajegorpama
MDEF. 3uamo na npasa DF mposasu Kpo3 CPeIuInTe TEXRUIIHE VKU TPOYTJIa
AMDC, na 3ato ceue merosy crpauuny MC' y tauku T Ttaksoj na je CT : MT =
2:1. Harise, tauka T je Texxkumre Tpoyraa AABC.

Hame, u3 canunoctu tpoyraosa AFMT u ADCT nobujamo na je DT :
FT =2:1, omgaocuo Tauka F' je cimka Tauke D npu xomMoTeTuju ca nearpom y 1T’
U KOe(pUINjeHTOM —%. Kako je mo3smaTo ma oBa XOMOTETHja CJIMKA OMUCAHU KPYT
Tpoyraua y meroB OjmepoB kpyr, F' ce manasu ma OjrepoBoM Kpyry Tpoyria
AABC, uyuMe cMO noKa3aJu TBpbheme 3amaTka.

5. (IPBO PEUIEIHE) KoucrpyucaliemMo TpaskeHa NapTUNUOHUCAHA WHIYKIU-
jom mo k. Y cayuajy Gase (k = 1), umaMo a; jeQHOUIAHUX CKYIOBA, Ila KOJU
ron m3abpaiau, nocrojahe Tauno 1 esmeMent y memy. l[IpermocraBuMo cama ma
[IOCTOje TpaskeHa HapTUIMOHUCama 3a Heko k € N. Ako je ng = ajas...ap, Ta-
na je n = ngagy1. la 6ucMo oI cTapux HapTUIMOHMCAHA HAIIPABUJIM HOBa, Y
CBaKM O IPETXOJHO KOHCTPYMCAHUX CKYNOBa Tpeba ma I04aMo jOIl IO apyi — 1
eseMeHara, 1 Tpeba ma 0ApaAUMO jOUI jeqHO MAPTUMMOHUCAKE HA G+1 CKYIOBA.
To hemo jemHOoCTaBHO ypamuTu: y CBAKKA OJ MPETXOAHMUX CKYyIOBa NeMo CBynIa
rme ce HaJa3no Heku ejieMeHT u3meDy 1 m ng momaTu cBe ejieMeHTe KOju Cy ca
BUM jeTHAKU [0 MOLYJY Mg, & Yy HOBOM MapTUIMOHUCAKY hemo ckyn {1,2,...,n}
HOMEUTH Ha CKyToBe obmuka {m-ng+1,mng+2, ..., (m+1)no} 3am =0,ar4; — 1.
Capna, 3a 6uio kKojux omabpanux k CKymoBa u3 OpBUX k MapTUIUOHUCAMKA, 300T
WHAYKIMjCKE XUIOTE3€ U HAIle KOHCTPYKIUje UMaMO TAdHO onpebheHy BpemHOCT
IO MOZYJIY Mg KOJy Y3UMAajy CBU €JIEMEHTU y IBUXOBOM IPECEKY, a Kaaa I0JaMO U
OCJIeqIBY CKYII, IPECEK MOCTaje jeTHOUIAH, jep Y CBAKOM Ol CKyHOBa M3 HOBOT
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MapTUNVUOHNCAKhA UMaMO IO TAYHO jelaH eJIEMEHT KOjU Maje CBAKU OCTATAK IO
MOIYJIY Ng. 1WMe je mOKa3 3aBPIIEH.

(OAPYT'O PEIIEHWE) Youumo n k-Topku npupoqaux 6pojesa, rae i-Tu eJeMeHT
k-topke ysuma BpemuocTu u3 ckyna {1,2,...,a;} 3a cako i = 1, k. IIpumernmo na
eJeMeHaTa ca (PMKCHOM i-TOM KOOPJMHATOM MMa -, 38 CBAaKO { = 1, k, Te MoxeMO
oBe k-TOpKe menuTu y CKYIOBe MO HBUXOBUM KoopauHartama. Ilakme, y i-Tom
MapTUIMOHUCAKY j-TU CKyH Ne caap:KaTu CBe k-TOPKE KOje Ha i-TOj MO3UIUjU
umajy 6poj j,3aceet=1,ku j=1,a,. Cana, 3a cBaku1 0nadup CKymoBa, 3HAMO
TAYHO KOje KOODAUHATE MOPa MMaTu k-TOPKa y IIPECEeKy CBUX TUX CKYIIOBAa, ma je

IO KOHCTPYKIIjU jaCHO [a MOCTOjU TAYHO jeqHa TakBa k-TOPKA 3a CBAKU O4a0up
ckynoBa. Kako je k-Topku n, cBakom Opojy hemo momenutu mo tadHo jenuy k-
TOPKY U ymecTo k-Topku hiemo mocmarparu 6pojese. OBume je TBpheme 3anaTra
JIOKA3aHO.

UYerBpTH pa3pen — A Kareropmuja

1. YkymHo uma (g) = 56 maumHa ma ce uzabepy TPU PA3TUYUTA TEMEHA KOIKE.

[Torazahemo ma cy cBu Tako mOOMjeHM TPOYTJIOBU MPABOYLJIM, OCUM OHUX
KOjU Cy CAYMILEHM O TPU ArjaroHajie CTpaHa KOIKE. 3aucra, HeKa Cy n3abpaHa
Tpu paszauuuta temena A, B, C mare romke. [Tocmarpajmo Tpoyrao ABC.

Axo je jemna onm mysku AB, BC,CA uBuna KOIke, penuMO Oa je TO Iy
AB, tana cy tauke A u B cycemua temena koure. Tpelie reme C' ce namasu y
jemHoj on CTpaHa KOIKe Koje canpske mBuily AB, wium y HEKO] O IPEeoCTAJIUX
CTpaHa KOje ca HOM HeMajy 3ajeTHUYKY WUBUILY.

Y oba cayuaja, jenna on ny:xu AC wnu BC seku y TpaBiy UBUILE KOIKE
Koja je mopmaJtiHa Ha uBuiy AB. IlomTo cy cBe uBUIle KOIKE KOje u3Jja3e u3
ucrtor remena mehycoGHO HOpMaJHE, ciean na je jeman ox yriosa tpoyria ABC
npas.

ITpema Tome, ako Tpoyrao ABC wmma Gap jemHy CTpaHy Koja je MBUIA
KOIIKE, OHZA je Taj TPOyrao IPaBOYIJIU.

Jenunu mpeocrasnu caydaj je kana uujemna on myxku AB, BC,CA uuje
WBUIlA, Tj. Kana Cy CBe TPpU OyKU JMjaroHaje HEKUX cTpaHa. 10 ce memaBa
yupaso kama cy A, B,C Tpu TeMmeHa cycemHa HEKOM TeMeHy Komke. Tama cy
AB,BC,C A Ttpu mujaroHajie TpUjy CTpaHa KOje Ce CEKy y HOMEHYTOM TeMEHY
KOIKe, Te qo0ujeHn Tpoyrao Huje npasoyrau (oH je jennaxoctpanudan). Crora,
3a CBAKO TeMe KOIKe ITOCTOjU TAYHO jelaH TaKaB TPOYyrao, I1a WX UMa TadyHO 8.
Ilakie, HEMOBOJBHUX M300pa je 8, ma je TpaskeHa BepoBaTHONa

8 8 6
P=1—-—=1—-—=—.
g
(3) 56 7
2. IPBO PEHIEILE:) Ilouerau u3pa3 MOMKEMO HANUCATU y OOJIUKY
alog(1+b) +blog(1 + c) + clog(1l + a) = log((1 + b)*(1 + ¢)’(1 + a)°).
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0] B

Kako je ¢ymrumja f(zr) = logz pacryha, mosomuo je mahw majsehiy moryhy
BPEIHOCT W3pa3a yHyTap JorapurMma. [IpUMEHUMO Ha Taj U3pa3 TERUHCKY
aApPUTMETUYKO-TEOMETPHUjCKY HEjeTHAKOCT:

(14+b)+b(1+c)+c(l+a)
a+b+c

(1+b)a(1+c)b(1—|—a)c§a =1+ ab+ bc+ ca.

Hajseha moryha BpemmocT m3pasa ab + bc + ca je % Saucra,

1= (a+b+c)* =a®>+b*+c* —ab—bc— ca+ 3(ab+ bc + ca)

= %((a— b)* + (b—c)* + (¢ — a)?) + 3(ab+ bc + ca) > 3(ab+ be + ca).

OnaBne mobujamo
4
S(a,b,c) <log(l+ ab—+ bc+ ca) < log(3> )

mpu yeMy ce obe Heje IHAKOCTH MOCTILKY YIPaBO Kama je a =b=c = % Iaxke,
majseha moryha Bpeanoct uspasa je

()

(IPYTO PEHIEILE:) Ilpumernmo na je ¢pyurnuja f(x) = log(l + ) konkasHa
Ha MHTepBaly medpuHucanoctu, Tj. 3a = € (—1,400). IHomro je a +b+ ¢ =
1, MoskeMO HpuUMeHUTH JEHCEHOBY HejeIHAKOCT Ha IOUYeTHU u3pa3 (3a ciydaj
KOHKaBHe ()yHKIWje):

S(a,b,c) =af(d) +bf(c)+cf(a) < flab+ be + ca) =log(1l + ab + be + ca).

JennakocT ce mocTwke 3a @ = b = ¢, Te je HACTABAK UCTU KAO U Y IPBOM DEIIeHY.

3. U3 mejemnaroctu n™ =nl+n > 14+ 1= 2 3akmyuyjemo ma je n > 2.
Iememen o6e cTpame ca n, gobujamo (n—1)!+1=n""1 ma raxo je n™ 1 > 1,
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10 je m > 2. U3 osor 3anuca Bumumo ga n { (n — 1)!, na ako 6u n 6uo obauka
n = ab, 3a Hekre a # b, mpu uemy cy oba Beha on 1 u mama on n, uMaau GUCMO
ab | (n—1)!, mTo je KOHTpamWKNUja, TTa N = a’ WK je n TPOCT 6POj].
1° Hera je n =0a% Umamo a | n™ ' ma| (n—1),maal|l, 1j. a=1un=1.
Mebyrum, mokazanu CcMO ma MOpa [a BaKd N > 2, Ia Yy OBOM CJIydajy HEMa
pemema.
2° Heka je m mpoct 6poj: 3a n = 2 mobujamo m = 2, 3a n = 3 uMamMo m = 2,
IOK 3a n = 5 mobujamo m = 3.
Hexka je cama n > 7 mpoct 6poj. Tama je (n—1)!' =2-3---(n—1) < n"2, na
(n—1)!4+1 < n" 2. Kako Bazkm u n™ 1 <n""2, 10 je m < n. Karo jen > 7, 1o je
2< 2t <n—1,ma(n—1)?| (n-1). Cama (n—1)% | n™1—1, 1j. (n—1)?| ((n—
1) +1)m~! — 1. U3 6unomue dopmyae omasae ciaema (n — 1)2 | (m — 1)(n — 1),
1j. n—1] m—1. Mebyrum, kako cmo Behi mokazanu na Baxku n > m = 2
3akmydyjemMo na je memoryhe ma Bawu n—1 | m— 1.

Iaxkine, 3anarak uMa tpu pemema: (m,n) € {(2,2),(2,3),(3,5)}.

4. orazahemo ma je rauxka H 3ampaBo Tauka G mpeciukana mpeko npase BC,
oaKJie OUPEKTHO ciienu TBpbheme 3amarka. V3pauyHajMo TpBO map yriosa.
3uamo na je LZAGB = 180° — ZAEB, kao u ZAGC = 180° — ZAFC, na kako je
ZEAF =90° (tauka A je ma xpyry ca npeunukoM EF'), mako nobujamo na je u
/BGC =90°.

W3 rerusBuocTtu uerBopoyraa AEBG mobujamo /EGB = /FEAB =
/EAD — /BAD = (900 _ LAQDB) _ (900 _ LAQOB) _ éAOB;ZADB _ LOQBC _
0. Cmuuno nobujamo u LCGF = LCAF = % = 0. ObGenexumo ca-
na ca H' taurky mobujemy mpecnumraBameMm tauke G mpexko BC. 3mamo na
je /ZBH'F = /BGF = /BGC + ZCGF = 90° 4+ 0, nok je ¢ mpyre cTpase
/BAF = /FEAF — /ZEAB = 90° — 0. Harne, /BAF + /BH'F = 180°, na je
gerBopoyrao ABH'F terusan. Cnuuno je u uersopoyrao AEH'C Terusan, na
je H= H', unMme cMo mokaszaiu TBpheme 3amaTka.

5. dukcupajMo moyeTak M3JIOMJbeHe JuHUje (IOCTOjUu N HAYMHA OA TO yDaiu-
Mo). Mery hieMo mpaBuTy UTEpATUBHO MOYEB OJ AATOL HOUYETKA. Y CBAKOM O
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HapeIHUX N — 2 KOPaka MOTPeOHO je CIOjUTU TPEHYTHU Kpaj M3JIOMJILEHE JUHUjEe
Cca HOBOM TAUYKOM IPEKO Oy:KU. RaammaTy 3a HOBU KPaj Cy OBE CYCEIHE TaduKe
Ol KpajeBa CKyma Tadaka Koje cMo mo cama obwumiau. Hamomumemo ma je taj
CKYII IOBe3aH. Y KOJMKO Taj CKyI HUje IIOBe3aH, OQHOCHO HUCY CBU HETOBU eJle-
MEHTHU CYCEIHU, OHIA HAII IPOIEC MOPa HAIPABUTU U3JOMJLEHY JIMHU]Y KOja ceue
camy cebe. Y mociemmeMm n — 1-oM KOpaky, CliajaMO TPEHYTHU Kpaj Ca jearmHOM
IPEOCTAIOM TAYKOM. Bpoj HAUMHA Na W3BPIIMMO IOMEHYTH IPOIEC je n - 27 2.
IIpumerumo na ompebhena nuHMUja HEe PaA3IUKyje CBOj MOUYETAK U MOCJIEHLU KPaj,
Te cMO cBaky m3bpojanu meamyT. Komauan pesyiarar je n - 27 3.

IlpBu paspen — b kareropuja

1. ¥3muwmo (a,b,¢) = (—1,0,1). Tana je
I=a*>+0+=14+0+1=2.

Hoxrasxknmo na je yek I > 2. Kako cy a,b,c paznuuutu; nenn 6pojeBu, HajBUIIe
jemaH on mux Moxke Outu Hysna. Ilpema tome, Gap mBa onm GpojeBa a,b,c cy
HEHyJa, Te€ Cy BUXOBU KBaaparu HajMmamwe 1. Oryna,

I=a?+bvV+2>1+1=2.

Ilakne, Hajmama Moryha BpemHOCT je , u nocrwke ce 3a (a,b,c) = (—1,0,1)
(n 3a BUIO KOJy HETOBY MEPMYTAILU]Y ).

2. KperumMo ca mpepadyHaBameM CaMUX KOMIO3UIMja A& OMCMO yOUNIIM IPABU-
—2x —4 .
no. Umawmo: f?(xr) = ———. JemmocTaBHO ce mobuja
x

Cama je f4z) = f(f3(z)) = f(z), mro nvmmmmupa caemehe: f5(z) =
f2(z), fo(x) = f3(x), f(z) = f(x),.... Karo je 2025 memmso ca 3, ciemu mna
je

12925(2025) = £3(2025) = 2025.

3. Bunumo na 5 menu matu 6poj, Te 25 nesau moryhu crenen, na 25 | ab, na je
a € {2,7}. Cnemu, ako je y muramy Gapem tpehwm cremen, 125 he nenntu matm
6poj, Tj. 125 | 2ab, Te a He Moxke Outu HuUTH jemaH onx mperxomuux. Crora,
TpaskeHn Opoj MOke OMTH caMo HOTIYH KBanpatT, Te he matm ocrarak 0 nim 1
npu gemewy ca 4. Cuenu, a = 7 me ucnymwasa ycaos (75 me naje ocrarak 0 nau
1 nmpu mememy ca 4), Te Mmoxke Outu camo a = 2. Mcnuryjemo ma sau je Gpoj
2202225 kBagpaT HEKOr TpupogHor Opoja. 36up nudpapa My je 15, mro 3HAUM
na je memuB ca 3, anu He 1 ca 9. Ilakse, He mocTOju TakBa mUdpa a.
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B

4. Heka je ABCD matu npaBoyraoHuK u Heka je O Mpecek HeroBUX IUjaroHAJA.
Osnaunhemo ca ¢ gaty npasy. C ob3upom na ce y dpopMmynanuju 3aJaTKa jaCHO
UCTUYY PEeYU - KO U CaMO aKO, PEIIelkhe CIPOBOANMO y ABA CMepaA.

(<) IIpermocrasumo ma mpasa { mposnasu kpo3 Tauky O u, 6e3 OrpaHnyema
ONIITOCTY, IPETIOCTABAMO 4 CE€Ue UBUIE TPABOyraoHuKa y Taukama P u @), koje
Cy Pa3idunTe O TEMEHa IATOr IPABOYTAOHUKA (BUAETU CIUKY). Y OCTaIUM
ciyJyajeBMMAa, Tj. YKOJUMKO mpaBa {, koja camp:xku Tauky O, 3ay3Me HEKU OPYTHU
OJI0:Kaj, TBpheme y 0BOM CMepy MOCTaje TPUBUjAIHO.

Jacuo je ma cy tpoyrnosu BOQ u DOP nonymapuu, jep je BO = DO,
/BOQ = /ZDOP (ymakpcumn), ZQBO = /PDO (Hau3MeHWUHU), OIAKIE 3a-
KByUyjeMo nma cy naysu BQ m DP nmonmynapue, a camuMm tuMm u AQ u CP.
Crora, tpame3su AQPD w CPQB cy nomynapHu, Te uMajy jeqHAKE TOBP-
muHe. HamomenuMo na OmcMoO mCTH 3ak/byvyar mobuam ma cMo oba Tpamesa
momenuan oaroBapajyhum HOpMasama u3 tadaka P u @ #a npase AB u CD,
penoM, Ha IO jemaH TPOYrao M MPABOYTAOHUK, KOJU Cy MOAyIapHU (TpOyTao
HacTao neoboOM IPBOT Tpame3a ca oarosapajyhmm Tpoyriom Apyror tpamesa,
ONHOCHO, IPAaBOYTAOHMK HACTao OeoOOM IPBOI Tpale3a ca oxaroBapajyhnm
OPABOYTaOHUKOM KOJU HACTaje neobOoM APYror Tparmesa).

(=) Hera cana npasa { neiau IpaBOyraoHUK Ha ABa A€ jeIHAKUX MOBPIIVHA.
I[IpernocraBuMmo cynporHo, Tj. na npasa { He nposaasu Kpo3 Taury O. O3Hauu-
Mo ca ¢ mpaBy koja canpsxu tauky O u mapasesHa je ca npasoMm { (Bumetu
cauky ucnon). Ilpase ¢ u ¢ cy pasauuwure, jep ¢ He canpsxku Tauxky O, ma je
neo mpase £, Tj. orBopena my:x P(Q), yryTap jemsor on Tpameza AQ'P'D umu
CP'Q'B. Ha ocuoBy npsBor nena pemema (IpBu cMep), nmpasa ¢ nenm mosasHu
paBOYTAOHUK Ha [OBa MAeja jeaHaknx mospmuHa. MebyTtuMm, u npasa ¢ uma
TO CBOjCTBO, Omakje he ciaemuTu ma ¢urypa koja mpunamua mojacy usmeby mse
napaJseane npase £ u £ 1 Koja ce Hajasm yHyTap npasoyraonuka ABCD, mrTo
Moske butu mapasuenorpam QQ'P’'P wau neroyrao QQ'P'DP (oso he ce necuru
kana P npunazna orBopeHno] aysku AD) uMa HOBPUIMHY jeHAKY HyJa, IITO je
memoryhe. [lakie, cympoTHA TPETIOCTABKA AOBOIU IO KOHTPAIUKIM]E, OTAKIIE
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3akpydyjeMo ma mpasa { canpxu tadry O.

D P P C

5. (IPBO PEIIEILE) Bpojesu (a; —i)? cy ucre mapHOCTH Ka0 U a; —1i, 38 CBAKO
1 <4 <2025. Kako je 36up cBux oBuUX Apyrux Opojesa Hysa (mapas), jep je

2025 2025 2025

S=(a1—1)+ (a2 —2) + -+ (ag025 — 2025) = ¥ (a; — i)=Y a;— Y _ i=0,

i=1 i=1

TO je moJsia3Hu u3pa3 mapaHn 0poj.
(IPYTO PEUIEILE) U3 jennakoctn

(a1 = 1)? + (a2 = 2)* + -+ + (az025 — 2025)” =

2025 2025 2025 2025 2025
N SIS SETR SU) S )
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
jep je (a1,aa,...,as25) mepmyrammja oxn (1,2,...,2025), nobujamo ma je mOIA3HA

Opoj mapaH.

Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. (ITPBO PEHIEILE) Pasnukosahiemo tpu ciayuaja:

1° Heka je a = 1. Tanma jemmavymHa HHEje KBaIpaTHA, Tj. MMOCTAje JUHEAPHA, Te
He MO:Ke MMATH ABa pelema (3a OHe KOju TO He IPUMeTe, CIydaj OM CBAKAKO
oTmao, jep y mcroM je pememe x = —2 ¢ (1,2)).

Heka je a # 1. Y mamem mompasyMeBaMoO Ha y CiIyvajy KBaIpaTHE jeIHa-
YMHEe, YKOJUKO je AMCKPUMUHAHTA WCTE jeqHAaKa HyJa, Aa OHA MMA ABA PEaJHA
pemema, Koja Ccy jemHaka. Pa3Marpamo KBaapaTHY (YHKIU]Y

f@)=(a—Dz*+ax+2, z€R, a#1.
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Ila Ou mosia3Ha jenHAYMHA MMaJia OBa PeajiHa pelrema mopa outu D > 0, rae je
D =a? —8(a—1) = a®? — 8a + 8 mackpuvmmHanTa Te jenHaumme. Jlakde, ycIOBH
3amaTka, 3a caga, cy D>0 m a#1 <= a’2-8a+8>0um a#l <—
(a<4—-2V2 umm a>4+2V2) na#l.

Y

xT

2° Hexka je caga a > 1. Ila 6u y oBOM ciydvajy jeHaUYMHA UMaJia 00a pemema y
uarepsaay (1,2) mopa 6uru f(1) >0, f(2) >0, 1< —2#:1) < 2 (x xoopmuHaTa

TeMeHa napaboine Mopa npunagatu uatepsaay (1,2)) u f(—ﬁ) <0, 1j. a>

-1, a> %, a€nu —ﬁ <0, Tj. a € (), jep mejennaumna 1 < —ﬁ <2
HeMa pemema 3a a > 1.

Y

X

3° Heka je cana a < 1. [la 6u y oBOM ciydajy jeiHauwHa mMaJa oba pemema y
uaTepsady (1,2) mopa 6utn f(1) <0, f(2) <0,1< — Sy <2m f(fﬁ) >
1j. a< -3, a<3,a€((,3)m 74(%1)20, OMHOCHO, a < —3, a < 3, a € (3,
na<l, tj. ach.

Konaumo, mona3na jennaynna HU 3a jeaHO peasiHo a Hehe mMaTu aBa pe-
asnHa pemema y naTepBatay (1,2) (yrmyuyjyhu oma, mymma, koja cy jennaxa).
(APYT'O PEHIEWGE) Ako je a = 1, jenqnaumna uma jenHo pememe & = —2. Y
CyTmpoTHOM, 3a Hyne kpampaThe ¢yurnuje f(z) = (a — 1)a? + az + 2, HA OCHOBY

0,
3)
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BujeroBux ¢opmyna, Baku

2
T1X9 = 2(0,— 1)
Kako je ycnos 3amatka ma obe Hyse mpunanajy uarepsatay (1,2), To je mUX0B
OPOU3BOA IO3UTKUBAH 6DPOj, na a > 1 (3ampaBo, HEONXOAHO je Ia IPOU3BOJ IIPU-
nazxa unTepBany (1,4), omakne nobujamMo jady oueHy: a € (%,2), mro he ce
KCIIOCTABUTHU Ja HUje HEONMXOAHO Y OBOM 3aIATKY ).

JacHo je ma x-rkoopanHaTa TeMeHa KBaApaTHe PyHKOMje f MOpa IPUIanaTi
uvaTepsaay (1,2). Crora, jemsocraBHO mOGHUjaMO Ha je T-KOOPIUMHATA TEMEHA
kBagpaTHe ¢yHKUUje [ jemHaka rp = Kako je a > 1, To je a7 < 0.
Kourpanuknuja!

Ilakne, Hujeman peaJsiaH OPOj a HE UCIYHABA yCJIOBE 33,TaTKA.

*2‘(;—1)'

2. CragpapaHo, CTaBUMO na je z = ¢ + iy, =,y € R. 3aMeHoM y mosasHy jemHa-
YNHYy U TpyIUCcameM cadupaka Io0ujamo

(23 + 3izy — 32y® —iy®) + (22 +yH) +2=0
(2% = 3zy® + 22 +y* +2) + (32%y — 3*)i = 0,

omarne je 3 —3zy? + x>+ 92 + 2 = 0 u 3z%y — y> = 0. Ipyra jenmaumna je
exBuBasenTHa ca y(322—y?) = 0, omrocHo y = 0 wim y? = 3z2. Y npsom cirydajy,
3aMEeHOM y jeqHaumHy peasHor mena mobwmjamo 0 = a2 + 22 + 1 = z(2? + 2 + 1),
omarne je £ = 0 wim 22+ +1 = 0. Ho, mocienma jenHauumna HeMa PeaHUX
pemema, na ocraje jemuHo xr = 0. Y apyrom ciaydajy, 3aMEHOM y jeTHAUYUHY

peassor gena magazumo 0 = x3 — 923 + 22 + 322 + x = —823 + 422 + x, omakme je
r=0 (uy=0) wm 8z2 —4r — 1 = 0. Pemema nocieame KBaJpaTHe jeTHAUIHE
cy © = 1%/5 uzxr = 1_7\/5 Komauno, ycnos y? = 3z mam maje y = +x/3 =

:I:%‘/g\/?: = %ﬁ. Ilakne, cBa pellema jeqHAYNHE CY JATa MapOBUMA:

() € ((0,0), (Y3 BEVE) VS SHVE)

)Y

3. Axo 6u Bazkmzo n > 25, Tama 6u 5° | n! u 2° | n!, ma 6u ce 6poj 3aBmasao ca
Gap 5 myna, mro muje cayuaj. Ca apyre crpame, 3a n < 20 umamo 5% f n!, mro
takobe Huje cayuaj. Iarie, 20 < n < 25.

[Ipumernmo ma n! MoskeMO 3amucaTu Kao

nl=xz- [[ (5i+1)(5i +2)(5i + 3)(5i + 4)(5i + 5),
0<i<3
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roe je x = 2"—01! npuponax 6poj. lasme,

nl=x-5%1-2-3-4)- J[ (5i+1)(5i + 2)(5i + 3)(5i + 4).

0<i<3

ITo momymry 5% mmamo ma je 2432902008176640000 = 640000 (mod 5°), Te je

640000 = 5* - 24 -z - H (5i 4 1)(5i + 2)(5i + 3)(5i +4)  (mod 5°).
0<i<3

Kaxo je 640000 = 64 - 10* = 2% - 5% . 64, na

59154 (6416 —24- 2+ [ (5i+1)(5i +2)(5i +3)(5i +4) | ,

0<i<3

ma 52 menw m3pas y sarpaim.
Ca mpyre crpase BayKku

(5i+1)(5i+2)(5i43)(5i+4) = 24+5-(1-2-3+1-2-441-3-442.3:4)-i = 24 (mod 25),

Te je H (50 + 1)(5i + 2)(5i 4 3)(5i +4) = 24* = 1 (mod 25), ma je
0<i<3

64-16 —24-x - H (5i+1)(5:+2)(5:+3)(5i+4)=14-16+x=x—1 (mod 25).
0<i<3

ITpema Tome, Mopa ma Baxku 25 | t—1. C mpyre crpane, = € {1,21,21-22,21-
22-23,21-22-23-24}. OBu 6pojeBu cy, penoMm, KOHIpyeHTHE ca 1, —4,12, —24, 24
mo monyay 25. Hakise, n = 20 nan n = 23.

Axo 6u Baskumo n = 23, tana 6u Baskuuo 3-1018 > 231 > 71.8.9.1010.20* =
5040 - 72 - 10 - 16, mTo je exBuBasenTHO ca 3 -10* > 5040 - 72 - 16, a oBo Huje
tauno. Jlakme, n = 20.

4. Heka je /ZPAB = a. Tama /XAB = 7m — «, ka0 u ZXYB = «, jep je
verBopoyrao XY BA teruBan (36up HACHPAMHUX YHYTPAMIBUX YTJIOBA Y TOM
YETBOPOYTILY je 7).

Oryna je APAB canuan ca TPOYILJIOM
XYy PX

APYX. je — = ——, Tj.
Cnenu na je BA o
BA-PX

XY =
PB

18.
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Hamomenumo ma cMo Ha caunu KpyskHUIE k1 U ko O3HAYUWUIU Ca C; U C, PEIOM.

5. 36up mBa pasnuuura Opoja u3 ckyna A = {1,2,...,9} Moske Gutu GuIo KOjU
neo 6poj us cxyna {3,4,5,...,17}. 3abpamenu cy 36UpOBU KOjU Cy HEJLUBU ca 3,
unu ca b, mau ca 7, tj. 3,5,6,7,9,10,12,14,15. IIpema Tome, 103BO/bE€HU 30UPOBU
cycemHuX OpojeBa Cy TAdHO:

4, 8, 11, 13, 16, 17.

Ompenumo cama no3BosbeHe cycemuoctu (3a Opoj xz € A tpasmumo 6poj
y € A rako na je v +y € {4,8,11,13,16,17}):

1~3,7,
2~ 6,9,
3~1,5,8,
4~7,09,
5~ 3,6,8,
6~2,5,7,
7~1,4,6,9,
8 ~3,5,0,
9~ 2,4,7,8.

Kmyyna Ttpu Opoja koja mMmajy TayHo mBa Moryha cycema cy:
1 mopa butu cycenan ca 3 u 7;

2 Mopa Outu cycenman ca 6 u 9; 4 Mmopa Outu cycemau ca 7 u 9.

Ilakise, y KpyKHOM pacIoOpemy HY:KHO Baike Be3e:
(1,3), (1,7), (2,6), (2,9), (4,7), (49).

Oryna, 6pojesu 7 u 9 Beh umajy no mBa cycema (Hamme, 7 uMa cycene 1 u 4, a
9 cycene 2 u 4), na Bume He MOT'Yy OUTHU CyCEeIHU HU Ca jeIHUM APYTUM Opojem.
3ato 6 He Moyke Outu cycenan ca 7 (jep je 7 sehi “momymen”), ma 6 Mopa Gutu
cycenad ca 5. Kako 8 mopa umaru nsa cycenma u3 ckyna {3,5,9}, a 6poj 9 seh
rMma nBa cycena (to cy GpojeBu 2 u 4), cienu na 6poj 8 Mopa Guru cycenas ca
3 u 5. Crora, Kpy;KHUAIIA Ce jeIMHCTBEHO 3aTBapa, Te NOOUjaMO paclIOpem:

1,3,8,5,6,2,90,4,7

(y cMepy CympOTHOM OJ Ka3aJbKe Ha CaTy).



37

Ha kpajy, 1ako ce mnpoBepaBa na Cy 30UpOBU CyCeIHUX IIapOBa y TOM PACIOPEny:
1+43=4,34+8=11,845=13, 5+6=11, 6+2=8, 2+9=11, 9+4 =
13, 447 =11, 74+ 1 = 8, Te Hujenan Huje nempwB ca 3, b uau 7. [larie, Takas
pacnopen HOCTOju (BUIETU CIUKY ).

Tpehu paspen — B kareropuja

1. Hajnpe younmo na je maru mpousson obsmka (A — B)(A+ B) = A2 — B2, rne
je
A = 3sinxz — 10, B =4cosx, z € R.

3aTo BaKu
f(z) = (3sinz — 10)® — (4cosz)? = (3sinz — 10)? — 16 cos® =, = € R.

23 =1—sin®z, nobujamo

Kako je cos
f(z) = (3sinz — 10)* — 16(1 — sin® z).

Hera je t =sinx, € R. Tazna je t € [-1,1]. Crora,

f(z) = (3t—10)*~16(1—t*) = (9t*—60t+100)—16-+16t* = 25t>—60t+84, t € [—1,1].

Ilaksne, MuHmMu@3anuja ¢yHKIZje [ CBOOM Cce Ha MUHUMMK3AIU]y KBaApaTHE
$yHKIUIjE
g(t) = 25t — 60t + 84, te[-1,1].

Honyurom nmo xBazpara bmHOMa HOOKjaMo
g(t) = 25t% — 60t + 84 = (5t — 6)* + 48,

Te, ma HeMa orpaHmuema t € [—1,1], MmuaMMYyM 6u 6mo 48 u moctmzao Gu ce 3a
t= g > 1, anu to Huje moryhe, jep je |sinz| <1, 1j. ¢t € [-1,1]. Crora, rako je
rpadur pyHKIUje g napabosa OTBOPEHA HABUILE U KAKO j€ & KOODIUHATA TEMEHA
ucre Behia ox 1, To Ha cermenty [—1,1] ona omajna, Te MUHUMYM Ce IOCTUKE Y
tauku t = 1. 3aro je

min ¢(t) = g(1) =25 — 60 + 84 = 49.
te[—1,1]
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Hakme, min f(z) = 49 u uctu ce mocTw:ke TayHo kKazxa je sinz = 1, Tj. 3a
z€R

r =5 +2kn, k€.

2. Ilatu cucreM jemmaumHa je medumncan 3a x > 0 u y > 0. Kako Bamu 2V =
y"® = =Y 1o y3 mpee jenmaumme mobujamo e*MY = 1. JlorapurmoBamem
obe crpame mociaenme jemHaxkoctu nobuja ce Inxlny = 0, omakie je z = 1 uun
y=1.

Yromuko je x = 1, Taga u3 apyre jeaHaumHe cucreMa mmamo 1M1 4 ymy =
e+ 1, omarme je y™Y = e. JlorapurmoBamem mobujamo (Iny)? = 1, ommocuo
Iny = +1, onaxie cy pemema y = e naux y = e . Cayuaj y = 1 maje amanoraa
pemema (e,1) u (e71,1).

Ilakme, pemema cy: (1,e),(1,e71), (e, 1), (71, 1).

3. [IpumeTnmo na He MOry cBa Tpu 6poja p, ¢ u r OUTU HEHAPHA. 3aUCTa, TATA
6u p? + ¢> 6uo mapan 6poj, a r memapan. Kako je 2 jenmun mapan mpocT 6poj,
Oapewm jeman om p,q u r Mopa butu jennak 2. Iluckyryjemo Tpu cayduaja.

1. p=2: Basu (r2 —2)(r?> +2) = r* —4 = ¢3. Karo je ¢ mpocr 6poj, caemn
{r2—2,7242} = {q,¢*} wmm {r’>—2,72+2} = {1,¢*}. Omasne cnemu ¢>—q = 4
nma ¢° —1 = 4. 3a ¢ = 2 He BAXM HUjeIHO O HABENEHOT. 3a ¢ > 3 ce
nokasyje ¢ —q¢ >4 u ¢ —1>4. Y oBoM cayuajy Hema pemrema.

2. ¢ =2: Bawu (1> —p)(r> +p) = r* —p? = 8. Omasze je r> +p < 8, mTo
naje moryhuoctu p € {2,3,5,7} u r € {2}. IIupeKTHOM IPOBEPOM BUIUMO
Ia HUjeaHa KOMOWHAIM]A HE Iaje Pelleme.

3. r=2: Nmamo p? + ¢ = 16. Kako je p? < 16 u ¢> < 16, ocTajy moryhroctu
p € {2,3} u q € {2}. uperTHOM IPOBEPOM BUIAMMO Oa HUjeAHA KOMOU-
HAIja HEe Jaje pellemne.

4. Hera cy nmy:kmHe cTpanuna mosjassHor tpoyriaa AB = c¢, BC =a u CA = b.
Kopucrehu rocunycuy teopemy, kojy mpumemyjemo Ha ATAQ u va APBS,
nooujamo:

(1) ATAQ : manmo

TA=b, AQ=c, /TAQ=180°— /CAB =180° — a,
ruoe je o = LZCOAB, na je

cos(£LTAQ) = cos(180° — o) = —cosa = —é.
c
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P
PS=5
Q
S B
1 T =59
R C A
U T

Kocunycua teopema mam maje:

QT? =TA? + AQ* —2-TA - AQ - cos(LTAQ).

b
592—b2+02+2-b~c~(>‘
C

3481 = 30> + %, (1)
(2) APBS : Nmamo
PB=¢, BS=a, /PBS=180°— /ABC =180° — f,
rme je 8 = ZABC, Te je
cos(£ZPBS) = cos(180° — f) = —cos 8 = —%.
Kocunycua Teopema Ham, Tazna, maje:

PS? = PB?+ BS? —2- PB - BS - cos(/PBS).

582 =c2+a’+2-c-a- (2)
c
3364 = c* +3a%.  (2)
Konauno, cabupamem jemmarxoctu (1) u (2) mamasumo na je 3(a + b?) + 2¢2 =
3¢2 4262 = 5¢2 = 6845, Tj. ¢ = 1369, Tj. ¢ = AB = 37.
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5. Omrosop: 2025 = 452, IIpetmocTaBUMO Oa Cy sKETOHM TAKO IMOCTABJ/LEHU A
ce HUjenaH He MOKe yKJIOHUTH ca Tabse. IlocmarpajMo DpOU3BOJBAH KETOH
ca Ttabme. C 063upoM Ha TO Ja Ce OH HE MOKE YKJIOHUTU, 3aKbyUyjeMO na y
IHErOBOM peny moctoju bapem 45 skerona. Kako ce Hujeman on tux 45 ;KeTOHA HE
MOK€ YKJIOHUTHU, TO Y KOJIOHM CBAKOT OX Tux 45 skeToHa mocToju 6ap 45 skeToHa.
IIpema Ttome, Ha Tabau je He mame onx 45 - 45 = 2025 xeToHA.

Ca mpyre crpame, nonymaBameM OUI0 Koje moarabise Beauuune 45 X 45
ca 2025 :kxetona (ocTarak je mpasaH), JAKO BUAMMO Na HUTHU jelaH O HMUX He
MOKEMO YKIIOHUTHU.

UYerBpTHu pa3pen — b kareropuja

1. Heka npasa p ceue oce Ox u Oy y raukama M(z,0) u N(0,y), penom, upu
z

yeMmy je mpema noctasiu & > 0 u y > 0. [loBpmunaa TakBor tpoyriaa je P = 5

a kako je y > 0, To Mopa

6utu x > 2. Ilospmmna je cama P = P(x) = 2(;57;), a xako je P'(z) = %

u P'(x) <0, 3a x € (2,4), onocro P’'(z) > 0, 3a © > 4, 10 je Tauka & = 4
MuanMyM ¢Qyurnuje P. Ilospmuna Tpoyriaa je rama P(4) = 4, a rpaskena npasa,
Koja mposasu kpo3 tauke A(2,1) u M(4,0), uma jemmauuny x + 2y — 4 = 0.

_ZT
x—27

W3 omuoca z : y = (x — 2) : 1 mobujamo y =

Hamomena. Munumywm ¢yurnuje P(x) ce MOrao oapeauTy U IPUMEHOM HejeIHa-
KOoCTH m3MeDhy apuTMeTHUKe U reoMeTpujcke cpenuue. Hamme, jacHo je ma mopa
na Baxku x > 2 m y > 1. Ilpumerumo na Baku

22 1 22 —4+4 1 4 1 4
20r—2) 2 (z-2) 2(“H +x—2) 2( + )+x—2)

3a x> 2 je x —2 > 0, Te, HA OCHOBY HejemHarkocTu usmeDhy apurmeruukre u
TeOMETPUjCKEe CPEeAUHE, BaKU

4

> 2V/4 = 4.
r—2

(z —2)+
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Onarae caenu
x? 1

T R

IpU YeMy jeITHAKOCT BaKU 3a T — 2 = ﬁ, Tj. © = 4 (pememe jeguavyune je u
x = 0 Koje He y3uMaMoO y pasMarpame 360r yciosa x > 2).

2. Heka je z =2 +iy € C. Tama, u3 2 € A= {z:2—2 +i =0} nobujamo na je
y= —%, Tj. mobujamMo ma Cy y mATamy KOMIUIEKCHU OpojeBu obsmKa z =t — lz
t € R. Onn npexncrasmajy mpasy p: Zm z =y = —1 (mapalenny ca peaHoM
0COM) Y KOMIUIEKCHO] PaBHU (BUIETH CIUKY ).

ZmA ImA

1+ 1t

Dp—143i=1
> ;

;,1-., 1 0 T ;

_
7 T Jpv & - 6 Re
prgmE=—5,1 14

!
L
o

o—+

1
Amnanoruo, u3z z € B ={z: Im(ﬁ) =1} nobujamo na je A1 = m
(z—1)—3y __ z—1 . —Y . _
< = =+ . Crora, jemua a T =1 ce
G D T Zo 1214 Z(a: " Tora, jemmauma Im —
CcBOIM HA m =1, 1. (-1 4+y =y 1. @—1)2+y2+y+1=1,
1
omocHo (z —1)2 + (y+ 1)? = (%)2, mwro 3HauM ga ckyn B = {z | Im 1 =
-
1} y xommiekcHoj papau oxpebyje kpysxmumy k ca mentpom y Tauku 1 — 1i m
NOyIpeYHnKa 3 (BUACTY CIMKY M3HAL).
Im
1+
k: \z—l—}—%z\:é
~1 0 >
p:Im z:—%l Zl 22

. - . 1 .
Iakie, pememe MOJIA3HOT cucreMa jemqHavumaa z — 2z +¢ =0 u Im Py 1 je
: _1_ 1 _3_1;
ckyn AN B, a To Cy KOMIIEKCHN OpojeBn 21 = 5 — 50 U 22 = 5 — 5.

3. (ITPBO PEHIEILE) IlesmemeMm 06e cTpaHe jeqHadmHe ca n 1obujamMo:

(n=1I+1= n L



42

IIpBo, mpumerumo na n = 1 Huje pememe, a n = 2 jecre pememe. Ilame, 3a
n > 3 uMaMo

n—-1'=1-2.3---(n-1)<(n—-1-(n—-1)-(n—1)---(n—1)=(n— 1)L
Ca mpyre cTpaHe BasKu U
(-t =" 0" P =) 4+ - D) (n = 1)

Jacuo je ma je 3a n > 3 oBaj m3pa3 Behu on 1, ma Apyrux pemema HEMA.
Hamomenumo na cMo 0BIe KOPUCTHIM MO3HATU UIEHTUTET:

a® — bk = (a - b)(akfl +a" a4 b bkil), a, beR, k> 2.

(IPYT'O PEHIEIGE) Kao y npBoM pememy, jeiHAUMHA je €KBUBAJIEHTHA Ca
(n—1)!4+1=mn""t. JlokasKMMO TPUHIUIIOM MaTeMATUUKe UHIYKIMAje Aa 3a 1 > 3
BaKN

(n—D!'+1<n™t
Basa: 3a n =3 tBpheme je Tauno jep je (3 —1)! +1 < 32.
WNunyrrusna xunoresa: Heka 3a HEeko n > 3 Baku

(n—1)+1<n™t
WunykruBau kopak: Kopucrehum uanykruBHy xunoresy mobujamo je
nl+l=nn-+1l<nn™'=1)+1=n"-n+1

Kako jen > 3, To je —n+1 < 0, ma je n” —n+ 1 < n”. Komauno, xako je
n™ < (n+1)", To cnajameM NpeTXOmHUX HejeTHAKOCTHU HOBUjamMo

nl+l<n”—n+1l<n”<(n+1)"

Ilakie, Ha OCHOBY NMPWHIMIIA MATEMAaTUYKE UHAYKIUjE 3aKbYUyjeMO Oa 3a n = 3
BaKU

(n—1+1<n™t
IIpoBepom cayuajeBa n =1 u n = 2 ycraHoB/baBaMo 1a je n = 2 jeAuHO peIlnene
3a1aTKa.

4. YBemuMo crammapaHe o3Hake 3a yriose tpoyraa ABC: /BAC = o, ZABC =
B u L/ACB = ~. Tana je ZADE = /DAC + ZDCA = %—i—'y, Ka0 CIIOJbAIILN
yrao tpoyraa ADC. C mpyre crpane, kako je F Ha cumerpasu nysxku AD, To
je AE = DFE, na je /ZDAE = ZADE = %Jr ~v. Capna mako mobujamo /EAB =

/LDAFE —/BAD = ~. Kounauno, raro je ZEAB = ZACB = v, 10 je AE TanrenTta
ommcaHor kpyra oko tpoyria ABC.
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5. 3a cBaKOr TakMuUUapa, Opoj moeHa je %aer, rue je a 6poj HEpeImeHnx mapTuja
KOje je murpau omurpao, a b 6poj mobena, omariie ciend ma TAKMUYAD MMa IIEO
Opoj moeHa akKoO M caMO ako je Opoj Hepemenux naptuja mapax. Jlame pememe
3aBUCU OJ MApHOCTU Opoja n, Tj. Opoja urpayva.

1° n je memapan: Tama cBakm urpau mrpa yrymao n — 1 maprtuja, a 6poj n — 1
je mapan. 3aTo je moryhe ma cBe mapTuje Ha TypHUPY Oymay HepemeHe. Y TOM
cay4dajy, CBaKUd UI'Dad MMa napaH 6poj peMuja, ma caMuM TUM U 1Ie0 Opoj moeHa.
Kakxo mema Bume mapTuja on n("Q_l), MTO je yKymaH 6poj mapTuja HA TYPHUPY,
oBaj 6poj, Tj. @, npencTaBpa Hajsehu moryhu 6poj HepemeHux mapTuja y
OBOM CJIy4ajy.

2° n je mapan: AHAJOIHO, CBAKM UI'PA4Y UIpa TadyHo n — 1 mapruja, mMTO je
memapan 0poj. Crora, urpad He MOMKe MMATKU CBEe HApPTHUje HepelleHe, jep 6u
Tana uMao Hemapad 6poj pemuja. Ca mpyre crpane, Hajsehiu mapan 6poj Koju
je Mmamu ox n—1 jecTte n—2, Te CBAKM UT'PAY MOKE UMATHU HAjBUIIE N —2 HEPEIIeHe
mapTuje.

OBoO ce MOMKe OCTBAPUTHU TAKO IITO, HA IPUMEDP, UTPAYE YIAPUMO:

(1,2),(3,4),...,(n—1,n),

Y HEKa y CBAKOM OJl OBUX IapoBa napruja Oymae omrydena (HUje HEPEIIEHO), TOK
cy cBe ocTajie mapTuje Hepemene. Tana CBaku urpad nMa TAYHO jJeAHY OMIYUeHy
naptujy (mobena mau mopas) u n — 2 HEpEeIleHe mapTuje, mMTO je mapaH 0poj,
Te CBU Urpadm mmajy mneo 6poj moena. Ilakie, y oBoM cayuyajy mobujamo ma je
@ majsehim Mmoryhum 6poj Hepemenux napruja.
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PEIITIEIHLA 3AIJATAKA ORPYFRHOI' TAKMNYEIHA N3
MATEMATHWRE

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. Ouuraenso Baxu
(a®> = b*)(ab—1)=0 <= (a—b)(a+b)(ab—1) =0,
OJAaKJe 3aKBbYUyjeMo Ia je
apb <= a=b wm a=-b wm ab=1

Crora, penamujy p MokeMo npencrasutu tabaunom (0 o3HavaBa Ha €JIEMEHTH
HUCY y pelanuju, HOK 1 O3HauaBa Aa Cy €JIEMEHTU y DeJlaluju):

o |01 -1 2 1 -2 -1 3 1
0|10 0 00 0 0 00
1/01 1 00 0 0 00O
-1{0 1 1 00 0 0 00
200 0 1 1 1 0 00
100 0 1.1 0 1 00
-2/0 0 0 1 0 1 1 00
-1/00 0 01 1 1 00
3/00 0 00 0 0 11
$100 0 00 0 0 11

(a) cnurajmMo ocobune penanuje p.

PedaexcuBaocT: JacHo je ma 3a cBako a € A Basku a = a, Te je
(a® —a*)(a®* —1) =0,

OIHOCHO apa, Tj. penanyuja p je pedaekCUBHA.

Cumerpuunoct: Axko je a pb, Tana Baku 6apem jenna on ciaeneNux uMminkamm-
ja:
a=b = b=a,

a=-b = b= —aq,
ab=1 = ba=1.

Y cBa Tpu ciay4daja jeTHOCTABHO 3aKJ/by4dyjeMo na npousmnaasu bpa, Tj. penamuja
p je cuMeTpuyYHa.
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Autucumerpuunoct: Ilocmarpajmo enemente a = 1 u b = —1 ckynma A. Tana
je
1p—1 umw —1pl,

Tj. apbubpa, jep je 1 = —(—1). Mebyrum, a =1 # —1 = b. Iakue, penamuja
p HUje aHTUCUMETDUYIHA.

Tpam3uruBuoct. Ilocmarpajmo, cana, exemente a = 2, b = % uc= —% CKyTa
A. Basku:
1 1 1 1 1 1
99 flepie 2.2 —1) L, (iepie £ — _(_1y)
py (epje2-5=1). 5p—5 (epje;=-(-3)
Mebyruwm,
1
2 4 =
b3

jep HUje UCHyHmeHa HUTU jeTHA Ol jeTHAKOCTU:

Iakie, pemanuja p HUAje TPAH3UTUBHA.

(6) C 0oB3mpoM na penanuja p HUje TPAH3WUTUBHA, OHA HUje DeJalja e€KBUBa-
neurmje. Ca gpyre crpase, ako Ae(QUHUANIEMO MOACKYN p; ckyma A X A ca

(D) (9 ()9}

p=pUps

ocTaje TpaH3UTUBHA (IPOBEPUTH - PEPIIEKCUBHOCT U CUMETPUYHOCT OCTAjy Ha
CHA3M), OMAKJIE 3aKbYUyjeMO Ia je pesanuja f pesaluja eKBUBAJICHIIN]E.

Tanga peJanuja

2. Bamarak hemo pemwuTn y3 moMoll BeKTOpa M OCHOBHE KapaKTepu3aluje Te-
JKUANITa TPOyTJaa. 3a Tauky Y, Koja mpencrasiba Teskumre Tpoyraa AMNP,
BaKU

— — —
6AY = 2AM + 24N + 24P = (AA + AB) + (AL + AC") + (AC + AA').

Ca mpyre cTpaHe MMaMmo:
— — —
6AX = 2AX + 24X + 24X = (AA + AA) + (AD + AB') + (AC + AC),

—
Te je B = AY, ma ce tauke X m Y mormamajy, tj. X =Y. Camum tuMm je
tauka X Teskumre Tpoyraa AMNP.



46

3. Ama uma nobemuuuky crparerujy. HakoH cBakor moresa, oHa he ocTaBmaTu
Bojany 6poj koju je memus ca 10. Ha mouerky, Ama Gpume 2025 ca tabie u
zammcyje 6poj 2025 — 5 = 2020. Tume Ana ocrasma Lojany Opoj koju je memus
ca 10, na kaxko bojan me moke ma omysme 0 on mera, on he AHu ocraBUTH HA
Tabsu Opoj Koju curypuo Huje nesmuB ca 10. Crora, AHa moHaB/ba MOCTYIAK
ony3umMama 3amqme mudpe 6poja Ma xkaxko Lojan urpao.

Hakon komaunor 6poja ropaka, Ha Tabsu he Outu 3amucan 6poj 10 u
raga he Bojan 6utu ma moresy. Lojam 3amucyje 6poj 9 ma tabau u taga Ana
3anucyje 6poj 9 — 9 = 0, unme mobebyje y urpn.

4. Ilepuna jecte ycmeo na Ha Tabiu 3amnuile CBaKU IPUPOLaH Opoj. 3ancra, HEKa

je m mpom3BOJbAH MPUPOJAH OPOj U HEKA je HErOB MEKATHU 3aIUC Qrdk—_1 - - . 01-
k

OsuaummMo ca s = Zai 36up mudapa 6poja n. Oumrmenso je 10¥ > s. Tana,
i=1

6poj

111...11 1.
Q-1 a1
10 — s

uMa, 36up mapapa 10F u k-rorm¢penu sappmerax jemmak n, ma he Ilepuna mHa
Tabsiu 3anucaTu yupaso 6poj n.

5. llpumerumo na je seBa crpana He Mama onx 3, ma je b > 0. IIpermocraBumo
upBo na je m a > 0. Ilocmarpajmo obe crpaHe mare jeIHAKOCTH IO MOIYIY 3.
Tana je

143942025 =14+0+0=1 (mod 3), kao u 2027° = (—1)° (mod 3).

Opnasne je b mapan 6poj uz N. Cunmuno, mocmarpameMm obe cTpaHe mare jen-
HAKOCTU TIO0 MOAYJIY 8 mobujamo

14+3%42025"=1+3"+1=2+3"* (mod 8), xao m 2027° =3 (mod 8).

Kako je 32 = 9 = 1 (mod 8), To je 3* = 1 (mod 8), 3a cBaku mapas TpUPOAAH
6poj b. MebyTtum, neBa crpaHa je IO UCTOM MOIYJY KOHI'DYeHTHa ca 2+ 3%, mTo
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je KOHrpyeHTHO ca 3 uan 5 mo moxyay 8. Ilakie, y oBOM ciydajy HeMa peuemna.
Cunemu, a =0, ma 6u 3a b > 1 BaxuIo

2 = 2027" — 2025°

= (2027 — 2025) (202771 4-2027°72 - 2025 + ... + 2027 - 202572 + 2025°71) > 2.

Komnauno, nposepoM Hasas3uMo na je jemuno pememe 3anatka (a,b) = (0, 1).

Jlpyru pazpen — A kareropuja

1. Heka je L m3pa3 roju ce HAJNA3U ca JeBe CTPaHEe HEjeTHAKOCTU y MOCTABIU
3amatra. Tana, mo AT HejeqHAKOCTU TPUMEH-EHO] HA TPU cabupka y uspasy L,

UMaMO 113 BarKU
2x2+yzty?+zaet+zi+ay
L>3¢ (

za + zy)(zy + y2)(yz + 2x)

C o63upowm ma Bakn (z—y)2+(y—2)%+ (2 —x)? > 0, nobujamo na je 22 +y?+22 >
ry + yz + zx, omakie je

Y 22(zy+yz+zx) g8 26
>3 Ga o)yt e et en) o\ Gr T aw) ey +92) (s ¥ 20)

[Ipumewyjyhu, nonoso, A" HejenmakoCT Ha YMHMOIE Y UMEHUOLY, Te KopucTehn
yCJIOB 3amaTKa, J00ujamMo

Y/ (zx + zy) (zy + y2)(yz + 2z) < (22 + 2y) + (2y ;— y2) + (yz + 22) = g =2,

2
onakJie HaJasmMmo aa je L > 3- 5 = 6, yume je mokas 3aBpiieH. Hamomenumo na

jemHAKOCT BayKM aKO M CaMO aKo je T =y = z = 1.

2. Heka je taura H mnpecek npasux AD u BC. Kaxo je werBopoyrao ABCD
TeruBaH, 3Hamo ga je ZCDH =  u /DCH = «, omakie 3akbydyjeMo na je
AHAB cmuuan ca AHCD. Kako cy F u F cpemumra omarosapajyhux crpa-
HULIA Y CIAWYHUM Tpoyrimma, umamo ga je AHEB cauuan ca AHFD, onakie
Hasazumo 1a je ZDHF = /BHE (%), kao u % = % = % = g—g, Ima Ha OCHO-
By OOpHyTe TeopeMe O cuMeTpaJu yria umamo na je HG cumerpana /FHE.
Hakne, /ZFHG = ZEHG, a 36or (x), nobujamo ZAHG = ZCHG, omaocHO 1a je
HG cumvmerpana ZAHC. Tlocmarpajmo, cana, onucarau kpyr AHAC. Hexka uctu
cumerpasa ZAHC ceue y taukm G'. Tana smamo na je tauka G’ cpemumre
mamer ayka AC, Ommocmo AG' = CG', a xako mmamo u AG = CG, Te na
cy tauke G,G’ ca wmcre crpame mpase AC, s3akmyuyjemo G = G'. Crora je
/AGC =180° — ZAHC = a + .
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Hanowmena. Yronuko je AD || BC, tana je werBopoyrao ABCD tpanese, ona-
KJIe TpuBHjasHO mobmjamo TBpheme.

3. Ouurnenso je k > 0. Horaxkumo ma k = 1 3amoBomsbaBa ycIiiOBe 3aJaTKa, Tj.
na n3banuBameM HajBUIIE jeTHOT WiaHa AOOUjaMO HU3 CA TPAYKEHUM CBOjCTBOM.
Iloka3 M3BOAMMO WHAYKIWjOM IO N, IPU UeMy ciydajeBu n = 1 u n = 2 Tpus-
ujasHo Baske. llpermocraBuMo na mMamMo HU3 Iy:kuHe n > 2. Aro je a; = 0
unua a, = 0, IpUMEHOM WHIYKTUBHE XUMOTE3€ Ha HU3 A3, ..., 0y, OJHOCHO HA HU3
ai,...,0an—1, 3aBPIIABAMO MHAYKTUBHU KOpak. Jlame, ako mocToju 7 < n ca CBO-
jCcTBOM ma je a; = ajy1, MOKEMO NPUMEHUTV MHIYKTUBHY XUIOTE3y Ha HU3 6e3
YJIAaHOBA U4, G;4+1, Ta OHIJA BPATUTHU OBa ABa udiaHa. IIprMernMo na TuMme HHCMO
MOpPEMETUIIN TPAKEHY CyMy, OJaKJe 3akbydyjemo mna TBpbheme Basku. Ocrao je
cayuaj (a1,as,as,...,an—2,0n-1,a,) = (1,0,1,...,1,0,1). Ouurmemno je ma ta-
aa n MOopa OUTH HEMapHO, Te€ je MOBOJLHO M3DANUTU UJaH Ant1, TUME je moka3s
3aBPIIEH.

4. Hera je Sy = {fk(1), f5(2),...,f*(2025)}, 3a k € Ny, mpu uemy je Sy =
{1,2,...,2025} = A. 3a cBaku enement ¢ € A = Sy pyuruuja f onpebyje meros
crenbenvk f(x). Bpoj xz je nperxomuuk Gpoja y ako Basku f(x) =y. Ouwnriemno
je ma jeman Gpoj MOke UMATH BUIIE IPETXOAHUKA, aju (mowmrTo je f ¢pyHKoumja -
jemHo3HAUHA je) cBaKM OPOj MMa TAYHO jeIHOT CJeN0EHUKA.

Jacuo je ma ckym Ski1 mobujamo m3 ckyma Sp TAKO IITO CBAKU €JIEMEHT
x € S 3aMeHnMO merosuMm ciaenbenuxoMm f(x). Ilpyrum peduma,

Si1 = f(Sk) ={f(x) : @ € Sk}.

[Ipumernmo na ememenT y € Sy ce He MOjaBibyje Yy CKyIy Ski1 aKO M CaMO aKO
HeMa UPETXOJHUKA y CKymly Sk, Tj. ako He mocrtoju z € Si takas xa je f(x) =
y. Tarxse enemente hemo 3BaTm JmcroBnma (IperUsHUje, JTUCTOBUMA y CKYILY
Sk). Ako Hema JUCTOBa, CKYyN MOCTaje CTajaH, Tj. ¢yHRmujoM [ mme y cebe.
[IpernocraBuMO ma y HEKOM KODaky, HIpu mpenasy Sp — Spy1 QyHEIEIjOM f,
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HUjesaH eqeMeHT u3 Sy Huje jsucT. 1o 3HAUM ma cBaku y € S mma Oap jemHor
nperxonHuka y Sk, Tj. mocroje x € Sy ca f(x) = y. Iakue, npecnuxasame
f Sy — Si je cypjekruBuo. Karo je Sy KoHauaH CKyIl, U3 CypPjeKTUBHOCTU
clenu M H-eroBa WH-eKTUBHOCT, ma je f : Sy — Sk, 3ampaBo, Oujernuja y ToM
cayuajy. Oryna,

Sk+1 = f(Sk) = Sk.

Hame, TprBrjaTHOM MHAYKIXjOM HOOWjaMo Oa je
Sk = Sk41 = Sk+2 = Sk43 =+,

makje, ON TOr TPEHYyTKa Halajhe CKYIl Ce BUIIE HE MEma IeJOBameM (yHKIUje
f (moctwke ce Takozsamm dukcHu ckyn). MebyTum, ¢purcHu ckym mopa HacTa-
T Hajracuuje mo 2024. kopaka. AKO y HEKOM KOPaKy MOCTOju GapeM jeman
JIUCT, TAna Taj JUCT HecTaje y cieneliem ckymy, ma ce Opoj ejxeMeHaTa CTPOrO
cMamyje:

|Skt1] < Skl

ITomro je |Sp| = 2025, TakBO CTPOro CMABmUBAHE MOXKE Oa CE NOTOIM HAjBUIIE
2024 nyTa, jep CKynoBu Sj HUKAAa HUCY Ipa3Hu (HA OPUMED, YBEK CAIAP/Ke eJe-
ment f¥(1)). 3aro, majracruje mo Kopaka k = 2024, MOpa HACTYINUTYU CUTYAIH]a
6e3 mmcrToBa, Tj. MOpa ce mocTuhu (QUKCHU CKYII.

Kana ce purcHu cKyn jemHOM QOCTWTHE, OH OCTaje UCTU y CBUM HAapETHUM
KOpanuMa, Ia nocebHO BaKu

S2024 = S2025.
TO 3HAYU 14 je

{£2024(1), £2%4(2),..., £2024(2025)} = {£2°%°(1), £2%(2),..., f2°25(2025)},

mTo je u Tpebasio MOKa3aTu.

5. IlpeTnocraByuMO Ia MOCTOjX TAKAB OPUPOLAH OpoOj =, Tj. xa je © = m?, 3a
p J pup poj , T J )

mexko m € N. Tana je
11111111111 -10° < & < 11111111111 - 10° 4 107,
IITO je eKBUBAJIEHTHO Ca
99999999999 - 107 < 92 < 99999999999 - 10° + 9 - 10°
& (10" —1)-10° <92 < (10" — 1) - 10° +9 - 10°.
C mpyre crpaHe, IPUMETUMO Ia je
(10" - 1)2=10* - 2-10"° + 1 < (10" — 1) - 10° < 9,

KaOo 1
(10" +1)2 =10 +2-10° +1 > 10* + 8 - 10? > 9,
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Te je

(10" = 1) < 9z = (3m)* < (10" +1)?,
omakne ciaexu ma je 3m = 10'°. Ho, oBa jemmauwmna, Tj. jemmaumma 3m = 1019,
HeMa pemema mo m y ckyny N, jep 6poj 100 muje nemus ca 3. Iaxme, Taxas
Opoj T He TOCTOju.

Tpehu pazpen — A kareropuja

1. Naxkne, tpeba mahu cee dpymrmumje f : R — R 3a roje je f(z(z+y)) = 22 +yf(x),
x,y € R. Yepmramwem (z,y) = (0,0) y mocnemwy jeanakoct mobujamo f(0) = 0.
YspmrameM, 3atum, (1,y) = (z,—z), 3a x € R\ {0}, umamo f(0) = 2% — xf(z),
omiocuo zf(x) = 22 <= f(z) ==z, x € R\ {0}. Harne, f(z) =z, z € R, u maxo
ce MpoBepaBa fa Ta (YHKOHIja 3a00BOJbABA YCJIOBE 3aTATK

2. llpase AG u BG cy cumerpauie yraosa DAFE u CBE, penoum, na je mo reopemMu

0 CHMeTpaJi yria % = % = g—g 3uamo nma cy tpoyriaosu BDF u CAF
AF _ "AC

CIWYHU, TE j& TF = 5p-

. : AE _ AC _ AE+EC
KombunoBameMm nmpeTrxonme aBe je THAKOCTU J00ujaMo BF = BD — BELED"

oakie je % = %. Ca mpyre crpane, u3 cauunoctu tpoyraosa AED u BEC
HaJIa3uMO [na je g—g = %. Crora, sakmyuyjemo nma je ED = EC, onariue

mobujamo na je AE = BE u AB || CD, unme je mOka3 3aBpIIEH.

3. Baxu ma je a2, — 90anant1+a2 —1=0nu afH_Q —90ant1an42 +aZ, , —1=0.
Ony3umameM IpBe o1 ApyTre jenHauwne mobujamo na je a%H —a2 —90a, 1 10n12+
90anan+1 = 0, omHOCHO (Ani2 — Gp)(Ant2 + an — 90an4+1) = 0. Kakro je uu3 (ay,)
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crporo pacryhu (jep je a, > 0, n € N, omariue ce nobuja ma je any1 — ay > 0),
MOpa BaKUTU U Gnpyo = 90an41 — ap, Te Kako je ag = 0, a; = 1, npuHOUIOM
MaTeMAaTUYKe WHIYKINje, TPUBUJAJTHO TOOMjaMo 1a je CBaku uiaaH Hu3a (d,) Ieo
6poj. M3 mobujene penamuje ciaemn na 90 nenu an,4+o — an, & Kako je je ag = 0,
uHIYKIUjoM nobujamo na 90 menu as, 3a cBe mpupomHe OpojeBe n.

p—1

4. Omrosop je 55 IIpumerumo ma mBa cycemna Opoja He MOTY OATU UCTU
OCTATaK MpU Iebemy ca p, jep 0u oHma a; = a;4+2 (mod p), 3a HEKO ¢, WTO je

memoryhie. 3aro muje Moryhe na Tpaskenu maxcumyM Gyze Behu ox 25,

2

Horaskrmo cana na je moryhe mocrmhu p—;l. Y ToMm 1mumy, m3abepumo
T TAaKo Ma He MOCTOju HUTH jeJaH TPUpOMaH 6poj a 3a koju je a®> = x (mod p).
Csakako, oBakBoO T je Moryhe mzabparn, jep je, na mpumep, 12 = (—1)? (mod p).
[Tomenumo GpojeBe a; y mapoBe Tako na IPOU3BOMA OpojeBa y mapy daje oCTaTak
T Tpu mewmemy ca p. KomkperHo, y mapy ca 6pojem a je 6poj a” 'z (mod p).
Ha ocumoBy m36opa 6poja x 3umamo ma muujenan 6poj mehe OuTu ymapen cam ca
coboM, Te cMO (hopMHUpAIA p%l [UC]YHKTHAX IApOBa U HUX MOKEMO CTaBUTHU
Ha IpBe [Be HO3UIMje IepMyTanuje, 3aTuM Ha Tpehy u 4eTBpTY M Tako OaJjbe,

pemom. OBUM je MOKa3 3aBpIIEH.

5. Omrosop je ceako m € N, mpu uemy n HUje MOTIYH CTEIEH HEKOr IIPOCTOr
opoja.

IMocmarpajmo rpad G, = (Vy,, E,,), rae je V,, = {1,2,...,n} ckyn uBoposa,
IOK je ckyn rpana E, ompebem ma ocHoBy 3axtesa: [i,j] € F, ako u camMo ako
(¢ + j,m) > 1. Tlocraska 3anaTka je ekBuBasienTHa onpebusamy csux n € N 3a
koje je G, nose3an rpa¢. Pememe hemo romnmernpartn y3 nomoh ciaenehe tpn
geme.

Jlema 1: Ako je n = p npoct 6poj, tana (G, HUje mOBe3aH rpad.
Ioka3: [pumernmo na saswu (1,p) = (2,p) =... = (p—1,p) =1, na usop p Huje
MOBE3aH HU Ca jeIHUM APYTUM YBOPOM rpada. |
Jlema 2: Axo je n = p¥, rzme je p mpocr 6poj, a k > 2 npuponan 6poj, Taga rpad
(G, HUje mOBe3aH.
Ilokasz: TlocmarpajmMo wBopose p,2p,3p,...,p% (p + 1)p,...,p" (ommocmo cae
YBOpDOBe uwnja O3HakKa je memuBa ca p). Ownum cy cBu mehycobro mosesanu.
I[Ipou3BoOBHO U3a6EPUMO HEKM O OCTAJUX YBOPOBA U HEKA j& TO YBOP i. YUBOD i
He MOKe OUTU MOBE3aH HUTU Ca jeIHUM YBOPOM O0JUKa mp, jep 6u Tamza BasKUIO
(i +mp,p*) > 1, Tj. pli +mp, Tj. p|i, mTo je memoryhe. O
Iakise, qokaszajm CMO Ia 3a BPEIHOCTHU N KOje Cy CTemeHU IpOoCTOor 6poja,
rpad G, uuje mose3an. IIpeocraje HaM ma JOKa:KEMO Ia 3a CBe OCTAJE BPEI-
Hoctu n, rpad G, jecre moBesaH.

Jlema 3: Herka je n mpupoman 6poj Koju mMma OapeM OABa Pa3IUdUTa TPOCTA
nenuoua p u q. Tana je rpad G, moBesas.

Zoxasz: Hera je n = pgs 3a s € N. Ilocmarpajmo uBopose q,2q,...,pq - OHU Cy
cBu Mebhycobuo moBe3anu. IlpousBomHO M3abEpUMO HEKU O OCTAJUX UBOPOBA
u Heka je To uBop ¢. Jlokazahemo ma je uBOp ¢ mMOBe3aH ca OapeM jeTHUM
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YBOpPOM M3 CKyma (,2q,...,pq. llpumermmo ma crym q,2q,...,pq YMHA TMOTIYH
cucTeM ocrataka mo mMomnyiry p. Cammm TmMm, moctoju Heko k € {1,...,p} Taro
na je kg = —i (mod p), ommocuo p|(kq + i), 1j. kg + i = mp. 36or Tora je

(kq+i,n) = (mp,pgs) =p- (m,qs) > 1. Cana je mako MOKA3aTU Ha 3a CBAKA ABA
uBopa i,j mocroju [i,j] myt y G,. Pasnukyjemo tpu ciaydaja:

1. uBopoBm i u j cy obsmka kq, 1 < k < p: Tama cy ¢ u j moBe3aHU I'PAHOM.

2. TavHO jemaH ox yBopoBa ¢ 1 j je obsuka kq, 1 < k < p: Heka je ¢ = kq, 3a
1 < k < p, sa npumep. Ilo npeTxomHO MOKA3aHOM, TOCTOJU 1 TAKO Oa je
[7,mq] € E,, 1 <m < p. Paznurkosahemo, crora, asa momcaydaja:

(a) m =k: Tama cy YBODOBU i U j IIOBE3AHU I'PDAHOM.

(6) m # k: Tama umaMo myT, KOju Claja YBOPOBE § U j, HACTAO HAOBE3U-
BameM rpana [kq, mg] u [mq, j], jep je i = kq.

3. Hujenan onm uBopoBa ¢ u j Huje obsuka kq, 1 < k < p: Tanma mocroje k, m,
npu uemy je 1 < k,m < p, raksu ma [i,kq], [j,mq] € E,. Anasorno, ako je:

(a) m =k, Tama umMaMo myT, KOjU Cliaja YBOPOBE i U j, HACTTAO HAIOBE3U-
BameM rpasa [i,kq] u [mq,j|, jep je kg = mgq.

(6) m # k, Tama umMaMo myT, KOjU CIaja YBOPOBE i U j, HANOBE3UBAHEM
rpana [i,kq], [kq,mq] n [mq, j].

UYerBpTH paspen — A kKareropuja

1. Kopucruhemo crammapmay o3Haky vp(t), 3a p-ammuky Banyamujy (Hajsehn
crenen npocror 6poja p koju meau t € N). Ilokazahemo canma jemay kopucuy
geMy Ha Kojy hemo ce mosmBaTu y pememy.

Jlema: Ako cy ¢,d €N, ¢,d > 2, u p,q € N TtakBu na Basku P = d?, Tanma mocroju
k € N, k > 2, u mocToje y3ajaMHO TPOCTU MPUPOIHU OpojeBu a u b TakBu ma je
c=k*ud=k.

Jlokas: 3a cBaku mpoCT OpOj T BaKU

vy () = pur(c), v (d?) = qu,(d),

omakie, u3 ? = d?, cnemu pv,(c) = qu.(d), 3a cako takso r. Heka je g = (p,q).
Tana je p = gb u ¢ = ga, 3a Heke mpupoane 6pojese a u b, (a,b) = 1. Caemn
buv.(c) = av.(d), 3a cBaku mpoct 6poj r, Te Kako je (a,b) = 1, mobujamo ma
a | v.(c), omakie 3akbydyjeMO ma MOCTOju 1eo 6poj u., u, > 0, Takas ma je
vr(c) = au,. Crora, v.(d) = bu,. Hepuanmmumo

k= Hr"r,
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rJie TPOU3BO y3UMa MO CBUM IIPOCTUM OpOjeBrMa (CaMo KOHAYHO MHOTO GpojeBa
u, je pasaununro ox Hyna). Tana je

c= Hrvr(c) — H,,,aur _ ka’ d= HTUT(d) _ Hrbur — /{Jb.

r

Y HacTaBKy, 3a CBaku mpupomaH Opoj k > 2, Heka je
S
k= Hp?i (ai € N)a
i=1

¢arTopusanuja TOor 6Opoja MPEKO HEerOBUX NPOCTUX (PAKTOpA, OJAKIE CIeOU O
je 3a cBako t € N ucnymeno

S

T(k') = H(ait +1).

i=1
IIpebumo cama mHa u3BopHU MPOOIEM.

(a) IIpermocTaBuMo na BazKu

m™(m — ()

Ako je m = 1, Tazna je neBa cTpaHa jeIHAKOCTHU jennaka 1, ma mopa butuun = 1.
Ilakse, y OBOM ciyuajy HEMa Pa3iUUYUTUX PENlemha. AHAJIOTHO MOCTYHAMO 3a
n = 1. Crora, meka cy 3aro m,n > 2. Ilpumenyjyhu Jlemy ma jemmakoct
m™(™ = n7(") | no6ujamo ma mocroje k > 2 m y3ajaMHO IPOCTY IPUPOIHE OPOjeBn

a u b TakBU ma je
m = k%, n =k

YboauuBameM y MOJIAa3HY jeTHAKOCT HOOUjaMoO
(k)T = ) = ar(k®) = br(k).

Kaxko je 7(k') = [];_,(a;t + 1), on unTepeca he Outn na yBeneMo GyHKIW]y:

S
F(t)=t7(k") =t]J(ait +1), teN.
i=1
JacHo je ma ako je t1 < to, t1,to € N, ma je tama «o;t;1 +1 < q;te + 1, 3a cBako
1<i<n, naje

F(tl) =1t ﬁ(aitl + 1) < 1o f[(ozitz + 1) = F(tg).

i=1 i=1

Ilakne, pynsnuja F je crporo pacryha ma N, e kako je a7(k®) = b7(k), To je
F(a) = F(b), onariue caequ a = b, ongocHo m = n. lakie, pa3znuuutu m u n'y
OBOM ZI€JIy HE MOCTOjE.
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(6) IIpernocraBumo, cana, oa Basku

mT(n) _ nT(m) .

Kao un y npBoMm gmeny 3amaTtka, ako je m = 1, Taga je jeBa cTpaHa jeIHAKOCTHU
jemnaka 1, ma mopa Outu n = 1. McTo Baskum y CUMETPUYHOM CIIyYajy, Tj. 3a
n = 1. Ilarise, HeKa cy, IOHOBO, M, n > 2.
pumenuhemo morasamy Jlemy ma jemmaxoct m” (™ = n™(™) Y opom
caydajy mobumjamo na mocroje k > 2 u y3ajaMHO IPOCTU NPUPONHU OpojeBu
a u b TakBu ma je
m = k%, n =k

Tana, mosasHa jeIHAKOCT IOCTAje:
(k*)™*) = )T E) = (k) = br(kY).

Kaxko je (a,b) = 1, 3akmyuyjemo na a | 7(k%). Iokasxkumo na je To moryhe camo
3a a = 1.

3awucra, HEKa je r mpocT meawuian 6poja ¢ (ako je a > 2, Takas IPOCT OPOj
r mocroju) u k= [];_; pi", a; €N, 3a mero s € N. 3a cBaku i umamo na je

aa+1=1 (modr),

jep u3 r | a cnenn ma je aza = 0 (mod r). Ilakme, r He meau HUjenaH (PAKTOD
obnuka o;a + 1, ma He meJau HU HUXOB OPOU3BOI, Tj. BAKU

rf [J(ewa+1) = (k).

i=1

Mebytum, 7 | a, ma u3 ycaosa a | 7(k*) cnenu na r | 7(k*), mTo je KOHTpa,UKIM]A.
IIpema Tome, mopa Outu a = 1.
Cuanuno, Basku ma je u b =1, omarie je

m=k® =k, n=#k" =k,

Ia je u y OBOM CJIydYajy m = M, Tj. TAKBU Pa3IUYUTA OPOjeBU HE MOCTOJE..

2. (a) 3a matu mosmHOM (), Cca peasHAM KOe(QUIMjeHTUMA, YBEIUMO OIEPATOD
KOHAUHE pa3JiuKe

AQ(z) :== Q(z +1) — Q(x).
Jlokasxmmo ma je omepaTop A CypjeKTMBAH Ha TMPOCTOPY PEATHUX IIOJUHOMA,
Tj. ma 3a cBakum moiamHOM P moctoju mosmHOM () Takas ma je AQ(x) = P(z),
r € R. Y oBoMm meny 3amaTka TBepheme hemMo MOKa3aTh TPUMEHOM MPUHITUATIA
MaTeMaTUYKe MHIYKIHUje, TI0 CTEIeHy moJuHoMa, P.
Baza unnykuuje: Hera je deg P = 0, 1j. mera je P(z) =¢, x € R. ¥Y3uumo na je
Q(z) =cx, x € R. Tana je

AQ(z)=Q(x+1) —Qx) =c(zr+1) —cx = c= P(x).
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NuaykruBan kopak: IIpermocraBumo mna TBpheme BasKy 3a CBE MOJIUHOME CTEIECHA
HajBume n (MHAyKTUBHA XunoTesa). Heka je cana P monusowm cremena n+ 1, Tj.
HEKAa je

P(x) = anp12™ +apa™ + -+ arx +ag, ani1 #0, x €R.
Pazmorpumo nomuaOM

R(x) := ZT; "2 e R.

Tana, kopucrehn 6uHoMHY dopMyILy, HObUjaMo

AR(z) = R(z +1) — R(z) = % (& +1)™2 —2"?) = g, 12" 4+ S(2), © € R,

rae je S(z) mekn nosuuOM crenena Hajsume n. Cana, meprHUIIEMO
Pi(z) := P(z) — (R(z + 1) — R(z)), = € R.

C o63upom ma cy Bomehu unamoBu mosunoma P u AR jemmaru, ciemu na je
deg P < n. Ha oCHOBY MHIyKTUBHE XUIIOTE3€ IIOCTOjU MOJMHOM ()| TakaB ma je

Pi(z) = Qi(z+1) — Qi(z) = AQi(z), = €R.
Komadmo, cTaBmMo ma je
Q(z) == R(z) + Q1(z), = € R,
Tana Baku
AQ(z) = AR(z) + AQy(x) = (R(z + 1) — R(z)) + Pi(z) = P(x), = € R.

Tume je maAyKIMja 3aBpineHa, Te je TBpheme y meny (a) mOKa3aHo.

(6) Hera cy Q1 m Q2 OBa mOIMHOMA KOja OArOBapajy MCTOM moawHOMy P, Tj.
HEKa je

AQ1(z) =Q1(z+1) — Q1(x) = P(z) = Q2(x + 1) — Q2(z) = AQ2(x), = € R.
Ony3umamem nobujamo

(Q2(z+1) = Q1(z + 1)) — (Q2(z) — Q1(2)) =0,

OIHOCHO, 3a TOJMHOM
H(z) := Qa(z) — Qu(x)

Baskn H(x + 1) = H(z), 3a cBe z € R. IIpernocrasumo na je deg H = m € Np.
Aro je m = 0, nmokas je zaspmen. Crora, mera je m € N. Tama cy peamanu
OpojeBu
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ceu Mmebhycobuo jemmaku, jep u3 jemmaxkoctu H(x + 1) = H(z) cnemu H(0) =
H(1)=---= H(m). IlocmarpajMo monuaoM

G(z) :==H(z) — H(0), z € R.

On je cremena m > 1, a U3 NPETXOAHOT pas3MaTpama BUAAMO Aa UMa HyJe Yy
raukama 0,1,...,m, Tj. mma Gapem m + 1 paznuumtux Hyna. To je moryhe
jemmuo ako je mosmHoM G mysna-mosnonoM, Tj. G(z) = 0, x € R. Iakue, Baxku
H(z) = H(0), z € R, 7j. momuaom H = Q2 — ()1 je KOHCTAHTAH HOJUHOM, IITO CE
U TBPOUJIO.

3. Herka je F momupHa Tauka ynucane Kpyskuune u crpanune AC mojasHor
Tpoyria u Heka je G Ipyru Mpecek BUCUHE U KPY/KHUIE Ca MEHTPOM y Tauku A,
nosynpeunura AD. Kako je FG upeunuk te kpyskuune, 1o je ZGDF = /GEF =
90°.

Hera je H upecek mpasux GD u EF, a J npecek npasux GE u DF.
3uamo na je F oproumenrtap tpoyrna HJG. 3aro je GF 1L HJ, Te je HJ || BC.
Kpyxuuna ADFEI je Ojneposa kpyskauna tpoyriaa HJG u nyx Al je mpeuHux
ucre, onakie je I cpemumre ny:xu HJ. C ob3upom na je ZHDJ = ZHEJ = 90°,
nobujamo na je [H = 1J =1ID = IFE, na ce tauke J nu H Hanase Ha yOUCAHO]
KPYSKHULM, YMME je ITOKA3 3aBPIIEH.

Hamomena. 3amartak ce Moske pemasatu y3 momoh pauynama yriosa. Ako
yBemeMo Tavky S, Koja je mpecek mapasiene ca BC kpo3 I u ymnucane Kpy-
SKHUIlE TPOyTJa, Tako na je yerBopoyrao BISC roHBekcaH, Taga MOCMAaTPAmEM
jemnakokpakux Tpoyryiosa DIS u DAF mnobujamo koauneapHocT Tadaka D, F)S.

4. Obene:xMMO IpecevyHe Tauke TaTuX rpaguka ca B u D, a ca S cpenumre ny:xu
BD. PemasamewMm jequaumnne f(zr) = g(x), uuja cy pemema x = +1, nobujamo z-
roopauuare Tavaka B u D. Kako je f(1) =a+b+cwu f(—1) =a—b+ ¢, oBe
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Tauke, HEKUM penoM, umajy koopaunare (1,a+b+c) u (—=1,a —b+c). Oryna je
S(0,a+ c).

Hexa je y = kx + n; jemmaumna npase BD. Ha jemnom on rpaduxa cru-
mupaHnx (QyHKROUja onabepuMo NpPOU3BOMHY Tauky B’ # B u KOHCTDYUIIUMO
npaBy kpo3 B’ koja je mapasnesna npasoj BD. Heka Ta mpasa ceude omabpanu
rpaduk jom y Ttaukum D’ u mera je S’ cpemmmre mysxm B'D’. Kaxo cy nmpase BD
u B'D’ napanense, To je jemnauuna npase B’'D’ obmuka y = kr + no. Baaro-
napehn BujeroBuM ¢opmynama mMaMo na 30Mp peniema KBaApaTHE jeTHAUNHE
f(z) — kz —n = 0 me 3aBucu on n. Oryna je 36up z-KoopmuHATA Tadaka B u
D jemnak 36upy z-roopamHata tadaka B’ u D', Te tauke S u S’ (kao cpemum-
Ta HABENCHUX AY:KM) UMajy jemHake x-roopauHare. Kaxo je S(0,a + ¢), mpasa
SS’ mpencrasma y ocy. Komcrpyummmo jomr u z ocy. Axo cy A u C mpeceune
Tayke CKULUpaHUX Ipadura ca y ocoMm (koja je Beh komcrpywmcama), tana cy
IHUXOBE Y-KOOpAUHATE jenHake, HEKUM penoM, a u c. Amajyhu na ymy ma je y-
KOOparMHATA Tauke S jeqHaka a + ¢, 3armpbydyjemMo ma ce cpemumra mysku AC u
SO noxrnanajy, rae je O koopmuuatau nouerak. Canma u3 cpemumra xy:xu AC
KOHCTPYUIIEMO KPY/KHUILY KOja canp:ku Tauky S. JIpyru mpecek Te Kpy:KHUIE
u y oce je koopmuHaTHr moverak (. KoHCTpykumjom HOpMasie HA Y OCY, KPO3
taury O, mobujamo m x ocy.

5. Heka je a; 6poj mosuuha y3et y i-Tom more3y. Ilocmarpajmo 36up A; = a; +
a;+1. IlokaxkrMo na mrpad koju urpa y ciaenehem noresy, Tj. moresy ¢+ 1, Moxke
na Hamectu na je A; = i+1 nwun A; = i+2. Ouwuraenso je nai+1—a; € {1,2,...,i},
kao m i +2—a; € {2,3,...,i+1}. Hera cama Mapko urpa oBOM CTpaTermjom.
Haxmne, 3HaMo ma Mo:ke Oa HaMecTu Ao, 1 = 2¢ mau Ag;—1 = 2i+ 1, Te mMmamo ma

n 2n n 2n
je 221' < Zai < ZQH—L onuocHo n(n—+1) < Zai < (n+1)*—1. Hakre, 3a
i=1 i=1 i=1 i=1
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(n+1)2—n—1 < N < (n+1)?—1 no6ebyje Mapro. Unaue, ako Hukosa urpa osom

CTpaTeI‘I/IjOM, HAKOH CBOI' IIPBOI' IIOTE3a (y KOM MOpa Oa y3Me je/:[aH HOBLII/II’;I)7
2n-+1 2n+1

muano 14+ 2i+1 < Y a; <14+ 2042, 7). (n+1)2 < D a; < 14 (n+1)(n+2).
=1 =1 1=1 1=1
Iakne, 3a (n+1)2 < N < (n+2)? — (n+2) — 1 no6ebyje Hukoma.

IlpBu pa3pen — b kateropuja

1. (a) Ha 6u f Guna Gujexnmja, Mopa GUTU MHjEeKTUBHA U CYDjeKTUBHA, Tj. 1—1 n
,,HA”. Ha unrepsaiy (—oo, —1] pyurmmja f uma obmuxk f(z) = |z+1] = —z—1, Te
y3uMma cBe Bpenaoctu u3 [0, 4+00). Canuno, Ha unTepBany (—1,+00) ¢pyrruuja f
je 3anara ca f(x) = —2x+a, Te he y3eru cBe BpennocTu u3 uarepsaia (—oo,a+
2). Ia 6u ¢yurnuja f Gusa cypjexrusna, Mopa Baskutu [0,00)U(—00,a+2) =R,
mTo je Moryhe camo ako je a+ 2 > 0, ogHOoCHO a > —2. Y TOM ciaydvajy, Tj. 3a
a > —2, pysruuja he 6uTy MHjeKTUBHA jeIMHO 33 @ = —2, jep UMaMO ABE CTPOTO
MOHOTOHO onanajyhe auneapue pyurnuje (npsa je nedunucana 3a x < —1, mok je
Apyra nepuHUCAH 3a & > —1) ca AUC]YHKTHUM KOZOMeHuMa (KOjU ce HaIoBe3y]y).

Iakie, jenuao a 3a koje je f Oujerunuja jecre a = —2.
(6) 3a je a = —2 onpebyjemo umBepsny dymrmujy f-! dymrmmje f xoja mma
006Uk

—2x—2, x=>-1.

f(x):{xl, r < —1,

3a z < —1 je ncnymeno f(z)=—-2x—1>0, taz3ay>0unmamo y=—(x+1) =

x = —y—1. Canuno, 3a & > —1 je ucnymeno f(r) = —2r—2<0, ma3ay <0
uMamMo y = —2r —2 — x = —%. Ilakne, y oBOM ciyd4ajy, Tj. 3a a = —2,

urBep3Ha ¢pyHrmmja f 1 : R — R dyrrmuje f je

—1 _ 7y717 y)oa
() {_yé—Q’ y < 0.

2. ITonoBumo 1na ca P o3HavaBamo ckyn cBuxX mpoctux Opojesa. IIpermocraBumo
cynpotHO, Tj. ma moctoju 2027 pazauynTux npuponHux OpojeBa ai,as, ..., a2027
TAKBUX 14

aypazpazp --- pazp2rLA1.

Tana je 3a cBaku MHAEKC ¢ (MHIOEKCe TpeTupaMo mo Moxyiy 2027) 6poj a; + a;11
npocT. JeawHu napaH mpocT 6poj je 2, Te ako Ou 3a HEKO ¢ BaAXKUJIO 4; +it1 = 2,
Tana 6u MopaJio butu a; = a;+1 = 1, mro je Hemoryhe, jep cy CBU a; pa3IUYUTH.
Iakae, 6poj a;+a;4+1 je HemapaH IpOCT, 3a CBAKU UHIEKC ¢, OJMAKJIE 3aK/bYdy]eMO
a Cy a; U a;41 CYyIpOTHE HapHOCTHU 3a cBako i. Crora, mapHOCT matux OpojeBa
ce MOpa HAM3MEHUYHO CMEHUBATU AV MEJOT IUKIYCA.
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MebytumMm, GpojeBa aq,as, .

..,02027 UMa HEMAPHO MHOTO (IUIyC, KPY/KHU
HUKIYC je Y NATAKY), Tj.

2027, omakse ciaemu ma OPOjeBU a1 U Qgpe7 UMAJY
MOTIIYHO WCTY TapHOCT. Y TOM CJIy4ajy, 30Up asger + a1 Ou 6mo mapam 6poj, a
o ycJoBy Mopa butu npoct. Ilakie, monoso, 36up he 6utu 2, Tj. a1 = asge7 = 1,

mTo je Hemoryhe. 3aro, He mocTtoju 2027 pasauyuTUX OPUPOTHUX OpojeBa ca
TpasKeHOM OCOOWHOM.

3. Karo je mpasa DFE mnapasenua npasoj BC, jep je nyx DFE cpenma nuHZja
tpoyraina ABC, u kako je uerBopoyrao ADFFE teruBan, TBpheme TpPUBUjaHO
cnenu u3 Husa jemuaxkocrtu: LHCA=/DFEA=/DFA=180° - LZAFH.

4. Ogrosop je n. 3aucra, IpUMEeTUMO Oa ako uzabapemo 6pojese 2,4.6,...,2n,
KOju Cy mapHu, mobuwjamo na je Hajelm 3aje IHMYKMU MeImiall CBAKa IBA Pa3iiu-
yuTa bapem 2.

Ca mpyre cTpame, ako u3 ckyna {1,2,...,2n} nzabepemo 6apem n+1 6po-
jeBa, tana, no lupuxieoBoM npuHnIuiry, hemo n3abpary u HEKa ABA Y3aCTOIHA
6poja, a muxos Hajsehiu 3ajemauuru meauaan je 1, jep, ako 3a d € N Basu d | x
nd|xz+1, ranad| (x+1)—x, ommocuo d | 1, tj. d=1. Hakie, MAKCUMAJIHO N
eJleMeHaTa MOJA3HOr CKyIa Y TOM CIydajy MOMKEMO uzabparu.

5. Jacuo je ma he Ilepuna, ma kakBuMm cuajamem, nobutu 6poj memus ca 5. Ia
6u TakaB 06poj OMO HOTHYH Ky0, MOpa OUTH mesbuB 4 ca 5> = 125, Tj. ma My
Tpouupperu 3aBpiierak Oymae gemus ca 125. Mebyrum, rpoundpenn 3aBpmerax
OpojeBa HacTaJUX ClIajameM KapTOHA HA KojuMa nuimy OpojeBu 20 u 25 moske

6utu camo Hexu og caexehmx: 025, 525, 020 u 520. Hujeman onx mperxonsa Tpu
6poja HUje mespuB ca 125, ma je OAroBOp HEraTUBAH.

Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. Bumumo na je OIMCKpUMPHAHTA OaTe KBaApaTHE (QyHKIUje

D = b? — 4ac.
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[Ipso, mpumerumo na 4 | 4ac m ma 6poj b? maje ocrarke 0 mwmm 1 mpu mesmemy
ca 4. Ilpema Ttome, D = 0 (mod 4) mwau D = 1 (mod 4). Ca apyre crpawue,
uzbopom Bpemnoctu: a = 1, b = 0 u ¢ = —k, roe je k € Z npou3BOJbaH I€0
6poj, mobujamo ma je D = 4k, k € Z, omakie 3akbydyjeMO na Kao Pe3yJTAarT,
Tj. 32 BPEIHOCT MUCKPUMUHUHTE, MOKEMO MOOUTU CBe Iejie DpojeBe nesbuBe ca
4. Canuno, u3bopom a =1, b =1 u ¢ = —I, roe je | € 7Z mpousBOLHO, UMaMO
D =41+ 1, Te oBaj m3pa3 remepuine cBe 1eje OpPojeBe KOju majy ocTaTak 1 mpu
nememy ca 4.

axme, mUCKpUMUHAHTA MOMKE y3eTH OUJIO KOjy BpenHOCT u3 ckyma 47 U
A4Z+ 1, rnecy 4Z ={4k: k€ Z} n 4Z+1={4l+1:1 € Z}.

2. (TIPBO PENIIEWE) Ilocne cpebuBama mecme cTpaHe mosazHe jeIHAUMHE
nobujamo ma je y = 2(z + y)? + y? + zy. IHame mvamo ma je y(l —y —x) =
2(x + y)2. Crasumo ma je x +y = 2. Tama je y(1 —2) = 222. Jacuo je ma
je z # 1, ma je y = fi Ca npyre crpame, u3 y(1 — z) = 222 — 2 + 2 caemm
ma je (1 —2)(y+2(z+ 1)) =2, omakne cy moryhe Bpemnoctu 3a 1 — z 6Gpojesu
+1,+2, omrocuo z € {0,2,—1,3}. Konauno, cyGauMmupameM CBera, pemema 1aTe
jemmaunne cy maposu (z,y) € {(0,0), (10, -8),(—2,1),(12,-9)}.

(IPYTO PEUIEILE) IMocmarpajMo maTy jefHauMHy KAO KBAAPATHY IO I:

22 4 5yx + (3y2 —y) = 0.

Ila Ou pemema Ouia Iesna, JeTepMUHAHTA MOpa na Oyae menobpojHa, Tj. ma je
6poj
(5y)> —4-2-(3y* —y) = y* + 8y

noTmys kBaapar. Oszpaummo y? +8y = t2, t > 0, omakae 106GUjaMO €KBUBAJICHTHY
jenHadnHYy
(y+4)>—t*=16= (y+4—1t)(y+4+1) = 16.

Kako cy 6pojeBu y+4 —tuy+4+tunemmuy+4—1t<y+4+t rtabauma
3aBpIIaBa 3aaTaK:

y+4—t|y+4+t|y+4| t Y eI00POjHU X
1 16 17 15 ]
2 2 HHje 11e0 —
2 8 5 3 1 T=—F =>zr=-2
0
4 4 4 0 0 T= =x=0
17115
—16 -1 5 |5 HUje 1e0 45i3—
—8 -2 -5 3 -9 T = 1 =>x=12
40
—4 —4 —4 0 -8 a:zzz>a:=10
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16-15-14
3. Tpu tauke on martux 16 MoskeMo omabpaTy Ha yKYIHO =21 - 560 nayu-
ma. Ox oBOr 6poja MOpaMO OXy3eTH CBE TPOjKe KOJMHEApPHUX Tadara. llpume-
TrMO na umamo 10 4eTBOpEM KomHeapHUX Tadaka (4 Bpere, 4 KOJOHe U 2 BEIUKe
mujaroHase - cBe cy myskuHe 4), kao u 4 Tpojke KonuHeapHux Tadaka (4 kpahe,
Tj. cmopenHe, aujaroHaJe - cse cy mpyskuae 3). Crora, mpeGpojMO KOJUHEAPHE

TPOjKe Tadaka.

(1) Tpojke roje mpunazmajy HEKOj BPCTU WU KOJOHU DemeTke: Y CBAKO] OI
4 Bpcra uMa 4 Tauke, mMa je AONPUHOC KOJMHEAPHUX TPOJKA Yy TOM CIYUajy
4. (g) =4-4 =16. Anasoruo, 3a 4 xosone je jom 16, Tj. ykymHO 32.
(2) Tnasue mujaronase: ITocToje 2 riaBHe mujaroHase qaTe PelleTKe AysKuHe 4.
Cpaka Jfaje JOUIPMHOC y OPOjy KOJNMHEAPHUX TPOJKU jeITHAK (g) =4, Tj. YKyIHO
8.
(3) Cuopenne mujaronasne: Y OKBUDY DeLIeTKe, HOCTOje U 4 CIOpenHe Aujaro-
Haje pemerke ny:kmHe 3. CBaka maje DOIPUHOC (g) =1 y Opojy KOJIMHEAPHUX
TPOjKU, Tj. YKymHO 4.

Konauno, ysumajyhiu y 063up cBe mokaszano, yKynad Opoj TpoyrioBa he
6utu jemuak 560 — 32 — 8 — 4 = 516 Tpoyriaosa.

4. Tlo3uaro je (a MO:Ke Ce U JIaKO MOKA3aTH pavyHameM NepUPEePUjCKAX yTIOBA )
na cy tauke P u @ takBe na cy npaBe CP u BQ cumerpase yriosa LBCA u
/ABC. Kao mro 3HaMO, cuMeTpaJie yHyTPAIImhUX yrioBa HEKOr TPOYTJIa CEKy
ce y HEeHTPY YIUCAHE KPY:KHUIE UCTOT, T€, CTOra, O3HAUMMO MIPECEUYHY TaudKy
CP, BQ u s, ca S. Tarkobe, oznauumo ca X npeceuny Tauky npasux PQ u s,.

ITocmarpajmo Tpoyrao X.SQ u u3pauyHajMoO HEroBe YHYTpPAallhe yIriloBe.
[IpBo, umamo na je ZXQS = ZPQB = /PCB = , jep je npasa C'P cumerpana
yraa /BCA =+. Yrao £XSQ je cnomammu yrao AABS, na je jemnak 36upy
IETOBUX HECYCENHUX YHYTPAIIbUX YIJIoBa, a TO Cy, 3ampaBo, yraosu ZBAS u

LABS.
W3 uumenune na cy npase AS u BS cumerpaine yrioBa BAC = a u
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ZABC = 3, cnemn na je /ZBAS = § u ZABS = g Iakne, /XSQ = ZBAS +
ZABS = § + g, Te je

_atfB+y 7

/SXQ=n—/XSQ—/XQS =

™ 5
2 2 2
a To ynpaso 3Haum na je QX L XS, ommocuo ma je PQ L s,.

5. [Ipumernmo na onbanuBame HyIa ca Kpaja AEKaTHOT 3aIMCa HEKOr IPUPOIHOT
Opoja He yTUUe Ha CTEIIEHE TPOjKe KOjU Ce jaBJbajy Y KAHOHCKO] (PAKTOPU3AIM]U
6poja n! (pacraBmame ma mpocrte darrope), Beh camo Ha creneme nBOjKE U
CTEIeHe TEeTUIIE.

IIpernocrasumo, npso, xa je b > 6. Tana umamo 9 | bly, na je 12+ blg =3
(mod 9). Tpeba ucrmratu cayuajese a € {3,4,5}. Cunyuaj a = 3 je memoryh,
jep je 3lg = 6, ma 6u Tpebano ma Oyme by = —6. Cuawmuno, ciayuaj a = 5 je
memoryhi, ¢ o63upom na je 5y = 12, ma 6u Tpebasno ma 6yme bly = 0. Komauno,
ako je a =4, rana je blg = 12. Mebyrum, 3a b > 6 umamo na 9 | bly, a 3mamo na
6poj koju Kao upse ase mudpe uma nudpe 1 u 2 (ciaeBa HA OECHO), U3a KOJUX
ce HAJIA3W TOMWUJIA HyJa, HUje nesbuB ca 9, jep my je 30up mudapa jemnax 3. Ha
kpajy, pasmorpumo cayuaj b € {1,2,3,4,5}. 3a b =1 umamo aly = 13, a oBo je
memoryhe, jep a =1 u a = 2 HuUCy pemema, a 3a a > 2 0u oBaj Opoj Mopao ma
Oyme nemus ca 3. W3 uctux pasmora b = 2 Huje pememe. Ilpumerumo na 3a
cBako n > 7 umamo nlg > 3-6-7 = 63. 3a n < 6 mako pauynamo: 1lg =1, 2lj = 2,
3lg =6, 4l =24, 5lg =12 u 6! = 72. 3a b =3 nobujamo aly = 18, a 3a b =4
nobujamo aly = 36, mTo, Ha OCHOBY NPETXOIHOr pa3MaTpama, ocTaBmba b = 5
kao jemumuy moryhuoct. Crora, nobujaMo jennHO pelleme JaTe jeqHadrHe map

(a,b) = (4,5).

Tpehu pazpen — b kareropuja

1. Y npoussomuom Tpoyray Basku v = 180° — (o + ), ma je cosy = — cos(a + ).
W3 nare jemnaxoctu caenu 1 = 2sinasinf — cos~y, na je

cos(a+ B) 4+ 2sinasinf =1 <= cosacosf —sinasin § + 2sinasinf = 1
cosacosf+sinasinf=1<=cos(a— ) =1<= a— f=2km, 3akecZ.

Kako cy a u 8 yriosu tpoyria, mopa outu k = 0, ogHOoCHO o = [3.

2. C 0ob63upoM gma je eKBUBaJIeHIMja y nuTamy, pasmarpahemo msa ,,cmepa” y
peremny.

(=): Heka cy Bexkropu &,y u 7 IuHEAPHO HE3aBUCHU. lIPETIOCTABUMO CyIpPO-
THO, Tj. Za IOCTOjU HEKW map jemuakux 6pojeBa (meby Opojesuma a, b u c).
Hexa je, ma mpumep, a = b. Tana je & = ¢, 1j. 1-5?—1—(—1)@’—1—0-5:6, ma cy
BEKTOPU T,y U Z JIMHEAPHO 3aBUCHU, IITO jé KOHTPAIUKIN]a.
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(<=): Hexka cy 6pojesu a, b u ¢ no naposuma mehycobuo pasznuuuru. 3HAMO
na he Bekropu T,y u 2 OUTU JIMHEAPHO HE3aBUCHU aKO BAYKU UMJINUKAI]aA
alf—l-OéQ:lj—f'CYgZ:G = a1 =az =ag =0,
Tj. aKO BaKU
a1(1,a,a?) + az(1,b,6%) + az(1,¢,c?) = (0,0,0) = a; = az = az = 0.
JleBa cTpaHa je €eKBUBAJIEHTHA CUCTEMY O TPU jeIHAUNHE:

o + (6%} + a3 = O
o1a + agb+ azec =0
a1a® + agb? + asc® = 0.

Crora, Tpeba mOKa3aTW na WCTU, OCUM TPUBMUJAJHOr PeENIEHa, Tj. pellema
(a1, a2, a3) = (0,0,0), Hema apyrux. Jlako pauyHAMO NETEPMUHAHTY CUCTEMA!

1 1 1
D=la b c|=(a=b(a—c)(b—20).
a®> b? 2

OpnmaBme TPUBUjAJHO HAJIA3UMO A CUCTEM MMa jeIMHCTBEHO peleme ako je D #
0, tj. (@ —0b)(a—c)(b—c) # 0, mro mam o6e3behyje na cy 6pojesu a, b u ¢ no
naposrMa MebhycoOHO pasznuyumry, mMTO ce U TBPAWIO ¥ OBOM CMEpY.

3. IIpase AG u BG cy cumerpadie yraosa DAFE u CBE penowm, nia je o TeopeMu

0 cuMeTpaJHu yIia % — % — %IC;'

3uamo npa cy tpoyraosu BDF u CAF cauunu, na je % = 4¢  Kom6unoBameM

BD"
TPEeTXOMHE MBE jeTHAKOCTU MOOMjaMo g—g = g—g = %, OJaKJe je g—g = %.
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Ca gpyre crpane, u3 cimuunoctu tpoyraosa AED u BEC 3uamo na je g—g = %.

Crora, kopucrehu nperxomno, 3akmyuyjemo na je ED = EC, te je u AE = BE
u AB || CD, unme je mokas 3aBpIIeH.

4. Ilpso, npumehyjemo na axo je y < 0 ma je tama n z < 0. Mebyrum, oryna
je 2025Y € (0,1) m 2026° € (0,1), re je x2°%* = 2026* — 2025Y € (—1,1). Kaxo je
x € Z, To mopa buru x = 0. Tana ocraje jemnaumua 2025Y = 2026*, uuje je (0,0)
jemuuo pememe v cryny Z X Z. Haxae, y >0 wu z > 0.

IMocmarpajmo jemmaumny mo moxyny 4. 3a z > 2 je 2026 = 0 (mod 4),
nok je 2025Y = 1Y =1 (mod 4) u 2%°?* € {0,1} (mod 4) (xkBagpar menor 6poja).
IIpema ToMe, neBa cTpaHa maje ocratak 1 unu 2 mpu nebewny ca 4, NOK je mecHa
messuBa ca 4, 3a z > 2. Crora, z =0 nnmm z = 1.

Axo je z = 0, Taza ocraje 220?* 4 2025Y = 1. Caza je jacHo ma je jemuHO
pememe oBe jemmaumue map (z,y) = (0,0). Ca mpyre crpame, ako je z = 1,
taza octaje 2024 + 2025Y = 2026, Te cy jeauHa pellema OBe jeIHAUMHE IAPOBU
(z,y) = {(_17 1), (1, 1)}

Konauno, nonasna jeqHauymua uMa TpU peliewma y cryny Z X Z x Z. To cy
TpOjHe (iL’, Y, Z) - {(713 17 1)7 (03 Oa 0)7 (17 13 1)}

5. Omrosop je mosurtusan. Hawmme, o3maummo 60je Gpojesuma 1,2, ...,2025. Ilo-
BOBHO je obojuru Ttauky (0,kv2) u3 Te pasEm y 6ojy k, 1 < k < 2024, u
CBe ocTajle Tauke paBHM y 00jy 2025. BpemHocT IpOM3BOJLHOI IOJIUHOMA Ca
nea00pOjHUM KOe(hUIUjeHTUMA y HyJIU je 1neo 0poj (BPeOHOCT je HeroB Cio-
6onHu YiaH), OOHOCHO HUjenHa ox Goja 1,2, ...,2024 nelie npunactu HUTH je tHOM
rpaduKy DOJUHOMA Ca IEJINM KOoepuuujeHTuMa, Te e CBaku TakaB rpadur Outu
y 6oju 2025.

UYerspTHu paspen — b kareropuja

1. (IPBO PEIIEILE) Ipernocrasumo na 3a Heke a,b € Ny Basmm 142942025 =
(2n)*, rme cy n,k € N, k> 1. Kako je k > 1, umamo k > 2, ma je

(2n)* = 2*nF =0 (mod 4).
IToce6uno, 3a k > 3 Baxku u
(2n)f =0 (mod 8),

jep je tama 6poj 2F memms ca 8. Ca mpyre crpame, momto je 2025 =1 (mod 8),
cienu
2025° =1° =1 (mod 8), 3a caku b € Ny.

3aro
142742025 =14+2°41=2+2% (mod 8).
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Canma mocmarpamo moryhe ocratke 6poja 2% mo momyiry 8:

1, akojea =0,
g0 — 2, akojea=1,
4, ako je a =2,
0, ako jea > 3.
Oryna, gnanaszumo na je
3 (a=0),
4 =1
242% = (a=1), (mod 8),
6 (a=2),
2 (a>3),
Te y CBAKOM CJIydYajy BaKu
242°#0 (mod 8).
Iaxue,
14+2%42025° 20 (mod 8),

omrOCHO 6p0j 1 + 2% 4 2025° muje gemus ca 8. To uckmyuyje moryhmoct k > 3,
jep 6u Tama 6poj (2n)* 6uo memus ca 8, mTo je Beh mamomenyTo. Jlakme, Mopa
BaskuT k = 2.

3a k = 2 mpobuem ce cBomu Ha Tpaxkeme OpojeBa a,b € Ny 3a roje je
1+ 2% +2025° = (2n)? = 4n?, 3a merxo n € N. IlocmarpajMo OBy jemHAKOCT TIO

MOy Ty 8, TIOHOBO. 3HAMO Ma 3a CBAKW MpUpomaH 6poj n Baxkw 4n? =0 (mod 8)
wmu 4n? = 4 (mod 8), jep je n? = 0 (mod 2) wmu n? = 1 (mod 2). Ca apyre
crpane, Beh cMo uspauyHamu na je
142%42025° =2 +2% (mod 8),
Ia MOPa BAKUTU
24+2°=0 (mod38) mmm 2+2*=4 (mod 8).

MebyTtum, u3 rope HaBeqeHUX pa3MaTparkha BUAUMO Oa je jemmHa MoryhHOCT
2+2*=4 (mod 8),
KOja ce mobuja camo 3a a = 1. Ilarme, a =1, Te je

1424 2025° = 3+ 2025° = 4n?,

omaocHO 2025° + 3 = 4n?. Komauno, axo je b = 0, tama je 2025° = 1, omakie je
14242025 =142+ 1 =4 = 22, mro jecre crenen mapHor 6poja. Iaxie,
(a,b) = (1,0) je pememe. Hera je cama b > 1. Kako je 2025 memuso ca 5, Basku
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2025° = 0 (mod 5), ma u3 2025° + 3 = 4n? mobumjamo 5 | 4n? — 3. MebyTum,
KBaaparu npuponaux (menux) 6pojeBa Npu Hefbelmy ca b Oajy caMoO OCTATKe U3
cryma {0, 1,4}, omarme cremu na he 6poj 4n? —3 maBaTu ocTaTKe KOjU MpUTAIajy
crymy {1,2,3} npu nememy ca 5. Crora, 3a b > 1 6poj 4n? — 3 me Moxe GuTH
nessuB ca b HU 3a jenHo n. Komauno, jemuno pememe je nap (a,b) = (1,0).

(IPYTO PEIIEWE) Pasmorpumo caenehie cayuajese:

10

20

30

a = 0: Kaxo je 2025 menmapan 6poj, ciemu ma je
N =1+ 2%+2025" = 2 + 2025"

memapan. Mebyrtum, Tpaskumo ma N Oyme cTeneH mapHOr IPUPOIHOT Opo-
ja, ma y OBOM CJIy4Ya]y HEMa pelema.

a > 2: Tanma je 2* memuBo ca 4, na je
N=1+24+2025"=1+0+1"°=2 (mod 4).

IHakne, N je memuB ca 2, amu Huje nesuB ca 4. CBaku cTemeH HapHOT
npuponHor 6poja memuB je ca 4, ma N y OBOM ciydajy HE MOKe OUTH
TpaKEeHU CTEIEH.

a =1: Tanma je N = 3 +2025". Kaxo je 2025 memuso ca 3, To 3a b > 2
nobujamo ma je 2025° memuso ca 9, ma je

N =3+2025"=3 (mod?9).

Harxne, N je memuB ca 3, anu HUje MebUB ca 9, ma He MOKe OUTU CTemeH
npupoauaor 6poja. Ocraje ucnuraru jom camo caydajeBe b=0u b= 1.

3.1° b=0: Tanaje N = 3+1 =4 = 22, mT0 jecTe CTemeH NAPHOT IPUPOJHOT
6poja.

3.2° b = 1: Tazma je N = 3+ 2025 = 2028 = 22 .3 .13, ma taj 6poj =Huje
CTEIleH HEKOI IPUPOIHOr Opoja.

Iakne, jemuuo pemene 3anatka je (a,b) = (1,0).

2. (ITIPBO PEUIIEIHLE) (a) Ouursenno je na je moMeH nare (yHKOUje CKYI
R. IHobuMo 01 OCHOBHOI TPUIOHOMETPH]CKOT maeHTUTeTa: sin’z 4+ cos?z = 1.
HoeroBum kBampupamem nobdbujamo

sin*x + cos*z =1 — 2sin? z cos? .

Canuuno, moau3ameM TOT u3pa3a Ha Tpehwu cremen, nobujamo

sin®z 4+ cos®z =1 — 3sin* zcos®  — 3sin? z cos* ©

=1 —3sin® z cos® z(sin? 2 4 cos? 2) = 1 — 3sin® z cos? x.
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CaeykynHO, IMaMO
fu(x) =1 —3sin? zcos® z + k(1 — 2sin® zcos® z) = (1 + k) — (2k + 3) sin® z cos® z,
OIHOCHO
sin? 2z
4

Cana je jaco ma je momeH ¢yurunuje meno R. Ilpumerumo na ¢yHRIUMja T —
sin? 2z, © € R, y3uma cBe peasse BpeaHocTn u3 cermenta [0,1].

fr(@) = (1+k) — (2k +3) , T €R.

(6) Iorpeban u moBoman yciaos ma 6u fi(x) < 0, HA HeIOM HOMEHy, je ma y
Taukama y kojuma je sin?2zx = 0 u sin®2z = 1 Bamu fiy(z) < 0 (jemma ox ose
IBE€ BPENHOCTU je MaKCUMyM (YHKIUje, [MTO 3aBUCU Ol 3Haka Opoja 2k + 3).
Y raukama y kojuma je sin®2z = 0 mmamo fi(z) = 1+ k, mro maje k < —1.

Cmuso, 3aMeHOM BpeaHoctu sin’ 2z = 1, nobujamo k < ~7 Iakme, oarosop je
k€ (—o0, —1].

3
(B) PyHKIM]ja je KOHCTAHTHA ako U caMo ako je 2k +3 =0, 1j. k = —3 Kaxko
jé KOHCTaHTHA Ha IEJOM CKymy R, TO y CBaKOj TAUKM UMa UCTY BPEOHOCT, 14 je
3 1
3(2026) =1— - = ——.
f-2(2026) 5 =3

(IPYTO PEHIEILE) (a) Homen je meno R. (6) Ompemumo cBe k Takse nma je
fe(z) < 0 3a cBako x € R. Y Tom mmmy, uspauynaliemo usson ¢pyuruuje fi(x)
0O IPOMEHBUBOj & (cMaTpaMo k peasHUM IapaMeTpOM):

fr(z) = 6sin® 2 cosz — 6 cos® wsinx + k(4 sin® z cos x — 4 cos® 2 sin 2

= 251nxcosx(3sin4x —3costz + 2ksin® x — 21<:00st).

IIpumerumo na Basku

3sin* x — 3cos* 2 = 3(sin* z — cos® ) = 3(sin® z — cos® x)(sin? 2 + cos? x)

= 3(sin’®  — cos? ),
Te je
fr.(z) = 2sinz cosz (S(Sin2 x — cos® x) + 2k(sin® z — cos? x))
= 2(3 + 2k) sin = cos z(sin® x — cos® x).
Hakie,
fi(z) =0 <= sinzcosz =0 mwm sin’z—cos’z=0 (3ak+#—3), T

. nm .9 9 T T
smxcoso::0<:>9::7, sin“ x = cos 9:<:>x:1+7, n € 7.
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Ha unrepsany (0,7) nmamo caenehy rabaumy:

x 0, 7) (1 3) (3. %) (G0)
sinx + + + +
cosx + + — -
sin?z — cos® - + + -
sin x cos z(sin” = — cos® x) - + - +
fi(x) —sgn(3+2k) sgn(3+2k) —sgn(3+ 2k) sgn(3 + 2k)
W3 rabaume HETOCPEIHO CJIEOU:
_nm
L 3 . =1 JIOKAJTHU MAKCUMYM,
2 _ T nr
T =7+ 5 JIOKaJIHU MUHUMYM.
L 3 T =" JIOKAJIHA MUHUMYM,
<-- =
2 x =7+ JIOKaJIH{ MAKCUMyM.

I/I3paquajMo BpPpEeOHOCTU Yy TaYKaMa JIOKaJHUX EKCTpeMyMa:

a(F)=teb A(G+HT) =1t

Axo je k > —%, MaKCUMyM je y TadykaMa T = -, ma MOpa [Oa Bayku

14+k<0< k< -1, omakne k € [-3,-1]. ’

Axo je k < —%7 MaKCUMyM je y Taukama T = 7 + ‘-, Ia Mopa [la Basku
+ g <0< k< —%7 ITO je TaYHO 3a CBAKO k < —%.

Axo je k = =3, rama je fi(z) = 0 3a cako z € R, na je dynxmja

roHCTaHTHA Ha meiaoM R. Kako je

1
4

3 3 1
f—3/2(0) = sin® 0 + cos® 0 — §(sin40+cos40) =0+1-— 5(04— 1) = —3

TO je Ha mesoM R HeraTwBHA, Ia BaKU yCJOB.

Ilakie, cnajameM pe3ynarara I00ujaMmo .

(8) Ompemumo cBe k 3a koje je fr woHcTamTa Ha R m 3a TakBO k oapemuMo
fx(2026). V3 nperxomHor meaa 3aIaTKa UMAMO

fr(x) = 2(3 4 2k) sin x cos x(sin® x — cos® z), = € R.
I[Ipumernmo na pyHKIUja Sin T cos x(sin2 x—cos?
na ma 6u fi(z) =0 Mopamo umaru

x) HUje MIOEHTUYKY jeNHAKA HYJIN,

342%k=0 = k:—g.

Kako je f_3/; romcTamTHa Ha menoMm ckymy R, To y cBakoj Taukm mMa HCTY
BPEIHOCT, 1a je

1

f-3/2(2026) = 5
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3. Osznaunmo ca D npeceuny Tauky nare cumerpadse yria u crpauute AB. [Tpu-
MEHOM TeOpeMe O CHMeTpaJy yria (Mid NPUMEHOM CUHYCHEe TeopeMe Ha TPOY-

AD 5
rnose ADC u CDB) moGujamo ||DB| =1 Tana je |AD| = bk, |DB| = 4k, 3a

werko k >0, k € R.

A D B

Ilame, npumenoM KocunycHe Teopeme Ha Tpoyriaose ADC u CDB noGujamo:

S € e N B C
COS — = =10 n COS— = . 10
2 2.5 1 2 2.4 &

W3zjennauaBameM QeCHUX CTpaHa OBUX jeNHAKOCTU HOOMjaMo:

52+ (4)° — 25k _ (4)° +42 — 167
2.5.% 2.4.%

2
oZakJe, pemasameM jeqHaunne 1o k, nobujamo na je k = 3 M je |AB| = 9k = 6.

Hanmomena. 3anarak je aHAJOTHO MOTao Ja Ce 3aBPIIA U MPUMEHOM KOCUHYCHE
teopeme Ha tpoyraose ADC u CDB, amu ca yraosuma ZADC u ZCDB, ko-

pucrehu na Bawku cos LZADC = —cos ZCDB, jep je ped 0 CyIJIeMeHTHUM yTJIOBU-
Ma.
4. OgroBop je, HapaBHO, mo3uTuBaH. Hawmme, o3HaumMo 60je OpojeBUMA

1,2,...,2025,2026. Hosomuo je obojuru taury (0,kv2) Te paBsu y 60jy k, 1 <
k <2025, u ce ocrane Tauke paBHu y 060jy 2026. BpennocT npon3BOJEHOL HOIN-
HOMa Ca IeJIUM KOoe(pUIUjeHTUMa y HyJIH je meo 6poj (ciao0oaHy diaH MOJIMHO-
Ma), OXHOCHO HujenHa ox 60ja 1,2, ...,2025 nehie npunactu HUTH jeqHOM rpaduKy
IIOJIMHOMA ca IeJIOOPOjHUM KoeduIyjeHTuMa, Te he cBaku TakaB rpadux Outu y

6oju 2026.

5. Herka cy In2 =2, In3 =y, In5 = 2, rue je Inx =log, z, x > 0. Tazna je

~In30  xz+y+=z b_1n24_3:lc—|—y
~ In6  zty CInls y+z




Pauynamem u cpebuBamem mobujamo:

2ab+2a—1  (2x+y+2)(3z + 3y + 22)
ab+b+1 2z +y)(3z + 3y + 22)

_2r+y+z 1n60

= =1 60 =1 3600.
2 + y Ini12 0812 O8m

Cana TpuBHjaIHO HaJa3uMoO na je m = 144, jep je 3600 = 602, ma je

2m +n = 3888.

70
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PEIMTEIHA 3ATATARKA NPKABHOI' TAKMUYEIHA 3
MATEMATUWUEKE — A kareropuja

ITpBu pa3pen — A kareropuja
1. (a) Omrosop je da. Hera je P(2022) = P(2023) = P(2025) = P(2026) = 2024.
Jeman om mosMHOMA 3a KOjU OBO BAKU j€
P(z) = (z — 2022)(z — 2023) (2 — 2025)(x — 2026) + 2024,
ma je P(2024) = 2028.

(6) Omrosop je we. IlpermocraBumo ma mocroju oBakas mosuHoM. OmasBne
cienu

a—e| Pla)— Ple) = =2,
b—e | P(b)— P(e) = -2,
c—e | P(c)— P(e) = -2,

d—e| P(d)— P(e) = —2.

Kako cy a, b, c,d mo mapoBuma pas3auuutu 1eau 0pojeBu, TO Cy U OpojeBu a — e,
b—e, c—en d— e no naposuma pazmuuutu. Crora, {a —e,b—e,c—e,d— e} =
{-2,-1,1,2}. IIpumerumo ma cy a,b,c,d wyne noaunoma Q(x) = P(xz) — 2024, na
je

Q) = (z—a)(z —b)(z —c)(x —d) - Pi(x).
Kako je Q(e) = (e —a)(e—b)(e — ¢)(e —d) - Pi(e), mobujamo 2 = 4- Py(e), omrocHO

Pi(e) = 3 Mebyrum, rako monuuom P; uma nenobpojue koepuuujerte (0BO

cleny, Ha NMpUMeDP M3 CTAHJAPAHOT AJTOPUTMA 33 AeJhele MOJUHOMA), TO P
“Ma 1eJo0pOojHe BPEAHOCTU y CBUM HeJ00pojHuM Taukama. KouTpamuknujal

2. Amammsa: Heka cy Ty u Ty Texumra Tpoyraosa ABC u ABD, pemom, a H;
u Hs muxoBu oprouentpu. Kako cy taure A, B,C, D Ha ucrtoj kpy:xkuunu k ca
nenrpom O, npasa Hy — O — T je Ojueposa npasa tpoyraa ABC, nok je npasa
Hy — O — Ty Ojneposa mpasa Tpoyriaa ABD. Ilpema ToMme, U3 KOJIUHEAPHOCTHU
H,,0, Hy nenocpenno cienu u xKoaubdeapuoct tavaka 17,0, Ty. akiae, 10BOJBHO
je xoucrpyucaru taury D € k tako ma cy Hi,O, Hy xonuneapue.

Heka je M cpemumre nysxu AB. IlocmarpajMo nmeHTpaJHy CUMETPU]Y Ca
nentpoMm y tauku M. Ilo3HaTo je ma ce opToleHTAp TPOYTJA IPU TO] CUMETPUjU
MIPECIUKABA Yy TAUYKy ONMUCAHE KPY:KHUIIE KOja je AUjaMeTPAJIHO CyIPOTHA TEMEHY
Hacnpam nocmarpane crpanune. Crora ce opromenrap Hy tpoyraa ABC mpe-
cankaBa y Tauxy C’, mujameTpaJHo cynpoTHy Tauku C Ha Kpy:RHUIM k, a Op-
tonentap Hy tpoyrna ABD y tauky D', nujamerpaJsiHO cynpoTHy Tauku D Ha
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nctoj kpy:kmEumm. Hegra je, mame, O’ camka Tauke O mpu MCTOj IMEHTPAIHO]
cuMmerpuju. Kako meHTpaHa CUMeTpHUja dyBa KOJIWHEAPHOCT, YCIOB Aa Cy TaAUKe
H;,0 n Hy koluHeapHe eKBUBAJIEHTAH je ycioBy aa cy u Tauke C', 0’ u D' ko-
JMHEeapHE.
Koucrpykmuja: 3a gatu tpoyrao ABC KOHCTPYUIIEMO HETOBY OMUCAHY KPY-
skauny k m wen nenrap O, kao u cpemumre M ny:xxu AB. IloTrom, KoHCTpY-
nmemo tauky O/, mujameTrpanno cynporHy Tauku C Ha KPy:KHUOU Kk, U Tadky
O’, cumerpuuny tauku O y ommocy Ha M. 3atum mosyuemo nmpaBy C'O’. Axo
npaBa C'O’ cede kpys&HUIy k y joII jeqHO] Tauku, Taj APYTU IPECEK O3HAUUMO
ca D’. Hajzan, Tauxky D KOHCTPYUIIEMO KaO TadKy IWjaMETPAJHO CYIPOTHY
tauku D’ ma kpyxkHUIM k.
Hoxa3: Ilo romctpyrmuju, tauke C’,0’, D’ cy womumeapue. Kako mernTpa-
JIHA CHMETpUja UyBa KOJWHEAPHOCT, U3 TOTa CJIEeIU A CY U HUXOBE MPEIUINKE
H,,0, Hy, xkonuneapue. Ca npyre crpane, tauke Hi,O,T) cy KoJumHeapHe Kao
rauke Ojmepose mpase Tpoyraa ABC, a tauke Ho, O,T> xao tauke Ojaepose
npase Tpoyraa ABD. C oG3aupom na cy Hp,O, Hs xonuueapue, obe Ojaepose
mpaBe MOKJamajy ce ca UCTOM mpaBoM kpo3 taurky O. Orynpa caemu ma cy u
tauke 17, O, Ty KonuHeapHe.
ITuckycuja: Axo je O' = C’, onga npasa C’'O’ nuje ompebena. Ilomto cy O’
u C' couke tavyaka O u Hy mpu MCTO] HEHTPAJHO] CUMETPHUjU ca HeHTpoM M,
ycaos O' = C' exBuBasentan je ycaoBy O = H;. To je moryhie ako u camo
ako je tpoyrao ABC jemmakoctpanuvan. Y ToMm ciayuajy je Ty = O, ma je 3a
cBary tauky D € k ycsoB 3amarTka ayToMmManky ucnymen. Jlakie, ako je ABC
jemHAKOCTpAHWYAH, CBaKa Tayka [ Ha KPY:KHUIU k MpEenCTaB/ba peIene.

Heka je cama O’ # (C’'. Tama je mpasa C’'O’ y mormyroctu ozxpebena.
Axo oma ceue kpyskuuny k y jom jemmoj tauku D' # C') omma je ma Taj HAUMH
nobujena tauka D # C jenunHo HemereHepucano pememe. Moxke ce, mehyruwm,
necutu na je mpaBa C'O’ tamrenTta Ha kpyskmuny k y tauku C’. Tama mpyrum
Ipecek He MOCTOjU, Ma HEeAEereHEePUCAHO pelleme He MOCTOoju. AKOo ce momymra
IETEHEepUCAH Caydaj, Tama (popMmaaHo Moxkemo yzeru D' = C', omakme caenm
D = C; 3aucra, tana ce tpoyraosu ABC u ABD noknamajy, ma je ycJioB 3am1aTKa

UCIYH€H.

IIpema Tome:

a
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* ako je tpoyrao ABC jemmakoctpanuvas, cBaka tauka D € k je pememe;

* aro Tpoyrao ABC muje jemmakocrpanmuan u npasa C'O’ muje TanrenTa HA
kpyskEuny k y Taukn C’, OCTOjU jeIMHCTBEHO HEIETCHEPUCAHO PENICHE;

e ako Tpoyrao ABC muje jemmaroctpamudan u npasa C’'O’ jecTe Tanrenrta
Ha KpysRHUMY k y Tauku C/, OHIa HEIEr€HEPUCAHO PEIIEHEe HE MOCTOjU, a
jemmuO popmasiHO pememne je D = C.

Hamomena. IlocToju anTepHATHMBHO pelreme y KOjeM yodaBaMo ng = Hgﬁ
Koucrpykuuja, crora, HEmOCpenHO CJieIu.

3. Hera je A =11n?+n+1. 3a n =1 mobujamo 6poj A = 13, omrocuo S(A) = 4.
Iokasxumo ma je oBo Hajmama BpemaocT 6poja S(A). Jacuo, A je memapan 6poj
Behu ox 12 jep Baku

A=n’+n+l=nn+1)+1=1 (mod 2),
ma He MOske mMaru 30mp mudpapa 1. C apyre cTrpane, BayKu U
=-n+n+l=-nn-1)+1 (mod3).

Axro je n = 0 (mod 3) munu n = 1 (mod 3), onna je A = 1 (mod 3). Cuauuno,
ako je n = 2 (mod 3), nobujamo A =2 (mod 3). Tosuaro je na Bakm x = S(z)
(mod 3) 3a cBaku mpupoman 6poj z. Crora, kako A Huje memwus ca 3, HUje HU
S(A), ma S(A) # 3.

IMoraskumo u ma Basku S(A) # 2. IlpermocTraBUMO CYIPOTHO Tj. Ia NMOCTOJUA T
rakBo na je S(A) = 2. Kaxro je 6poj A menapan (6ap gsoundpeH) u uma 36up
nudapa 2, To Cy HeroBa IpBa U Iocielma Iudpe jennake 1, a ocraje cy HyJle,
IIa jeqHAYMHA

1n*+n+1=10"+1

nMa pelremna y CKyIy OpUpPOAHUX OpojeBa, m3 dera mobujamo
n(lln 4+ 1) =2™.5™.

EykaunoBrM anropuTMoM ce JAaKo MOokasyje ma Basxku (n,1ln + 1) = 1, ma rako
Baxku n < 11n 4+ 1, mmamo ngBa ciyuaja:

1. n=1ul1ln+1=2m-5m. Y oBoMm cayuajy mobujamo 12 = 2™ -5 mTo HeMa
pemema 3a m € N.

2. n=2"wulln+1=5" Omasne mobujamo 11 2" + 1 = 5. IememeMm 0be

crpane ca 5™ mobujamo
2\" "
11-( = - =1.
Ot
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Jacuo je ma je meBa crpana crporo omanajyha ¢yukuuja mo m (kao 36up ase
omanajyhe ¢pyurimje). Kako 3a m =2 u m = 3 umamo

2 2 3 3
2 1 9 2 1 89
11 (2 Z) =Z>1m11-(2 Z) === <1

nobujamMo ma Jara jemqHadnHa HeMa pellema y CKyImy mpuponuux opojeBa. Ilo-
Busi ¢MO KOHTPAIMKIM]y ca IPeTmocTaBKoM, ma S(A) # 2.
Iakne, najmamu 30up mudpapa je 4.

[pumetnvo na 3a 6pojese n = 10% (k > 1) mmamo ma je 11n? 4+ n + 1 obanm-
Ka
11000...0001000...0001,

k—1 k-1

ma mocToju DEeCKOHAYHO MHOTO IPUPOIHUX OpojeBa m 3a Koje je
S(11n? +n+1) = 4.

Komewmap 1.1. TlpuHnunoMm MaTeMaTUYKe UHIYKIUje MOMKEMO Ia MOKAKEMO He-
jemmakoct 11-2™ + 1 < 5™ 3a cBe mpupogae Opojese m > 3. 3a m = 3 umMamo
11-23 41 = 89 u 5% = 125, ma HejemmakocT Basku. IlpermocraBuMo na 3a
npupomHe 6pojeBe m > 3 Baku 57 > 11 - 2™ 4+ 1. lokaskmuMoO ma omaTie CJiean
5m+l > 11.2m+! 4 1. 3Bamucra,

5"t = 5.5m > 5. (11-2™ 4+ 1) =55-2" 4 5>22-2™ + 1 =11-2"" 41,

mTo mosygaum 5" > 11-2" 4+ 1 3a m > 3.
FKomewmap 1.2. Jlako ce mokasyje ma 3a m > 3 BaxKmu

5Mm =53.5m 3 5 94.7.5m3 > 94 . 7.9m=3 —14.9™ 5 11.2™ + 1.

4. Tepaumo ma je majsehe rapamroBano k = {%J Hajupe yoummo mra jeman
nore3 3ampaso pamu. Aro cycemue Gpojese xz,y € {0,1} 3amenumo 6pojem = + y
(mod 2), omma mOBM GpoOj mpemcTaBma 30up TOr mapa mo Momyiay 2. Ilocae
BUIIE TIOTE3a, CBAKU YJaH MOOUjeHOr HU3a IPeNcTaBsba 30Up Mo MOLYILY 2 HEKOT
y3acTonmHOr OJIOKa MOdYeTHOr Hm3a. Jlakiie, CBaKM Kpajimbu HU3 OACOBAPA HEKO]
[IOeNV MOYETHOI HU3a HA Y3aCTONHE OJIOKOBE, DU YEMY j€ CBAKM HOBU UJIAH
mapHOCT 30upa exemenara y oarosapajyhem GJIOKY.

3ato je 3amarak ekBuBaJjieHTaH cienehem: Tpeba MONEJIUTU MOYETHU HU3
Ha y3acTonHe OJIOKOBE TaKO Ia IITO BUIIE Yy3aCTOMHUX OJIOKOBA MMa UCTY CyMY

II0 MOOyy 2.

Lowa epanuya: Hera cy modeTHM YIAHOBU HU3A d1,as,...,4, € {0,1}. IMocma-
TpajMO MaprujaiHe CYMe MO MOAYJIY 2:

89 =0, si=ar+az+---+a; (mod2) (1<i<n).
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Nwmamo yrynuo n+ 1 6pojesa sg, S1,- .., Sn, & cBaku je wiau 0 uam 1. 3aro ce 6ap
jemHa on OBe NIBE BPEOHOCTU jaBJba HAJMAHhE {"7“1 myTa.

Hera cy s;, = s;, = -+ = 5;, CBe II0jaBe Te UCTe BPENHOCTH, rue je t +1 >
{"7“] Tana 3a ceakm j = 1,2,...,1 OIOK @;;_,41,0Gi;_,+2,---,Q;; UMa 30Up 1O
MOIYJy 2 jenHaK

Sij

—8i;_, =0 (mod 2).

I[Ipema Ttome, moskemo moburu t y3acroumrux Hysna. Onarne ciaenu

o)

ma je yBek Mmoryhe mobutu Gap L
k>3]

Topwa epanuya: Tlokazahemo ma ce yommTe HE MOKE TAPAHTOBATU BUIIE O TOTA.
ITocmaTpajMo HU3 KOjU CAAP:KU TAYHO jEAHY jEeAUHUILY, & CBE OCTAJIO Cy HYyJIe,
u TO TaKO na cy Hyje pacuopebene mTo paBHOMepHUje ca JieBe U AeCHE CTpaHe
Te jemuuune. Ha npumep, ako je n = 2m + 1, y3aMumMo HU3

gJ Y3aCTONHUX jemHarkux OpojeBa. Ilakie,

0,0,...,0,1,0,0,....0,
—_— Y

m m

a axo je n = 2m, y3MUMO

0,0,...,0,1,0,0,...,0.
—_— Y

m—1 m

Y cBakKOM IOTe3y YKyIHa CyMa CBUX UYJaHOBa HU3a IO MOIYIY 2 ocTaje
HempoMemeHa. [lomTo je Ha mOUYeTKy Ta cyMma jeaHaka 1, cBaku mOOUjeHW HU3
MOpa MMAaTU HemapHy CyMy, IIa 3aTO MODa CaAp:KATH Oap jeHY jenuHUILY.

C mpyre crpane, CBaky 4jaaH H0OUjeHOT HU3a NPEACTABIbA 30UpP 110 MOIY Y
2 HEKOT y3aCTOTHOT OJIOKA MOYETHOT Hu3a. [lOmTOo moYeTHM HU3 CATPIKUA TAYHO
jemHY je IMHUITY, HEKU OJIOK Jaje BPEOHOCT 1 aKO U caMO aKO CaAP:KUA Ty jeIUHUILY.
3aTo y CBaKO] MOMAEIU MOYETHOT HU3a TAYHO jenaH OJIOK MMa BPEmHOCT 1, a cBU
ocranu nMajy Bpenaoct 0.

IIpema Tome, y cBakoM mOOMjeHOM HU3Y MOCTOjU TAYHO jenHA jeTuHUIA,
KOja pa3aBaja HyJe Ha JeBU W AECHU Aeo. Dpoj y3acTOmHUX HyJda ca OmiIo
Koje cTpaHe He Mosxke Outu Behim ox [n/2]. 3aTo HM GPOj Yy3aCTONHUX jeIHAKUX
4JIaHOBa HE MOke outu Behu on ng . Hagie, k < L

Ilpyru pa3spen — A kareropuja

1. [Tocmarpajmo ¢yurnmje f: R - R, g : R - R u h: R —» R, nepunucane ca
f(x) =az?+bx+c, g(x) =bx’+cx+a u h(x) = f(x)g(z), 3a crako = € R. Tpeba
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MOKAa3aTH A& MocToju peasaln 6poj d 3a xoju Baku h(d) > 0. [Ipumernmo na je
h(1) = f(1)g(1) = (a + b+ ¢)* > 0. (V) Pasmorpumo caenehe cayuajese:
1° a+b+c#0. 360r (V) moxemo onabparu d = 1, momro je h(l) > 0.
2° a+b+c = 0. Caza je f(x) = az®+br—a—b = a(z—1)(z+1)+b(x—1) = (z—1)(az+
a+b) u amanorso g(z) = (x —1)(bx +b+c), Te je h(z) = (z — 1)%(azx — ¢)(bx — a).
BpojeBu a u b He Mory OuTH MCTOBPEMEHO jeOHAKW HYJU, MOMTO Ou Tama 300r
a+b+c =0 Baxuino (a,b,c) =(0,0,0), mro je cynporro ycaoBy 3axatka. OTyna
MoskeMO pasmorputu ciaenehe ciayuajese:

2.1° a =0,b# 0. Tazma je h(x) = b*(z — 1)%x, Te je h(2) > 0.

2.2° b=0,a # 0. Tana je h(z) = —a?(x — 1)*(x + 1), Te je h(—2) > 0.

2.3° ab # 0. Illpumernmo na je < # . lIpernocrasumo cynporso. Tama 6u
AMAJII f“Ter:%<:>a2+ab+b2:()<:>(a+g)2+%b2:O<:>a:b:0, MTO je
rkouTpamuknuja. Canma umamo na kBanparsa ¢pyakuuja i(z) = (ax—c)(br —a) uma
BE DA3JMYNTE DEAJHE HyJjle, Te HUjeé KOHCTAHTHOT 3HaKa Ha (—oo,00). OTyma
noctoju uETepBas I Ha KOM je oHa mosuTuBHa. Kako je h(z) = (z —1)%-i(z), To
36or mperxonHor uMaMo na 3a csaku 0poj d € I\ {1} saxu h(d) > 0. OBumM je
JTOKa3 KOMILJICTUPAH.

2. Kako je O cpemumte kpaher nyka AD xpyra AOD, npasa FEO je cumerpadia
yrana ZAED, na je camum tuM u cumerpadtia crpanute AB tpoyria AABC.
Amnasoruo je u taura F ma cumerpasu ay:xm AC. Heka cy cama P, Q u
R penom cpemumra mysxu AB, AC u AM. Tpoyranosu AAEP u NAFQ cy
cmmunu (LAEP = ZAFQ 360r Tetusnoctu yetBopoyria AEFO, u no npeTxon-
HO [OKa3aHOM uMajy mo jemad mpas yrao). Opnasne je ﬁ—g = ‘:—g = ﬁ—g, u
/EAF = /BAC, na cy tpoyraosu AABC u ANAEF canuau. Opartne, mMma-

jyhu y Buny ma cy AM u AG texumbe oy:KuU, CJlIeAd na Cy W TPOYTJIOBU

AABM u AAEG ciauvnu, Te je u % = ﬁ—g, OIHOCHO % = ﬁ—f;, ma Kako je u

LFEAP = Z/GAR, tpoyraosu AAEP u AAGR cy canunn, oqaocuo ZARG = 90°,
omakie je tpoyrao AAGM jemuakokpak, unMe je TBphHeme 3aJaTKa TOKA3aHO.

3. Heka cy a,b,c m n npupomau 6pojeBu 3a koje Baxku (a,b,c) = 1, a p > 3
OPOM3BOJBAH HPOCT Opoj, npu Yemy je (u,v,w) = H3(u,v,w), u,v,w € N. O3na-
ummo ca S, = af +bF + ¢, k € Ny. IIpermocrasumo ma p | Spt2,Snt1 1 Sy, 360r
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p| Sy, u (a,b,¢) =1 6poj p nenu uajBume jenan ox 6pojesa a,b u c¢. Pazmorpumo
Hajupe ciayudaj p{ abe. Basxku

Sk+s — ((l + b+ ¢)Sk42 + (ab+ be+ Ca)Sk+1 = abcSk, k € Ny. (]L)

Kako p | Sni2,Sn+1,5n, 3amenom k = n — 1, umajyhu va ymy ma p t abe, y (1)
nobujamo p | Sp,—1. Hamwom 3amenom 3a k =n—2,n—3,...,0, nobujamo p | Sp = 3.
Kourpamuknuja. Heka cana p | abe. Oppebenocru panu, vera p | ¢ u ptab. Tana
je a"tt =, —b"t =) b(—b") =, ba", na je a =, b. 3ato p | 2a", omHOCHO P | a.
Korrpamuknuja. Ha oBaj Hauwme cMO qoka3aJsu na He IOCTOju P > 3 TAKO Ia
D | Snt2,Snt+1 1 Sy, 3a HEke (a,b,c) = 1.

Cauyno Ka0 y IPEeTXOAHOM Iedy IOoKasyje ce na Huje moryhe ma 9| a™ +
b+, gt pntl o entl g2 pnt2 4 en 2 Takobe, muje moryhe ma 4 | a™+b"+
e, a4 pntl g entl gnt2 4 pnt2 4 ont2 Bapcra, ako 6u Baskmao 4 | a™ +b" +
onga Om TavyHO jemHAK On OpojeBa a,b,c 6mo mapan. Mebyrtum, Tana 3a mapan
6poj m € {n+1,n+2} Basku a™+b" +c"™ =4 0+1+1 =4 2, wTo je y CynpoTHOCTH
ca 4| Sn.

W3 csera maBemeHor 3akmyuyjemo ma je (a™ + b + ¢ a™ Tt + b7 4
L gnt2 4 pnt2 4 nt2) < 6, Te je majsehu emement ckyma S me Behu on 6.
Kako je 3a a = b =n = 1,¢c = 4 nmocmarpann HajBehu 3ajeIHUYKN TEITUIIAIL
jemuak 6, To je majsehu esemenT ckyma S ymnpaso jemHax 6.

4. Tpaskena momesa je Moryha ako u caMo ako je n Henapan. Heka je n = 2m+1.
Koucrpyruuja ce 3anaje opako. Ca jeBe CTpaHUIE BEJIUKOT TPOYTJIa MOBIAYNMO
m+1 nyresa. [IpBu mouume y mMomeM JIEBOM yIUIy U UJe BOJOPABHO Y IECHO KPO3
n TPOYTJIOBA.

AR
AR

Hpyru nmouunme y ciaenehem peny m3Hanm M UIe BOXOPABHO yIECHO KPO3
n — 2 TPOYIJIOBa, Ia Ce 3aTUM JOMU M HaCTaBJ/ba KOCO HArope yIEeCHO KPOo3 2
Tpoyria. Tpehu mouumme jom jemadH pen Buile, uae BOAOPABHO YAECHO KPO3
n — 4 TpPoyrjioBa, ma 3aTUM KOCO Harope ymnecHo kpo3 4 tpoyria. Taxko pemowm,
k-tm neBu myT, pauyHajyhu omo3no, nouusme Ha seBoj crpanunu y (k + 1)-Bom
peny, ume Hajupe BOAOPABHO YIECHO KPO3 n—2k TpPOyIryioBa, a 3aTUM KOCO Harope
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ymecHo kpo3 2k Tpoyrsosa, rae je k = 0,1,...,m. 3aro cCBaku J€BU IyT UMAa
ykynao (n — 2k) 4+ 2k = n Tpoyrnosa. Ca mecHe cTpaHe IOBJIAYMMO M IIyTEBA.
[IpBu mecHu nyT mouwWmbe y HAjBUNIEM IPEOCTAJIOM TPOYIIY ¥3 AECHY CTPAHUILY
U uUAe KOCO Hamojie yOeCHO Kpo3 n TpoyriaoBa. pyru moumme y cienehiem
HajBUIIEM [IPEOCTAJIOM TPOYTILY, Uae KOCO HaIoJIe yIeCHO KPO3 N — 2 TPOYIJIOBa,
ma ce 3aTUM JOMM W HACTABJhA BOAOPABHO YIECHO Kpo3 2 Tpoyria. Tpehwm
mounse y ciaeneheMm HajBUIIEM IPEOCTAJIOM TPOYIULY, W€ KOCO HALOJE YIECHO
Kpo3 n—4 TpOyriaoBa, Ia 3aTUM BOIOPABHO yAeCHO Kpo3 4 Tpoyria. Tako penowm,
J-TH NeCHU IyT, padyyHajyNu OmO3ro, mOYMm€ y HajBUIIEM jOII HEIOKPUBEHOM
TPOYTJY MECHOT neja, UAe Hajupe KOCO HAJOoJe YIAECCHO KPO3 n—2j+2 TpOoyriaoBa,
a 3aTUM BOJOPABHO yJIECHO Kpo3 27 — 2 Tpoyrua, rae je j = 1,2,....,m. 3aro
¥ CBakKU OeCHU IyT uMa ykynHo (n — 2j + 2) 4+ (25 — 2) = n tpoyraosa. Jlesu
nyreBu ce MehycoOHO He ceKy, jep UM BOAODABHU HEJIOBU JIEKE Y Pa3IUINTUM
penoBUMa, a MOCJe MPEeJIoMa CBAKU UAE APYTOM KOCOM AujaroHasoM. VlcTo Tako
ce HU mecHu myrteBu MeDhycobuo He ceky. Hajsanm, neBu m mecHu myTeBu ce
He mory cehu jep mocie CBMX JI€BUX IyTE€Ba OCTaje HENOKPWUBEH CAMO jenaH
,,JJECHU~ CTEIEeHACTU Ae0 TPOYyIJa, a MEeCHU IMyTEBU CE YIPAaBO y HEMy IIOBJIAYE,
pexoM omo3ro Hamoie. JlpyruMm peumMma, J€BU IIyTEBU WMCIYHE II€0 JEBU €0
¢urype nO jenHe IUK-IIAK IPAHUIE, a CBAKUA NECHU IIYyT JEXU y INOTIYHOCTHU
ca mecHe CTpaHe Te IDAHUIE; 3aTO JEBU W MECHU IIyTEBU HEMA]y 3ajeTHUIKUAX
tpoyriosa. Tako nobujamo (m+ 1) +m = 2m + 1 = n mehycobuo mucjyHrTHUX
myTeBa, CBAKU OJ IO N TPOYTJIOBA, KOjU 3ajeIHO MOKPUBAjY IO Tpoyrao. Ako
je, mehyTum, n mapaH, oHma OM CBAKM IyT MMAaO HNAapHY IYKUHY, Ia OU y meMy
Oouo jemnak OPOj TPOYTJIOBA OPUjEHTUCAHUX HArOpe M HamoJe, mTOo je Hemoryhe

jep je y mesoM Tpoyriy 6poj TAKBUX TPOYTJIOBA M, OIHOCHO @ Iaxkie,

2
TpasKeHa IOesa IOCTOjU aKO M CaMO aKO je n HemapaH.

Tpehu pazpen — A kareropuja

1. (ITIPBO PEHIEIHE) (a) IMocmarpajmo mommsom P(z) = 22920 + 22 + 1. Tpe-
TIocTaBuMo zxa je 6poj © = z, rae je |z| = 1, jenna myna monnaoma P(x). Kako je
nommuom P € Rz] 1o je n 6poj Z = L merosa myna. Oryna, samenom P(1) =0
nobujamo ma je 1+ 22017 4 22020 — 0 7e je 2% = 22917, U3 mocnemme jenmaxocTu,
Kako je z # 0, mmamo ma je 220 = 1. 3aro je cama 0 = P(z) = 26 + 23 + 1, Te

je 22 —1 = (22 —1)- P(2) = 0. Hakne, 3a 6poj 2 Baskm 22014 = 2% = 1. 3aro je
9

27:%:1, onaﬁﬂejeMZQZ%zlmz:%:L 3aro je 0 = P(1) = 3,
IITO je KOHTPAIUKILja.

(IPYTO PEHIEILE) (a) Ipernoctasumo cympoTHO-Heka Baxu 22020423 +1 = 0
3a HEKO 2z 3a koje je |z| = 1. Tama u3 jeqHaxkoCTHU MOMIYJIa JEBE U AECHE CTPAHE
y jemmakoctuma (koje cy exsuBasentHe ca 22020 4+ 23 +1=0) 23(22°17 +1) = -1
u 22920 11 = —23 umamo ma je |22017 + 1| = 1 u 22920 + 1] = 1. U3 nocaemmux
jemmaxocTu 3akmydyjemo ma ce 6pojenm 22020 u 22017 pajmaze ma pacrojamy 1

on O6poja —1, oAHOCHO HajJa3e ce Ha KPYKHUNU YUjU je meHtap y Opojy —1, a
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HonynpeqHHH 1. Kako je |z| = 1, To je m 2202 = |22017| = 1, re ce Gpojesn 22020

22017 ganaze u Ha Kpy:KHUIM uuju je meHTap 6poj 0, a HonynpeqHHK 1. HpeceK

2 27 2
IOMEHY TUX KPY/KHUIA Cy 6pojeBu € = cos o +isin 5 u €7 = coz‘s0 5 T +isin 2T, Te
je 22020 22017 ¢ {e £2}. Oryma, kako je €® = 1, muamo 2° = Zrz € {l,6,1} =
{1,5,52}. 3a 2% = 1 umamo 22020 = —23 — 1 = —2 Te je |22020| = 2, mTo je
Yy CYIPOTHOCTHU Ca |z2020| 1. Axo je mak 23 {5 €2}, omma u3 jemmarocTm

22020 4 23 41 =0 =¢? —|—6+1 nobujamo ma je 22020 = £2 (rama je 2% = ¢)
wn 22020 = ¢ (rama je 2° = ¢2.) Osamse, xako je (22°20)% = (22)2020 noGujamo
na je (e2)3 = 2020 unm &3 = (£2)2920. Umajyhu ma ymy ma je € = 1, nocaemme
jemHAKOCTM HAC JOBOME N0 3akbydra ma je 1 =& mwmm 1 = 2. Konrpaausnuja.

(6) Hox ycmoBoM |z| =1, ogHOCHO Z = 1, naTa jemHAKOCT je eKBMBaJeHTaHa Ca

1 1
|22020+Zn_|_1| — |Z2020+Z3_|_1|<:>(Z2020+Zn+1)(22020 +z7+1)

1 1
( 2020+Z _|_1)( 2020 ;_’_1)

= 22020—n +Zn—2020 LT = 22017 +Z_2017 + 223 4 2_3 o

PN 24040 + ZZn + 22020+2n 4 22020 _ Z4037+n _ Z3+n _ Z2023+n _ z2017+n =0. (1)

Iakae, 6poj n € N je pememe akko je jemuaroct (1) ucnymena 3a cBe Opojese
z 3a Koje je |z| = 1.

Hexka je n € N mero pememe. [Tocmarpajyvo mommaom P(z) = 4040 4 227 4
2020420 4 22020 _ p408T+n _g34n _ 42023+n _ 4201741 Y]y 6 0BOr MOMMHOMA CY CBH
6pojeBu = = z, rhe je |z| = 1, Te mocMaTpaHM MOJUHOM MMa OECKOHAYHO MHOTO
Hyna. 3ato je P(x) jemHak Hysa IOAMHOMY, T€ CY CBU HETOBU KOE(UIM)jEHTH
jemaaku Hymu. 3arto mopa na Basku 4040 = 4037 + n mmm 2020 + 2n = 4037 + n,
omuocHO n = 3 nau n = 2017. Jlako npoBepaBamo na 3a n = 3, oxaocuo n = 2017,
Baskn jemmaroct (1), Te cy oBu 6pojeBU 3amCTa pemema 3aJaTKA.

2. Ilocroju. Hexka y "cpemmem” peny mma 2n + 1, n € N, jenurmynux moJssa.
IokazahieMo MaTeMATUUKOM MHIYKIUjOM (IO 1), €& KOPAKOM 2, Ia MOCTOje K-
jeHM moTe3u, IpuU UeMy je IPBU [OTe3 ca MoJba Koje je mpBo (ca JeBe cTpaHe) y
”cpenmeMm” peny.

Basa manykmuje: Ha camkama cy maTtw nmpuMepu ;Ke/bEHUX 1MOTe3a 3a n = 1 u
n=2.

4 3 6
1132 117(9/8|2
5 5 4

WNunykrusna xunoresa: Hera maBemeno TBpheme Baku 3a n.
Munyrrusan kopak: ITocmaTtpajmo tabay y unjem je ”cpemmem” peny 2(n+2)+1
jeIMHUYHNX ToJba. lIpBux 8 mores3a u3BOAMMO Kao Ha ciaemehoj coumm.
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Meby maBemenux 8 moTe3a OYUTIETHO HEMa MOAYIAPHUX, IPU YeMy Ha 0eJiioj
Tabsu, koja y "cpenmeM’ peny uma 2n + 1 jequHUUHO mOJLe, HUje MOryhie omu-
rpatd mores Koju Ou Omo momaymapaH HEKOM oJ 8 HaBeleHuX moresa. lloswe
o3HaueHO OpojeM 9 je 3ampaBo mpBO mosse Gese Tabise Koja y ”cpenmem’ pemy
uMma 2n + 1 jenuHUYHUX mosba. Ilo MHAYKTUBHO] XWUMOTe3u, 3a Ty Oeay Tabiy,
Moryhe je m3Bectu skemenu Hu3 nore3a. OBUM je KOMIIETUpaH IO0KA3.

3. IIpernocraBuMo CynpoTHO, Tj. Oa TaKBUX OpOjeBa MMa CaMO KOHAYHO MHOIO.
Heka je muxoB ykymam 6poj jemumak k. Ilorpebua mam je caemeha moma ormena

3a OjaepoBy ¢GyHKRUM]Y:
t
o(t) > \/;, 3a cBako ¢ € N.

Crora, 3anumumo t = 2%q, rae je a > 0, a ¢ wenapan 6poj. Ako je ¢ =1,
OHIA je
1, a=0,
p(t) = p(27) =

3a a =0 mobujamo ¢(t) =1>4/1/2, a 3a a > 1 Basku

2&71 > 2&/271/2 — 2: — \/?
- V 2 2°

Hakne, u y oBoM cayuajy Basku p(t) > 1/t/2.
Hera je cama q¢ > 1. Aro je q = pflpg2 .- pBs xamomcka daxTopuzamIUja
Oopoja q, ouma je

v(q) = Hpi'i_l(pi —1).

3a cBakm Hemapas mpoct 6poj p u cBaro 3 > 1 Bamu p®~1(p—1) > p?/2. Baucra,
3a 3 =1 To je eKBUBAJEHTHO HejeMHAKOCTU p— 1 > /P, IITO Bk 3a CBAKM P > 3,
a 3a ( > 2 umamo

PP p—1) > pP Tt > P

Muo:kemeM OBUX HEjeTHAKOCTU MO CBUM IPOCTUM AEIUONUMa Opoja ¢ mobujamo

©(q) > /4.

Capna, ako je a =0, onga je t = g Hemapas, na

w(t)so(q)zx/é\/iz\/z-
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Axo je a > 1, ongma je

o(t) = p(2*)p(q) =2 p(q) > 2" /q.

IlomTo je 20—1 > 20‘/2_1/2, caenu

[2%q t
£) > 9a/2-1/2 e \/7
o(t) > V4 B 5

Tume je TpaskeHa HOHa OLEHA NTOKA3aHA.
W3zabepumo cana npuponan 6poj N Taxko ga BaKku ,/% > k. Ha npuwmep,
MosxeMmo y3etu N = 2k? + 1. Tana 3a cBakxo d > N, I0 IOKA3aHO] OLECHU, BAKL

w(d)zﬁz\/fw,

d+o(d)>d+k>N+k

IIpema Tome, ako je mekm 6poj m < N + k mpencraBmuB y obOIuKy m =
¢+ ¢(c), onma mopa 6utu ¢ < N, jep 3a ¢ > N nobujamo ¢ + ¢(c) > N + k.

Iakne, 6pojesu ne Behu ox N +k xoju cy npeacrasimusu y o6aury c+p(c)
MOT'Yy HACTATHU CAMO 3a

na je

c=1,2,...,N—1.

I[Momro TakBux Bpemuocty ¢ uMma uHajuine N — 1, cienu na meby npsux N + k
npuponuux 6pojera mma HajBume N — 1 mpencraBpuBUX OpojeBa.
C mpyre crpane, mehy O6pojeBuma

1,2,...,N+k
nva yrynHo N + k OpojeBa. 3aTo HajMame
(N+k)—(N-1)=k+1

BUX HUj€ IPEeICTABLUBO y 06auky n+o(n). MebyTtum, To je memoryhe, jep cmo
NPEeTHOCTABUIIN Ja YKYIHO MOCTOju caMo k TakBux Opojesa.

Konauno, cnemm na mocroju OGeCKOHAYHO MHOTO IPUPOTHUX OpojeBa m
KOjU Ce He MOry HPEeICTABUTUA y O0JuKy m = n + p(n) HU 3a jeman Ipuposan
opoj n.

4. TIpso, tpoyraosu FAC u DAB cy cauunu. 3aucrta, ZECA = ZABD = 90°—«
n /EAC = ZBAD = 90° + £. Barmyuyjemo na je £5 = 2. Kako je K
3anpaBo A — Humpty taura, mosmaro je ma je ZMBK = /BAM. Kako je

n ZCHK = 180° — ZKHC' = BAM (C' je momuo:xje Bucune uz C ma AB),

To je uwerBopoyrao BHKC tetuBan (u 0BO je reHepasHo mos3uato). Illomro
cy tpoyraosu BMK n AMB cauunan, TO je % = %. AHajorso je g—% =
%. [Mowro je BM = CM, 1o je g—g = ﬁ—g = (Bj—g. Kako je 36or reruBHOCTH
uerBopoyraa BHKC u /KBD = Z/KCFE, tpoyraosu BKD u CKFE cy caudsu.

3aro je ZHDK = /ZHEK, unme je moka3 3aBpIIEH.
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UYerBpTH paspen — A kKareropuja

1. Heka cy a m b Heke BpemHOCTU mapameTapa 3a KOje BasKu HaBeIeHa Heje-
nuakoct. ITocmarpajmo ¢yurmmjy f: R — R, 3a rojy je f(z) = 4% +a® +b* —
6% —3%—27%, 3a cBako x € R. Pyurumja f(r) je Henperuano mudepennujabuana Ha
R. Hoxraxmmo ma je f/(0) = 0. IIpernocrasumo cynporro. Karxo mocroju f(0),
mexa je f'(0) = a # 0. Ako je a > 0, To mocroju Heka OkoauHa Opoja 0, Ta-
kBa Aa je ¢pyHruuja f(x) cTrporo MOHOTOHO pacryha y Toj oronunu. Mehyrum,
Taga 3a CBAKO T M3 Te OKOJuMHe 3a Koje Baxku z < 0, mmamo f(z) < f(0) = 0,
MITO je y CympOTHOCTHU ca ocobuuoM GpojeBa a u b (6pojesn a u b cy TakBu ma
3a cBako = € R Basku f(x) > 0). Ako je mak a < 0, TO mOCTOju HEKA OKOJIMHA
6poja 0, TakBa na je dyuruuja f(z) cTporo MOHOTOHO omanajyha y TOj OKOIUHU.
Mebyrtum, Tana 3a cBako x U3 Te OKOJUHE 3a Koje Baxku x > 0, umamo f(z) <
f(0) =0, wro je y omer y cynporHoctu ca ocobunom Opojesa a u b. Ilakie, ako
TpaskeHa BPEMHOCT mapamerapa a u b mocrtoju, onma mopa 6utu f’'(0) = 0. Kako
je f/(0) =Ind4+Ina+Inb—In6—-In3—1n2 =1In %b, TO jemHakocT ab = 9 maje
jenuHe MOTEHIMjaHe BPEIHOCTU TPAXKEHUX IapamMeTapa.

Bes3 ymamema ONmMTOCTA MOMKEMO IPETIOCTAaBUTA 1a je a > b. Jloraskumo
ma Mmopa Obutu a > 6. IIpermocraBumo cymporHo, a < 6. ememem mosasue
HejequaxocTu ca 67 mobumjamo ma 3a cBako x € R Baxu

2 a b 1 1
L) = (P + (5 4 (2 > 14 () 4 (=)* =D 1
@ = Cr+ G+ (0 214G + ) = D@ 1)
Kako je lim,_ o L(z) = 0, a lim;_, D(z) = 1, TO 3a HOBOLHO BEIUKO

uejequarkoct (1) me Baskm. Komrpamuemumja. OBuMm cMo mokasanu (mox mpet-

MOCTABKOM 714 je a > 6) Ia yKOJIUKO TPasKeH! MapaMeTpu MOCTOje, MOPa BAKUTH
a>6ub= %. Horasxkumo cana na mapamerpu onpebheHu oBUM ycCIOBUMA 3a-

UCTa 3a0BOJbABAjy MOJIa3Hy HejemHarocT. Purcupajmo peanan 6poj x, x # 0
(3a x = 0 HABeIeHU mapaMeTpu 3aL0BOJbABAjY NOJAa3Hy HejexHakocr). Heka je
g : Rt — R ¢ynrnmja sanata ca g(a) = 4% +a® + (2)” — 6% — 3* — 2°. Jlokamumo
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na je g(a) > 0 3a cBako a > 6. Pyuruuja g(a) je mempermguo mupepeHun)a-
6unaa Ha RT. Jlako mamasumo na je ¢'(a) = W 3a x > 0 m3pas
a® — 3% je mo3mTmMBaH caMoO 3a a > 3, IOk je 3a z < 0 m3pa3 a® — 3" je He-
ratuBaH caMo 3a a > 3. lakue, ¢'(a) > 0 <= a > 3. OBuM je IOKA3aHO KA
je pyurumja g(a) crporo monorona pacryha ma maTepBaty (3,00). Kako je jom
g(6) = 47+ (2)*—37—2% = (22— (2)*)(2*—1) > 0 (3a x > 0 Baskm 2°—(3)",2°—1 > 0,
nok 3a x < 0 Baskm 2% — (%)172z —1<0), To 3a cBako a > 6, HA OCHOBY MOHOTO-
HocTH, Basku ¢g(a) > 0, a TMMe U mOJa3HA HEjeTHAKOCT.
Cse Tpaskene Bpensoctu cy u3 ckyna {(a,b)] ab=9,a>6Vb> 6}.

2. IlpumeTnmo ma je

A

10-21-30...2024! = (1!-2!) - (3! - 4!) - -+ (2023! - 2024!)
= (1!-1!-2)-(3!-3!-4)---(2023! - 2023! - 2024)
(12 - (32 - (51)%---(20231)2-2-4-6---2024
(11-31.5!...20231)% . 21012, 1.2.3...1012 = (1! - 3! - 5!---2023! - 2°%6)% . 1012/,

oJaKJIe HAJTA3UMO jenHo pememe (n,z) = (1012,1!-31-5!...2023!-2°06). ITokasmmo
Aa OPYIrux pemema HeMa.
[IpernocraBumo cynpoTHO, na je Hexko n # 1012 pememe ose jemmauuse. Tana,

A
opoj - Tpeba ma Oyme KBaapaT IPUPOTHOT Opoja.
n!
A
Axro je n < 1008, Tana je - = (1! - 3! 5!...2023! - 2596)2 . 1012 - 1011 -
n!
1010 - 1009---(n + 1). Jlako ce mpoBepasa ga je 6poj 1009 mpocr, a meros
EKCIIOHEHT je HemapaH, Te 0Baj Opoj Huje moToyH kBaapar. 3a n = 1009, umamo

A A
== (11-31-5!--.2023! - 2°09)2 . 1012 - 1011 - 1010, a 32 n = 1010 je — = (1!-
n n.

31 5!...2023! - 2506)2. 1012 - 1011, ma oBu GpojeBW HUCY MOTTIYHU KBAIPATU jep

je cremen 6poja 3 memapan. Tarxobe, n = 1011 Huje pememe momro 1012 HUje

MOTIIYH KBaAPAT.

(1!-3!-5!...2023! . 2506)2
1013 -1014---n

IPOCT, HErOB CKCIOHCHT y — je memapan 3a n < 2026, ma HEe MOsKe OUTU TOTIYH
n!

Kownauno, ako je n > 1013, Tana je - = . Bpoj 1013 je
n!

kBagpar. C npyre crpane, - HUje 1meo O6poj 3a n = 2027, momro je 2027 mpocT
n!
6poj koju He menu A. Bpoj n = 2026 Huje pemewme Hop. jep je 1019 mpoct 6poj
A

KOjU MMa HemapaH €KCIIOHEHT Y -
n!

3. llorazahiemo na je mecroyrao APQOSR teruBan, na mo [lackaioBoj TeopeMu
IPUMEHKEHO] Ha OBaj MIECTOYTao AUPEKTHO CJequ TBPDeme 3a1aTKa.
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Ila bucMmoO mOKasaau Oa je MOMEHYTH MIeCTOYrao TeTUBaH gokaszalieMo ma
cy TetuBHU uveTBopoyrioBu APQO, ARSO u AQOS. 3uamo na je ZQPO =
90° — LACB, jep je jemnak yray uameby Bucune uz A tpoyraa AABC u npase
AC kao yrao ca mapaJieanuMm kpanuma. Kako je takobhe u /BAO = 90° - ZACB,
3akmyuyjemo na je uverBopoyrao APQO teruBaH. AHAJOrHO je W UYETBOP-
oyrao ARSO reruBaHn, ma ocrtaje mokaszatu ma je yerBopoyrao AQOS terusaw.
O6enesxxumo ca M u N pemom cpemumra AB u AC, u 06ene:KuMO Ipyru Mpecek
kpyra AOQ ca AC ca S’. Tpoyraosu AOMQ n AONS’ cy camurn (mpasoyran
cy u mpuroMm je ZOQM = ZOS'N), na je onarie g—% = 8—% = Egjﬁy, rme je
/ABC = u ZACB = . Opapue 3akibydyjeMo na cy npojexnuje mnysxu QM u
S'N ma BC jemnakux Oy:kuMHA, OJakjie je myskuHa mpojexmuje mysku QS’ ma BC
jenHaka BTC, nma 3armpydyjemo na je S’ = S.

Haxrne, uerBopoyrao AQOS je TeTuBaH, OJaKIE IO MPETXOIHO] AUCKYCUjU
ciaenu TBpheme 3amaTKa.

=
=

4. Hajsehe takso k je (m—1)(n—1). Ha cauuu je mat npumep ca (m—1)(n—1)
JOmMUX MPAaBOYraoHUKa (CBU KOjU caap:ke HOme mecHo nome tabiae). Ocraje ma
IOKaKeMO Ia Mopa ma noctoju 6ap (m—1)(n—1) sommx npaBoyraosuka. Yodu-
MO HEKU JIOII IMPaBOYTAOHUK KOJU MOCTOjU IpeMa yciIoBy 3amarka. Obenerumo
O6pojese y homkoBuMa OBOT IpaBOyraoHUKa Kao Ha chauiu. lana je a+d # b+c,
OMHOCHO @ — ¢ # b — d. Youumo cama jom aBa MoJba, HA30BUMO UX € U f, Ha
canenehu wmauun. e u f cy y ucroj komnouu, e # a,e = b, f £ c¢,f #d, e jey
ucTtoMm peny kao a u b, f je y ucrom peny kao ¢ u d. Kako He Moke UCTOBpEMEHO
ma Basu e — f =a—cue— f =0b—d, bapeM jeman on mpaBoOyraoHUKa eafc
u ebfd je nom. Kako oBakBe mapoBe moJsa e u f MoxkeMo u3zabpaTtu HaA 1 — 2
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HaUYMHA HOOWIM CMO jOII 1 — 2 JIOMUX HIPaBOYTaOHUKA, KOJU CY CBU OUMIJIETHO
paszmuuntu. M3abepumo 6uao Koju ox n — 1 Jomux TpaBOyraoOHUKa KOjU Cy HAM
IO cama mo3HaTu. AKO aHaJoraH HOCTYIAK MOHOBMMO KPEHYBIIN OJ n3abpaHor
IPaBOYTAOHUKA CAMO Y BEPTUKAJIHOM CMEpPy HOOUjaMO jOomr m — 2 pa3InduTUx
JIOIIVX IPaBOyraoHUKA. JacHO je na HU ABa IPaBOyraoHUKA HOOUMjeHa oI pa3iu-
YMTOr WHUIKjAJIHOT JIOMEr MPBOYTa0HUKA He MOry 6utuy ucra. Ilaknae, mpoHamin
cmo (m — 1)(n — 1) sommx OpaBOyraoHUKA, YUME je JOKa3 3aBPIIEH.

1 m+1 (n=2m+1 (n—m+2
@ @ (o}
2 m+ 2 (n—2)m+2 (n—1)m+3
(] (&) [©]
(0] @ (0]
(©] (€] (¢]
m—1 2m—1 (n—lym—-1 MM
@ (0] @
m 2m (n—1m  (n—1)m+1
e a e o o b
o o o (0]
o o o o
[©) [©) (0] o
f c (0] o o d
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PEIMTEIHA 3ATATARKA NPKABHOI' TAKMUYEIHA 3
MATEMATUERE — B kareropuja

IIpBu pa3pen — b kareropuja

1. Heka je 6poj meHTpaJHUX Tavaka jemHak n. Tama je ykyman Opoj CBUX Tavyaka
jemHak n + 2, jep mopen TUX M Tadaka MOCTOje jOIl ABe MOHm-e DOUYHEe TauKe.
n(n+1)(n+ 2)
6 9
OMIy3eTU HEIO3BOJbEHE TPOjKe Tauvaka. Kako CBUX 1 IEHTPAJHUX Tavyaka IIPU-
nanajy jemHoj mpaBoj, OpOj TPOjKM CaCTABJHEHUX CaMO O TUX TavyaKa jeTHAK
o n(n—1)(n—2)

6
jemHy Hemo3BOJbeHY Tpojky. IIpema Tome, 6poj CBUX TPOYIrJIOoBa jemdHAK je

Bpoj cBux Tpojru Tauakra jemHAK je on uyera Tpeba

. Ilopen Tora, mome TpW TauKe Cy KOJWHEApPHE, T€ Majy jOII

(n+2)(n+1)n  n(n—-1)(n—2)

—1.
6 6
Ilo ycnoBy 3amartka, To je jemnaxo 2024, ma Baku

1 2 —1)(n—2

i+ n+2)  an-DE-2) o
6 6

Cpebusamem mobujamo

2 )—(n—-1)(n—-2

i+ +)—(-Vw=2)

6
Hame je (n+1)(n+2) = n?+3n+2, nok je (n—1)(n —2) = n? —3n+ 2, ma

je pasnuka oBuX m3pasa jemHaka 6n. Crora, Basku — 1 = 2024, omHOCHO

n? — 1 = 2024, omaxie je n? = 2025, Te je n = 45. Ilakie, ykyman 6poj Tadyaka
je 47.

2. (ITIPBO PEMIEE) Tpaskenu 36up Moskemo rpynucatu Ha cienehu mauun:
A= (=S0)+51))+(=S(2)+ S5(3))+---+ (=5(2024) + S(2025)) — S(2026).

Wspauynajmo S(2k + 1) — S(2k). Bpoj 2k je yBek mapan, mWTO 3HAYM Oa My je
nocaenma madppa ¢ € {0,2,4,6,8}+. Ilpu npemnacky ca 2k ma 2k + 1, nocaenma
midppa mocraje ¢ + 1, a ocrase mudpe ocrajy HempoMemeHe (HEMAa MPEHOCA).
3aro je S(2k+1)— S(2k) = 1. Taxsux naposa je 1013, a momro je S(2026) = 10,
omrosop je A= 1013 — 10 = 1003.

(IPYTO PEIIEIGE) I'pynummvo unanose mo maposuma: A = Z,lfozlf’ (S(2k —
1) —S(2k)). Axo ce mpu mpena3sy ca 2k —1 ma 2k He jaBspa mpeHoC, Tanga ce 30up
mrpapa nosehasa 3a 1, ma je S(2k) = S(2k—1)+1, ommocuo S(2k—1)—S(2k) = —1.
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Axo Opoj 2k — 1 ma kpajy mMa TayHo [ OEBETKMU, OHIA NPU AO0AABAILY
jenuHUIe TUX t NEBETKW mpeja3u y HyJe, ma ce 30up nudpapa cmamyje 3a 9, a
3aTuM ce mperxonHa mudppa nosehasa 3a 1. 3aro Basku S(2k) = S(2k—1)+1—9¢,
na je S(2k —1) — S(2k) =9t — 1. Crora, cBaku map naje OCHOBHU HONPUHOC —1,
a 3a CBaKy 3aBPIIHY neBeTKy mobumjamo jom 9. Kako mma ykymuo 1013 nmaposa,
mobujamo A = —1013 + 9(N1 + Ny + N3), rae je N; 6Gpoj menapuux GpojeBa mo
2025 koju ce 3appmasajy uudppom 9, Ny 6poj Henapaux 6pojeBa mo 2025 xoju ce
3apprmaBajy ca 99, a N3 6poj menapuux 6pojeBa mo 2025 koju ce 3aBpiiaBajy ca
999 _ .. 2019-9

Capna 6pojumo: Ny = #{9,19,29,...,2019} = 202, jep je T—H = 202.
Hame, No = #{99,199,299,...,1999} = 20, jep je W + 1 =20. Hajzan,
N3 = #{999,1999} = 2.

IMpema Tome, A = —101349(202420+2) = —1013+9-224 = —1013+2016 =
1003. Hakne, A = 1003.

3. Horazahemo na je nobenuur Henan, na cy Mununa u Henan Mctunos6opuhu,
a Anekcannap u Yena Jlaxrxosuhn.

[Mocmarpajmo majupe Yenuny usjasy: Aaexcandap je nobeowux u Hewad je
JHaxncxosuh.

IIpernocraBumo ma Yenma rosopu uctuny. Tama cy obe TBpame U3 HETOBe
u3jase Taune, na je Anexkcamnap nobemuuk u Heman je Jlasxkosuh.

Kako je mosmaro ma je mobGemuuk Wcrunoszbopuh, ciaenu na je Anexcan-
map Wcrunoszbopuh, ma je meroa m3jaBa Tauna. KRako je, mpema Yenuuoj
usjasu, Henman Jlamkosuh, ycaos y AslekcanopoBoj u3jaBu je UCOYHEH, T€ U3
uctuauTOoCTU AJlekcamapose u3sjase ciaemu na je Mwunmuna mobemuna. To je y
POTUBPEYHOCTU ca TuM na je Anexcammap nobenuuk. lakne, YUena me rosopu
uctuny, na je Yemna Jlaxkosuh.

Kako je Yena JlamkoBuh, o He Moxke Outu mobenHuk, jep je mobemHuk
Wctunoszbopuh.

Cana mocmarpajmo Munuuwnny usjaBy: Hu ja wu Yeda nucmo nobeduau. C
ob63upom na Beh 3mamo ma Yena muje mobemHUK, UCTUHUTOCT OBE U3jaBe CBOIU
Cce Ha WMCTUHUTOCT TBpAme - Mwununa uuje nmobemmna. Axo 6u Mwununa Ou-
na JlaskkoBuh, meHa m3jaBa Ou Ouia HeucTuHuTa. Kako je meo ,,Yeda nuje
nobeduo” TavyaH, HEUCTUHUTOCT Teje Munuuure u3jase Moraa OU HACTATU CAMO
TAKO MITO je HeUMCTWHUTA TBPOHa - Mwuianna zuje nmobenuia, OOHOCHO TAKO IITO
ou tBpama Mwununa je mobenuna 6una ucruaura. Mebyrum, Taga 6u Muaumna
ouna mobemuuk, a mobemawk je VMctumo3zbopuh, mTo je y TPOTUBPEYHOCTHU Ca
npernocraBrkoM na je Mwauna Jlaxkkosuh. Crora, Mununa uuje Jlaxkrosuh,
Beh je Ucrunoszbopuh. 3aro je mena m3jaBa Tauna, te Baxku: Muauya Huje
nobeduna.

[Mocmarpajmo cana Henanosy uzjaBy: Axo je Musuya Jaxncxosuh, onda je
Yeda nobeonux. Kako je Mununa Mcrunosbopuh, npernocraBka OBe UMILIUKA-
nuje je HemcTuHUTA. 3aTo je nena HemanmoBa msjaBa mctuaurta. Craemu na je
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Henan Ncturozbopuh.

Bparumo ce canma ma AnekcanmpoBy u3jaBy: Axo je b6ap jedan od Hede u
Hewnada npunadnux naemewna Jaxncrosuh, onda je Muauua nobeduna. C obG3upom
na je Yena JlaxxkoBuh, npernocTaBka OBe UMILIMKALAjE je UCTUHUTA. Rako ¢MO
Beh yrBpmuau na Mwununa nuje nobemuna, caenu na je AsekcagpoBa u3jaBa
weuctunuta. Jlakne, Anexkcannap je Jlaskkosuh.

Cana 3HAMO:

Yepa nuje nobequunk, Muimna Huje nobenuuk, Asekcangap uuje Mcrunosoopuh.

IIpeocraje jom ma muckmpyummo Moryhuoct na je Ajekcammap moGemHuk. Amu
mobenuuk je Mctuno3zbopuh, a Amercannap je JlakkoBuh, ogakiie 3ak/bydyjeMo
na Anekcanmap He MOske Outu noGenuuk. [lakie, Huko on Muiuie, Anekcannpa
u Yene Huje mobemHuk, Te jennHo mpeocrtaje na je mobenuuk Hewnan.

3aTo je KOHAYaH OArOBOD:

[Tobemuuk je Hemas.

IIpu Towme,

Muguna u Henan cy Wcrunosoopuhin, a Anekcammap u Yema cy Jlaxkkopuhiun. ‘

4. Heka je H oprouentap tpoyria ABC u ZBAC = «. Tanma cy yerBopoyriosu
FHBD n HECD reruBau (nMajy mO ABa OpaBa yria KOJU Cy HECYCEIHW), Ta
je ZHBF = /HDF u /ZHCFE = Z/ZHDE. Kaxko je tpoyrao BEA mpasoyrau, TO
je ZABE = 90° — o, a Ha OCHOBY TpPETXOAHOT paszmarpawma, LZFDH = 90° — a.
Iloka3 3aBpuraBajy ABE €KBUBAJICHIU]E:

AF =CF < /FCA=/FAC =a <= ZFDE =90° —a+a = 90°.
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5. [Ipumerumo majupe na je 491 — 62| = |49 — 36| = 13. Ilakme, BpemHOCT M3pa3a
Moske Outu jemuaka 13. loraskumo ma He MOKe OuTm Mama o 13.

IIpeTmocTaBUMO CympOTHO, Tj. Oa MOCTOje MpUpoIaHU O6pojeBu a u b TakBU
na je |49 — 6% < 13. C o6zupom ma je 49 = 9 (mod 10), Baskum 49° = 1 wm
49 =9 (mod 10), mok je 6° =6 (mod 10). 3ato je 49% — 6° =5 nam 49° — 6° = 3
(mod 10).

Kaxo je |49 — 6| < 13, 6poj 49 — 6° je jenam ox meaux 6pojera mamemyl
—12 mo 12, yrmyuyjyhu ucre. Meby tum meaum 6pojeBuma camo 6pojeBu —7,
—5, 3 u 5 jecy rourpyentHu ca 3 wmau 5 mo momyiay 10. 3aro mMopa BaKUTHU
49% — 6* € {-7,-5,3,5}.

Ca apyre crpame, 49 =0 (mod 7), a 6° = (—1)® (mod 7), ma je 49¢ — 6° =
—(=1)® (mod 7). Ilakre, 6poj 49* — 6° je konrpyenTan ca 1 mwmu 6 Mo MomyTy 7.

Mebyrtum, 6pojeBu —7, —5, 3 u 5 roHrpyenTtHu cy pemnom ca 0, 2, 3 u b
II0 MOAYJIy 7, Te HUjenaH O HUX HIje KOHrpyeHTaH ca 1 mam 6 mo mMomymy 7.
IloOujena KOHTpAAUKIN]a TTOKA3yje Aa HE MOTY MOCTOjaTH MPUPOITHU OPOjeBU a
u b 3a koje je [49% — 6°| < 13. Crora, majMama BpemHocT m3pasa |[49% — 6°| jecre
13.

Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. Hajupe oapemumo ycaoBe mepunucanoctu jeauauune. Ila Ou morapurmu 6uim
ne¢mHUCcaHU, MOopa BaxkuTu > 0. Ilom oBum ycnoBoMm je m vz 4+ 1 medunucasn,
a takobe je vz +1—1+#0, jep 6u u3 vVx+1—1=0 caemguno z = 0, mro Huje
no3BosbeHo. llakie, obmact nedpurncanoctu je uarepsai (0, +00).

Canma mojeqHOCTABUMO NECHY CTPAHY:

1 1 (Ve+1+)—(Vo+1-1) 2

Veri-1 varitl (Varl-DWeili+l) =z
3aro je
2 2
1 _ 1 2/x
ve+1l—-1 Ve+14+1

IIpema Tome, mona3Ha jenHAYMHA je €KBUBAJEHTHA jeTHAYUNHU

2 3
glogiortlogio e’ +3 — o 50,

Kako je
logyo2® = 3logy

noo6ujamMo

x(logm z)%43 logigz+3 _ .

Capma pa3Marpamo aBa ciydaja.
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(1) Axo je x =1, oHza je jeqHauymHa OUYMUIJVIEAHO 3aI0BOJHEHA.

(2) Ako je ¥ # 1, oma cy obe crpame obamka ¢ u ', ca UCTOM MO3UTUBHOM

6a3oM paszauuuToM Oox 1. 3aT0 Mopajy OUTH jeoHAKUA €KCIOHEHTU:
(logygz)? + 3loggz +3 = 1.

Onarae caenu
(logyo )% + 3logyx +2 = 0.

YBemumo cmeny t = log;,x. Tama nobujamo kBaapartny jemnauuny t2+3t+2 = 0,
Tj. (t+1)(t+2) =0. akue,

t=-1 WA t=—2.

Oryna je
1
I =—l=rx=—
0810 T T= 15
nin )

1 =2=r=—
0810 x 100°

OIHOCHO CBa Pellema MOJa3HE jeqHAYNHE Cy TaTa Ca

1 1
resl,—, — 7.
{ 710’ 100}

2. Jeman mujancku mHu3 my:kune 4 uma obuuk (a,b,1 — b1 —a), rme cy a u b
npou3BossHO u3abpanu us ckyna {0,1}. IIpema Tome, nocroje rauno 4 nujancka
HU3a mysKuHe 4.

Hwus ny:xuue 16 koju ce cacToju on 4 y3acTomHa AWjancKa HuU3a Ty:KuHE 4
noduja ce TakOo IITO HE3aBUCHO m3abepeMo cBaku ox Ta 4 Omoka. IIpema Towme,
yEyImaH 6poj TakBux Hu30Ba jemHak je 4% = 256.

Cana Tpeba omyszeru one mely mUMa KOjU Cy M CAMU AUjaIACKU HU30BU
nyskuae 16. Heka cy uverwpwm Gmora pemom X1, Xz, X3, Xy4. Axro meo Hu3
nyxuHe 16 Tpeba na Oynme oujancky, OHAA IPBU U NMOCIENHU YIaH MOPAjy Ia
najy 36wmp 1, apyru m mpernocienmu Ttakobe, m Tako pemom. W3 tora ciemm
na 4erBpTU OJIOK MOpa OuTu jemHak mpBoM, a Tpehw GOk Mopa OuTM jemHak
npyrom. Ilakme, TakaB Hu3 je y moTmyHOCTH onpelhen m3bopom npBa aBa OJIOKA.

ITomro 3a cBakm om GiokoBa X; m X, moctoje mo 4 moryhuocTtu, Gpoj
OUjaaCcKUX HU30Ba Oy:kuHEe 16 KOju Cy CacCTaB/LEHU ON YeTUPU MUjaInCKa OIOKa
nysxkuHe 4 jemuak je 4-4 = 16. Ilakae, Tpaskenu 6poj jemnaxr je 256 — 16 = 240.

3. Heka je a, n-tu unan garor Husa. Tana 6poj a, uMma n nudpapa, Ipu 4eMy Cy
nudpe Ha HEIAPHUM MECTHMMAa jeNHAKE 7, a Mudpe Ha MapHUM MECTHMa jeTHaKe
3. Ilomro je 99 =9-11, a 6pojesu 9 u 11 cy y3ajamuo npocTtu, 6poj a, je nepus
ca 99 ako u camo ako je mesmus u ca 9 u ca 11. 3aro hemo pazmorpuru noceGHO
CcIydJajeBe Kada je n mapaH U KaJa je 1 HemapaH.
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(1) n = 2k, roe je k € N: Tama 6poj a, uma k HemapHuX MecTa U k DapHUX
Mecra. Ha memapaumM MecTuMa cToju rudpa 7, a HA HAPHUM MecTrMa mudpa 3.
3aro je 36up mudapa 6poja a, jemnak 7k + 3k = 10k. Ila 6u a, Ouo memus ca
9, HEOTIXOJHO je M JOBOJLHO 1A je

10k=0 (mod 9).

Kako je 10 = 1 (mod 9), mobujamo k = 0 (mod 9). Ca mpyre crpane, na 6m
a, 6uo memuB ca 11, morpebHO je M HOBOJHO Jna pa3iauka 30mpa nudapa Ha
HEMapHUM U IapHUM MecTuMa Oyme mesmuBa ca 11. OBme je ta pasnuka 7Tk —3k =
4k. Iakie, MOpa BaKUTHU

4k =0 (mod 11).

Ilomto je 4 y3ajamuo mpoct ca 11, cienn
k=0 (mod 11).
Crora, k mopa butu memuB u ca 9 u ca 11, e je Hajmama Moryha BpemHOCT
k =H3C(9,11) = 99.

Tana je n = 2k = 198.

(2) n=2k+1, rue je k nenerarusas 1ieo 6poj: Tana 6poj a, uma k+ 1 HenapHux
MecTa u k mapHAX MecTa. 3at1o je 36up merosux mudapa 7(k+1)+ 3k = 10k +7.
Ia 6u a, 6uo memus ca 9, Mopa BaKUTHU

10k4+7=0 (mod?9).
Kaxko je 10 =1 (mod 9), mobujamo k+ 7 =0 (mod 9), ogroCHO
k=2 (mod9).

Hame, pasnuka 30upa nudapa Ha HemapHUM U HapHUM Mectuma usHocu 7(k +
1) -3k =4k + 7. Ha 6u a, 6uo nemus ca 11, 1oTpeBHO je U HOBOJLHO Ha BAKU

4k +7=0 (mod 11).
C o63upom ma je 7= —4 (mod 11), 0BO je eKBUBaAJIEHTHO ca
4k —4=0 (mod 11),

Te mobujamo
4(k—1)=0 (mod 11).

Kako je 4 yzajammo mpoct ca 11, cienu
k=1 (mod 11).

Hakne, Tpeba mahu HajMamu HeHeraTwBaH €0 OPOj k TakaB na BAKU CUCTEM
KOHT'DY€EHIINja
k=2 (mod9), k=1 (mod 11).
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Bpojesu obauka k = 9t + 2 cy
2, 11, 20, 29, 38, 47, 56, . ..

a npeu Mehy muma koju je romrpyentan ca 1 mo momysay 11 jecre 56. Crora,
HajMame k je 56, ma je n =2k + 1 =113.
Ilakse, y npBoM ciydajy nobunm cmo n = 198, a y apyrom n = 113. Kako
je 113 < 198, ciaemu ma ce mpBuU WwiaH HU3a nemusB ca 99 mobuja 3a n = 113.
3aro je TpakeHu OpPOj
7373...37,
—_———

113 uudapa

Tj. 6poj Koju ce Hanma3u Ha 113-ToM MecTy marTor Hu3a.

IIpBu unan aw3a nespus ca 99 jecre 7373 ...37.
—_——

113 nudapa

4. (a) IIpuMeHnMO HejemHAKOCT TPOyTya Ha Opojese y —a u y — b. Iobujamo
ly—al+]y—bl > |(y —a) = (y = b)|. Raxo je (y—a)—(y—b) =b—a, cnemn

Ity —a) = (y =) =b—al
Mebyrum, us ycaosa a < b, umamo b —a > 0, na je |b—a| =b—a, 1j.
ly—al+|y—bl=b—a,
Te je TBpheme morazamo.

Hanomena. JemHakOCT BasKM aKO M CAMO aKO je y € [a, b].

(6) Haron ocnobabama o1 ancosyTHUX BPEIHOCTH, Y 3aBUCHOCTU O &, Y U3Pa3y
|z — 1|+ |x — 2| + ... + |v — 2023| 4 |z — 2024|, HeEkm ox cabupaka OCTajy UCTU, TOK
HEKU MeHajy 3HakK. 3aTo he maTtu u3pas uMaTu OOJIUK

S = 21(33 — 1) + ZQ(IIZ’ - 2) + ...+ 2’2023<IL‘ - 2023) + 22024(56 - 2024),
TIE CY 21,22, ..., 22023, 22024 € {—1,1}. Cana je
S =(z +22+...+22023+22024)£U—(Zl'1+22-2+...+22023-2023+22024-2024). (1)

AKo je 36up 21 + 22 + ... + 22023 + 22024 = 0, oHzA je 6poj S pammonasan, jep je
je,ZIHaK ca 21 1-’-2’2 '2+...+22023 '2023+22()24 -2024. Axo je 36I/Ip 21+ 22+ ...+ 22023+
29024 7 0, oHmA Gpoj S He Moke OGuTM panmoHAsaH, 3aTO WTO U3 jenHaroctu (1)
mobujamMo x = S+(zl'1+§ff:g;’ffﬁjﬁiﬁiﬁj““'2024), oa yKOJMKO je S pamuoHaJaH
Oopoj, 6poj x je Takohe panmonaJsiaH, Ka0 KOJUYHUK ABA PAIMOHAJIHA Opoja, mTo
uuje moryhe. Ilakme, 6poj S je panmonasan jequHO Kazma je 21 + 2o + ... + 22023 +

22024 = 0.




93

Kako cy ©pojeBu z1, 22, ..., 22023, 22024 € {—1,1} nocuemma jemmaroct je
3a00BOJLEHA AKO U caMO ako je mehy OpojeBuMa 21, 29, ..., 22023, 22024 OPOj OHUX
Koju cy jemnaku 1 jemnak O6pojy OHUX KOju Cy jemHaku —1, OMHOCHO aKO WX UM,
mo 1012. ITpema Tome, OGpoj S je panmoHadaH ako U caMo ako je 6poj x Behwm
ox Tauno 1012 6pojesa u3 cryna {1,2,...,2023,2024}, 0fHOCHO aKO U CAMO AKO je
S (1012, 1013) Taﬂa je Z1 = 22 = ... = 21012 &= lu Z1013 = ... = 22023 = 22024 —
—1, na je ma ocuoBy (1)

S=(01+1+..41-1-1—...—1z—(1+2+...41012—1013-1014 —... — 2024)
1012 1012

= (1013 — 1) + (1014 — 2) + ... + (2024 — 1012) = 1012 - 1012 = 10122.  (2)

OBuM CMO KOHAYHO AemudpoBau Aa 3aTaTU yCJIOB ¥ IpobIeMy 3aIpaBO 3HAUN
na je

|z — 1|+ |z — 2| + ... + |z — 2023 + |z — 2024| = 10122,
Ila 6u rkoMmieTwpasu AOKa3 maTor TBphema ocraje HaM 1a HOKAaKEMO nOa 33
CBaKU peaJiaH Opoj y BayKU HejeTHAKOCT

ly — 1]+ |y — 2| + ... + |y — 2023| + |y — 2024| > 10122 (2)
Y rom mmmy, kopuctehin Hejemaaroct n3 mena (a) mobujamo:
ly =1+ |y — 2|+ ... + |y — 2023] + |y — 2024| =

= (ly — 1/ + |y — 2024]) + (ly — 2| + [y — 2023) + ... + (ly — 1012[ + |y — 1013]) >
> (2024 — 1) + (2023 — 2) + ... + (1013 — 1012) = 2023 + 2021 + ... + 1 =
— (2023 4 1) 4 (2021 4 3) 4 ... + (1013 + 1011) = 2024 - 506 = 10122,

OBuM CcMO IOKa3ayu HejeTHAKOCT (2), ymMe CMO yIOTIyHWJIM AO0Ka3 TBpDhema.

5. Osuaunmo o = /BAC, p = LABC, v = LACB. Kako cy O, u O, nenarpu
onmcanux kpyskuuna rpoyriaosa AHC u ABH, o6e Tauke npunangajy CUMeTPau
nysxu AH. Tlomro je AH 1 BC, ta cumerpaJa je mapaJenna ca BC, ma je
0,0, || BC.

Iorazxumo na je u OyC || O.B.

[MomTo je Op nenrap onucane kpysxaure tpoyriaa AHC, y je THAKOKPAKOM
tpoyriy O, AC Basku
LCORA

2

Osnauumo ca H' npousBosbHy Tauky Ha omnucaHoj kpy:kHunu tpoyriaa AHC koja
ce nanasu Ha ayky AC Ha xKoM ce He Hawmasu tauka H. Tana je ZAH'C = 180° —
ZAHC, na nowro je ZCO,A uenrpasau yrao nan CA, to je LZCOyA=2-LCH' A
u LOy,CA =90° — (180° — LAHC) = LAHC — 90°.

Jacwo, ZHAC =90°—yu ZHCA =90°—q, na je LZAHC = a+~v = 180°—p.
Oryna mobujamo ZO,CA = 90° — 5.

LOyCA =90° —
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Awnasoruo nobujamo ZO.BA = 90° — ~.
Cana je

Z0.BC + £0,CB = 90° — v + 84 90° — B+~ = 180°,

omaxrie caemu OpC' || O.B. Ilpema Tome, uersopoyrao O.O,C B je mapasensorpam,

na je 0,0, = BC. Ananoruo ce nokasyje 0,0, = AB u 0,0, = AC, onakiue
cnenu noxymapaoct tpoyraosa ABC u O,0,0..

Tpehu pazpen — b kareropuja

1. Heka je ¢ xumorenysa martor mpasoyrsor Tpoyria. llomro cy a u b rarere,
BAKU

a >0, b> 0.

Ilopen Tora, u3 mepuHUCAHOCTU JOTAPUTMa HA JIEBOj CTPAHU CJIEIU

a—2b
2

>0,
mna je

a > b.

Heka cy a u § omrpu yrioBu mpaBOyIrJIoOr TPOYTJa, MPU YEMY je (¢ yTrao
HacImpaM KaTeTe @, a [ yrao Hacmpam karere b.

[Tomro je y tpoyray seha
crparuna HacupaMm Beher yriua, u3 a > b ciaenu

a> .



ITonasny jemmauymHy IMTOMHOKUMO Ca 2:

a—b

2logg = logg a + logg b — logg 2.

IIpumenom ocobuna sorapuramMa m00ujaMo

a—b\> ab
logg — ) = logg 5

Kako je morapuramcka ¢yurmuja ca ocaoBoMm 8 uajekrusHa Ha (0,00), ciaemu
2
a—b\" ab
2 2

(a — b)* = 2ab,

MuoskemeMm ca 4 mobujamo

OIHOCHO
a’® — 2ab + b* = 2ab.

Onarae caenu
a® + b2 — 4ab = 0.

Kako je Tpoyrao mpasoyrau, mo Iluraropuuaoj TeopeMu Ba:ku
a?+b? =2,
a IPeTXOHA je THAKOCT IOCTaje

A —4ab=0.

2

ITomTo je ¢ > 0, MOkeMO TOAENUTHU ca ¢, ma Jo0ujamMo

VLY
ccC

a

Capma, Kako je o yrao Hacmpam KaTeTe a, mMaMo sina = ¢ u cosa =
c (&

3aTo mpeTxXoaHa jeIHAKOCT IMoCTaje
1 —4sinacosa =0,
OZIHOCHO
4sinacosa = 1.

C ob63upom na Basku
sin 2a = 2sin e cos av,

caemu 2sin2a =1, 1j. sin2a = %
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Mebyrtunm, yrao a je omrap, te je 0° < a < 90°, 1j. 0° < 20 < 180°.

TOM WMHTEPBAJY jeTHAUYUHA
. 1
sin 2a = —
2

VMa, PEIIeCHa
2a = 30° AIn 2a0 = 150°.

Hakue,
o =15° nm o = T75°.

Amu Beh 3mamo ma je a > 3, Te Kako je
a+ 8 =90°,
Behu ox oBa nBa omrpa yraa mopa outu 75°. Crora,
a=T75°, B =15°.

W3 cBera HaBeneHOr, YyIJIOBU MOJA3HOT IPABOYIJIOL TPOYIJa Cy NATH CAa:

15°, 75°, 90°.
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2. ITocmarpajmo ocuu npecek kyne. obujamo jemnakokpaku tpoyrao ABC, rae
je B Bpx kyne, a AC mpeyHUK OCHOBE OCHOT Ipeceka. Y Taj Tpoyrao ynucaHa je
KpYsKHUIA, KOja je OCHU mpecek ynucane jgonre. Heka je O meHTap Te Kpys:KHUIE

u HeKa je meH noaynpeunuk R. Heka je D cpemumre mysxu AC. Tana je

BD =h
BUCUHA KyTIe, a
DC =r
IIOJIYIPEYHUK OCHOBE KYTIE.
Hexa je
/DBC = «a.

[Momro je BD oca cumerpuje OCHOI Tpeceka, yrao mpu Bpxy tpoyria ABC

jemHak je 2qv, ma BaKu

v
0< < —.
4“5

Hera je E momuoxkje mopmase m3 tauke O ua kpak BC. Ilomro je O

LEHTap yOucaHe KPY:KHUIE, BaKU

OD=R u OF = R.

Capna nocmarpajmo npasoyriu tpoyrao BOFE. Kako je O Ha ocu cuMmeTpu-

je tpoyraa ABC, tauke B, O u D cy konuneapue. 3ato je

/ZOBE = /DBC = a.
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W3 npasoyrior tpoyriaa BOFE cnenn

dna_ OF _ R
“T 0B~ 0B
mna je
R
OB = ——.
Sin @

Kako cy B, O u D konuneapue u tauka O nesxu namebhy B u D, nobujamo

R

BD =BO+0D=——+R.
sin «
Hakie,
h— BD — R(1'+s1noz).
sin &

Hasme, y mpasoyraom tpoyriay BDC Baxn

¢ DC T
anq = —— = —
BD k'
mma ciaeau
r = htana.
Y bauuBameMm uszpasa 3a h mobujamo
R(1 +sina R(1+sina
rzi(fr )tanozzi(Jr )
sin «v Ccos &
3anpeMuHa Kylle jeIHaKa je
2h
K Tr
3

3amMeHoM m3pasa 3a T u h mobujamo

KT (R(l +sina))2 (R(l +sina)> .

3 COS « sin «

ITomTo je
cos?a = (1 —sina)(1 +sina),

coe
7R3(1 + sina)?

- 3sina(l —sina)’

Ca mpyre cTpase, BaJbaK ONUCAH OKO JIONTE MMAa MOJYIPEUYHUK OCHOBE R
u Bucuny 2R, ma je merosa 3ampemMuHa

V =7R? 2R =2nR>.



IIpema Towme,

K (1+sin a)?
V  6sina(l —sina)’
Osraunmo
s =sinq, 0<s< 1.
Tana mobujamo
K (1+5)?
Vo 6s(1—s)

Ymnopenumo cana oBaj m3pas ca %:

K 4 (1+5s)?

(1+s)? —8s(1—s)
6s(1 — s) '

V 3 6s(1—s)

4_
==

CpebuBamem Gpojuona mobdbujamo
(14+5)2—8s(1—s)=14+2s5+5>—85+8s> =95 —6s+ 1= (35— 1)°.

3ato je
_1)2
K 4_Gs-1°
V. 3 6s(l—s)—
jep je 0 < s < 1, ma je nMeHMJIAI TO3UTUBAH.
Oryn cnenu

| =

4
>77
-3

OZIHOCHO

=<

>

4
=V
3

4 :
Ilakme, 3a cBaky TakBy Kymy Baku K > §V’ na je KaHamoaT

4
m= —.
3
Ca mpyre crpase, je IHAKOCT
K 4
vV o3
Ba)KM aKO M CaMO aKo je
(3s —1)? =0,
Tj. aKO U CaMO aKoO je
1
§=_.
3

ITomro mocroju yrao o € (O7 g) TakaB na je

. 1
sina = —
3’

98
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4 4
CIeJU J Ce BPEHOCT o 3aMCTa JOCTINXE. IIpema ToMe, | Mpax = 3" Kako un3
K > %V u % > 1 cnequ K > V, jemmakoct K = V numje moryha. Tume je
mokazan u geo (a). Crora,

K#V i Mmax =

3. MocmaTpajmo maty jenHauuny no momyiy 3. Tama Baxu 5% = 16 = 1 (mod 3),
onuocuo (—1)* =1 (mod 3), na 3armyuyjemo na je x napau 6poj. arie, Moke-
Mo mucatu ¥ = 21 3a x1 € N. Jemmauwmna mocraje

5271 —3Y =16 = (5" —4)(5" +4) =3Y.

Kako je mecua crpama cremen 6poja 3, cienu na cy u 6pojeu 57 —4 u 571 + 4
takobhe crenenu 6poja 3. Heka je 3arto

571 — 4 = 39, 571 44 = 3°,

rzae je a,b € Ng u a < b. Onysumamenm oBe aBe jemHaumne mobujamo 3° — 3% = 8.
Moo je meBa crpana memuBa ca 3, a 6poj 8 HuUje memuB ca 3, MOpa
outu a = 0. Taga nobujamo b=2umzxy =1, majex=2uy=2.
Haxne, jemuuo pememe je (z,y) = (2,2).

4. Heka je y HEKOM TPEHYTKY pacTojaihe udMely ABa :KeTOHA jemHako d, Tae mom
pacrojameM moapa3yMeBaMo Opoj mpasHux nosa usmeby mux. Ha mouerky je
d=n-—2.

(a) Heka je n =2 (mod 3). Tazna je
d=n-2=0 (mod 3),

ma je moYeTHO pacrojame obamka 3m 3a Heku m € N.

Bojamosa crpareruja je caemeha: ako Ama y cBOM moTe3y IOMEPU KETOH
3a jemHo moJsbe, bojaH y CBOM HapemTHOM MOTE3y MOMepa CBOj KETOH 3a MBa
mosma; ako AHa TOMepHU KEeTOH 3a ABa 10Jba, bojan momMepa CBOj KETOH 3a
jemHo moJbe.

Ha Taj mauun, nocie Auunor u BojaHoBor moresa 3ajemHo, pacTojame ce
cvamu 3a 3. Ilakne, ako je mpe AHMHOr moTe3a PacTojame NeJLUBO ca 3,
oHIa je m mociyie bojaHoBOT moTe3a omeT AeHbUBO Ca 3.

IIpema Tome, Bojarn moske ma ompskaBa Oa IOCJIE CBAKOT HETOBOT IIOTE3a
pacrojame O0yme obauka 3m. To 3mauum ma, kan rox Ama uma Moryhnocr ga
omurpa more3, uMa je m DBojaH, jep OH yBEK OAroBapa KOMIIJIEMEHTaAPHUM
IOTE30M.
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Kako ce pacrojame mpu CBAKOM IOTE3y CMamyje, UCPa Ce MOPa 3aBPIIUTU
mocJie KOHAYHO MHOro kopaka. Ilomro Gojan yBek mMa oaroBop na AHuH
mores, cjenu na he mociaemwmuy more3 omurparu Lojan, ma Ama ocraje 6e3
noresa.

(6) Hera je n=0 mwum n =1 (mod 3).
Ako je n =0 (mod 3), Tazna je

d=n—-2=1 (mod 3),

a je moYyeTHo pacrojame obsuuka 3m—+1. AHa Tanga y IpBOM MOTE3y IOMEPU
CBOj ’KETOH 3a jelHO TOoJhbe, Ia HOBO pacTOjame MocTaje oOJmKa 3m.

Ako je n =1 (mod 3), Tazna je
d=n—-2=2 (mod 3),

Ia je MoYeTHo pacrojame obuuka 3m—+2. AHa Tamga y IpBOM MOTE3y IOMEPU
CBOj sKE€TOH 3a [Ba MOJba, IIa HOBO PACTOjarke mocTaje obyuumka 3m.

Y o0ba ciayuaja AHa CBOjUM NPBUM IOTE30M OOBOIY UTPY Yy HO3UIUY U3
meaa (a), camo cama je Ha more3dy Bojan. 3ato je Dojan y ryOuTHUUKO]
TTO3UINjU.

Hamomena. Y cymrunamM, y pememy CMO W3OBOJUJIN MOOETHUYKE U I'yOUTHUUKE
nosurje. llpumerwMmo ma cBakoj mo3unuju y urpu, ompebenoj pacrojamem d
usMmebhy KeToHa, MOKEMO NPUAPYRUTU aTPUOYT nodednuwka WU 2ydUmHUYKG.
Kaxemo na je mosunuja mobenuunuka ako Urpad KOjU je Ha MOTe3y U3 Te MO3UILje
MO:KE Ia oaurpa Tako ga cebu obe3benn mobely y3 ONTUMAJIHY WUCPY, HOK je
mo3unuja ryOUTHUYKA ako, mITa TOM A4 UIPAY HA MOTE3y ypaaud, NPOTUBHUKY
OCTaBJba MOOENHNYKY TO3UIA]Y.

PazMoTpuMo HEKOIUKO BPEIHOCTU pPacTOjama d:

* d = 1 mo3unuja je mobemHUYKA, jep UrPay Ha MOTE3y MOMEPU CBOj *KETOH 33
jemHo moJbe, YKeTOHU TOCTAajy CYyCEemHU W MPOTUBHUK BUIINE HEMA IO3BOJLEH
noTes;

* d = 2 nmosunuja je mobOemHUYKA, jep Urpady Ha MOTe3y MO)Ke Ia IIOMepu
’KeTOH 3a IBa M0Jba W THME 3aBPIIaBa UTPY;

* d = 3 mosunyja je ryOUTHUYKA, jep Urpad Ha moTe3y Moxke na npebe camo
y mosunuje 3a koje je d = 2 mwiau d = 1, unme (y oba ciayuaja) ocraBiba
MPOTUBHUKY MOOETHUYKY ITO3UIA]Y;

e d = 4 mo3unuja je mobemHWUYKA, jep ce jeoHUM MTOTe30M MO:ke mpehu y
no3unujy d = 3, YyuMe MPOTUBHUK OCTAje Yy I'yOUTHUYKO] TMO3UIM]U.
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OBakBuM pasmarpameMm noiaszuMo 1o cuaenehux 3akmyuara (ca I je o3nauena
noGenuunuka, a ca I’ ryGuTHrUKa mO3ULnMja):

d 1121314 |5|6|7|8]9]|10
o mo3unmje | IT | IT || IT | IT | |IT | IT | T | II

JlokaskmMO na Ccy IyOWTHHYKe IO3UNUje OHE Y KojuMma je d HejbuBO ca 3, HOK Cy
cBe ocTajsie mobenauure. To mokasyjemo mHayknujoMm mo d. Beh cmo nmposepuin
tBpheme 3a d = 1,2,3. IlpernocraBuMo caja na BaxKy 3a CBa PACTOjarha Mamba
OZ HEKOT d, M IMOKAKMMO Ia Tada Baku U 3a d.

W3 nmosumnuje ca pacrojameM d, urpad Ha HOoTe3y Moxke na npebe camo y
mo3uiujy ca pacrojameMm d — 1 nam d — 2, jep CBOj sKE€TOH MOK€ IOMEPUTU 34
jemHO WV OBa MOJbA KA MPOTUBHUYKOM ;KETOHY.

* Arxo je d = 0 (mod 3), ouna d — 1 u d — 2 Hucy memuBu ca 3, ma Cy 0O
WHIYKTUBHO] xumore3u obe onaroBapajyhe mosumnuje mobenauuke. 3aTo je
no3unuja ca pacrojameM d I'yOUTHUYKA.

* Axo je d =1 (mod 3), ouna je d — 1 = 0 (mod 3), na je MO MHAYKTUBHO]
XUIOTE3U MO3Uuja ca pacrojameM d — 1 rybutanura. Ilarie, mo3unuja ca
pacrojameMm d je mobegHUYKA.

* Axo je d = 2 (mod 3), ouna je d — 2 = 0 (mod 3), ma je MO MHAYKTUBHO)]
XUIOTE3U MO3UIKIja ca pacTojameM d — 2 rybutHnura. Ilakie, mo3unuja ca
pacrojamem d je mobegHUYKA.

Tune je UHIYKIUja 3aBpIIeHa, Ia CMO JOKa3aJd A& Cy I'yOUTHUUKE II03U-
nuje ynpaso oHe 3a koje je d =0 (mod 3).

5. Haron ocimobabama on ancomyTHUX BpeaHOCTH, y 3aBUCHOCTU O T, Y U3Pa3y
|z — 1|+ |x — 2| + ... + |v — 2023| 4 |z — 2024, HeEkm ox cabupaka OCTajy UCTU, TOK
HEKU Memajy 3Hak. 3aTo he matu m3zpas mmatu 0OIUK

S = Zl(l‘ — 1) + Zg(l‘ — 2) + ...+ 22023(1' - 2023) + 22024(£U - 2024),
rme je 21,22, ..., 22023, 22024 € {—1,1}. Cana je
S = (21+ 224 ... + 22023 + 22024)T — (21 1+ 22 24 ... + 22023 - 2023 4 22024 - 2024). (1)

Axo je 36up z1 + 22 + ... + 22023 + 22024 = 0, oHma je Opoj S pamumonasan, jep je
jemHak ca 21-1+29-24 ...+ 22023 - 2023 4 29024 - 2024. Axo je 36up 21 +29+...+ 29023+
29024 # 0, onma 6poj S He MO:ke OUTU pANMOHAJAH, 32TO WTO U3 jeauaxoctu (1)
nobujamo r = S+(Zl'1+szf;;;;ffgjg;fj;:““'2024), Ia yKOJIHUKO je S pamuoHalIaH
6poj, 6poj = je Takobe panmoHasaH, KAO KOIUYHUK IBa PANUOHAIHA Opoja, mTo
uuje moryhe. Ilakme, 6poj S je pannonasaH jequHo Kazna je 21 + 2o + ... + 22023 +

z2024 = 0.
Kako cy 6pojeBu 21,22, ..., 22023, 22024 € {—1,1} mocuemma jemmaroct je
3aM0BOJLEHA KO U caMO ako je mehy OpojeBuMa 21,23, ..., 22023, 22024 OPOj OHUX
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Koju cy jemHaku 1 jemmak Opojy OHUX KOju Cy jemHaku —1, OMHOCHO aKO UX MM,
mo 1012. IIpema Tome, 6poj S je panmoHasaH ako u camo ako je Opoj x Behu
oxn Tauno 1012 6pojesa u3 crymna {1,2,...,2023,2024}, omHOCHO aKO U CAMO AKO je
x € (1012, 1013) Taﬂa je Z1 = 22 = ... = 21012 = lu 21013 = ... = 22023 = 22024 —
—1, ma je ma ocuoBy (1)

S=(1+1+..41-1-1—...—1)z—(14+2+...41012—1013-1014—... — 2024) =
1012 1012

= (1013 — 1) + (1014 — 2) + ... + (2024 — 1012) = 1012 - 1012 = 1012%.  (2)
OBuM CMO KOHAYHO AemudpoBau Aa 3aTaTU yCJIOB ¥ IpOOIEeMy 3aIpaBO 3HAUMN
na je
|z — 1|+ |z — 2| + ... + |z — 2023| + |z — 2024| = 10122,

Ila Om koMIIeTHMpaJu IOKa3 NAaTOr TBpDema ocraje HaM Oa DOKAKEMO I 34
CBakU peaJjiaH OPOj Yy BAKU HEjeTHAKOCT

ly — 1+ |y — 2| + ... + |y — 2023| + |y — 2024] > 1012°. (2)

Hexka cy cama a m b npown3BoJssHEI peanHu OpojeBu 3a Koje Baxku a < b.
O mpenuMo HajMamy BpeIHOCT u3pasa |y—al+|y—bl. Pasnukosahiemo tpu ciyua-
ja:

1. y>b Tama je ly—a|+ly—bl=(wy—a)+(y—>0) >y—a>b—a.
2.b>y>a Canajely—al+|ly—b=(@y—-b0)+0b—-y)=b—a.
3. a>y. Y oBom ciyuajy umamo |y—a|l+|y—bl = (a—y)+(b—y) > b—y > b—a.
Ha oBaj mauun cmo mokasaiy ma 3a CBaAKM peajiaH OPOj Yy BaKU HEjeTHAKOCT
ly—al+1ly—0=b—a (3)
Cana ropucrehu nejemuaroct (3) nobujamo
ly =1+ |y — 2|+ ... + |y — 2023] + |y — 2024| =

= (ly =1/ + |y — 2024) + (Jy — 2| + |y — 2023|) + ... + (Jy — 1012[ + |y — 1013[) >
> (2024 — 1) + (2023 — 2) + ... + (1013 — 1012) = 2023 + 2021 4 ... + 1 =
= (2023 + 1) + (2021 + 3) + ... + (1013 + 1011) = 2024 - 506 = 10122,

OBuM cMO HOKA3asn HejeqHAKOCT (2), YnMe CMO YHOTIYHWIM IOKa3 TBpbhema.

UYerpTH; paspen — b kareropuja
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1. Heka Ta Tpm Opoja, y HEKOM HOPETKY, UMHE APUTMETUUKM HU3. lama ux
MO:KEMO 3ammcatu Kao a — d, a, a + d, rae je d # 0.

[omro ™1 uctu GpojeBu, MO¥KIA ¥ APYTOM IMOPETKY, YMHE U [eOMETPU]C-
KM HU3, jeIaH Ol HUX MOpa OUTU CPenmU YiaH TOr FeOMETPUjCKOT Hu3a. 3a
reOMETPUjCKY HU3 T, ¥, 2 BAKHU y° = TZ.

Pasmorpumo cse moryhuocTu.

A0 je cpemmu WIaH TeOMETPUjCKOT HU3a OpOj @, OHAa OM BaKWIO a’ =
(a —d)(a+d) = a? — d?, onarne crema d = 0, mTo je memoryhe jep cy Gpojesu
PA3IUIUTH.

AKO je cpemmu 4IaH TeOMeTpPUjCKOT Hu3a 6poj a—d, onna Baxku (a—d)? =
a(a +d). Cpebusamenm mobujamo a? — 2ad + d? = a? + ad, omaocuo d? — 3ad = 0.
[Momro je d # 0, cnenu d = 3a, na je u a # 0.

Tamna cy Ta Tpu 6poja jemnaka a —d = —2a, a u a + d = 4a. OHu 3awucra
MOry gna o0pasyjy IeOMeTPUjCKU HU3, Ha NPUMep y MOpPeTKy a, —2a, 4a, ca
KOJMYHUKOM —2. AKO mMX y3MmeMo y OoOpHyTOM moperry, 4a, —2a, a, mobujamo

KOJIMYHUK — 5 .

AKo je cpemmu 4iaH reOMETPUjCKOT HU3a Opoj a + d, aHaJor€o aobujamo
(a+d)? = a(a — d), onarne ciemu d = —3a. To maje mcTu cKym 6pojeBa, caMo y
APYTOM MOPETKY, Ha He M00MjaMO HUIITA HOBO.

[Ipema Tome, jemmua moryha tpm Opoja cy, OO 3ajeJHUYKOr HEHYJITOT
MHOkMONA, 0banka —2, 1, 4. 3aro cy moryhe BpeIHOCTU KOJIMYHUKA T€OMETPU-

jCKOT HU3a caMO —2 U —5
1

Haxrne, nHajseha mMoryha BpegHOCT TOr KOJIUYHUKA j€ —5

2. VI3 jenHakocTy TaHreHTHUX Lysku mobujamo ma Baxu |AF| = |AE| =3, |BF| =
|BD| =z u |CE|=|CD|=y.

Hexka je r = |ES| monynpeunr ymnucane kpy:kuune tpoyraa ABC. Kaxro je AS
cumerpana yraa ZEAF, saxu /FEAS = 30°. W3 tpoyrama AES cnemu r =
3tg30° = /3.

IMpumenom ITuraropuse Teopeme ua rpoyrao CSE mnobujamo y = 5, na je |AC| =
8.

ITpema Tome, crpanune tpoyraa ABC cy a=5+x, b=8 u c =3+ 1z, na je
H,eroB IoJIyobuMm s = 8 + .

[Mospmuny Tpoyriaa ABC MOKeMO M3DA3UTU HA TPU HAUMHA:

* Kopucrehu Xeponos obpa3zar mobujamo

P=+/(8+xz) -3 -x-5=/15z(8 4+ z);

* Ipumenom dopmyie P =r-s nobujamo P = /3(8 + z);

* Us P = Jbcsina nobujamo P =4 -8 (3+ 1) - ? = (6 + 2x)V/3.

WsjennavaBamem OMI0 KOja aBA O MPETXOOHA TPU M3pa3a 3a MOBPIIUHY T00U-
jamo x = 2, omakie je P = 10v/3.
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3. Pememe 3amaTka je UAEHTUYHO pemewny 4. 3amaTra ca JIp:KaBHOT TaKMUUEH A
3a Tpehu paspen - B rareropuja.

4. Jacuo je ma je z > 1. Hera je L =34+ 6Y u R = 2025°. 3anumumo jeqHAYNHY

Kao

37 +3V.2Y =31 . 5%,

Pasmorpumo cienehe cayuajese:

10

20

r > y: Tama je L nemus ca 3Y, amu uumje memus ca 3YT1 a R je memus
ca 3%, amu mmje memus ca 3**1! re je y = 4z. Iememem obGe cTpane
jemHavuuHe ca 34z nobujamo

3:6—4z + 24z _ 52z = 3x—4z _ (5z _ 22z)(5z + 222).

Crems ma je 5% —2%% = 3% u 5% +22* = 3% rne cy b > a > 0 memu 6pojesn
ua+b=x—4z. Mebyrum, 3% + 3% = 2. 5% je 6poj Koju Huje memuB ca 3,
a memuB je ca 3% ma je a = 0. Tazma Baxu 5° — 2% = 1. IIpumerumo na
2z =1 jecte pememe, a 3a z > 2 je 5% — 4% = (5 —4)(5*7 L 4+ ... 4 4*71) > 1.
Iakne, z =1 u y =4, onakne je x = 6.

r < y: Tama je L nemus ca 3%, amu Huje mesmus ca 31, a R je memus
ca 3%, amu mmje memus ca 3**1! 1e je x = 4z. IlememeMm 0Be crpame
jemmaunmne ca 3** mobujamo

1430797 2v = 5% = 3VT1.99 = (5° — 1)(5° + 1).

[Ipumerumo na je pasawmra 6pojeBa 5 — 1 u 5% + 1 jenmaka 2, ma jemaH on
wux Huje neaus ca 3. Hamwe, Basku 5* +1 =2 (mod 4), ma 6poj 5% + 1 uuje
nesmuB ca 4. Kako je 5% +1 > 5% — 1, jenuna moryhsocTt je

52 —1=2¢"1 u 5°41=2.3v"%,

Ony3uMameM TPETXOJHE ABE jelHAUMHE U AesbemeM ca 2 mobujamo 1 =
3v=4 —2v=2 Omasge je 2Y~2 =2 (mod 3), ma je y Hemapam. 360r Tora je
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y — 4z memapan, ma je 3Y"% = —1 (mod 4).

3ay >4 je 272 = 0 (mod 4), ma mobujamo 3¥~4 —2Y72 = —1 (mod 4).
Y cayuajesuma y € {0,1,2,3} mupekTHOM HPOBEPOM 3aKLYUyjEMO Aa HEMa
1eJIOOPOJHUX PeIIeHA.

3° x =y: Tanma je 3% + 6% = 2025°. 3anumumMo jeIHAUNHY KAaO
338(1 + 2.’,8) — 342 . 522 = 1 + 2:8 — 342—3} . 522.

Omasme je x > 5, ma je L = 3* + 6% = (—1)* (mod 4). C mgpyre crpane,
R = 2025* = 1 (mod 4), na je z mapro. Tazma je 1 +2% =1+ (—1)* =2
(mod 3). MebyTum, oBo je memoryhe momro je 3**~% .52 mormyn kBaapar.

Ilakie, jeinHO pemIeme MOCTABJ/HEHE jeTHAYUNHE je

(x,y,2) = (6,4,1).

5. (IPBO PEHIEILGE) IlpernocraBumo cynportHo, 1j. na Baxku 2 € S. ITokamku-
Mo ma 2026F ¢ S 3a cBako k > 1, uanykuujom 1o k.

Basza k = 1: Ilpumenumo ycnos 3a n = 2. Tauno jemam om {2,4,2026}
npunazna S. Homro 2 € S, caenu 2026 ¢ S.

Nunyskrusan kopak: IIpermocrasmmo 2026 ¢ S. TlprmeHHMO yCIOB 3a
n = 2026%. Tauwo jemam om {2026%, 2 - 2026*, 1013 - 2026} mpunanxa S. IlomTo
2026* ¢ S, rauno jeman ox 2 - 2026% u 1013 - 2026* npumana S.

Y cayuajy ma 2-2026F € S, npumenom yciosa 3a n = 2 - 2026F ma ckyn
{2-2026%, 4 - 2026%, 202651}, cemm 20265+ ¢ S. Couuno, axo 1013 - 2026% € S,
npuMeHoM ycaosa 3a n = 1013-2026% ma cxyn {1013-2026%, 20261, 10132.2026%},
omer, cirem 20265+ ¢ S.

Ilaxme 20262026 ¢ S mro je y mMpPOTHBpEYHOCTH Ca YCJIOBOM 3aJaTKA.
ITpernocraska 2 € S je merauna, te 2 ¢ S.

(IPYT'O PEIIEWE) Ceaku npupoman 6poj n ce HA jeAUHCTBEH HAUUH MOKE
samucaTu y obnuky n = 2%-1013% -k, raoe cy a,b > 0, a 6poj k y3ajamuo mpoct
ca 2 u 1013.

3a ¢urcupano k, ycaos |SN{n,2n,1013n}| = 1 3maum na je 3a csaxo (a,b)
TAYHO jedaH ox OpojeBa

20.1013% -k, 29%1.1013 -k, 2%.1013%*! .k

y crymy S.

ITomro u 6poj 2 u 6poj 202 - 10132926 onromapajy caydajy
k =1, mokeMO na ce orpaHmuymmo camo Ha k = 1.

punpyxumo 6pojy 2% - 1013 tauky (a,b) y mesmo6pojuoj mpesxu (pe-
wetku). Tana yciaos m3 3agarTka mocraje: y CBAaKOM CKyIly Tadaka OOJIMKa
{(a,b),(a+1,b),(a,b+ 1)}, rme cy a,b € Ny, uzabpana je Tayno jensHa Tauka.

[Ipernocrasumo 2 € S, 1j. na je Taura (1,0) msabpama (jep je 2 = 2.
1013Y). Tana:

62026 — 22026
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* Ilowmto je Tauka (1,0) uzabpana, y ckymy rauara {(0,0),(1,0),(0,1)}, Ta-
4HO jemHa Tayka cMe Outwm wm3abpana. Ilakse, tauke (0,0) um (0,1) Hucy
uzabpane.

* Amanorno, nocmarpajyhm cxym {(1,0),(2,0),(1,1)}, 3akmyuyjemo ma Tauke
(2,0) u (1,1) uucy unzabpaxe.

» Ilame, mocmarpajyhm crym {(0,1),(1,1),(0,2)}, sarmyuyjemo ma mopa
6utu n3abpana tauka (0,2).

HacraBmajyhu na uctu sHauuns, 1o6mjamMo 1nes00pojHY MPEKY Kao Ha CJIU-
mu ucnoyn (u3abpaHe Tauke O3HAYECHE Cy ca e, a HemzabpaHe ca X ).

6X @® X X X

o
~® X X @& X X
X @ X X @ X
“X X @& X X e X
~@ X X @ X X
X @ X X @ X
oX X @& X X ©

JenHocTaBHOM MHAYKIMjOM ce OOKa3yje na je tauka (a,b) mzabpaHa ako u
camo ako Basku a —b =1 (mod 3).

Mebyrtum, 6pojy 20262026 = 22026.10132926 o qropapa Tauka (2026,2026), a
kako je 2026 — 2026 = 0 (mod 3), ona Huje uzabpana. Komrpamuknuja! Iakie,

2¢ 5.
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19. CPIICKA MATEMATWNYEKA OJINMIINJA ITA
YUEHMEKA CPEIILUX IIKOJIA

7. anpua 2026. romuHe

IlpBu maun

1. Konuko HajBuINe pa3zauynTUX OCTATAKA IpU Aejrerny ca 2026 Mory maBartu
eJeMEeHTH CKyIla
{n(1),27(2),37(3),..., 20267(2026)},

OpU UeMy je T Ipou3BoJbHA mepMyTtamuja ckyma {1,2,...,2026}.

2. Har je omrpoyrau tpoyrao ABC, ¢ tum na je AB < AC. Heka cy D u
FE momuo:xja BucuHa u3z temesa A u B, pemom, H opromnenrap tpoyraa ABC
u Heka je F' mpeceuHa Tauka cuUMeTpajie yHyTpalllmher yria y TemeHy A Tor
Tpoyriua ca npasoM BC'. Tlpecek npasux AF u BE je tauka I. Ako ce Kpy:KuUIE
onucane oko tpoyrsaoBa BHC wu DFI ceky y Taukama M u P, mokazatu na je
yerBopoyrao AEM P TtetuBaw.

3. IHat je mpaBunan 2n-toyrao AjAs...As,, n > 3, uuje cy crpanune obojene
ca n 60ja TakoO ma Cy CBake OBe HAaCIOpaMHe cTpaHuie obojeHe mcToM 00joMm.
Onpenutu HajMa®mU IPUPOIaH OPOj m 3a Koju je Moryhe y yHyTpAIIHOCTU OBOT
MHOTOyTJIa m3abparu Ttauke By, Bs, ..., By, 3atum nosyhu uzsecue mehycobuo
Hempecenajyhe may:ku, yuju Cy KpajeBU Tadke U3 CKyIa

{A17A2,...7A2n}u {31,327...,Bm}7

Te CBAaKy OJ TUX AOY:KUA ODOjUTU jeTHOM ON MAaTUX N O0ja, TAKO Aa Ce Ha Taj
HAYWH MOYETHU MHOTOYTAO0 MOAEJNM Ha KOHBEKCHE UETBOPOYTJIOBE Ca OCOOMHOM
Ia Cy y CBaAKOM OJl (bUX HACIpaMHEe cTpaHuie o060jeHe mcToM 060joM.

IIpemsubeno Bpeme 3a m3pamy 3amataka je 270 muHyTA.
Cpaxu 3amaTak Bpeau 7 6omoBa.
Pemema 3amaraka nerasbHO OOPAa3JIOMKUTI.
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19. CPIICKA MATEMATWNYEKA OJINMIINJA ITA
YUEHMEKA CPEIILUX IIKOJIA

8. anpua 2026. romuuae

Hpyrn nau

4. Y paBuu je mato n = 2k + 1, k£ € N, Tauaka ox KOjuX HUKOje TPU HUCY
ronmueapue. Maja u Kocrta urpajy caemehy wmrpy: ma mouerky Maja cmaja
CBaKe NBE OJ OBUX N Tadyaka AY:KUMa W CBaKy OJ OY:KU yCMepaBa Ka jeTHOM
oI HEHa OBA TEeMEHa, Ha KOjU IoJ OHA HAUWH keau. HarkoH Tora, muUX ABOje
Urpajy Uurpy kKoja ce cacToju on k y3acTOOHUX PyHAU. Y CBAKO] O PYHOW MPBO
Kocra 6upa jemmy om Tavaka KOjy HUKO HUje omabpao y paHUjeM TOKY HUrpe,
HAaKOH vera mcto panu u Maja u Tana pyamny rydbu oHaj urpad Ka 4mjoj TAUKA je
ycMmepena ny:k usmeby nBe Tauke mzabpane y Toj pyHmu. Majun nuib je na mysku
Ha TOYETKYy yCMEDPU TAKO Ma, YKOJIUKO OHA Y HACTABKY UI'DE WUIPa ONTUMAJIHO,
HE3aBUCHO O]l TOTa Kako Kocrta Oupa Tauke, OH HE MOKe mOOe Ty HUjenny on k
pyamu urpe. Ha kosnuko paznuumrux Hauuda Maja MOMKe UCIyHUTU CBOj IUJb7

5. Ompenutn cse ¢ynknmje f : (0,400) — (0,400) Tarse ma Baxu f(7 + %) =

% %, 3a cBe z,y € (0,+00).

6. Hexa cy k u | HeHeraTuBHU nesqu OPOjeBU U HEKA CY 7 U S IPUPOAHU OpPOjeBu.
Osraunmo ca S cKym CBUX mapoBa NpuUpomHUX Opojesa (a,b) 3a Koje Basku

a|b* +kb+1, b|a®+al + 1.
Iokazatu ma map (r,s) npumama CKymy S ako W caMoO ako je CKyIl
G ={H3O(a —r,b—3s)|(a,b) € S}

OeCKOHAUYaH.

IIpemubeno Bpeme 3a m3pany 3amaTtaka je 270 muHyTA.
Caxku 3amaTak Bpeau 7 Gomosa.
Pemenma 3amaTaka merasbHO 00pPa3JIOKUTU.
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PEIMTEIHA 3AIJATAEKA - 19. CMO
IlpBu maun

1. (IIPBO PEHIEWE) 3a cBako r € Fig13 Hera cy o, U €,, DeIoOM, jeAnHU
HemapaH 1 jemuHu mapad 6poj u3 ckyma {1,2,...,2026} Koju cy KOHIDyeHTHU ca
r (mod 1013). Tana, 3a cBaka mBa r,s € Fyg13 Bakm:

0,05 = Oy, 0r€s = €, eres = ers  (mod 2026).
Koucrpyucahemo nepmyranujy = ckyna {1,2,...,2026} ua cienehiu nauun:
m(0g) = e1, m(0z) = 0_1_p-1,3a 2 #0,
m(eg) = eo, m(e1) = o-1, m(eg) =€ p-1,3ax #0,1.

Cana pauynamo ocrtarke npownssona kn(k):
00m(0p) =1013-1014=0=¢y (mod 2026),
a3ax #0,
0,7(02) = 03 0_1_3-1 = Og(—1—g-1) = 051 (mod 2026).

Iame je
eom(eg) = 2026 -2026 =0 =¢g (mod 2026),

erm(er) = 1014 -2025 = 1012 =e_; (mod 2026),
nok 3a x # 0,1,
exT(er) S €pei_g1 =e€p(1—z-1) = €1 (mod 2026).
ITpema Tome, meby ocramuma Gpojesa kr(k) mobujamo:
* CBe MApPHE OCTATKE €, 3a 1 € Fig13,
* CBe HemapHe OCTaTKe 0., ocuM ocrarka o1 = 2025 (mod 2026).

Haxne, nobujamo tauno 2025 pa3nmmumuTUX OCTaTaKa MpU Aebewmy ca 2026.

Jom Tpeba moraszatu ma Huje moryhe mobutu cBux 2026 ocraraka mpu
nemweny ca 2026. IIpermocraBumo cymporHO, Tj. ma cy GpojeBu

7(1), 27(2), ..., 20267(2026)

Mebycobuno HeronrpyentHu mo monyny 2026. Tana, meDy muma nva tauno 1013
HemapHUX ocTaTaka. Rako je mpousBon km(k) HemapaH ako U CaMO ako cy U k 1
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7 (k) menapuu, cnenu na ce csux 1013 Hemapuux 6pojeBa MOpa NPECIUKABATU Y
HenapHe 6pojese. Mopa 6uru 7(1013) = 1013, jep 6ucmo y cympoTHOM HOGHIA
OBa pa3aumuura HemapHa Opoja mesuBa ca 1013, mrro je memoryhe. IIpema Tome,
3a cBaku Hemapas k # 1013 6pojesu k u (k) cy Henmapuu u paszauuutu onx 1013,
Te MPOU3BOIU

km(k), k wenapan, k #% 1013,

najy TadyHo cBe HemapHe ocrtarke pasnmuure on 1013. Mebyrum, oo Huje
Moryhe. 3aucra, akO O3HAUMMO Ca

p= ][ *

k Hemapan
k#1013

oryna, ¢ 063upoM na m mepMyTyje HemapHe OpojeBe paznuuwnte ox 1013, mobwm-
jamo
I[[ #*n(k)=P> (mod 1013).
k HemapaH
k#1013

Ca apyre crpase, 6pojesu km(k) majy TayHO CBe HemApDHE OCTATKE Pa3/IMUUTE
on 1013, Te je ®muUX0OB mpou3BOnL KOHrpyenrtan ca P mo monmyay 1013. Iakie,
P? = P (mod 1013), na, xako je P # 0 (mod 1013), cremu P = 1 (mod 1013).
Amm, P=1-2-...-1012 = (1012)! = —1 (mod 1013) no Buicornosoj Teopemu, mro
je xouTpamurimmja. [Ipema Tome, 6poj paszauunTux ocraraka je Hajpume 2025.

(APYT'O PEHIEILGE) Iokazaliemo na 3a n = 2p, rue je p Hemapas OpocT 6poj
nocroju mepMmyranuja T ckyma {1,...,2p} tako ma Gpojesm iT(i) (mod 2p) majy
TauHo 2p — 1 pasauuntux BpemHocTu. 3a cBaku r € F), Heka Ccy o, U e, jenuHu
HemapaH, OQHOCHO mapan 6poj u3 {1,...,2p} xourpyenran ca r (mod p). Tana
BaKI

0705 = Opg, 0r€s = €, eres = ers  (mod 2p).

Hera je g npuMuTuBaH KOpeH no Moayny p u k = %. JlepuHUIIIMO TEpPMY TAIIN-
jvyo:F, =F, ca

0(0)=0, o(g) =gt (0<i<k—-1), o(g") =1, 0(¢")=¢" (k+1<i<2k—1).

Tana myntuckyn {ro(r) : r € F,} cagpxu cse enemenre ckyma F,, ocum 1,
npu yemy ce —1 jaBsba nBa myTa. 3aToO MOCTOjU JeAWHCTBEH a # —1 TakaB na

ac(a) = —1. Heka je u = o(a). Cana nedpuammenmo 7 ca
T(Or) _ Cu, r=a, T(er) _ Oy, —O’(T) =u,
Og(ry; T 7é a, €—o(r)> _U(T) 7é u.

OBo je mepmyTanuja, jep CIVKe HEMAPHUX AAjy CBE Oy, OCHUM IITO j€ 0, 3aMEHEeH
ca ey, a CIUKe MapHUX Hajy CBE €;, OCUM INTO j€ €, 3aMEHCH Ca O0,. 3a T # a
UMaMO 0,7(0;) = Opg(r), AOK 32 T = @ BAKU 0,7T(0q) = €qy = €_1. Iakme, u3
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HemapHUX OocTaTaka mobujamMo cBe HemapHe ocTraTke ocuM 1 u jom e_;. Jlasme,
3a cBako r € F), Baxm

erT(er) = e_po(r) (mod 2p),

OaKJIe 3aKJbYUYjeMO Ja U3 MapHUX OCTaTaKka NOOMjaMO CBe IapHEe OCTATKE, OCUM
e_1. 3aTo, yKymHO HOOHMjaMO CBe IapHe OCTaTKe M CBe HemapHe OCTATKE OCUM
1, Tj. Tauno 2p — 1 pasauumTUx ocraraka MomayJsio 2p. Iloka3 ma Huje moryhe
MOCTUNU CBUX 2p OCTATAKA je MCTU KAO W Y IPBOM PEIICHY.

Ayrop 3amarka: Byrkamwun [Tantenuh

2. (IIPBO PEMIEWKE) Osrauumo ca G Opyru Opecek KPY:KHUIE ONUCAHE OKO
tpoyria BHC ca mpaBom AC u Heka je Ttauka N APYrU IPECEeK KPY:KHUIA
onmucanux oko tpoyraosa CGD u DFI. Takobe, Heka je Taura L mpecek mpase
MP ca mpasom AC. Yuyrpamme yraose tpoyria ABC konx temena A, B u C
03HAUUMO Ca «, § U 7y, PEIOM.

\

Tamna, u3 rerusaoctu yerBopoyraa CGN D umamo na je ZGND = 180° —~,
IOK u3 TetuBHOCTU derBopoyraa DF NI mmamo na je ZDNI = Z/DFI = 90° —
ZDAF =90°—(§ —(90°=f)) = 180° - § — 3 = § +v. Canma umamo ma je ZING =
360° — ZDNI — ZGND = 360° — (§ +) — (180° — ) = 180° — § = 180° — LG AI,
omakJie ciaenu na je yerpopoyrao AING terusawn.

Crora, nobujamo na je ZINA = ZIGA = 5, jep je tauka G cumerpu-
YHA CJIMKA Tauke A Tpu HeHTpaJiHOj cuMmeTpuju mperko tauke F. OBo 3mamo
3aT0 mMTO je Tauka F momsmoskje Bucume us Temena B ma mpaBy AC, a u3
teruBHOCTU ueTBOpoyria BHGC umamo na je /BGC = ZBHC = 180° — «,
na je /ZBGA = /BAG, mro noka3syje mperxonuo tBpbheme. Canma umamo na je
/DNA=/DNI+/ZINA=S+y+ 5 =a+v=180° -3 =180° - ZABD, ma je
yerBopoyrao ABDN reruBan. Kako 3mamo na je werBopoyrao ABDFE TetuBaH,
10 je u ueroBopyrao ADNE teruBan. OTyna, Kako je Tauka L mpecek mpaBux
MP u CG, L je pagukaJHU IEHTAD KPY:KHUIA ONUCAHUX OKO TpoyrsoBa BHC),
CGD u DFI, 1o cy tauke D, N u L ronuneapue.

Capna, mocmrpajyhu morennujy tauke L y OAHOCY HA KPYKHUIY OMUCAHY
oko gerBopoyrina ADNFE, nmamo na je LN - LD = LE - LA, nok nocmarpajyhnu
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MOTEHIM]y Tauke L y OMHOCY Ha KPY:KHUIY ONUCAHY OKO yeTBOopoyriaa DF NI,
nobujamo na Basxku LN - LD = LM - LP. Kouauno, umamo LM - LP = LE - LA,
omakJiie ciaenu na je yueropopoyrao AEM P teruBan, mTo je u TpebaJio q0Ka3aTu.

(IPYT'O PEHIEIHLE) Ipumenumo unasepsujy y A ca HONYIPEYHUKOM KOJU je

jemnar (AH - AD)%. Tamna, npobaem mocraje caenehu: Heka je ABC Tpoyrao.
Osuaunmo ca D, E u F nonuoxja Bucuna u3 remena A, B u C, tum penom. Hera
je H opromentap mosasHor tpoyriaa. llpermocraBuMo ma cuMeTpaja yHYTpa-
mmer yraa y reMeny A cede kpyskuuie onucane oko tpoyraa AFFE u yerBop-
oyraa AFDC, npyru nyT, y Taukama Q u P, penom. Ilokasatu ma ce taura C
HaJa3u Ha paankajiHoj ocu kpyskauna PQH u DEF.

Crora, neka je R cpemumre ny:xu CH n S momgHoje HOpMasie u3 tauke H
na C'P. Kako je ZHSP =90° = ZHQP, ciequ na je S Ha KPY:KUHUIU ONUCAHO]
oko Tpoyria HQP. 36or morennuje, DOBOJLHO je mokasatu na je RPSF mukau-
yan. mamo na je ZRFP = /RCS = ZRSP, upu ueMmy npBa jeqHAKOCT CJIeIu,
jep je P cpemumre nyka FDC, ann u npyra, jep je HSC npasoyriu tpoyrao
u R je cpenuinre meroBe XumoreHy3e. TuMe je HOKA3 3aBPIIEH.

AyTtop 3amarka: Augpuja jKupamunosuh
3. TBpouMo nma je TpaskeHWM MUHUMYM jeTHAK M = (";1) IHoxkazahewmo, mHajupe,
ropmy rpaHuily. 3ampaBo, nokaszahiemo semro jave: CBaku IEHTPATHO CUMeE-
TpUYaH KOHBEKCAH 2n-Toyrao, n > 3, 4Uuje Cy HACOpaMmHE cTpaHuie obojemHe
rcToM GOjOM MOMKE Ce MOIEJUTU HA KOHBEKCHE YETBOPOYTJIOBE TPAKEHE BPCTE
Y3 TadvHO (”;1) VHYTPAIIBUX TadyaKa.

Hoka3 nue nagyknujom mo n. ba3a unaykmnuje je caydaj n = 3. Tana je
[aTh MHOTOYTA0 IEHTPAJIHO CUMETpUYaH KOHBeKCcaH mectoyrao Aj As A3 A4 AsAg,
Ipu YyeMy cy HacupaMue crpanuie ucre 6oje. Heka je O meros nenrap cumerpu-
je. Tama cy mysxu OA;, OAs; u OAs mebycobuo menpecenajyhe y yHyTpais-
jOCTM MHOTOYTJIA U [eJie MEeCTOyrao Ha TPU KOHBEKCHA yeTBopoyria: Ay AsAsO,
A3A4A50 u A5 AgA10. Ob6ojumo mysx OAsz 6ojom crpanure AjAs, nysx OAs 60-
jom crpanune AzAy, a my:xx OA; 60jom crpamune AsAg. Tanma y dyerBopoyriy
A1 A5 A3O macupamue crpanune Ay A; m OAs umajy ucty 00jy, a HacmpaMmHe
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crpauune AsAs u OA; takobe mmajy umcty 60jy, jep cy crpanune AxAs u
As Ag HacupaMHe y IIOYEeTHOM MIECTOYIJIy. AHaJIOTHO BayKM U 3a IIPEOCTaia IBa
yeTBopoyraa. Ilakime, TBpama Basku 3a n = 3. Ilpu Tome je ymorpebimena TadHo
jemHa yHyTpaIlikha Tadka, Tj. Y OBOM CIydYajy je m = (3;1) =1.
IIpernocraBumo cama na je n > 4 u na tBpbeme Bawku 3a 2n — 2. He-
K& je OmaT HEeHTPaJHO CUMEeTpUYaAH KOHBEKCcaH 2n-toyrao P = Ai1As...As,, npu
yeMy Cy HacOpaMHe cTpaHuile ucre 6oje. Wumekce mocMarpamo MO MOILYIY

2n, na je Agpy1 = A, Osmaummo ca e; = A;A;11 BEKTOp i-Te CTpaHUIE.
Ilo menTpanHO] CcuUMeTpPHjU BAKU €;4, = —€; 3a CBaAKO %, Ia IIOCEOHO BaxKWU
eon = —e,. Hekra je v = eg, = Ay A1, Bai=n+2,n+3,...,2n — 1 nepun-
umuMo TaukKy B;_(,41) ca ocobunom A;B;_(,41) = v, a jom cTaBuMo Ha je
Co=A,uC,_1 =A;. Tanma 3a cako i = n+ 1,n+ 2,...,2n — 1 yeTrBOpO-
yrao @Q; medumEucan ca Qny1 = Api1An12B81Cy, Qi = AjAi 1B B 1, 32
T =n+2,...,2n — 2, Qop_1 = As,_149,C,,_1B,_o, jecTe mapaJjesorpam, jep

Baskn AiBif(n+1) = Ai+1Bi+17(n+1) =uvnu Bif(nJrl)BiJrlf(nJrl) =Aidip1=e y
CBUM CJIy4yajeBUMa y KOjuMa 00e Tauke MOCTOje, MOK Ce T'PAHUYHU CIIyYajeBu
i=n+1muni=2n—1 rymaue npexo Cy = A, u C,,_1 = A;. Ilarue, craru Q; je
KOHBEKCAH Y4eTBOPOYTAao.

IMocmarpajmo cama muoroyrao P’ = AjA,...A,B1By...B,_5. Iberose
Y3aCTOIHE CTPAHUIIE UMA]Y BEKTOPE €1, €2, ..., En_1,Cnt1,Cni2,.-.,€a,_1: 3AUCTA,

crpannne A;A;41 3a 1 < i < n — 1 umajy Bekrope e;, 3atuMm je A,B; =

An+1An+2 = €p+1, Jabe je Bif(n+1)Bi+17(n+1) =e 31t =n+2,...,2n — 2,

a majzan je B,_oAy = Aop_1A2, = ean_1. Ilpema TOMe, HU3 CMEpOBa CTPAHUIA
MHoroyria P’ nobuja ce u3 HM3a cMepoBa CTpaHUIa MHOroyrja P uzbanuBameM
mapa HACIHPAMHUX CTPAHUIA CA BEKTOPUMA €, U €2, = —€,. Kako Cy CMepoBU
CTPAHUIA KOHBEKCHOI MHOTOyryia ypeheHu cTporo MOHOTOHO OKO I'DaHWUIle, CIe-
mu na je u P’ kousekcan. C 063upoM 1a ce IPeoCTaNn BEKTOPU U JAJLE jaBIbajy
Yy HACIIPAMHUM TApPOBUMA €;1, = —€;, CIequ aa je u P’ menrpasno cumerprdan.
Haxne, P’ je menrpanno cuMerpudan KoHBekcaH (2n — 2)-toyrao. Ilopen Tora,
HacIpaMHe CTpaHure MHOroyria P’ umajy mcte 6oje. 3awmcra, cBaka CTpaHU-
na MuEOroyria P’ mnu je Heka om opuruHaJHUX CTpanuna A;A;. i, nin je meHa
TpaHCIUpAaHa KOomuja, ma 00jy MOKe ma Hacjenu Ol oAroBapajyhe crpaHuie
muoroyraa P. Kako cy y P macupaMHe cTpaHune ucte 6oje, ucto Basku u'y P’.

Capma, obojumMo cBaku ueTBOpoyrao (; Ha cienehu HauwH: cTpaHue
A;A;41 m omroBapajyha cymporHa crpanuna y (); obojumo umctoMm 6HojoMm, a
mpeocrtaJsie mBe cTpanuie obojumo GojoMm crpanune Ao, A;. Tama, y cBakom
(Q; macupaMmHe cTpaHUIE uMajy ucty 60jy. Ilo koHCTpykmmju, muoroyrao P’
1 4eTBOPOYTJIOBU (Qni1, @nit2,--.,Q2n—1 MMajy OUCjYHKTHE YHYTPANIHOCTH, a
IBUXOBA YHUja UMa UCTY TpaHuly kao mHoroyrao P. Crora je muUXoBa yHUja
yupaBo neo muoroyrao P. Jlakne, Ha Taj HauywH HoOMjaMO MOLEy MHOLOYTJIA
P ma muoroyrao P’ m n — 1 KOHBEKCHUX UETBOPOYTIOBA Qpii,...,Q2,—1. IO
WHIyKTUBHO] IIPETIOCTABIM, MHOrOyrao P/ Moke ce maJbe MOJeJUTH Ha TPaKeHe
KOHBEKCHE UYeTBOPOYTJIOBE Y3 TAYHO (";2) VHYTPAaIIkbUX Tavyaka. & HAIIoj KO-
HCTPYKIUjU HOBE YHYTPAIILE Tauke Ccy yupaso By, Bo, ..., B, o, Kojux uma n—2.
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3aro 3a MHOroyrao P mobujaMo na je yKynas OpOj YHYTPAIIBUX TAYAKA jeIHAK
(";2) +(n—-2)= ("gl) TumMme je nokazaHa FopHa T'paHUIa M < ("gl)

Canma mokasyjemo momy rpanuiy. llocMarpajMo TIpPOM3BOJBHY JOILYIITEHY
[IOIEJIy TOYETHOr IPABUIHOT 2n-TOYTJia HAa KOHBEKCHE UETBOPOYTJIOBE TParKeHe
Bpcre. Heka je b 6poj mobujeHnx yeTBOPOYIIIOBA, a m OPOj YHYTPAIIBUX Tada-
KA.

Y cBakoMm mobOMjeHOM YETBOPOYIJAY IMOjaBJbyjy ce HajBuime mse 0oje, jep
cy My HacmpaMHe cTpaHuie ucre 6oje. 3a cBakry 060jy Koja ce mojaBiyje y
TOM YETBOPOYTILY CIOjUMO CpeauHe oAroBapajyher napa HacnpaMHUX CTPaHUIA.
Tako y cBakKOM UeTBOPOYyIJy OOOHMjaMO HajBuIle OBe MOMONHE y:KHU, ma ce y
IeMy MOKe IIOjaBATH HAjBUIIE jeIHO Ipecelame MOMONHUX AYKU Pas3IudnThX
6oja.

Purcupajmo cama jemmy 60jy c. IlocmarpajmMo cBe momohue moy:ku KO-
je omromapajy 6oju c¢. Ome o6pasyjy mmanapuu rpa¢ G.: HEroBu BPXOBU CY
cpenuHe CBUX CTPAHUIA OOje ¢ Koje ce jaBibajy y HMOAenau, a HeroBe T'paHe Cy
ynpaBo nomenyTe nmomohue ny:ku. CBaka cpenuHa yHyTpAallibe cTpaHule boje ¢
“Ma CTEIEH 2, jep Ta CTPAaHUIA MPUNALa TAYHO JBAMA YETBOPOYIJIOBMMA U Y 00a
ce mojaBibyje nomohua mysxk 6oje ¢. Ca mpyre crpane, cCpearHa TPAHUYHE CTPa-
HUIE TTOYETHOT MHOTOYTJa 00je ¢ uMa cTemeH 1, jep Ta cTpaHUIA IPUMIaLa CaMO
jemoMm uwerBOopoyriay. Ilo ycmoBy 3amarka, Ha IpAHAOM TOYETHOT MHOTOYTJIA
IIOCTOje TavyHO aBe cTpaHuie 6oje ¢ u To Hacupamue. lakie, rpad G, uma Ta-
YHO ABa BPXa HEHNAPHOr cremeHa, oba cremena 1. Oryna ciemn na y G, mocroju
jeIVHCTBEHA MOBEe3aHA KOMIIOHEHTA KOja HUje IUKJIYC; OHA je IIPOCTa IMOJUTrO-
HaJIHA JUHUja KOja Claja CpevHe ynpaBO THUX JMBejy HACIPAMHUX TPAaHUYHUX
crparuna. O3Hauumo Ty guHUjy ca .

Capna y3mumo nse pasauuute 60je ¢ u d. Kpajesu nunuje I', sesxe Ha cpe-
IMHaAMa OBejy HACIPaMHUX CTpaHuna 0oje ¢, a kpajeBu aunuje ['y HA cpenmaama
OBejy HacmpamMHuUX cTpanuna 6oje d. Ha rpanunu npaBuiaHor 2n-Toyria OBe ye-
TUPU TAYKE Ce jaBJbajy HAM3MEHUYHO: m3Mely mBe HAacIpamHe cTpaHuie 0oje ¢
HaJIa3W Ce Ta4YyHO IO jefHa O ABe cTpaHune 6oje d ca cBake CTpaHe, jep Cy U
crpanune 6oje d mehycobuo macnpamue. Crora, mpocTa MOJUTOHAIHA JIUHU)A
I'. menm muHOrOyrao Ha nse obsacTty, a 300r HAM3MEHUYHOD paclopena KpajeBa
TayKe Ha KOjUMa ce 3aBpimaBa [y jexe y paznauyutuM obaacTuMa. 3aTO JIUMHU]A
I'y mopa npecehu nuunjy I'.. Ilakie, 3a cBaku nmap paznumuutux 060ja oarosapa-
jyhe mBe snunmje cexy ce G6apem jemmom. Ca apyre cTpaHe, CBAKO IpeCelame
IBe TAKBe JVHUje MOXKE Ce MOTOJUTHU CaMO YHYTAp HEKOD OJ YeTBOPOYTJIOBa U3
momesne, MOK CE€ Y CBAKOM YETBOPOYIJIYy MOMKE€ IOjaBUTU HAjBUIIE jeTHO TAKBO
npecename. [arme, yrkynan Opoj derBopoyrioBa b Huje Mamu on Opoja mapoBa
60ja, Te Baxu b > (4).

Komauno, mocmarpajmo mianapHr rpad mgo0ujeH O CBUX CTPAHUIA
yeTBOpOyraoBa y momeau. Heka je V 0Opoj meroBux BpxoBa, a F 06poj me-
roeux rpana. Tama je V = 2n 4+ m, jep cy BPXOBU ympaBO TEMEHA MOUYETHOT
MHOIrOyTIJIa U yHyTpallme Tauke nojeise. Jlasbe, Kako je cBaka ox b yHyTpaliH-
jux obiacTu 4eTBOpOyrao, yKyman 6poj MBUIA KOje Ce MOjaB/by]jy Ha IpAHUIIAMAa,
CBUX TUX O0JsacTu, pavyyHajyhu u MyJaTUIIuuTeT, jenHak je 4b. Ilpu Tome ce
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CBaka yHyTpallliba I'paHa Opoju ABAIYT, a CBAKA IPAHMYHA CTPAHUIA IOYETHOL
MHOTOYTJIa jeqHoM. Kako rpaHuYHUX CTPaHUIA UMa 2n, a yKymaH Opoj rpaHa je
FE, mobujamo
4b = 2(E — 2n) + 2n = 2FE — 2n,
omaocuo F = 2b+n. Oryna je, kopucrehn OjnepoBy ¢popmyiy, 6poj obracTu
jemnak je b+1, nok u3 V—E+(b+1) = 2 nobujamo (2n+m)—(2b+n)+(b+1) = 2,
omaocuo b = m +n — 1. Kombunryjyhu oo ca mejemmaroctu b > (g‘), nobujamo
m=b—(n—-1)> (1) —(n-1)=("3").
Iakne, ananu3upajyhu nperxonHo, m = ("51), yuMe je TOKa3 3aBPIIEH.

Ayrop 3amarka: [laBae Maprunosuh
Hpyru nan

4. Tpaskenu 6poj je (n —1)!. Torom pemema, nocmarpahiemo Tauke 3ajento ca
ycMepeHuM aykuMma u3Mely mux Kao ycMepes rpad ca n ysoposa. Pehu hewmo
na uBop u mobebhyje uBOp v yKOMMKO y rpady MOCTOju rpaHa yCMepeHa OX U Ka
v. Torom mrpe, Kocra u Maja epexkTtuBHO CrIamajy 4BOpoBe m3 rpada, jep ce
jemHoM m3abpaHU YBOPOBU KaCHUje HE MOTY OMpaTH.

IIpBo mokasxkumo mpumep rpada roju Maja Moske Haupratu Kaxko Ou mc-
MYHWUJIa CBOJj IWJb. Y KOJIMKO YBOPOBe obGenexkumo 6pojeBuma on 1 mo n = 2k +1,
mocMaTpajMo rpag y KoM cBaku 4Bop nobebyje mapenuux k yBopoBa, a rybu on
nperxonuux k (qukanyHO, 10 Moayay n). Ilpumep osor rpada 3an = 7, 0Q4HOCHO
k =3, mat je ma caunu m3Han. Vaayrnujom hemo mokaszaTu ga yKOIMKO HALPTA
oBaj rpad, Maja Moke NCOyHUTU CBOj IMJb Yy HACTABKY urpe. Y ciaydajy n = 3,
“UMaMO TPOYrao y KOM Cy TpaHe yCMepeHe IUKINYHO, Te Maja CBAKaKO MOKe
nmobenuTy jenuHy PYyHAY KOja ce omurpaBa. ¥ ciaydajy rerepaJsHor n = 2k + 1,
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MO:keMO 6e3 yMamema ONIITOCTHU, 300T cuMeTprje OBOT rpada, IPETIOCTABUTHU
na je Kocra y mpBoj pyHau omadbpao uBop 6poj 1. ¥ Tom caydajy, Maja moske
onabparu uBop k + 2. Kako je uBop k + 2 Ttaumo k uBopoBa “mpe” usopa 1,
oH ra nobebyje. Tarkobhe, cBu mpeocranau uBopoBu y rpady miau rybe om uBopa
1 u no6ebyjy usop k + 2 (1o ¢y 2,...,k + 1), umu nobebyjy usop 1 u ryGe on
k+2 (to cy k+3,...,2k + 1), na naroun Gpucama 1 u k + 2 u pernymepanuje
mpeocTasux YBOpoBa mobujamo umctu rpad 3a k— 1, za kome Maja nobebhyje mo
WHAYKTUBHO] MIPETIOCTABIIN.

OunrieqHo, YKOJIUKO Ce€ YBOPOBU OPUTMHAIHOT rpada koju Maja Hampra
MOI'y pEHyMepHucaTHd TaKO na HOBONOOWjeHM rpad Oynme ympaBO rope OIUCAHU
rpad, OHa MOKe HCIYHUTH CBOj Iuib. Jlokazahemo cama ma cy 1O jenuHu
rpadoBu KOju joj 0BO omoryhasajy.

IIpumernmo npBo ma je morpeban yciaoB ma 6um rpa¢ xoju Maja mampra
KCIyH,aBa0 H-eH Nuib 1a Oyme peryaapad (CBaKM YBOp MMa jelHAK 6POj YUBOPOBa
koje moBebhyje m uBopoBa ox Kojux rybm), Te ga ocTaje peryiapaH HAaKOH CBAKOT
HEHOT IoTe3a. Y KOJIUKO rpad y HEKOM TPEHYTKY BUIIE HUje PeryjapaH, Kako je
yKymaH Opoj rpaHa Koje M3ja3e U3 CBUX YBOPOBA @ = nk, nocrojahe uBop
v Koju Tybu om mMame on k usopoBa. Tama Kocra mma ciaemehy mobemnaumdky
crparerujy: IOk je rox To Moryhie, Gupa usop koju nobebyje v (Hakom dera
Maja ne cme na 6upa cam v jep 6u u3rybumia), HOK Kak TO Buie Huje Moryhe,
bupa v, a Maju ocrajy camo uBopoBU Koju rybe on v. OH 0BO MO/Ke Ha YUUHU,
jep je mpe Tora Mopao HajBuie k — 1 myT na Gupa uBop koju mobebyje v, ma je
ocraJjya Oap jemHa pyHIA.

IIpernocraBumo cana na je Maja mauprasa rpad TakaB ma OHA MOXKe
vcnyHuTH ¢BOj mwib. Ilo mperxonmsoMm, 3a cBaku (KoctmH) uBOp v y TOM rpa-
¢y, mocroju (Majun) usop f(v), Tako ma rpad Ges v, f(v) octaje perymapas.
Kongperno, 3a cBako v mocroju f(v) TakaB ma cBakm on mpeocranux 2k — 1
yBOpOBa mwiu rybu on v u nobebyje f(v), nau nodebyje v u rydum on f(v) (*).
Y HacTaBKYy OOKa3yjeMO HEKa K/bYUHA 3alakama O npecamkaBamy f. O3HaUMMO
npou3BoJbaH YBOp ca 1 (ocrase hiemo o3HauuTH y HACTABKY ).

f(v) je jemmrcTBeno ompebeno, Tj. f je mo6po meduHMCAHO: Y CYyNpPOTHOM,
HEeKa U U 1 W 3a10B0OJbABAjy HaTH ycioB 3a Heko v. Tama mo (*), kako u moGebyje
v, MOpa TybuTy on w. AJuM MO CUMETPUjU U W MOPa TyOUTU OX U, KOHTPA,IU-
KIuja.

[ je mujerkruBHO: ¥ cynporuoM, f(u) = f(w) 3a HeKe u # w. Aum Tamga w
ry6u on f(u) = f(w), ma no (*) mopa na nobebyje u. Cumerpuuno u u mobebyje
W, MTO BOAW OO KOHTPAIUKI]jE.

f je 6ujekrmBHO: OBO je cama AMPEKTHO W3 WHjeKTUBHOCTU W TOora na f
npecirKaBa KOHAUAH CKYNl YBOpoBa y camor cebe. Komkperno, mocroju (Hajma-
me) MO3UTUBHO m Tako Aa je f™(1):= f(fm (1)) =1.

3a cee 0 <t < m. (1) mo6ehyje 1 ako m camMo ako je t HemapHO:
Kopucrehn nanykuujy, roe 3a t = 1 cienn u3 nepuHunmje, a najbe U3 UHIYK-
TuBHe mpeTnocTaske u (*) mpumemeno wa v = fi71(1), f(v) = fi(1) u 1. Konkpe-
tHO, f™71(1) ry6u ox f™(1) =1, na m Mopa 6uTHU HemapHO.

f je nukayC, OmMHOCHO M = n: Y CyNpPOTHOM, IocToju v Koje muje f'(1) um
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3a jemwo t. Ywommko v mobebyje 1 = f(f™ (1)), uz (*) caemm ma rybu ox
f™2(1), ommocuo mobebyje fm3(1), ... . Kaxro je m memapmo, v mobebyje u
f(1) y3 1, mro je y xourpamuknuju ca (*). AHAJOTHO ce MOKa3yje u ako v ryom
onm 1.

Konauno moskemo ma ozmaumMmo mpeoctase usopose. Hera je f24(1) o3-
maueno ca 1+i3ai=0,1,...,ku f21(1) osmaueno ca k+2+i3ai=0,1,...,k—1.
Ocraje ma mokaskeMo Ia je OBAKO HyMepucaH rpa¢ 3amcra rpad ¢ modveTka, 3a
mTa je 300r NMKIMYHOCTY [ MOBOJLHO nAa mokazkeMmo na 1 moGebyje 2,3,...,k+1u
ryou ox k+2,k+3,...,2k+1, mTo caenu UPEKTHO U3 AeQUHUNVjE O3HAYABALA,
¥ TPETIOCIEeNmer CBojcTBa f.

[Iprmernmo na je 3a ¢urcupan uBop 1 omroBapajyhe o3HauyaBame npe-
OCTAJIMX YBOPOBa jeamHCcTBeHO oapebeHo, jep je mpecinraBame f jeMHCTBEHO
onpebeno. Ilpurom je uBop 1 omabpan mpousBosmHO Mehy cBuUX n UBOpOBa y
rpady, nma ce mehy cBux n! o3mauaBama yBopoBa OpojeBuma ox 1 mo n cBaku
rpa¢ Hanpra TavyHO N ImyTa, IITO 3HAUYM Oa je yKymaH 6poj rpadosa xoje Maja

. !
MOe HAIPTATH Ha MOYETKY KakKO OM MCIyHHUIa CBOj musb = = (n — 1)

Ayrop 3amarka: Augpuja jKusamunosuh

5. lorkazahemo ma cy jemumma pemema ¢yurimmje f(x) = x u f(z) = 2, = > 0.
IlocmaTpajmo mBa ciayduaja.

1° Hera je f wmHjekTUBHA (YyHKIU]jA.
Heka cy > 0 u k > 1. IIpumenom yciosa 3anaTka Ha mapose (z,xk) u (x,x/k)

mobujamMo ma je f(k + %) = ff((;k)) + ff(fmk)) = f{si) + f}‘féf) Hedurnmuno u = f}ffmk))

uov= f}%f) Tama jeu+ L =v+1

L reje (u—v)(1— L) =0. Hakne, um je
u =, nnu je uv = 1. IIpBa moryhnoct je Hemoryha, jep 6u u3 u = v cjienuio
f(zk) = f(z/k), onakne, 36or nbjekTuBHOCTH, Basku xk = x/k, mro Huje moryhe
3a k> 1. 3ato mopa Bawutu uwv = 1, tj. f(zk)f(z/k) = f(z)?, 3a cBako z >0 u

cBako k > 1.



118

Cana, mera cy y,z > 0. Axro je y # z, yammmo v = \/yz u k = \/w niau
k = +/z/y, Tako na je k > 1. Tanma, u3 nperxonne pesauuje, nobujaMo zxa je
fy)f(z) = f(\/yiz)2 OBa jeIHAKOCT je OuMrJeqHO TauyHa U Kaaa je y = z. Ilakie,
3a ce y,z > 0 Basku f(y)f(z) = f(y/yz)?. IlocebHo, 3a z = 1 nobujamo f(y)f(1) =
f(y/9)?, 3a cBaro y > 0. Crasmajyhn one y = 22, nobujamo f(z)* = f(1)f(2?),
3a cako z > 0. Tarobe, npumenom penammje f(y)f(z) = f(\/yz)* ma Gpojese
y = 2% u z = y? mobujamo ma je f(22)f(y?) = f(zy)?. Kombumosamem oBux
jemmaxoctu cremu f(1)2f(zy)? = f(x)%f(y)?, Te 360r mosmTWBHOCTH (YyHKIHje
no6ujamo f(1)f(zy) = f(x)f(y), 3a ce x,y > 0.

Ilamwe, U3 JATOT yCJIOBa CJEIN f(””ij;!yz) = f(;gi;;{%)Q. Kaxo je f(z)? =

FO)F@) m (@) () = FO)f(ay), w0 je f(Z40) = LEHO0 Muowermen ca
2 +y?

zy
nobujamo f(1)f(z? + y?) = f(2?) + f(y?). Karo ce caku mosutusan 6poj MOEe
3amMUCaTU KA0 KBAAPAT HEKOT MO3UTUBHOT OpPOoja, 3aK/bydyjeMo 1a je 3a CBe u,v >
0 menymyeso £(1)f(u+v) = f(u) + f(0).

Cana 3a mpousBosbHe 6pojese x,y, z > 0 pauymamo f(1)?f(r+y+2) Ha 1Ba
naumna. Ca jemHe cTpame, u3 nperxomue penammje, nobujamo f(1)2f(z+y+2) =
F)(f(@+y) + f(z) = f(z) + fy) + f(1)f(z). Ca mpyre cTpase, nCTO TaKo
mobujano f(1)*f(x +y +2) = F()(f(2) + fly + 2)) = F)f(2) + fv) + f(2).
IMopebemwem, namasumo na je (f(1)—1)f(xz) = (f(1)—1)f(2), 3a cBe x,z > 0. Ako
6u 6uno f(1) # 1, cnemuno 6u f(x) = f(z), 3a cBe x,z > 0, Tj. dpyuxuuja f Cuia
6u KoOHCTaHTHA, WTO je HeMoryhe jep je f umerkrusna. Ilakme, mopa 6utn f(1) =
1. IIpema Tome, mperxonuae penamuje ce csoze Ha f(ay) = f(x)f(y) n f(u+v) =
fw) + f(v), 3a cBe x,y,u,v > 0. Hakne, pyHrnuja f je U MyIATUIIUKATABHA U
amutusHa Ha (0,00). V3 agUTUBHOCTM U MO3UTUBHOCTU cieau Aa je f cTporo
pacryha (ako je y > x > 0, Tana je f(y) — f(z) = f(y — ) > 0). 3a cBarm
no3uTuBaH neo 6poj n u3 amurusHoctu cuaenu f(n) = nf(l) = n, a 3aTum, 3a
CBaKM MO3UTUBAH panuoHaIaH Opoj ¢ = =, mobujamo nf(q) = f(ng) = f(m) =m,
re je f(g) = g.

Hexka je cama x > 0 npousBosbHO. AKO Cy (gn) u (r,) HU30BU MO3UTHBHUX
panuoHagHuX OpojeBa TakBu ma ¢, T x u r, | , n — 400, Tana 360r MOHOTO-
HOCTU BaxkU ¢, = f(q,) < f(x) < f(rn) =, 32 CBAKO N, OJakie, IPEJIACKOM Ha
rPAHUYHY BPEIHOCT Kam n — +o0o mobujamo ma je f(x) = z, x > 0. Ilarme, y
VHjEeKTUBHOM CIIyuajy jemuHo pememe jecte f(z) =z, 3a cako x > 0.

f(zy), Te xopumhemenm pemanmje f(1)f(uv) = f(u)f(v), 3a u =2y uv =

2° Hera [ Huje uHjeKTUBHA.

Tana mocroje 6pojesu a,b > 0, a # b, Taxksu na je f(a) = f(b). DBes
YMAarmhema OMIITOCTY MOKEeMO IpernocTaBuTtu 1a je b > a. CraBumo na je k = g >
1. IIpumenom ycuoBa 3anatka Ha nap (b,a) mobujamo f(k + %) = J{EZ; + ]}((Z)) =

2. Capa, 3a mpoussosmuHO z > 0, mpumenom yciosa Ha nap (kxz,z) mobujamo

f(k:+ %) = ff((kf) + ff((]fx)). JleBa crTpama je jemmaka 2, omakie HAJA3UMO Oa je
ff((kf)) + ff((]fz)) = 2. Kako 3a cBaku nosutusan 6poj ¢ Basu t+1 > 2, ca jennaxomhy

f

(kx)
fz

o =L T f(kx) = f(x), 3a cBako = > 0.

akko je t =1, caemu
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Yunopemumo cazna ycioB 3aaTKa 3a nmapose (& (kx,y). Hecue crpane

y)
cy jemnake, jep je f(kx) = f(x), nma je f(g ) (% + ,%) 3a cBe z,y > 0.
Axko craBumo t = %, IOoCenmhe IOCTaje f(t—|— t) f(kt+ kt) 3a cee t > 0.
Heka je cama t > ﬁ Tana cy 6pojesn u =t + ; uv=kt+ H pazauuuT u
3azoBosasajy f(u) = f(v). Ilpurom je v > u, jep je v —u = (k — 1)(t— %) >
0. TlpuMena mpeTxomHOT apryMeHnTa Ha map (v,u) MOKa3yje ma 3a Opoj A =

. kt+ %
2 > 1 Bamm f(A\r) = f(v), 3a ceako = > 0. Ilame, umamo na je A = :j_;f =
2,2 . 2,2 .
%. Pyuruuja ¢(t) = lf(tgjll) j€ HepeKuIHa U CTPOro pacTylia Ha UHTEPBAIY

2_ .
(ﬁ, oo), jep je ¢'(t) = % > 0, a IPUTOM BasKu qﬁ(ﬁ) =1mn tilemoo o(t) =

Ilakie, kama t mpoJia3yu KPO3 MHTEPBAJI (ﬁ,oo)7 6poj A = ¢(t) mponasu Kpo3

neo muTepBas (1,k). Ilpema Tome, 3a cBako A € (1,k) m cBako = > 0 Bawku
fQz) = f(z).

Cana meka je r > 1 npousBomuo. M3ab6epuMO TOJIUKO BEJIWKU IPUPOIAH
6poj n ca ocobunom r/" < k. Tama je r'/™ € (1,k), omakne, 3a cako = > 0,
masasumo f(r'/"z) = f(z). Ipumenom oBe jemmakoctu n myrta mobujamo f(rz) =
f(z). Ilarne, 3a cBako r > 1 u cBako x > 0 Baxku f(rz) = f(z). 3amenoMm r ca
% nobujamo ucto u 3a cBako 0 < r < 1. 3aTo, 3a mpou3BoObHE peasHe OpojeBe
z,y >0, ysumajyhu r = £, nobujamo f(y) = f(z), Te je f xoncranrma na (0, 00).

Crora, meka je f(x) = ¢, 3a ce ¢ > 0, rme je ¢ > 0. YppmraBameMm y
3amaTu ycnos pobujamo ¢ = €+ ¢ = 2. Jlakne, y HEUHjEKTUBHOM CJIy4ajy jeJUHO
pememe jecre f(z) =2, 3a cBako x > 0.

Ayrop 3amarka: Munan [Nesmuh

6. lpumerunvo na H3(a,b) | a | b2 + kb + 1, omarne cnemm ma H3I(a,b) =
Taxobe, mpumerunmo na a | a®> +la+b* +kb+1u b |b?+ kb+a® +la+ 1, onarme
cnemu na ab | a? +b% +la+ kb+ 1, omHocno mocroju mpuponan 6poj M Takas na
je

a®> + 0% +la+kb+1— Mab=0. (1)

Axo d = H3(a — r,b — s), cremu na a = r,b = s (mod d), omHocHO 72 +
s2+1Ir+ks+1—Mrs=0 (mod d).

Iokasxkumo na ako Basxku (r,s) ¢ S, ouna je G romauan. Kako (r,s) ¢ G,
3HaMO na 3a cBako M € N Baxu r2+s24Ir+ks+1—Mrs # 0 u na 3a onpebeno M
HOCTOjU CaMO KOHAYHO MHOTO d TakBux aa d | r24+s2+ilr+ks+1—Mrs. Yronuko
OokaskeMo ma 3a ompebeno k,l mocToju m KOHAUHO MHOTO Bpemuoctu M EKoje
3a70BOJbaBajy oBaj ycios, mokaszahemo mesokymHo Tepbeme. 3awmcra, y3MUMO
pememe (r,y) ca MUHUMAJHUM T + Y. De3 yMamema ONIITOCTH, MPETIOCTABUMO
na je r > y.

Mocmarpajyhu (1) ka0 KBagpPaTHY jeJHAYMHY [O &, BUAUMO & je 3a &’ =
My—1—x= %, (2',y) monoBo pememe ucre jemuauuue, jep ' € N. U3

2 2
MUHUMAJIHOCTH cjlemu T’ > r. 3HaMo Ja Baxu v’ = ¥ 'H;yﬂ < i +1;y+1 <y+k+1,
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n3 gera npomsunasu ga My—1 = x+2’ < 22’ < 2y+2k+2, te je M <
4+ 2k + 1, omakye ciaemu ma UX 3aUCTa UMa KOHAYHO MHOTO.

Iokasxumo na ako (r,s) € S, onna 3a ceako N € N nocroju nap npupoaux
6pojesa (a,b) € S rako ma N | H3(a — r,b — s), omakie ce MOKe 3aKJbYUUTH
na he Baskuty na je ckyn G Geckonauan. Crora, 6e3 yMamema OMIITOCTH, IIPe-
tonocraBumo ga je r < s. Hedpuaumumo Hu3 naposa (an,,b,) HOYETHUM yCIOBOM
(ap,bp) = (r,8) U PEKYPEHTHOM DPeJIALN]OM

2y+2k+142
Yy

B2 4+ kb, + 1 2 lapg 1
iy = Mby—l—a, — 2t 0m  y  Maps —k—b, = “"+1+ba it
Qp, n

ITo BujeroBum ¢opmynama, ako (an,b,) 3amoBomasa jemmauuny (1), my he
3a70BobaBaT U map (dnt1,0n), 0a caMuM TUM U (Gp41,bp41), OHAKIE cienu

na csaku nap (an,b,) mpunmana ckymy S. Kopucrehwu ycuos a, < b, nobu-
b2 +kb,+1 > b2 +kb,+1

2 o 2 b
bpy1 = %:"“H > azi:l > Gpy1, Tj. Ap < by < apt1 < bpy1, 3a cBako n > 1,
mTO (PUHAJIHO HMOKa3yje na je oBo GeckoHauyHM HU3 MehyCcOOHO paznmunTrx mapo-
Ba ckyma S.

Purcupajmo mpom3BosbaH MO3UTUBAH 1eo O6poj N. Kako ocrataka maposa
(an,b,) Tpu mememy ca N uma majsume N2, mo JlupuxieoBoM TpuHIWITY MeDhy

npsux N2 + 1 mapoBa Mopajy mOCTOjaTu MHIOEKCU § < j TAKBHU 4

jaMo apq1 = > b,. 3aruMm, Kako je apy1 > b,, cuemm

(aj,b;) = (a;,b;) (mod N).

[Tpumehyjemo na M3 pekypeHTHUX pesanuja MOKEMO TUPEKTHO U3PA3UTU
IPETXOMHE YJIAHOBE HU3A:

bp_1=Man, —k—b,, apn_1=Mby_1—1—a,=MMa,—k—>b,)—1—ap.

Iakme, ako 3a OMIO KOja ABa WMHIOEKCA BaKM KOHTPYEHIMja MOIyJso IV,
KCTa KOHI'PYEHIja MOpa BaKATU U 33 HUXOBe mperxonHuke. I[lomassajyhm
oBo TBpheme ¢ myTa, mobujamo

(r,s) = (ag,bo) = (aj—s,bj—;) (mod N),

omuocuo N | a;_; —r,N | bj_; — s, omakie npousunasu N | H3d(a;j_; —7,b;_; —s).

Ayrop 3amarka: Cresan PamuBojesuh
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17. PymyHCKE MacTep n3 MaTeMaTHUKe

Ham 1: 25. dedbpyap 2026. - Byxypemr, Pymynuja

Jesur: Cprcku

Bamarak 1. Heka je n mpuponan 6poj. lanuna wa tabau mpra Tpoyrao HOBpII-
nrae 1. 3aTum, OHA M3BOAM N MOTEe3a, PeIOM. Y CBakKOM more3y Oupa jeman Beh
HalpTaHy Tpoyrao A KOju y CBOjOj YHYTPAIIEKOCTY HEMa O3HAUEHUX TAdaKa,
o3HauM Tauyky P y HeroBoj YHYTPAIIHOCTU U IOBJIAYM AY:KU KOje CIajajy TaukKy
P ca cBakum TemeHoM Tpoyria A, yume nobuja TPU Mama TPOYTIIA.

Hakon uzBpmenux n moresa, Bykamun 6Gupa Tpu pasnauuura Tpoyraa Ag,
Ao 1 A3z KOju y CBOjOj YHYTPAIIkOCTA HEMAjy O3HAUEHUX Tadaka, Tako aa Ao
UMa jenHy 3ajeqHUUYKy cTpaHuny ca Aj, a apyry ca Agz. Y 3aBUCHOCTH OI N
onpemutu HajBehy moryhy koHcTanTy ¢ TakBy na Byramme Moske na Hampasu
moTe3 Takap ma 30up moBpmuHa TpoyraoBa Aj, As u Az 6yme majmame ¢, 6e3
003npa Ha moTrese Koje je m3Berna lanuna.

Bamarak 2. Heka je p > 11 mpoct 6poj. IIpermocraBumo ma ako cy a u b nemu
6pojeBu TakBu ma Baxku 1 < a < b < p— 3, ouna 6poj b! — a! Huje memwun ca p.
Horazaru na je 6poj p — 5 memwus ca 8.

Bamarax 3. Heka je S komauam momckyn ckyma R3. Ilokasaru ma mocroje Tpu
nosnunoma P(x,y,2), Q(z,y,2) u R(x,y,2), ca peasaum KoepUIMjeHTUMa, TaKBa
na ypebena Tpojka peannux Gpojesa (a,b,¢) npunama ckymy S ako U CaMo akO
CUCTEM jeITHAYNHA

P(z,y,z2) = a,
Q(z,y,2) =0,
R(z,y,2z) =c

HeMa pemema (Mo o, y u 2) y ckymy R3.

Cpaku 3amaTak Bpeau 7 IOEHA.
4l
Bpewme 3a uspany 3amaraka: 45 gacosa.
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17. PymyHCKE MacTep n3 MaTeMaTHUKe

Ham 2: 26. dedbpyap 2026. - Byxypemr, Pymynuja

Jesur: Cprcku

Banarak 4. 3a cBaku npuponan 6poj m Heka p(m) o3HauaBa 6POj HPUPOTHUAX
OpojeBa MamUX WM jJeOHAKUX O M KOJU Cy y3ajaMmMHO mpoctu ca m. ledbwnum-
umo @o(m) =m n

pr(m) = (pr-1(m)),

3a cBaku npuponaH Opoj k. Ilokazarm ma 3a cBaku mpupomaH O6poj n > 3
IPOU3BOLI
Po(2" =3) - 01(2" =3) - 2(2" = 3) - ... - on(2" = 3)

numMa HajBI/IH_Ie n pa3/JINYUTUX IIPOCTUX AeJInJialla.

Bamarak 5. Heka je O cpemumre onucane kpyskaune tpoyriaa ABC, 3a xoju
Basku AB < AC, u Heka je yerBopoyrao XY ZT mapanenorpam yHyTap TPOyTJia
ABC TakaB na je

<AXB =<AZC,  <AZB=<AXC,

<JAY B = <ATC, <JATB = 1AYC.

Hoxkazatu na ce mujaronase XZ m YT mapamemorpama XY ZT ceky y Tadru
KOja JIeKM Ha ONUCAHO] KpyskHUIM Tpoyria BOC.

Banarak 6. Heka je k > 1 npupogan 6poj. Osmaummo ca S ckyn csux (k+ 1)-
Topku npuponuux opojesa X = (1,...,Tk4+1) TAKBUX Ha Baku 1 < 7 < -+ <
1 < k> + 1. Heka je o mepmyramuja 6pojesa 1,2,...,k% + 1. 3a emement
X € S raemo na je o-zen ako je mu3 o(x1),0(22),...,0(xk+1) MonoTon. Heka
je X = (x1,...,2541) € S. Ilorazaru ga Baxu

Zi B remdily
i | %]+ [R5 ke

AKO U CaMO aKO MOCTOjU MepMyTanuja o 3a kojy je X jemuncrtsena o-sema (k+1)-
TOPKa y CRymy S.

Cpaku 3amaTak Bpeau 7 IOEHA.
4l
Bpewme 3a uspany 3amaraka: 45 gacosa.
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