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UNIVERZITET U BEOGRADU
- MATEMATIQKI FAKULTET -

Beograd je glavni grad Republike Srbije i ǌeno najve�e nauqno,
obrazovno i kulturno sredixte. Kao univerzitecki centar sa dugom tradi-
cijom, on okupǉa brojne znaqajne ustanove koje imaju va�nu ulogu u razvoju
nauke, obrazovaǌa i druxtva u celini. Me�u ǌima posebno mesto pripa-
da Univerzitetu u Beogradu, najstarijoj i najuglednijoj visokoxkolskoj
ustanovi u naxoj zemǉi.

U okviru Univerziteta u Beogradu istaknuto mesto zauzima Matema-
tiqki fakultet, ustanova qiji koreni se�u do 1873. godine, kada je osno-
vana prva katedra za matematiku na tadaxǌoj Velikoj xkoli. Tokom dugog
istorijskog razvoja, ova tradicija je rasla i jaqala, a Matematiqki fa-
kultet je 1995. godine postao samostalna visokoxkolska ustanova. Danas
on predstavǉa jedan od najznaqajnijih centara za prouqavaǌe i razvoj ma-
tematike, informatike, astronomije i astrofizike u Srbiji.

Na Fakultetu danas studira oko 2400 aktivnih studenata na osnovn-
im, master i doktorskim studijama, dok nastavu i nauqnoistra�ivaqki
rad izvodi preko 130 nastavnika, saradnika i asistenata. Pored sticaǌa
temeǉnih znaǌa, studenti razvijaju preciznost u mixǉeǌu, logiqko ra-
su�ivaǌe i sposobnost rexavaǌa slo�enih problema, xto ih qini veo-
ma uspexnim u razliqitim profesijama. Bivxi studenti Matematiqkog
fakulteta danas rade u xkolama, na univerzitetima, u nauqnim ustanova-
ma, IT sektoru i brojnim kompanijama u zemǉi i inostranstvu.

Poseban ugled Fakulteta potvr�uju i znaqajna nauqna dostignu�a
ǌegovih nastavnika i istra�ivaqa. Iz ǌegove akademske sredine potek-
lo je i deset qlanova Srpske akademije nauka i umetnosti - SANU, xto
svedoqi o visokom nivou nauqnog rada koji se na Fakultetu neguje deceni-
jama. Istovremeno, Fakultet ostaje okrenut savremenim tokovima, unapre-
�ivaǌu nastave, razvoju me�unarodne saradǌe i povezivaǌu sa privredom.
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Zahvaǉuju�i spoju bogate tradicije i savremenog pristupa obrazo-
vaǌu i nauci, Matematiqki fakultet Univerziteta u Beogradu danas je
prepoznat kao jedna od vode�ih institucija u oblasti matematiqkih nauka
u Srbiji i xirem regionu, a ǌegova diploma u�iva ugled i priznaǌe i u
zemǉi i u inostranstvu.

U Beogradu, 26. aprila 2026. godine

*
* * *

* * * * *
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE, 31. 01. 2026.

Prvi razred – A kategorija

1. Neka su a, b, c, d i e celi brojevi za koje va�i a ̸= b ̸= c ̸= d ̸= e ̸= a.
Odrediti najmaǌu mogu�u vrednost izraza I = a2 + b2 + c2 + d2 + e2.

2. Neka su a1, a2, . . . , an razliqiti brojevi iz skupa {1, 2, . . . , n}, n ∈ N.
Dokazati da je

(a1 − 1) + (a2 − 2)2 + . . .+ (an − n)n

uvek paran broj.

3.Dve kru�nice k1 i k2, koje se seku u dve razliqite taqke, imaju zajedniqku
tetivu AB. Neka je taqka P izabrana na kru�nici k1 i neka se nalazi u
spoǉaxnosti kru�nice k2. Prave PA i PB seku po drugi put kru�nicu
k2, redom, u taqkama X i Y . Pokazati da je, bez obzira na izbor taqke P ,
du�ina du�i XY konstantna.

4. Na�i sve prirodne brojeve, koji su stepeni broja 3 i koji se u bazi sa
osnovom 12 zapisuju samo uz pomo� cifara 6 i 9.

5. Brojevi 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 i 8 su podeǉeni u tri disjunktna i neprazna skupa.
Neka su P1, P2 i P3 proizvodi brojeva u prvom, drugom i tre�em skupu,
redom, i neka je P najve�i od ta tri broja. Odrediti najmaǌu mogu�u
vrednost broja P .

Drugi razred – A kategorija

1. Dat je broj α =
√
2 + 4

√
2.

(a) Da li je broj α racionalan?
(b) Dokazati da postoji nekonstantan polinom P (x), sa celim koeficije-
ntima, takav da je P (α) = 0.

2. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n za koje je

sin(n
◦
) = sin(

√
n ◦).

3. Na xahovskom turniru igraju n igraqa, n ∈ N, n ⩾ 2. Svaki takmiqar
igra sa svakim takmiqarem na turniru taqno po jedan put. Za svaku partiju
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svaki takmiqar dobija 0 poena za svaki poraz, 0.5 poena za svaki remi i 1
poen za svaku pobedu. Odrediti najve�i mogu�i broj nerexenih partija,
tako da svaki takmiqar ima ceo broj poena.

4. Dat je trougao ABC qiji je centar upisane kru�nice taqka I. Ta kru-
�nica dodiruje prave AB i AC u taqkama E i F , redom. Prava EF seqe
pravu BC u taqki H. Kru�nice k1 i k2 prolaze kroz taqku H i dodiruju
pomenutu upisanu kru�nicu u taqkama E i F , redom. Ako je O drugi presek
kru�nica k1 i k2, dokazati da je ∠HOI = 90◦.

5. Na tabli je napisan broj 2. Nakon svakog minuta sa table se brixe
broj x, koji je u tom trenutku napisan na tabli, i zapisuje taqno jedan od
brojeva x + 7, x10 ili x + 1001. Da li je mogu�e da u nekom trenutku na
tabli bude napisan broj:

(a) 20242024 + 2025?
(b) 2025?

Tre�i razred – A kategorija

1. Neka je A kvadratna matrica, sa celim brojevima, dimenzija 2023× 2023.
Dokazati da je determinanta matrice A + 2024 · AT deǉiva sa 2025, gde je
sa AT oznaqena transponovana matrica matrice A.

2. Odrediti sve kompleksne brojeve z, z ̸= 0, takve da za svako n ∈ N va�i

| zn +
1

zn
|=| z + 1

z
| .

3. Rexiti jednaqinu 10x + 2y = 5202z u skupu prirodnih brojeva.

4.Dat je trougao ABC i proizvoǉna taqka D na ǌegovoj opisanoj kru�nici,
razliqita od temena tog trougla. Sa M , N i P oznaqimo, redom, sredixta
du�i AB, BC i CA, a sa E oznaqimo sredixte du�i CD. Ukoliko je taqka F
takva da je qetvorougao MDEF paralelogram, dokazati da je qetvorougao
MNPF tetivan.

5. Neka je dato k, k ∈ N, ne nu�no razliqitih prirodnih brojeva a1, a2, ..., ak,
koji su ve�i od 1. Sa n oznaqimo proizvod a1 · a2 · . . . · ak. Za svako
i ∈ {1, 2, . . . , k} particioniximo skup {1, 2, ..., n} na ai skupova jednakih
veliqina (svi skupovi koji uqestvuju u particionisaǌu su me�usobno di-
sjunktni i svaki ima po n

ai
elemenata). Dokazati da je mogu�e izvrxiti

particionisaǌa tako da, kako god odabrali po taqno jedan skup iz svakog
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od pomenutih k particionisaǌa, postoji taqno jedan element koji se nalazi
u svim odabranim skupovima.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Na sluqajan naqin se biraju tri razliqita temena date kocke. Kolika je
verovatno�a da izabrana temena predstavǉaju ujedno i temena pravouglog
trougla?

2. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi takvi da va�i a + b + c = 1.
Na�i najve�u mogu�u vrednost izraza

S(a, b, c) = a log(1 + b) + b log(1 + c) + c log(1 + a).

3. Rexiti jednaqinu n! + n = nm u skupu prirodnih brojeva.

4. Dat je trougao ABC sa centrom opisane kru�nice u taqki O. Taqka
D, koja pripada pravoj BC, je takva da su taqke A, O i D kolinearne, a
razliqite taqke E i F su odabrane na pravoj BC tako da je DE = DA = DF .
Ako je taqka G drugi presek kru�nica opisanih oko trouglova ABE i ACF ,
a taqka H drugi presek kru�nica opisanih oko trouglova ABF i ACE,
dokazati da je GH ⊥ BC.

5.Neka je n ⩾ 2 prirodan broj. Na kru�nici se nalazi n razliqitih taqaka.
Izlomǉena linija je dobra ukoliko se sastoji od n − 1 du�i i sadr�i
svaku od n taqaka na kru�nici, a ne preseca samu sebe. U zavisnosti od n,
odrediti broj dobrih izlomǉenih linija.

Prvi razred – B kategorija

1. Neka su a, b i c celi brojevi za koje va�i a ̸= b ̸= c ̸= a. Odrediti najmaǌu
mogu�u vrednost izraza I = a2 + b2 + c2.

2. Za funkciju f definiximo fn+1(x) = f(fn(x)), za svako n ∈ N, pri qemu

je f1(x) = f(x). Ako je f(x) = − 4

x+ 2
, x ̸= −2, odrediti f2025(2025).

3. Da li postoji cifra a ∈ {0, 1, . . . , 9} tako da je broj 2a0a2a5 barem drugi
stepen nekog prirodnog broja?
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4. Dokazati da prava deli dati pravougaonik na dva dela jednakih povr-
xina ako i samo ako prolazi kroz presek dijagonala tog pravougaonika.

5.Neka su a1, a2, . . . , a2025 razliqiti brojevi iz skupa {1, 2, . . . , 2025}. Dokaza-
ti da je

(a1 − 1)2 + (a2 − 2)2 + . . .+ (a2025 − 2025)2

uvek paran broj.

Drugi razred – B kategorija

1. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje jednaqina (a−1)x2+
ax+ 2 = 0 ima oba rexeǌa u intervalu (1,2).

2. U skupu kompleksnih brojeva rexiti jednaqinu

z3 + |z|2 +Re z = 0.

3. Poznato je da je n! = 2432902008176640000, za neko n ∈ N. Odrediti n.

4.Dve kru�nice k1 i k2, koje se seku u dve razliqite taqke, imaju zajedniqku
tetivu AB. Neka je taqka P izabrana na kru�nici k1 i neka se nalazi u
spoǉaxnosti kru�nice k2. Prave PA i PB seku kru�nicu k2, redom, u
taqkama X i Y . Ako je AB = 6, PA = 5, PB = 7 i AX = 16, odrediti
du�inu du�i XY .

5. Da li se brojevi 1, 2, 3, . . . , 9 mogu rasporediti na kru�nici tako da me�u
zbirovima svaka dva susedna broja nema deǉivih ni sa 3, ni sa 5, ni sa 7?

Tre�i razred – B kategorija

1. Odrediti minimalnu vrednost funkcije f , gde je

f(x) = (3 sinx− 4 cosx− 10)(3 sinx+ 4 cosx− 10), x ∈ R.

2. Rexiti sistem jednaqina

xln y + yln x = 2

xln x + yln y = e+ 1,

pri qemu je x > 0 i y > 0 (ln a = loge a, a > 0).
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3. Na�i sve proste brojeve p, q i r takve da va�i p2 + q3 = r4.

4. Dat je pravougli trougao ABC sa pravim uglom kod temena C. Neka
su ABPQ, BCRS i CATU kvadrati konstruisani nad stranicama datog
trougla sa ǌegove spoǉaxǌe strane. Ako je PS = 58, a QT = 59, izraqunati
du�inu du�i AB.

5. Na neka poǉa table veliqine 88 × 88 postavǉeni su �etoni. �eton
se mo�e ukloniti sa table ako je najmaǌe polovina poǉa u ǌegovoj vrsti
ili ǌegovoj koloni prazna. Koliki je minimalan (pozitivan) broj �etona
potreban da bude na tabli, tako da nijedan �eton ne mo�e biti ukloǌen sa
table?

Qetvrti razred – B kategorija

1. Odrediti jednaqinu prave koja sadr�i datu taqku A (2, 1), koja seqe obe
koordinatne ose sa pozitivne strane i sa ǌima gradi trougao najmaǌe
mogu�e povrxine.

2. Predstaviti skupove A i B u kompleksnoj ravni, pri qemu je

A = {z | z − z + i = 0} i B = {z | Im(
1

z − 1
) = 1}.

Odrediti, zatim, sva rexeǌa sistema jednaqina z−z +i = 0 i Im(
1

z − 1
) = 1.

3. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu n! + n = nn.

4. U raznostraniqnom trouglu ABC simetrala unutraxǌeg ugla kod temena
A seqe stranicu BC u taqki D. Ako simetrala du�i AD seqe pravu BC u
taqki E, dokazati da je prava AE ujedno i tangenta na opisanu kru�nicu
oko trougla ABC.

5. Na xahovskom turniru igraju n igraqa, n ∈ N, n ⩾ 2. Svaki takmiqar
igra sa svakim takmiqarem na turniru taqno po jedan put. Za svaku partiju
svaki takmiqar dobija 0 poena za svaki poraz, 0.5 poena za svaki remi i 1
poen za svaku pobedu. Odrediti najve�i mogu�i broj nerexenih partija,
tako da svaki takmiqar ima ceo broj poena.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE, 28. 02. 2026.

Prvi razred – A kategorija

1. Data je relacija ϱ = {(a, b) ∈ A× A : (a2 − b2)(ab− 1) = 0} na skupu A, gde
je A = {0, 1,−1, 2, 1

2 ,−2,− 1
2 , 3,

1
3}.

(a) Da li je relacija ϱ refleksivna, simetriqna, antisimetriqna ili
tranzitivna?

(b) Ispitati da li je ϱ relacija ekvivalencije. U sluqaju da nije, odre-
diti barem jedan skup ϱ1 ⊂ A × A takav da je relacija ϱ ∪ ϱ1 relacija
ekvivalencije.

2. Dat je trougao ∆ABC i taqka X u ǌegovoj ravni. Taqke A,B i C su
preslikane centralnom simetrijom u odnosu na taqku X u taqke A′, B′ i C ′,
redom. Neka su M , N i P sredixta du�i AB′, BC ′ i CA′, redom. Dokazati
da je taqka X te�ixte trougla ∆MNP .

3. Na tabli je zapisan broj 2025. Ana i Bojan igraju slede�u igru, na-
izmeniqno vuku�i poteze: Potez se sastoji od brisaǌa napisanog broja i
zameǌivaǌa istog sa razlikom tog broja i neke ǌegove cifre koja nije nula
(igraq sam bira cifru). Pobednik je onaj koji napixe 0 na tabli. Ako Ana
igra prva, odrediti koji igraq ima pobedniqku strategiju.

4. Perica je za svaki prirodan broj na tabli napisao ostatak pri deǉeǌu
tog broja sa zbirom svojih cifara u dekadnom zapisu. Da li je na ovaj
naqin Perica na tabli napisao svaki prirodan broj?

5. Odrediti sve parove (a, b) ∈ N0 × N0, gde je N0 = N ∪ {0}, za koje va�i

1 + 3a + 2025b = 2027b.

Drugi razred – A kategorija

1. Neka su x, y i z pozitivni realni brojevi takvi da je xy + yz + zx = 3.
Dokazati nejednakost:

2x
2+yz

zx+ xy
+

2y
2+zx

xy + yz
+

2z
2+xy

yz + zx
⩾ 6.

Kada va�i znak jednakosti?
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2. Dat je tetivan qetvorougao ABCD sa uglovima ∠A = α i ∠B = β. Taqke
E i F su sredixta stranica AB i CD, redom. Neka postoji taqka G na
du�i EF takva da je EG

GF = AB
CD , kao i AG = CG. Odrediti veliqinu ∠AGC.

3. Neka je n prirodan broj. Odrediti najmaǌe k sa slede�im svojstvom: Iz
proizvoǉnog niza a1, ..., an, gde ai ∈ {0, 1}, 1 ⩽ i ⩽ n, je mogu�e, izbacivaǌem
najvixe k qlanova, dobiti niz kojem je zbir qlanova na parnim pozicijama
jednak zbiru qlanova na neparnim pozicijama.

4. Neka je A = {1, 2, . . . , 2025} dati skup i f : A → A data funkcija. Defi-
niximo f0(x) = x i fk(x) = f(fk−1(x)), za k ∈ N, x ∈ A. Dokazati jednakost
skupova {f2024(1), f2024(2), . . . , f2024(2025)} = {f2025(1), f2025(2), . . . , f2025(2025)}.

5. Dokazati da 20-ocifreni prirodan broj, koji poqiǌe sa 11 jedinica sle-
va, ne mo�e biti kvadrat nekog prirodnog broja.

Tre�i razred – A kategorija

1. Na�i sve funkcije f : R → R takve da za sve x, y ∈ R va�i f(x(x + y)) =
x2 + yf(x).

2. Dat je tetivan qetvorougao ABCD. Dijagonale AC i BD se seku u ta-
qki E, a prave AD i BC se seku u taqki F . Neka je G sredixte luka
CD kru�nice opisane oko qetvorougla ABCD, koji ne sadr�i taqke A i
B. Ako su taqke E,F i G kolinearne, dokazati da je qetvorougao ABCD
jednakokraki trapez.

3. Neka je (an) niz realnih brojeva za koji je a0 = 0 i

an+1 = 45an +
√

2024a2n + 1, n = 0, 1, 2, . . . .

Dokazati da je svaki qlan niza (an) ceo broj i da 90 deli a2n, za sve
prirodne brojeve n.

4. Neka je p > 2 prost broj i (a1, a2, ..., ap−1) permutacija brojeva {1, 2, ..., p−
1}. Koliko najvixe od brojeva a1a2, a2a3, ..., ap−2ap−1, ap−1a1 mo�e da daje
isti ostatak pri deǉeǌu sa p?

5. U moru Enmore, nalazi se n ostrva, pri qemu se na i-tom ostrvu nalazi
grad sa imenom i-grad. Svi ovi gradovi zajedno qine dr�avu Entiju. Pre-
voznik Entransport organizuje polaske iz i-grada do j-grada ako i samo
ako va�i (i+ j, n) > 1 (gde sa (x, y) oznaqavamo najve�i zajedniqki delilac
brojeva x i y). Odrediti sve prirodne brojeve n za koje va�i da se iz bilo
kog grada mo�e do�i u bilo koji drugi grad.
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Qetvrti razred – A kategorija

1. Postoje li razliqiti m,n ∈ N, pri qemu je:
(a) mτ(m) = nτ(n)?
(b) mτ(n) = nτ(m)?
Sa τ(a) smo oznaqili ukupan broj pozitivnih delilaca prirodnog broja a.

2. (a) Dokazati da za svaki polinom P (x), sa realnim koeficijentima, po-
stoji odgovaraju�i polinom Q(x) takav da je P (x) = Q(x+ 1)−Q(x), x ∈ R.
(b) Dokazati da je za svaka dva polinoma Q1(x) i Q2(x) koji odgovaraju
polinomu P (x), tj. za koje je ispuǌeno P (x) = Q1(x+1)−Q1(x) = Q2(x+1)−
Q2(x), x ∈ R, va�i da je polinom Q2(x)−Q1(x) konstantan.

3. Dat je trougao ABC. ǋegova upisana kru�nica, sa centrom u taqki I,
dodiruje stranicu AB u taqki D. Neka je F taqka na visini iz temena A,
takva da je AF = AD. Dokazati da se prava kroz I paralelna sa pravom
BC i prava DF seku na upisanoj kru�nici trougla ABC.

4. Perica je odabrao realne brojeve a, b i c i skicirao grafike funkcija
f, g : R → R, koje su zadate sa f(x) = ax2 + bx + c i g(x) = cx2 + bx + a, za
svako x ∈ R. Nakon toga izbrisao je koordinatne ose (videti sliku) ravni
u kojoj su ti grafici skicirani.

Konstruisati koordinatne ose.

5. Nikola i Marko igraju igru sa gomilom od N novqi�a. U i-tom potezu,
igraq mo�e da uzme najvixe i novqi�a (mora bar 1). Pobe�uje onaj koji
uzme posledǌi novqi�. Ako Nikola igra prvi, odrediti ko ima pobedniqku
strategiju u zavisnosti od N .

Prvi razred – B kategorija

1. Data je funkcija f : R → R, koja je definisana sa

f(x) =

{
|x+ 1|, x ⩽ −1,

−2x+ a, x > −1.
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(a) Da li postoji realan broj a takav da je f bijekcija?

(b) Ako postoji takvo a, odrediti f−1.

2. Relacija ρ, na skupu prirodnih brojeva N, definisana je sa: x ρ y ⇐⇒
x+ y ∈ P , gde smo sa P obele�ili skup svih prostih brojeva. Dokazati da
ne postoji 2027 razliqitih prirodnih brojeva a1, a2, . . . , a2026, a2027 takvih
da va�i a1 ρ a2 ρ a3 ρ . . . ρ a2026 ρ a2027 ρ a1.

3. Dat je trougao ABC. Neka su taqke D i E sredixta stranica AB i AC,
redom, a ha visina iz temena na A na pravu BC. Oznaqimo sa F presek
opisane kru�nice trougla ADE sa visinom ha, a sa H presek prave koja
prolazi kroz taqke D i F sa pravom BC. Dokazati da taqke A, F , H i C
le�e na jednoj kru�nici.

4. Na�i maksimalan broj elemenata skupa {1, 2, . . . , 2n} koje mo�emo iz-
abrati tako da me�u izabranima ne postoje neka dva elementa, recimo a
i b, tako da je NZD(a, b) = 1.

5. Perica je dobio beskonaqne koliqine kartona na kojima pixe broj 20
i beskonaqne koliqine kartona na kojima pixe broj 25. Spajaǌem ovih
kartona na proizvoǉan naqin, on mo�e dobiti razliqite prirodne brojeve,
npr. 25, 2025, 202520 itd. Mo�e li Perica spajaǌem konaqno mnogo kartona
dobiti broj koji je kub nekog prirodnog broja?

Drugi razred – B kategorija

1. Neka su a, b i c celi brojevi i a ̸= 0. Koje sve vrednosti mo�e imati
diskriminanta kvadratne funkcije

f(x) = ax2 + bx+ c ?

2. Odrediti sve parove celih brojeva (x, y) koji predstavǉaju rexeǌa jed-
naqine y = 2x2 + 5xy + 3y2.

3. Data je kvadratna rexetka 4 × 4 saqiǌena od 16 taqaka (videti sliku).
Koliko ima trouglova sa temenima u ovim taqkama?
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4. Neka su P i Q sredixta kra�ih lukova AB i AC kru�nice opisane oko
trougla ABC, a sα simetrala unutraxǌeg ugla ∠BAC. Dokazati da va�i
PQ ⊥ sα.

5. Za prirodan broj n oznaqimo sa n!0 prirodan broj koji se dobija odbaci-
vaǌem svih nula koje se nalaze na kraju dekadnog zapisa broja n! (npr.
4!0 = 24, 7!0 = 504). Rexiti jednaqinu

a!0 = 12 + b!0

u skupu prirodnih brojeva.

Tre�i razred – B kategorija

1. U trouglu ABC uglovi kod temena A, B i C oznaqeni su sa α, β i γ,
redom. Ako va�i

cos γ = 2 sinα sinβ − 1,

dokazati da je taj trougao jednakokraki.

2. Dokazati da su vektori x⃗ = (1, a, a2), y⃗ = (1, b, b2) i z⃗ = (1, c, c2) linearno
nezavisni ako i samo ako su a, b i c po parovima razliqiti (tj. a ̸= b ̸= c ̸=
a).

3. Dat je tetivan qetvorougao ABCD. Prave AC i BD se seku u taqki E, a
prave AD i BC se seku u taqki F . Neka je G sredixte luka CD kru�nice
opisane oko ABCD koji ne sadr�i taqke A i B. Ako su taqke E,F i G
kolinearne, dokazati da je qetvorougao ABCD jednakokraki trapez.

4. Odrediti sve trojke (x, y, z) ∈ Z× Z× Z za koje va�i

x2024 + 2025y = 2026z.

5. Da li je mogu�e svaku taqku koordinatne ravni obojiti u jednu od 2025
boja, tako da postoji taqka u svakoj od ovih boja i da je grafik svakog
polinoma sa celobrojnim koeficijentima jednobojan?

Qetvrti razred – B kategorija

1. Odrediti sve a, b ∈ N0 = N∪{0} takve da je broj 1+2a+2025b stepen nekog
parnog prirodnog broja, pri qemu je taj stepen prirodan broj ve�i od 1.
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2. Data je funkcija fk(x) = sin6 x + cos6 x + k(sin4 x + cos4 x), gde je k neki
realan broj.

(a) Odrediti domen funkcije f .

(b) Odrediti sve k takve da je fk(x) ⩽ 0 na celom domenu.

(v) Odrediti sve k za koje je fk(x) konstantna funkcija na celom domenu i
za tako dobijeno k odrediti fk(2026).

3. Du�ine stranica trougla ABC su BC = 4 i AC = 5, a du�ina dela sime-

trale ugla ∠ACB, koji se nalazi unutar trougla, je s =
10

3
. Izraqunati

du�inu stranice AB.

4. Da li je mogu�e svaku taqku koordinatne ravni obojiti u jednu od 2026
boja, tako da postoji taqka u svakoj od ovih boja i da je grafik svakog
polinoma sa celobrojnim koeficijentima jednobojan?

5. Neka su a = log6 30 i b = log15 24 dati pozitivni realni brojevi. Poznato
je da va�i

2ab+ 2a− 1

ab+ b+ 1
= logm n,

gde su m i n prirodni brojevi. Ako je n = 3600, odrediti vrednost izraza
2m+ n.

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE,
A kategorija, Matematiqka gimnazija - Beograd, 28. 03. 2026.

Prvi razred

1. Da li postoji polinom P (x) sa celobrojnim koeficijentima takav da za
qetiri, po parovima razliqita, cela broja a, b, c i d va�i P (a) = P (b) =
P (c) = P (d) = 2024, kao i:

(a) P (e) = 2028, za neki ceo broj e?

(b) P (e) = 2026, za neki ceo broj e?

2. Dat je trougao ABC. Oznaqimo sa k ǌegovu opisanu kru�nicu sa cen-
trom u taqki O. Konstruisati taqku D na kru�nici k tako da su te�ixta
trouglova ABC i ABD taqke kolinearne sa taqkom O.

3. Neka je S(x) zbir cifara prirodnog broja x u dekadnom zapisu.

(a) Odrediti najmaǌi element skupa {S(11n2 + n+ 1) |n ∈ N}.
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(b) Dokazati da se za beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n dosti�e
tra�ena najmaǌa vrednost (koja je odre�ena u prvom delu zadatka).

4. Posmatramo konaqan niz od ukupno n brojeva, n ∈ N, gde je svaki 1 ili
0. U jednom potezu, uzimamo dva susedna broja, recimo x i y, obrixemo ih,
i na ǌihova mesta upixemo samo jedan broj, x+ y (mod 2). Za koje najve�e
k (u funkciji od n) mo�emo da garantujemo, da nakon primene nekoliko
ovakvih poteza, mo�emo da dobijemo barem k uzastopnih me�usobno jednakih
brojeva?

Drugi razred

1. Neka su a, b i c realni brojevi i a2 + b2 + c2 > 0. Dokazati da postoji
realan broj d takav da je

(ad2 + bd+ c)(bd2 + cd+ a) > 0.

2. Dat je trougao ABC sa centrom opisane kru�nice u taqki O. Oznaqimo
sa M sredixte stranice BC i izaberimo proizvoǉnu taqku D sa opisane
kru�nice trougla ABC, koja je razliqita od temena tog trougla. Prave
DB i DC seku kru�nicu AOD u taqkama E i F redom, ne nu�no razliqitim
od taqke D . Ako je sredixte du�i EF taqka G, dokazati da je AG = MG.

3. Neka je S = {NZD(an+bn+cn, an+1+bn+1+cn+1, an+2+bn+2+cn+2) | a, b, c, n ∈
N, NZD(a, b, c) = 1}. Odrediti, ako postoji, najve�i element skupa S.

4. Dat je prirodan broj n. Jednakostraniqni trougao stranice n podeǉen
je na n2 jediniqnih jednakostraniqnih trouglova pravama paralelnim sa
stranicama originalnog trougla. Dva jediniqna jednakostraniqna trougla
su susedna ako dele zajedniqku stranicu. Put je niz nekoliko susednih
jednakostranicnih trouglova u kojem se svaki jednakostraniqni trougao
pojavǉuje najvixe jednom. Na�i sve prirodne brojeve n za koje postoji n
puteva koji svi sadr�e taqno n jednakostraniqinih trouglova i za koje
va�i da se svaki od n2 jediniqnih jednakostraniqnih trouglova nalazi u
taqno jednom od ǌih.

Tre�i razred

1. (a) Ako je z ∈ C kompleksan broj jediniqnog modula, dokazati da je z2020+
z3 + 1 ̸= 0.
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(b) Odrediti sve prirodne brojeve n takve da za svaki kompleksan broj z,
za koji je |z| = 1, va�i jednakost

| z
2020 + zn + 1

z2020 + z3 + 1
|= 1.

2.Data je tabla koja sadr�i po 1011 jediniqnih poǉa u ,,gorǌem” i ,,doǌem”
redu, a 2023 poǉa u ,,sredǌem” (videti sliku). Kengur u jednom potezu
skaqe sa jednog jediniqnog poǉa table na neko drugo jediniqno poǉe table.
Potez AB, kojim kengur skaqe sa nekog poǉa A na poǉe B, podudaran je
potezu CD, kojim kengur skaqe sa poǉa C na poǉe D table, ako i samo ako je
vektor od centra poǉa A do centra poǉa B jednak vektoru od centra poǉa C
do centra poǉa D. Da li postoji niz poteza A1A2, A2A3, A3A4, ..., A4044A4045,
pri qemu su svaka dva od poǉa A1, A2, A3, ..., A4044 i A4045 razliqita, takav
da nikoja dva poteza nisu podudarna?

3. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva m koji se ne
mogu predstaviti u obliku zbira m = n + φ(n), za neki prirodan broj n,
gde je φ(n) ukupan broj prirodnih brojeva, ne ve�ih od n, koji su uzajamno
prosti sa n.

4. Dat je trougao ABC sa ortocentrom u taqki H. Prave BH i CH seku
simetralu spoǉaxǌeg ugla u temenu A tog trougla u taqkama D i E, redom.
Neka je M sredixte stranice BC, a K podno�je visine iz taqke H na pravu
AM . Dokazati da su taqke D,K,H i E koncikliqne.

Qetvrti razred

1. Odrediti sve vrednosti pozitivnih realnih parametara a i b za koje
nejednakost

4x + ax + bx ≥ 6x + 3x + 2x

va�i za svaki realan broj x.

2. Odrediti sve ure�ene parove (n, x) ∈ N× N za koje va�i jednakost

1! · 2! · 3! · · · 2024! = x2 · n! .
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3. Dat je trougao ABC sa centrom opisane kru�nice u taqki O. Taqke E i
F su odabrane na pravama AB i AC, redom, tako da je qetvorougao AEOF
paralelogram. Taqka D je proizvoǉna taqka sa du�i BC, a simetrala
du�i BD seqe pravu OE u taqki P , a pravu AB u taqki Q, dok simetrala
du�i CD seqe pravu OF u taqki R i pravu AC u taqki S. Dokazati da se
prave QR i PS seku na pravoj EF .

4. Dati su prirodni brojevi m i n. Pravougaona tabla dimenzija m × n
podeǉena je na mn jediniqnih poǉa (kvadrata) i popuǌena je prirodnim
brojevima od 1 do mn (u svakom poǉu je razliqit broj). Pravougaonik
qije su obe stranice ve�e od 1 i paralelne stranicama table, a sva qetiri
temena su mu neka od temena jediniqnih kvadrata, nazivamo loxim ako mu
je zbir brojeva u gorǌem levom �oxku i doǌem desnom �oxku razliqit
od zbira brojeva u doǌem levom �oxku i gorǌem desnom �oxku. Ako je
poznato da postoji barem jedan lox pravougaonik, odrediti najve�e k za
koje mo�emo tvrditi da postoji k loxih pravougaonika.

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE,
B kategorija, Matematiqki fakultet - Beograd, 26. 04. 2026.

Prvi razred

1. Na slede�oj slici sve centralne taqke le�e na jednoj pravoj, a doǌe tri
taqke su kolinearne. Taqno je 2024 trouglova qija su temena date taqke,
pri qemu svaka tri kolinearna temena ne obrazuju trougao.

Koliko ukupno ima taqaka na slici?

2. Za prirodan broj n, sa S(n) oznaqavamo zbir ǌegovih cifara. Na primer,
S(327) = 3+ 2+ 7 = 12. Izraqunati vrednost izraza A = S(1)− S(2) + S(3)−
S(4) + · · ·+ S(2025)− S(2026).

3. Milica, Aleksandar, Qeda i Nenad �ive na ostrvu na kome postoje
dva plemena: La�kovi�i i Istinozbori�i. Kao xto im nazivi ka�u,
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La�kovi�i uvek govore neistinu, dok Istinozbori�i uvek govore istinu.
Oni su se takmiqili u rexavaǌu logiqkih zadataka i poznato je da je
pobednik tog takmiqeǌa pripadnik plemena Istinozbori�a. Posle takmi-
qeǌa dali su slede�e izjave:
Milica: Ni ja ni Qeda nismo pobedili.
Aleksandar: Ako je bar jedan od Qede i Nenada pripadnik plemena
La�kovi�, onda je Milica pobedila.
Qeda: Aleksandar je pobednik i Nenad je La�kovi�.
Nenad: Ako je Milica La�kovi�, onda je Qeda pobednik.
Odrediti pobednika takmiqeǌa i utvrditi kom plemenu pripada svako od
ovo qetvoro ostrvǉana.

4. Neka je ABC oxtrougli trougao. Oznaqimo sa D, E i F podno�ja visina
iz temena A, B i C, redom. Dokazati da je AF = CF ako i samo ako su du�i
DE i DF me�usobno normalne.

5.Na�i najmaǌu vrednost izraza |49a−6b|, gde su a i b proizvoǉni prirodni
brojevi.

Drugi razred

1. Rexiti jednaqinu:

xlog2
10 x+log10 x3+3 =

2
1√

x+ 1− 1
− 1√

x+ 1 + 1

.

2. Zapis (a0, a1, . . . , an), koji je sastavǉen samo od nula i jedinica, nazivamo
binarnim zapisom du�ine n + 1, odnosno zapisom sa n + 1 mesta, pri qemu
je n prirodan broj. Posmatrajmo proizvoǉan binarni zapis (a0, a1, . . . , an)
du�ine n+1. Re�i �emo da je taj zapis dijadski ako ima paran broj mesta i
ako je zbir prvog i posledǌeg broja jednak 1, zbir drugog i pretposledǌeg
jednak 1, zbir tre�eg i tre�eg otpozadi, tako�e, jednak 1 i tako redom, tj.
va�i a0 + an = a1 + an−1 = a2 + an−2 = · · · = 1. Na primer, zapis (1, 0, 0, 1, 1, 0)
je dijadski, jer ima 6 mesta (n = 5), a pritom je 1 + 0 = 0 + 1 = 0 + 1 = 1.
Koliko ima binarnih zapisa du�ine 16 koji nisu dijadski, ali se mogu
podeliti na 4 uzastopna dijadska zapisa, od kojih svaki ima du�inu 4?

3. Neka je n prirodan broj i an broj koji se u dekadnom zapisu sastoji od
n cifara koje su naizmeniqno 7 i 3, poqevxi od cifre 7 sleva. Na primer,
a3 = 737 i a6 = 737373. Odrediti najmaǌe n takvo da 99 | an.
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4. (a) Neka su a i b realni brojevi takvi da je a < b. Dokazati da za svako
y ∈ R va�i

|y − a|+ |y − b| ≥ b− a.

(b) Neka je x iracionalan broj, takav da je broj

|x− 1|+ |x− 2|+ ...+ |x− 2023|+ |x− 2024|

racionalan. Dokazati da za proizvoǉan realan broj y va�i nejednakost

|y−1|+|y−2|+...+|y−2023|+|y−2024| ≥ |x−1|+|x−2|+...+|x−2023|+|x−2024|.

5. Dat je oxtrougli trougao ABC. Neka je H ortocentar tog trougla.
Neka su Oa, Ob i Oc centri opisanih kru�nica trouglova HBC, HCA i
HAB, redom. Dokazati da su trouglovi ABC i OaObOc podudarni.

Tre�i razred

1. Neka su a i b katete pravouglog trougla. Ako va�i

log8
a− b

2
=

1

2

(
log8 a+ log8 b− log8 2

)
,

odrediti uglove tog trougla.

2. U pravu kru�nu kupu upisana je lopta. Oko te lopte opisan je prav
kru�ni vaǉak qija osnova pripada ravni osnove date kupe. Neka je K
zapremina kupe, a V zapremina vaǉka.

(a) Dokazati da je K ̸= V .

(b) Odrediti najmaǌi realan broj m takav da za svaku takvu kupu va�i
K ≥ mV .

3. Odrediti sve parove (x, y) ∈ N × N, gde je N skup prirodnih brojeva, za
koje va�i 5x − 3y = 16.

4. Ana i Bojan igraju igru na traci od n ⩾ 3 poǉa sa po jednim �etonom.
Na poqetku, Anin �eton se nalazi na prvom poǉu, a Bojanov �eton na po-
sledǌem poǉu. Igraqi igraju naizmeniqno. U svakom potezu, igraq pomera
svoj �eton za jedno ili dva poǉa u pravcu protivnikovog �etona. �eton
mora da stane na prazno poǉe i nije dozvoǉeno preskakaǌe protivnikovog
�etona. Ana igra prva. Igraq koji ne mo�e da odigra potez gubi. Dokaza-
ti:

(a) Ako n daje ostatak 2 pri deǉeǌu sa 3, Bojan ima pobedniqku strategiju.
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(b) Ako n daje ostatak 0 ili 1 pri deǉeǌu sa 3, Ana ima pobedniqku strate-
giju.

5. Neka je x iracionalan broj, takav da je broj

|x− 1|+ |x− 2|+ ...+ |x− 2023|+ |x− 2024|

racionalan. Dokazati da za proizvoǉan realan broj y va�i nejednakost

|y−1|+|y−2|+...+|y−2023|+|y−2024| ≥ |x−1|+|x−2|+...+|x−2023|+|x−2024|.

Qetvrti razred

1. Tri razliqita realna broja, u nekom poretku, qine aritmetiqki niz od
tri qlana, a tako�e, mo�da u drugom poretku, qine geometrijski niz od tri
qlana. Odrediti najve�u mogu�u vrednost koliqnika tog geometrijskog
niza.

2. Dat je trougao ABC qiji je centar upisane kru�nice oznaqen sa S. Kru-
�nica dodiruje stranice trougla u taqkama D ∈ BC, E ∈ AC i F ∈ AB.
Ako je |AE| = 3, |CS| = 2

√
7, a mera ugla ∠BAC = 60◦, izraqunati povrxinu

trougla ABC.

3. Ana i Bojan igraju igru na traci od n ⩾ 3 poǉa sa po jednim �etonom.
Na poqetku, Anin �eton se nalazi na prvom poǉu, a Bojanov �eton na po-
sledǌem poǉu. Igraqi igraju naizmeniqno. U svakom potezu, igraq pomera
svoj �eton za jedno ili dva poǉa u pravcu protivnikovog �etona. �eton
mora da stane na prazno poǉe i nije dozvoǉeno preskakaǌe protivnikovog
�etona. Ana igra prva. Igraq koji ne mo�e da odigra potez gubi. Dokaza-
ti:

(a) Ako n daje ostatak 2 pri deǉeǌu sa 3, Bojan ima pobedniqku strategiju.

(b) Ako n daje ostatak 0 ili 1 pri deǉeǌu sa 3, Ana ima pobedniqku strate-
giju.

4. Odrediti sve trojke (x, y, z) ∈ N0 × N0 × N0, gde je N0 = N ∪ {0}, pri qemu
je N skup prirodnih brojeva, za koje va�i 3x + 6y = 2025z.

5. Neka je S skup pozitivnih celih brojeva takav da za svaki pozitivan ceo
broj n va�i

|S ∩ {n, 2n, 1013n}| = 1.

Poznato je da 20262026 ∈ S. Dokazati da 2 ̸∈ S.
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REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

1. Ukoliko je (a, b, c, d, e) = (1, 0, 1, 0,−1) tada je I = 3. Doka�imo da je pod
navedenim uslovima uvek I ≥ 3. Pretpostavimo suprotno. Tada je I ≤ 2,
pa su me�u brojevima a, b, c, d i e bar tri jednaka nuli (poxto je kvadrat
celog broja koji je razliqit od nule ne maǌi od 1). Sada zbog cikliqnosti
uslova a ̸= b ̸= c ̸= d ̸= e ̸= a, bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti
da je a = 0. Tada je b ̸= 0 i e ̸= 0, pa kako su bar tri broja me�u brojevima
a, b, c, d i e jednaka nuli, mora biti c = d = 0. Kontradikcija.

Ovim je dokazano da je najmaǌa vrednost izraza I jednaka 3.

2.Neka su a1, a2, . . . , an razliqiti brojevi iz skupa {1, 2, . . . , n}. Posmatrajmo
zbir

S = (a1 − 1) + (a2 − 2)2 + · · ·+ (an − n)n =

n∑
i=1

(ai − i)i.

Za svaki ceo broj x i svaki i ≥ 1 va�i

xi ≡ x (mod 2),

jer stepen ne meǌa parnost datog broja. Otuda,

(ai − i)i ≡ ai − i (mod 2),

odakle sledi

S ≡
n∑

i=1

(ai − i) (mod 2).

S obzirom da je (a1, . . . , an) permutacija skupa {1, . . . , n}, imamo
n∑

i=1

ai =

n∑
i=1

i,

te je
n∑

i=1

(ai − i) = 0.

Dakle, S je paran broj.

3. Primetimo da je tetiva AB konstantne du�ine, tj. ne zavisi od izbora
taqke P . Na kru�nicama k1 (na slici je oznaqena sa c1) neka je ∠APB = α,
a na k2 (na slici je oznaqena sa c2) neka je ∠AXB = ∠AY B = β.
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Tako�e, ovi uglovi su konstantne veliqine jer je tetiva AB konsta-
ntna. Otuda va�i da je ∠XBP = ∠PAY = π−(α+β) pa je ∠XAY = ∠Y BX =
α+ β. Kako su ova dva posledǌa ugla konstantne vrednosti, bez obzira na
poziciju taqke P , tada je i du� XY tako�e konstantne veliqine.

4. Odgovor su brojevi 912 i 6912. Doka�imo da su to jedina rexeǌa. Neka
je x = cn...c3c2c1c0, ci ∈ {6, 9} rexeǌe. Broj x mora biti neparan, pa je c0 = 9
i x = 9 + c1 · 121 + · · · + cn · 12n. Ako je c1 = 9 onda 9 | x, ali 27 ∤ x, xto je
nemogu�e, pa je c1 = 6. Dakle, x = 81 + c2 · 122 + · · ·+ cn · 12n. Ako je c2 = 6,
onda 27 | x, ali 81 ∤ x, jer jedino qlan 122 · 6 nije deǉiv sa 81. Zato je c2 = 9
i x = 1377 + c3 · 123 + · · · + cn · 12n. Ako je c3 = 9 onda 81|x, ali 243 ∤ x, jer
jedino broj 1377 nije deǉiv sa 243. Zakǉuqujemo da je c3 = 6. Konaqno, sada
je x = 11745 + c4 · 124 + · · · + cn · 12n. Me�utim, sada opet 81|x, a 243 ∤ x, jer
243 ∤ 11745, qime je dokaz zavrxen.

5. Primetimo da je P1 ·P2 ·P3 = 8! = 40320. Daǉe, 40320 = P1 ·P2 ·P3 ⩽ P ·P ·P ,
pa je P ⩾ 35.

Razmotrimo sluqaj P = 35. Kako je 35 = 5 · 7, to se u jednom skupu
nalaze samo brojevi 5 i 7 (i eventualno 1). Kako me�u brojevima od 1 do 8
imamo taqno jedan broj deǉiv sa 5 i taqno jedan deǉiv sa 7, to je u ostala
dva skupa proizvod brojeva maǌi od 35. Tako�e, ni u jednom skupu proizvod
brojeva ne mo�e da bude 34 = 2 · 17 jer 17 ̸∈ {1, 2, . . . , 8}. Iz istog razloga ni
u jednom skupu proizvod brojeva ne mo�e da bude 33 = 3 · 11, pa je proizvod
u sva tri skupa ne ve�i od 35 · 32 · 32 = 35840 ⩽ 40320, pa P ̸= 35. Sa druge
strane, podela na skupove {1, 5, 7}, {2, 3, 6} i {4, 8} daje P1 = 35, P2 = 36 i
P3 = 32, odnosno P = 36, xto je i rexeǌe zadatka.

Drugi razred – A kategorija

1. (a) Prebacivaǌem
√
2 na drugu stranu dobijamo: α −

√
2 = 4

√
2, te

kvadriraǌem nalazimo da je (α −
√
2)2 =

√
2 , α2 + 2 − 2α

√
2 −

√
2 = 0,
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√
2 = α2+2

1+2α (1+ 2α > 0). Leva strana je iracionalna, a ako je α racionalan,
desna strana je tako�e racionalna, te dolazimo do kontradikcije. Dakle,
α nije racionalan.

(b) Od ranije je
√
2 = α2+2

1+2α . Kvadriraǌem imamo 2 = (α2+2)2

(1+2α)2 , 2(1 + 2α)2 =

(α2 + 2)2, (α2 + 2)2 − 2(1 + 2α)2 = 0, pa polinom P (x) = (x2 + 2)2 − 2(1 + 2x)2

zadovoǉava tra�eni uslov.

2. Neka je x =
√
n i x2 = x + 360k, za k ∈ N. Va�i sin((x2)◦) = sin(x◦).

Doka�imo da se prirodan broj x mo�e izabrati na beskonaqno mnogo naqi-
na. Rexavamo kvadratnu jednaqinu x2 − x − 360k = 0. Za x > 1, rexeǌe je

oblika x =
1 +

√
1 + 1440k

2
.

Preostalo je dokazati da postoji beskonaqno mnogo kvadrata prirodnih
brojeva oblika 1+1440k. Napomenimo da ako je 1+

√
1 + 1440k ceo broj, onda

je i paran zbog neparnosti broja 1 + 1440k. Zapisujemo m2 = 1+ 1440k ⇐⇒
1440k = (m− 1)(m+1). Mogu�e je izabrati m− 1 = 1440t i m+1 = 1440t+2,
za bilo koje t ∈ N.

3. Za svakog takmiqara, broj poena je 1
2a+b, gde je a broj nerexenih partija

koje je igraq odigrao, a b broj pobeda, odatle sledi da takmiqar ima ceo
broj poena ako i samo ako je broj nerexenih partija paran. Daǉe rexeǌe
zavisi od parnosti broja n, tj. broja igraqa.
1◦ n je neparan: Tada svaki igraq igra ukupno n − 1 partija, a broj n − 1
je paran. Zato je mogu�e da sve partije na turniru budu nerexene. U tom
sluqaju, svaki igraq ima paran broj remija, pa samim tim i ceo broj poena.
Kako nema vixe partija od n(n−1)

2 , xto je ukupan broj partija na turniru,
ovaj broj, tj. n(n−1)

2 , predstavǉa najve�i mogu�i broj nerexenih partija u
ovom sluqaju.
2◦ n je paran: Analogno, svaki igraq igra taqno n − 1 partija, xto je
neparan broj. Stoga, igraq ne mo�e imati sve partije nerexene, jer bi
tada imao neparan broj remija. Sa druge strane, najve�i paran broj koji
je maǌi od n−1 jeste n−2, te svaki igraq mo�e imati najvixe n−2 nerexene
partije.

Ovo se mo�e ostvariti tako xto, na primer, igraqe uparimo:

(1, 2), (3, 4), . . . , (n− 1, n),

i neka u svakom od ovih parova partija bude odluqena (nije nerexeno), dok
su sve ostale partije nerexene. Tada svaki igraq ima taqno jednu odluqenu
partiju (pobeda ili poraz) i n − 2 nerexene partije, xto je paran broj,
te svi igraqi imaju ceo broj poena. Dakle, u ovom sluqaju dobijamo da je
n(n−2)

2 najve�i mogu�i broj nerexenih partija.

4. Poxto se k1 i upisani krug dodiruju u taqki E to je prava AB tangenta
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na krug k1. Sliqno, prava AC je tangenta na krug k2. Taqka A ima jednake
potencije u odnosu na krugove k1 i k2 i one iznose AE2 = AF 2.

Zato se A nalazi na radikalnoj osi ovih krugova, odnosno na pravoj
HO. Ostaje da doka�emo da je ∠AOI = 90. Kako je ∠AEO = ∠OHE =
∠OHF = ∠AFO (tangentni i periferijski uglovi) qetvorougao OAFE je
tetivan. Preqnik ǌegovog opisanog kruga je AI, te je ∠AOI = 90, qime je
dokaz zavrxen.

5. (a) Primetimo da se nakon svakog poteza, ostatak broja na tabli pri
deǉeǌu sa 7 ne meǌa. Zaista, x + 7 ≡ x (mod 7), x + 1001 ≡ x (mod 7) i
210 = 1024 ≡ 2 (mod 7). Sa druge strane, 20242024 + 2025 ≡ 12024 + 2 ≡ 3
(mod 7), te je odgovor ne.

(b) Da! Na primer, nakon prve minute umesto broja 2 zapixemo 210 = 1024,
te nakon druge minute zapisujemo 1024 + 1001 = 2025.

Tre�i razred – A kategorija

1. Neka je B = A + 2024AT , B = [bij ]2023×2023, BT = [btij ]2023×2023. Tada
je B + BT = 2025(A + AT ), odakle dobijamo da je bij ≡ −btij (mod 2025),
i, j = 1, 2, . . . , 2023. Na osnovu osobina determinanti, ako posmatramo sve
elemente matrica po modulu 2025, sledi da je detB = det(−I) det(BT ) =
(−1)2023 detB = − detB, odnosno da je 2 detB ≡ 0 (mod 2025). Dakle, detB je
deǉivo sa 2025.

2. Dokaza�emo da su brojevi z = ±1 jedina rexeǌa. Posmatrajmo najpre
brojeve sa navedenom osobinom kod kojih je |z| > 1. Iz nejednakosti trougla
imamo

|z|n +
1

|z|n ≥ |zn +
1

zn
| = |zn+1 +

1

zn+1
| ≥ |z|n+1 − 1

|z|n+1
,



25

odakle zbog |z| > 1 va�i |z|n+1 ≤ |z|n + 1
|z|n + 1

|z|n+1 < |z|n +2. Dakle, za svaki
prirodan broj n va�i

|z|n <
2

|z| − 1
. (1)

Kako je |z| > 1, to veliqina |z|n, kada n prolazi skupom prirodnih
brojeva nije odozgo ograniqena, xto je u suprotnosti sa (1). Ovim smo
dobili da ne postoje brojevi z sa navedenom osobinom kod kojih je |z| > 1.
Primetimo da je neki broj z rexeǌe zadatka akko je 1

z rexeǌe zadatka.
Zato, ako bi neki broj z za koji je |z| < 1 bio rexeǌe zadatka, onda bi
i broj 1

z bio rexeǌe i za ǌega bi va�ilo | 1z | > 1. Me�utim, kako smo ve�
dokazali da nema rexeǌa me�u brojevima kojima je moduo ve�i od 1, odavde
zakǉuqujemo da nema rexeǌa ni me�u brojevima kojima je moduo maǌi od 1.

Razmotrimo jox sluqaj |z| = 1. Tada je z = |z|2
z = 1

z , te je |zn+ 1
zn | = |zn+zn| =

2|Re(zn)|. Neka je z = a+bi, a, b ∈ R, pri qemu je a2+b2 = 1. Sada iz jednakosti
|z + 1

z | = |z2 + 1
z2 | = |z3 + 1

z3 | lako dobijamo da je |a| = |2a2 − 1| = |4a3 − 3a|.
Rexavaǌem posledǌeg sistema nalazimo da je a = ±1, qime je b = 0, odnosno
z = ±1. Brojevi z = ±1 oqigledno jesu rexeǌa zadatka, a iz svega navedenog
zakǉuqujemo i da su jedina.

3. Po modulu 9 imamo 1 + 2y ≡ 0 (mod 9), 2y ≡ 8 (mod 9). Stepen broja 2
pri deǉeǌu sa 9 daje ostatke, periodiqno, 2, 4, 8, 7, 5, 1, pa 3 deli y. Po
modulu 7 imamo da je 5202 ≡ 1 (mod 7), 10x + 1 ≡ 1 (mod 7), te dobijamo da
7 deli 10x, xto je kontradikcija.

4. (PRVO REXEǋE) Primetimo da je i qetvorougao MECF paralelo-
gram, i presek ǌegovih dijagonala obele�imo sa X. Kako je MN i MP
sredǌe linije trougla △ABC, znamo da je i qetvorougao MNCP parale-
logram, odnosno X je tako�e sredixte i du�i NP . Sada znamo da je i
qetvorougao NEPF paralelogram.
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Da bismo dokazali tvr�eǌe zadatka dvoǉno je da doka�emo da je
∠NMP = ∠NFP , odnosno da je ∠NEP = ∠NCP . Posledǌa jednakost va�i
jer je qetvorougao CPEN tetivan, sa opisanim krugom koji je homotetiqan
sa opisanim krugom trougla △ABC kroz C sa koeficijentom 1

2 (E, N i P su
redom sredixta du�i CD, CB i CA). Ovime je tvr�eǌe zadatka dokazano.
(DRUGO REXEǋE) Sa H obele�imo presek dijagonala paralelograma
MDEF . Znamo da prava DF prolazi kroz sredixte te�ixne du�i trougla
△MDC, pa zato seqe ǌegovu stranicu MC u taqki T takvoj da je CT : MT =
2 : 1. Dakle, taqka T je te�ixte trougla △ABC.

Daǉe, iz sliqnosti trouglova △FMT i △DCT dobijamo da je DT :
FT = 2 : 1, odnosno taqka F je slika taqke D pri homotetiji sa centrom u T
i koeficijentom − 1

2 . Kako je poznato da ova homotetija slika opisani krug
trougla u ǌegov Ojlerov krug, F se nalazi na Ojlerovom krugu trougla
△ABC, qime smo dokazali tvr�eǌe zadatka.

5. (PRVO REXEǋE) Konstruisa�emo tra�ena particionisaǌa indukci-
jom po k. U sluqaju baze (k = 1), imamo a1 jednoqlanih skupova, pa koji
god izabrali, postoja�e taqno 1 element u ǌemu. Pretpostavimo sada da
postoje tra�ena particionisaǌa za neko k ∈ N. Ako je n0 = a1a2...ak, ta-
da je n = n0ak+1. Da bismo od starih particionisaǌa napravili nova, u
svaki od prethodno konstruisanih skupova treba da dodamo jox po ak+1 − 1
elemenata, i treba da odradimo jox jedno particionisaǌe na ak+1 skupova.
To �emo jednostavno uraditi: u svaki od prethodnih skupova �emo svuda
gde se nalazio neki element izme�u 1 i n0 dodati sve elemente koji su sa
ǌim jednaki po modulu n0, a u novom particionisaǌu �emo skup {1, 2, ..., n}
podeliti na skupove oblika {m·n0+1,m·n0+2, ..., (m+1)·n0} za m = 0, ak+1 − 1.
Sada, za bilo kojih odabranih k skupova iz prvih k particionisaǌa, zbog
indukcijske hipoteze i naxe konstrukcije imamo taqno odre�enu vrednost
po modulu n0 koju uzimaju svi elementi u ǌihovom preseku, a kada dodamo i
posledǌi skup, presek postaje jednoqlan, jer u svakom od skupova iz novog
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particionisaǌa imamo po taqno jedan element koji daje svaki ostatak po
modulu n0. Time je dokaz zavrxen.
(DRUGO REXEǋE) Uoqimo n k-torki prirodnih brojeva, gde i-ti element
k-torke uzima vrednosti iz skupa {1, 2, ..., ai} za svako i = 1, k. Primetimo da
elemenata sa fiksnom i-tom koordinatom ima n

ai
, za svako i = 1, k, te mo�emo

ove k-torke deliti u skupove po ǌihovim koordinatama. Dakle, u i-tom
particionisaǌu j-ti skup �e sadr�ati sve k-torke koje na i-toj poziciji
imaju broj j, za sve i = 1, k i j = 1, ai. Sada, za svaki odabir skupova, znamo
taqno koje koordinate mora imati k-torka u preseku svih tih skupova, pa je
po konstrukciji jasno da postoji taqno jedna takva k-torka za svaki odabir
skupova. Kako je k-torki n, svakom broju �emo dodeliti po taqno jednu k-
torku i umesto k-torki �emo posmatrati brojeve. Ovime je tvr�eǌe zadatka
dokazano.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Ukupno ima
(
8
3

)
= 56 naqina da se izaberu tri razliqita temena kocke.

Pokaza�emo da su svi tako dobijeni trouglovi pravougli, osim onih
koji su saqiǌeni od tri dijagonale strana kocke. Zaista, neka su izabrana
tri razliqita temena A,B,C date kocke. Posmatrajmo trougao ABC.

Ako je jedna od du�i AB,BC,CA ivica kocke, recimo da je to du�
AB, tada su taqke A i B susedna temena kocke. Tre�e teme C se nalazi u
jednoj od strana kocke koje sadr�e ivicu AB, ili u nekoj od preostalih
strana koje sa ǌom nemaju zajedniqku ivicu.

U oba sluqaja, jedna od du�i AC ili BC le�i u pravcu ivice kocke
koja je normalna na ivicu AB. Poxto su sve ivice kocke koje izlaze iz
istog temena me�usobno normalne, sledi da je jedan od uglova trougla ABC
prav.

Prema tome, ako trougao ABC ima bar jednu stranu koja je ivica
kocke, onda je taj trougao pravougli.

Jedini preostali sluqaj je kada nijedna od du�i AB,BC,CA nije
ivica, tj. kada su sve tri du�i dijagonale nekih strana. To se dexava
upravo kada su A,B,C tri temena susedna nekom temenu kocke. Tada su
AB,BC,CA tri dijagonale triju strana koje se seku u pomenutom temenu
kocke, te dobijeni trougao nije pravougli (on je jednakostraniqan). Stoga,
za svako teme kocke postoji taqno jedan takav trougao, pa ih ima taqno 8.
Dakle, nepovoǉnih izbora je 8, pa je tra�ena verovatno�a

P = 1− 8(
8
3

) = 1− 8

56
=

6

7
.

2. PRVO REXEǋE:) Poqetni izraz mo�emo napisati u obliku

a log(1 + b) + b log(1 + c) + c log(1 + a) = log
(
(1 + b)a(1 + c)b(1 + a)c

)
.
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O B

D

A

Kako je funkcija f(x) = log x rastu�a, dovoǉno je na�i najve�u mogu�u
vrednost izraza unutar logaritma. Primenimo na taj izraz te�insku
aritmetiqko–geometrijsku nejednakost:

(1 + b)a(1 + c)b(1 + a)c ≤ a(1 + b) + b(1 + c) + c(1 + a)

a+ b+ c
= 1 + ab+ bc+ ca.

Najve�a mogu�a vrednost izraza ab+ bc+ ca je 1
3 . Zaista,

1 = (a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca+ 3(ab+ bc+ ca)

=
1

2

(
(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2

)
+ 3(ab+ bc+ ca) ≥ 3(ab+ bc+ ca).

Odavde dobijamo

S(a, b, c) ≤ log(1 + ab+ bc+ ca) ≤ log

(
4

3

)
,

pri qemu se obe nejednakosti posti�u upravo kada je a = b = c = 1
3 . Dakle,

najve�a mogu�a vrednost izraza je

log

(
4

3

)
.

(DRUGO REXEǋE:) Primetimo da je funkcija f(x) = log(1 + x) konkavna
na intervalu definisanosti, tj. za x ∈ (−1,+∞). Poxto je a + b + c =
1, mo�emo primeniti Jensenovu nejednakost na poqetni izraz (za sluqaj
konkavne funkcije):

S(a, b, c) = af(b) + bf(c) + cf(a) ≤ f(ab+ bc+ ca) = log(1 + ab+ bc+ ca).

Jednakost se posti�e za a = b = c, te je nastavak isti kao i u prvom rexeǌu.

3. Iz nejednakosti nm = n! + n ⩾ 1 + 1 = 2 zakǉuqujemo da je n ⩾ 2.
Deǉeǌem obe strane sa n, dobijamo (n− 1)! + 1 = nm−1, pa kako je nm−1 > 1,
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to je m ⩾ 2. Iz ovog zapisa vidimo da n ∤ (n − 1)!, pa ako bi n bio oblika
n = ab, za neke a ̸= b, pri qemu su oba ve�a od 1 i maǌa od n, imali bismo
ab | (n− 1)!, xto je kontradikcija, pa n = a2 ili je n prost broj.
1◦ Neka je n = a2: Imamo a | nm−1 i a | (n − 1)!, pa a | 1, tj. a = 1 i n = 1.
Me�utim, pokazali smo da mora da va�i n ⩾ 2, pa u ovom sluqaju nema
rexeǌa.
2◦ Neka je n prost broj: Za n = 2 dobijamo m = 2, za n = 3 imamo m = 2,
dok za n = 5 dobijamo m = 3.
Neka je sada n ⩾ 7 prost broj. Tada je (n − 1)! = 2 · 3 · · · (n − 1) < nn−2, pa
(n−1)!+1 ⩽ nn−2. Kako va�i i nm−1 ⩽ nn−2, to je m < n. Kako je n ⩾ 7, to je
2 < n−1

2 < n−1, pa (n−1)2 | (n−1)!. Sada (n−1)2 | nm−1−1, tj. (n−1)2 | ((n−
1) + 1)m−1 − 1. Iz binomne formule odavde sledi (n − 1)2 | (m − 1)(n − 1),
tj. n − 1 | m − 1. Me�utim, kako smo ve� pokazali da va�i n > m ⩾ 2,
zakǉuqujemo da je nemogu�e da va�i n− 1 | m− 1.

Dakle, zadatak ima tri rexeǌa: (m,n) ∈ {(2, 2), (2, 3), (3, 5)}.

4. Dokaza�emo da je taqka H zapravo taqka G preslikana preko prave BC,
odakle direktno sledi tvr�eǌe zadatka. Izraqunajmo prvo par uglova.
Znamo da je ∠AGB = 180◦ − ∠AEB, kao i ∠AGC = 180◦ − ∠AFC, pa kako je
∠EAF = 90◦ (taqka A je na krugu sa preqnikom EF ), lako dobijamo da je i
∠BGC = 90◦.

Iz tetivnosti qetvorougla AEBG dobijamo ∠EGB = ∠EAB =
∠EAD − ∠BAD = (90◦ − ∠ADB

2 ) − (90◦ − ∠AOB
2 ) = ∠AOB−∠ADB

2 = ∠OBC
2 =

θ. Sliqno dobijamo i ∠CGF = ∠CAF = ∠OCB
2 = θ. Obele�imo sa-

da sa H ′ taqku dobijenu preslikavaǌem taqke G preko BC. Znamo da
je ∠BH ′F = ∠BGF = ∠BGC + ∠CGF = 90◦ + θ, dok je s druge strane
∠BAF = ∠EAF − ∠EAB = 90◦ − θ. Dakle, ∠BAF + ∠BH ′F = 180◦, pa je
qetvorougao ABH ′F tetivan. Sliqno je i qetvorougao AEH ′C tetivan, pa
je H ≡ H ′, qime smo dokazali tvr�eǌe zadatka.

5. Fiksirajmo poqetak izlomǉene linije (postoji n naqina da to uradi-
mo). Istu �emo praviti iterativno poqev od datog poqetka. U svakom od
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narednih n− 2 koraka potrebno je spojiti trenutni kraj izlomǉene linije
sa novom taqkom preko du�i. Kandidati za novi kraj su dve susedne taqke
od krajeva skupa taqaka koje smo do sada obixli. Napomiǌemo da je taj
skup povezan. Ukoliko taj skup nije povezan, odnosno nisu svi ǌegovi ele-
menti susedni, onda nax proces mora napraviti izlomǉenu liniju koja seqe
samu sebe. U posledǌem n− 1-om koraku, spajamo trenutni kraj sa jedinom
preostalom taqkom. Broj naqina da izvrximo pomenuti proces je n · 2n−2.
Primetimo da odre�ena linija ne razlikuje svoj poqetak i posledǌi kraj,
te smo svaku izbrojali dvaput. Konaqan rezultat je n · 2n−3.

Prvi razred – B kategorija

1. Uzmimo (a, b, c) = (−1, 0, 1). Tada je

I = a2 + b2 + c2 = 1 + 0 + 1 = 2.

Doka�imo da je uvek I ≥ 2. Kako su a, b, c razliqiti celi brojevi, najvixe
jedan od ǌih mo�e biti nula. Prema tome, bar dva od brojeva a, b, c su
nenula, te su ǌihovi kvadrati najmaǌe 1. Otuda,

I = a2 + b2 + c2 ≥ 1 + 1 = 2.

Dakle, najmaǌa mogu�a vrednost je 2 , i posti�e se za (a, b, c) = (−1, 0, 1)
(i za bilo koju ǌegovu permutaciju).

2. Krenimo sa preraqunavaǌem samih kompozicija da bismo uoqili pravi-

lo. Imamo: f2(x) =
−2x− 4

x
. Jednostavno se dobija

f3(x) = f(f2(x)) = x.

Sada je f4(x) = f(f3(x)) = f(x), xto implicira slede�e: f5(x) =
f2(x), f6(x) = f3(x), f7(x) = f(x), . . . . Kako je 2025 deǉivo sa 3, sledi da
je

f2025(2025) = f3(2025) = 2025.

3. Vidimo da 5 deli dati broj, te 25 deli mogu�i stepen, pa 25 | a5, pa je
a ∈ {2, 7}. Sledi, ako je u pitaǌu barem tre�i stepen, 125 �e deliti dati
broj, tj. 125 | 2a5, te a ne mo�e biti niti jedan od prethodnih. Stoga,
tra�eni broj mo�e biti samo potpun kvadrat, te �e dati ostatak 0 ili 1
pri deǉeǌu sa 4. Sledi, a = 7 ne ispuǌava uslov (75 ne daje ostatak 0 ili
1 pri deǉeǌu sa 4), te mo�e biti samo a = 2. Ispitujemo da li je broj
2202225 kvadrat nekog prirodnog broja. Zbir cifara mu je 15, xto znaqi
da je deǉiv sa 3, ali ne i sa 9. Dakle, ne postoji takva cifra a.
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O

ℓ

P

QA B

CD

4. Neka je ABCD dati pravougaonik i neka je O presek ǌegovih dijagonala.
Oznaqi�emo sa ℓ datu pravu. S obzirom da se u formulaciji zadatka jasno
istiqu reqi - ako i samo ako, rexeǌe sprovodimo u dva smera.

(⇐) Pretpostavimo da prava ℓ prolazi kroz taqku O i, bez ograniqeǌa
opxtosti, pretpostavimo da seqe ivice pravougaonika u taqkama P i Q, koje
su razliqite od temena datog pravougaonika (videti sliku). U ostalim
sluqajevima, tj. ukoliko prava ℓ, koja sadr�i taqku O, zauzme neki drugi
polo�aj, tvr�eǌe u ovom smeru postaje trivijalno.

Jasno je da su trouglovi BOQ i DOP podudarni, jer je BO = DO,
∠BOQ = ∠DOP (unakrsni), ∠QBO = ∠PDO (naizmeniqni), odakle za-
kǉuqujemo da su du�i BQ i DP podudarne, a samim tim i AQ i CP .
Stoga, trapezi AQPD i CPQB su podudarni, te imaju jednake povr-
xine. Napomenimo da bismo isti zakǉuqak dobili da smo oba trapeza
podelili odgovaraju�im normalama iz taqaka P i Q na prave AB i CD,
redom, na po jedan trougao i pravougaonik, koji su podudarni (trougao
nastao deobom prvog trapeza sa odgovaraju�im trouglom drugog trapeza,
odnosno, pravougaonik nastao deobom prvog trapeza sa odgovaraju�im
pravougaonikom koji nastaje deobom drugog trapeza).

(⇒) Neka sada prava ℓ deli pravougaonik na dva dela jednakih povrxina.
Pretpostavimo suprotno, tj. da prava ℓ ne prolazi kroz taqku O. Oznaqi-
mo sa ℓ′ pravu koja sadr�i taqku O i paralelna je sa pravom ℓ (videti
sliku ispod). Prave ℓ i ℓ′ su razliqite, jer ℓ ne sadr�i taqku O, pa je
deo prave ℓ, tj. otvorena du� PQ, unutar jednog od trapeza AQ′P ′D ili
CP ′Q′B. Na osnovu prvog dela rexeǌa (prvi smer), prava ℓ′ deli polazni
pravougaonik na dva dela jednakih povrxina. Me�utim, i prava ℓ ima
to svojstvo, odakle �e slediti da figura koja pripada pojasu izme�u dve
paralelne prave ℓ i ℓ′ i koja se nalazi unutar pravougaonika ABCD, xto
mo�e biti paralelogram QQ′P ′P ili petougao QQ′P ′DP (ovo �e se desiti
kada P pripada otvorenoj du�i AD) ima povrxinu jednaku nula, xto je
nemogu�e. Dakle, suprotna pretpostavka dovodi do kontradikcije, odakle
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zakǉuqujemo da prava ℓ sadr�i taqku O.

O

ℓ

ℓ′

P

Q

P ′

Q′A B

CD

5. (PRVO REXEǋE) Brojevi (ai−i)2 su iste parnosti kao i ai−i, za svako
1 ⩽ i ⩽ 2025. Kako je zbir svih ovih drugih brojeva nula (paran), jer je

S = (a1 − 1) + (a2 − 2) + · · ·+ (a2025 − 2025) =

2025∑
i=1

(ai − i) =

2025∑
i=1

ai −
2025∑
i=1

i = 0,

to je polazni izraz paran broj.
(DRUGO REXEǋE) Iz jednakosti

(a1 − 1)2 + (a2 − 2)2 + · · ·+ (a2025 − 2025)2 =

=

2025∑
i=1

a2i − 2

2025∑
i=1

iai +

2025∑
i=1

i2 = 2(

2025∑
i=1

i2 −
2025∑
i=1

iai),

jer je (a1, a2, . . . , a2025) permutacija od (1, 2, . . . , 2025), dobijamo da je polazni
broj paran.

Drugi razred – B kategorija

1. (PRVO REXEǋE) Razlikova�emo tri sluqaja:
1◦ Neka je a = 1. Tada jednaqina nije kvadratna, tj. postaje linearna, te
ne mo�e imati dva rexeǌa (za one koji to ne primete, sluqaj bi svakako
otpao, jer u istom je rexeǌe x = −2 ̸∈ (1, 2)).

Neka je a ̸= 1. U daǉem podrazumevamo da u sluqaju kvadratne jedna-
qine, ukoliko je diskriminanta iste jednaka nula, da ona ima dva realna
rexeǌa, koja su jednaka. Razmatramo kvadratnu funkciju

f(x) = (a− 1)x2 + ax+ 2, x ∈ R, a ̸= 1.
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Da bi polazna jednaqina imala dva realna rexeǌa mora biti D ≥ 0, gde je
D = a2 − 8(a − 1) = a2 − 8a + 8 diskriminanta te jednaqine. Dakle, uslovi
zadatka, za sada, su D ≥ 0 i a ̸= 1 ⇐⇒ a2 − 8a + 8 ≥ 0 i a ̸= 1 ⇐⇒
(a ≤ 4− 2

√
2 ili a ≥ 4 + 2

√
2) i a ̸= 1.

1 x1 x2 2

−
a

2(a − 1)

x

y

2◦ Neka je sada a > 1. Da bi u ovom sluqaju jednaqina imala oba rexeǌa u
intervalu (1, 2) mora biti f(1) > 0, f(2) > 0, 1 < − a

2(a−1) < 2 (x koordinata
temena parabole mora pripadati intervalu (1,2)) i f(− a

2(a−1) ) ≤ 0, tj. a >

− 1
2 , a > 1

3 , a ∈ ∅ i − D
4(a−1) ≤ 0, tj. a ∈ ∅, jer nejednaqina 1 < − a

2(a−1) < 2
nema rexeǌa za a > 1.

1 x1 x2 2−
a

2(a − 1)

x

y

3◦ Neka je sada a < 1. Da bi u ovom sluqaju jednaqina imala oba rexeǌa u
intervalu (1, 2) mora biti f(1) < 0, f(2) < 0, 1 < − a

2(a−1) < 2 i f(− a
2(a−1) ) ≥ 0,

tj. a < − 1
2 , a < 1

3 , a ∈ ( 23 ,
4
5 ) i − D

4(a−1) ≥ 0, odnosno, a < − 1
2 , a < 1

3 , a ∈ ( 23 ,
4
5 )

i a < 1, tj. a ∈ ∅.
Konaqno, polazna jednaqina ni za jedno realno a ne�e imati dva re-

alna rexeǌa u intervalu (1, 2) (ukǉuquju�i ona, dupla, koja su jednaka).

(DRUGO REXEǋE) Ako je a = 1, jednaqina ima jedno rexeǌe x = −2. U
suprotnom, za nule kvadratne funkcije f(x) = (a − 1)x2 + ax + 2, na osnovu
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Vijetovih formula, va�i

x1x2 =
2

2(a− 1)
.

Kako je uslov zadatka da obe nule pripadaju intervalu (1, 2), to je ǌihov
proizvod pozitivan broj, pa a > 1 (zapravo, neophodno je da proizvod pri-
pada intervalu (1, 4), odakle dobijamo jaqu ocenu: a ∈

(
5
4 , 2

)
, xto �e se

ispostaviti da nije neophodno u ovom zadatku).
Jasno je da x-koordinata temena kvadratne funkcije f mora pripadati

intervalu (1, 2). Stoga, jednostavno dobijamo da je x-koordinata temena
kvadratne funkcije f jednaka xT = − a

2·(a−1) . Kako je a > 1, to je xT < 0.
Kontradikcija!

Dakle, nijedan realan broj a ne ispuǌava uslove zadatka.

2. Standardno, stavimo da je z = x+ iy, x, y ∈ R. Zamenom u polaznu jedna-
qinu i grupisaǌem sabiraka dobijamo

(x3 + 3ix2y − 3xy2 − iy3) + (x2 + y2) + x = 0

(x3 − 3xy2 + x2 + y2 + x) + (3x2y − y3)i = 0,

odakle je x3 − 3xy2 + x2 + y2 + x = 0 i 3x2y − y3 = 0. Druga jednaqina je
ekvivalentna sa y(3x2−y2) = 0, odnosno y = 0 ili y2 = 3x2. U prvom sluqaju,
zamenom u jednaqinu realnog dela dobijamo 0 = x3 + x2 + x = x(x2 + x + 1),
odakle je x = 0 ili x2 + x + 1 = 0. No, posledǌa jednaqina nema realnih
rexeǌa, pa ostaje jedino x = 0. U drugom sluqaju, zamenom u jednaqinu
realnog dela nalazimo 0 = x3 − 9x3 + x2 + 3x2 + x = −8x3 + 4x2 + x, odakle je
x = 0 (i y = 0) ili 8x2 − 4x− 1 = 0. Rexeǌa posledǌe kvadratne jednaqine
su x = 1+

√
3

4 i x = 1−
√
3

2 . Konaqno, uslov y2 = 3x2 nam daje y = ±x
√
3 =

± 1±
√
3

4

√
3 = ±3±

√
3

4 . Dakle, sva rexeǌa jednaqine su data parovima:

(x, y) ∈ {(0, 0), (1 +
√
3

4
,
3 +

√
3

4
), (

1 +
√
3

4
,−3 +

√
3

4
),

(
1−

√
3

4
,
3−

√
3

4
), (

1−
√
3

4
,−3−

√
3

4
)}.

3. Ako bi va�ilo n ⩾ 25, tada bi 55 | n! i 25 | n!, pa bi se broj zavxavao sa
bar 5 nula, xto nije sluqaj. Sa druge strane, za n < 20 imamo 54 ∤ n!, xto
tako�e nije sluqaj. Dakle, 20 ⩽ n < 25.

Primetimo da n! mo�emo zapisati kao

n! = x ·
∏

0⩽i⩽3

(5i+ 1)(5i+ 2)(5i+ 3)(5i+ 4)(5i+ 5),
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gde je x = n!
20! prirodan broj. Daǉe,

n! = x · 54(1 · 2 · 3 · 4) ·
∏

0⩽i⩽3

(5i+ 1)(5i+ 2)(5i+ 3)(5i+ 4).

Po modulu 56 imamo da je 2432902008176640000 ≡ 640000 (mod 56), te je

640000 ≡ 54 · 24 · x ·
∏

0⩽i⩽3

(5i+ 1)(5i+ 2)(5i+ 3)(5i+ 4) (mod 56).

Kako je 640000 = 64 · 104 = 24 · 54 · 64, pa

56 | 54
64 · 16− 24 · x ·

∏
0⩽i⩽3

(5i+ 1)(5i+ 2)(5i+ 3)(5i+ 4)

 ,

pa 52 deli izraz u zagradi.
Sa druge strane va�i

(5i+1)(5i+2)(5i+3)(5i+4) ≡ 24+5·(1·2·3+1·2·4+1·3·4+2·3·4)·i ≡ 24 (mod 25),

te je
∏

0⩽i⩽3

(5i+ 1)(5i+ 2)(5i+ 3)(5i+ 4) ≡ 244 ≡ 1 (mod 25), pa je

64 · 16− 24 · x ·
∏

0⩽i⩽3

(5i+ 1)(5i+ 2)(5i+ 3)(5i+ 4) ≡ 14 · 16 + x ≡ x− 1 (mod 25).

Prema tome, mora da va�i 25 | x−1. S druge strane, x ∈ {1, 21, 21·22, 21·
22 · 23, 21 · 22 · 23 · 24}. Ovi brojevi su, redom, kongruentni sa 1,−4, 12,−24, 24
po modulu 25. Dakle, n = 20 ili n = 23.

Ako bi va�ilo n = 23, tada bi va�ilo 3 ·1018 > 23! > 7! ·8 ·9 ·1010 ·204 =
5040 · 72 · 1014 · 16, xto je ekvivalentno sa 3 · 104 > 5040 · 72 · 16, a ovo nije
taqno. Dakle, n = 20.

4. Neka je ∠PAB = α. Tada ∠XAB = π − α, kao i ∠XY B = α, jer je
qetvorougao XY BA tetivan (zbir naspramnih unutraxǌih uglova u tom
qetvorouglu je π).

Otuda je △PAB sliqan sa trouglom

△PY X. Sledi da je
XY

BA
=

PX

PB
, tj.

XY =
BA · PX

PB
= 18.
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Napomenimo da smo na slici kru�nice k1 i k2 oznaqili sa c1 i c2, redom.

5. Zbir dva razliqita broja iz skupa A = {1, 2, . . . , 9} mo�e biti bilo koji
ceo broj iz skupa {3, 4, 5, . . . , 17}. Zabraǌeni su zbirovi koji su deǉivi sa 3,
ili sa 5, ili sa 7, tj. 3, 5, 6, 7, 9, 10, 12, 14, 15. Prema tome, dozvo	eni zbirovi
susednih brojeva su taqno:

4, 8, 11, 13, 16, 17.

Odredimo sada dozvoǉene susednosti (za broj x ∈ A tra�imo broj
y ∈ A tako da je x+ y ∈ {4, 8, 11, 13, 16, 17}):

1 ∼ 3, 7,

2 ∼ 6, 9,

3 ∼ 1, 5, 8,

4 ∼ 7, 9,

5 ∼ 3, 6, 8,

6 ∼ 2, 5, 7,

7 ∼ 1, 4, 6, 9,

8 ∼ 3, 5, 9,

9 ∼ 2, 4, 7, 8.

Kǉuqna tri broja koja imaju taqno dva mogu�a suseda su:

1 mora biti susedan sa 3 i 7;

2 mora biti susedan sa 6 i 9; 4 mora biti susedan sa 7 i 9.

Dakle, u kru�nom rasporedu nu�no va�e veze:

(1, 3), (1, 7), (2, 6), (2, 9), (4, 7), (4, 9).

Otuda, brojevi 7 i 9 ve� imaju po dva suseda (naime, 7 ima susede 1 i 4, a
9 susede 2 i 4), pa vixe ne mogu biti susedni ni sa jednim drugim brojem.
Zato 6 ne mo�e biti susedan sa 7 (jer je 7 ve� “popuǌen”), pa 6 mora biti
susedan sa 5. Kako 8 mora imati dva suseda iz skupa {3, 5, 9}, a broj 9 ve�
ima dva suseda (to su brojevi 2 i 4), sledi da broj 8 mora biti susedan sa
3 i 5. Stoga, kru�nica se jedinstveno zatvara, te dobijamo raspored:

1, 3, 8, 5, 6, 2, 9, 4, 7

(u smeru suprotnom od kazaǉke na satu).
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1
3

8

5

62

9

4

7

Na kraju, lako se proverava da su zbirovi susednih parova u tom rasporedu:
1 + 3 = 4, 3 + 8 = 11, 8 + 5 = 13, 5 + 6 = 11, 6 + 2 = 8, 2 + 9 = 11, 9 + 4 =
13, 4 + 7 = 11, 7 + 1 = 8, te nijedan nije deǉiv sa 3, 5 ili 7. Dakle, takav
raspored postoji (videti sliku).

Tre�i razred – B kategorija

1. Najpre uoqimo da je dati proizvod oblika (A−B)(A+B) = A2 −B2, gde
je

A = 3 sinx− 10, B = 4 cosx, x ∈ R.

Zato va�i

f(x) = (3 sinx− 10)2 − (4 cosx)2 = (3 sinx− 10)2 − 16 cos2 x, x ∈ R.

Kako je cos2 x = 1− sin2 x, dobijamo

f(x) = (3 sinx− 10)2 − 16(1− sin2 x).

Neka je t = sinx, x ∈ R. Tada je t ∈ [−1, 1]. Stoga,

f(x) = (3t−10)2−16(1−t2) = (9t2−60t+100)−16+16t2 = 25t2−60t+84, t ∈ [−1, 1].

Dakle, minimizacija funkcije f svodi se na minimizaciju kvadratne
funkcije

g(t) = 25t2 − 60t+ 84, t ∈ [−1, 1].

Dopunom do kvadrata binoma dobijamo

g(t) = 25t2 − 60t+ 84 = (5t− 6)2 + 48,

te, da nema ograniqeǌa t ∈ [−1, 1], minimum bi bio 48 i postizao bi se za
t = 6

5 > 1, ali to nije mogu�e, jer je | sinx| ≤ 1, tj. t ∈ [−1, 1]. Stoga, kako je
grafik funkcije g parabola otvorena navixe i kako je x koordinata temena
iste ve�a od 1, to na segmentu [−1, 1] ona opada, te minimum se posti�e u
taqki t = 1. Zato je

min
t∈[−1,1]

g(t) = g(1) = 25− 60 + 84 = 49.



38

Dakle, min
x∈R

f(x) = 49 i isti se posti�e taqno kada je sinx = 1, tj. za

x = π
2 + 2kπ, k ∈ Z.

2. Dati sistem jednaqina je definisan za x > 0 i y > 0. Kako va�i xln y =
yln x = eln x ln y, to iz prve jednaqine dobijamo eln x ln y = 1. Logaritmovaǌem
obe strane posledǌe jednakosti dobija se lnx ln y = 0, odakle je x = 1 ili
y = 1.

Ukoliko je x = 1, tada iz druge jednaqine sistema imamo 1ln 1 + yln y =
e + 1, odakle je yln y = e. Logaritmovaǌem dobijamo (ln y)2 = 1, odnosno
ln y = ±1, odakle su rexeǌa y = e ili y = e−1. Sluqaj y = 1 daje analogna
rexeǌa (e, 1) i (e−1, 1).

Dakle, rexeǌa su: (1, e), (1, e−1), (e, 1), (e−1, 1).

3. Primetimo da ne mogu sva tri broja p, q i r biti neparna. Zaista, tada
bi p2 + q3 bio paran broj, a r4 neparan. Kako je 2 jedini paran prost broj,
barem jedan od p,q i r mora biti jednak 2. Diskutujemo tri sluqaja.

1. p = 2: Va�i (r2 − 2)(r2 + 2) = r4 − 4 = q3. Kako je q prost broj, sledi
{r2−2, r2+2} = {q, q2} ili {r2−2, r2+2} = {1, q3}. Odavde sledi q2−q = 4
ili q3 − 1 = 4. Za q = 2 ne va�i nijedno od navedenog. Za q ≥ 3 se
dokazuje q2 − q > 4 i q3 − 1 > 4. U ovom sluqaju nema rexeǌa.

2. q = 2: Va�i (r2 − p)(r2 + p) = r4 − p2 = 8. Odavde je r2 + p ≤ 8, xto
daje mogu�nosti p ∈ {2, 3, 5, 7} i r ∈ {2}. Direktnom proverom vidimo
da nijedna kombinacija ne daje rexeǌe.

3. r = 2: Imamo p2 + q3 = 16. Kako je p2 < 16 i q3 < 16, ostaju mogu�nosti
p ∈ {2, 3} i q ∈ {2}. Direktnom proverom vidimo da nijedna kombi-
nacija ne daje rexeǌe.

4. Neka su du�ine stranica polaznog trougla AB = c, BC = a i CA = b.
Koriste�i kosinusnu teoremu, koju primeǌujemo na △TAQ i na △PBS,
dobijamo:
(1) △TAQ : Imamo

TA = b, AQ = c, ∠TAQ = 180◦ − ∠CAB = 180◦ − α,

gde je α = ∠CAB, pa je

cos(∠TAQ) = cos(180◦ − α) = − cosα = −b

c
.
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A

B

C

P

Q

R

S

TU

PS = 58

QT = 59

Kosinusna teorema nam daje:

QT 2 = TA2 +AQ2 − 2 · TA ·AQ · cos(∠TAQ).

592 = b2 + c2 + 2 · b · c ·
(
b

c

)
.

3481 = 3b2 + c2. (1)

(2) △PBS : Imamo

PB = c, BS = a, ∠PBS = 180◦ − ∠ABC = 180◦ − β,

gde je β = ∠ABC, te je

cos(∠PBS) = cos(180◦ − β) = − cosβ = −a

c
.

Kosinusna teorema nam, tada, daje:

PS2 = PB2 +BS2 − 2 · PB ·BS · cos(∠PBS).

582 = c2 + a2 + 2 · c · a ·
(a
c

)
.

3364 = c2 + 3a2. (2)

Konaqno, sabiraǌem jednakosti (1) i (2) nalazimo da je 3(a2 + b2) + 2c2 =
3c2 + 2c2 = 5c2 = 6845, tj. c2 = 1369, tj. c = AB = 37.
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5. Odgovor: 2025 = 452. Pretpostavimo da su �etoni tako postavǉeni da
se nijedan ne mo�e ukloniti sa table. Posmatrajmo proizvoǉan �eton
sa table. S obzirom na to da se on ne mo�e ukloniti, zakǉuqujemo da u
ǌegovom redu postoji barem 45 �etona. Kako se nijedan od tih 45 �etona ne
mo�e ukloniti, to u koloni svakog od tih 45 �etona postoji bar 45 �etona.
Prema tome, na tabli je ne maǌe od 45 · 45 = 2025 �etona.

Sa druge strane, popuǌavaǌem bilo koje podtable veliqine 45 × 45
sa 2025 �etona (ostatak je prazan), lako vidimo da niti jedan od ǌih ne
mo�emo ukloniti.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Neka prava p seqe ose Ox i Oy u taqkama M(x, 0) i N(0, y), redom, pri
qemu je prema postavci x > 0 i y > 0. Povrxina takvog trougla je P =

xy

2
.

Iz odnosa x : y = (x − 2) : 1 dobijamo y = x
x−2 , a kako je y > 0, to mora

biti x > 2. Povrxina je sada P = P (x) = x2

2(x−2) , a kako je P ′(x) = x(x−4)
2(x−2)2

i P ′(x) < 0, za x ∈ (2, 4), odnosno P ′(x) > 0, za x > 4, to je taqka x = 4
minimum funkcije P . Povrxina trougla je tada P (4) = 4, a tra�ena prava,
koja prolazi kroz taqke A(2, 1) i M(4, 0), ima jednaqinu x+ 2y − 4 = 0.

Napomena. Minimum funkcije P (x) se mogao odrediti i primenom nejedna-
kosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine. Naime, jasno je da mora
da va�i x > 2 i y > 1. Primetimo da va�i

x2

2(x− 2)
=

1

2
· x

2 − 4 + 4

(x− 2)
=

1

2

(
x+ 2 +

4

x− 2

)
=

1

2

(
4 + (x− 2) +

4

x− 2

)
.

Za x > 2 je x − 2 > 0, te, na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i
geometrijske sredine, va�i

(x− 2) +
4

x− 2
⩾ 2

√
4 = 4.
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Odatle sledi
x2

2(x− 2)
⩾

1

2
(4 + 4) = 4,

pri qemu jednakost va�i za x − 2 = 4
x−2 , tj. x = 4 (rexeǌe jednaqine je i

x = 0 koje ne uzimamo u razmatraǌe zbog uslova x > 2).

2. Neka je z = x + iy ∈ C. Tada, iz z ∈ A = {z : z − z + i = 0} dobijamo da je
y = − 1

2 , tj. dobijamo da su u pitaǌu kompleksni brojevi oblika z = t− 1
2 i,

t ∈ R. Oni predstavǉaju pravu p : Im z = y = − 1
2 (paralelnu sa realnom

osom) u kompleksnoj ravni (videti sliku).

0 1 2−1

1

−1
p : Im z=− 1

2

Re

Im

0 1 2−1

1

−1

k : |z−1+ 1
2 i|= 1

2

Re

Im

Analogno, iz z ∈ B = {z : Im(
1

z − 1
) = 1} dobijamo da je 1

z−1 = 1
(x−1)+iy ·

(x−1)−iy
(x−1)−iy =

x− 1

(x− 1)2 + y2
+ i

−y

(x− 1)2 + y2
. Stoga, jednaqina Im 1

z − 1
= 1 se

svodi na
−y

(x− 1)2 + y2
= 1, tj. (x− 1)2 + y2 = −y, tj. (x− 1)2 + y2 + y + 1

4 = 1
4 ,

odnosno (x − 1)2 + (y + 1
2 )

2 =
(
1
2

)2
, xto znaqi da skup B = {z | Im 1

z − 1
=

1} u kompleksnoj ravni odre�uje kru�nicu k sa centrom u taqki 1 − 1
2 i i

polupreqnika 1
2 (videti sliku iznad).

0 1 2−1

1

−1

k : |z−1+ 1
2 i|= 1

2

p : Im z=− 1
2

Re

Im

z1 z2

Dakle, rexeǌe polaznog sistema jednaqina z − z + i = 0 i Im 1

z − 1
= 1 je

skup A ∩B, a to su kompleksni brojevi z1 = 1
2 − 1

2 i i z2 = 3
2 − 1

2 i.

3. (PRVO REXEǋE) Deǉeǌem obe strane jednaqine sa n dobijamo:

(n− 1)! + 1 = nn−1.
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Prvo, primetimo da n = 1 nije rexeǌe, a n = 2 jeste rexeǌe. Daǉe, za
n ⩾ 3 imamo

(n− 1)! = 1 · 2 · 3 · · · (n− 1) < (n− 1) · (n− 1) · (n− 1) · · · (n− 1) = (n− 1)n−1.

Sa druge strane va�i i

nn−1 − (n− 1)n−1 = nn−2 + nn−3(n− 1) + · · ·+ n(n− 1)n−3 + (n− 1)n−2.

Jasno je da je za n ⩾ 3 ovaj izraz ve�i od 1, pa drugih rexeǌa nema.
Napomenimo da smo ovde koristili poznati identitet:

ak − bk = (a− b)
(
ak−1 + ak−2b+ ak−3b2 + · · ·+ abk−2 + bk−1

)
, a, b ∈ R, k ≥ 2.

(DRUGO REXEǋE) Kao u prvom rexeǌu, jednaqina je ekvivalentna sa
(n− 1)!+ 1 = nn−1. Doka�imo principom matematiqke indukcije da za n ⩾ 3
va�i

(n− 1)! + 1 < nn−1.

Baza: za n = 3 tvr�eǌe je taqno jer je (3− 1)! + 1 < 32.
Induktivna hipoteza: Neka za neko n ⩾ 3 va�i

(n− 1)! + 1 < nn−1.

Induktivni korak: Koriste�i induktivnu hipotezu dobijamo je

n! + 1 = n(n− 1)! + 1 < n(nn−1 − 1) + 1 = nn − n+ 1.

Kako je n ⩾ 3, to je −n + 1 < 0, pa je nn − n + 1 < nn. Konaqno, kako je
nn < (n+ 1)n, to spajaǌem prethodnih nejednakosti dobijamo

n! + 1 < nn − n+ 1 < nn < (n+ 1)n.

Dakle, na osnovu principa matematiqke indukcije zakǉuqujemo da za n ⩾ 3
va�i

(n− 1)! + 1 < nn−1.

Proverom sluqajeva n = 1 i n = 2 ustanovǉavamo da je n = 2 jedino rexeǌe
zadatka.

4. Uvedimo standardne oznake za uglove trougla ABC: ∠BAC = α, ∠ABC =

β i ∠ACB = γ. Tada je ∠ADE = ∠DAC + ∠DCA =
α

2
+ γ, kao spoǉaxǌi

ugao trougla ADC. S druge strane, kako je E na simetrali du�i AD, to
je AE = DE, pa je ∠DAE = ∠ADE =

α

2
+ γ. Sada lako dobijamo ∠EAB =

∠DAE−∠BAD = γ. Konaqno, kako je ∠EAB = ∠ACB = γ, to je AE tangenta
opisanog kruga oko trougla ABC.
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5. Za svakog takmiqara, broj poena je 1
2a+b, gde je a broj nerexenih partija

koje je igraq odigrao, a b broj pobeda, odatle sledi da takmiqar ima ceo
broj poena ako i samo ako je broj nerexenih partija paran. Daǉe rexeǌe
zavisi od parnosti broja n, tj. broja igraqa.

1◦ n je neparan: Tada svaki igraq igra ukupno n − 1 partija, a broj n − 1
je paran. Zato je mogu�e da sve partije na turniru budu nerexene. U tom
sluqaju, svaki igraq ima paran broj remija, pa samim tim i ceo broj poena.
Kako nema vixe partija od n(n−1)

2 , xto je ukupan broj partija na turniru,
ovaj broj, tj. n(n−1)

2 , predstavǉa najve�i mogu�i broj nerexenih partija u
ovom sluqaju.

2◦ n je paran: Analogno, svaki igraq igra taqno n − 1 partija, xto je
neparan broj. Stoga, igraq ne mo�e imati sve partije nerexene, jer bi
tada imao neparan broj remija. Sa druge strane, najve�i paran broj koji
je maǌi od n−1 jeste n−2, te svaki igraq mo�e imati najvixe n−2 nerexene
partije.

Ovo se mo�e ostvariti tako xto, na primer, igraqe uparimo:

(1, 2), (3, 4), . . . , (n− 1, n),

i neka u svakom od ovih parova partija bude odluqena (nije nerexeno), dok
su sve ostale partije nerexene. Tada svaki igraq ima taqno jednu odluqenu
partiju (pobeda ili poraz) i n − 2 nerexene partije, xto je paran broj,
te svi igraqi imaju ceo broj poena. Dakle, u ovom sluqaju dobijamo da je
n(n−2)

2 najve�i mogu�i broj nerexenih partija.
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REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

1. Oqigledno va�i

(a2 − b2)(ab− 1) = 0 ⇐⇒ (a− b)(a+ b)(ab− 1) = 0,

odakle zakǉuqujemo da je

a ρ b ⇐⇒ a = b ili a = −b ili ab = 1.

Stoga, relaciju ρ mo�emo predstaviti tablicom (0 oznaqava da elementi
nisu u relaciji, dok 1 oznaqava da su elementi u relaciji):

ϱ 0 1 −1 2 1
2 −2 − 1

2 3 1
3

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 1 0 0 0 0 0 0

−1 0 1 1 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 1 1 1 0 0 0
1
2 0 0 0 1 1 0 1 0 0

−2 0 0 0 1 0 1 1 0 0

− 1
2 0 0 0 0 1 1 1 0 0

3 0 0 0 0 0 0 0 1 1
1
3 0 0 0 0 0 0 0 1 1

(a) Ispitajmo osobine relacije ρ.

Refleksivnost: Jasno je da za svako a ∈ A va�i a = a, te je

(a2 − a2)(a2 − 1) = 0,

odnosno aρa, tj. relacija ρ je refleksivna.

Simetriqnost: Ako je a ρ b, tada va�i barem jedna od slede�ih implikaci-
ja:

a = b ⇒ b = a,

a = −b ⇒ b = −a,

ab = 1 ⇒ ba = 1.

U sva tri sluqaja jednostavno zakǉuqujemo da proizilazi b ρ a, tj. relacija
ρ je simetriqna.
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Antisimetriqnost: Posmatrajmo elemente a = 1 i b = −1 skupa A. Tada
je

1 ρ− 1 i − 1 ρ 1,

tj. a ρ b i b ρ a, jer je 1 = −(−1). Me�utim, a = 1 ̸= −1 = b. Dakle, relacija
ρ nije antisimetriqna.

Tranzitivnost. Posmatrajmo, sada, elemente a = 2, b = 1
2 i c = − 1

2 skupa
A. Va�i:

2 ρ
1

2
(jer je 2 · 1

2
= 1),

1

2
ρ − 1

2
(jer je

1

2
= −(−1

2
)).

Me�utim,

2 ̸ ρ− 1

2
,

jer nije ispuǌena niti jedna od jednakosti:

2 = −1

2
, 2 = −(−1

2
), 2 ·

(
−1

2

)
= 1.

Dakle, relacija ρ nije tranzitivna.

(b) S obzirom da relacija ρ nije tranzitivna, ona nije relacija ekviva-
lencije. Sa druge strane, ako definixemo podskup ρ1 skupa A×A sa

ρ1 =

{(
2,−1

2

)
,

(
1

2
,−2

)
,

(
−2,

1

2

)
,

(
−1

2
, 2

)}
,

tada relacija
ρ̃ = ρ ∪ ρ1

postaje tranzitivna (proveriti - refleksivnost i simetriqnost ostaju na
snazi), odakle zakǉuqujemo da je relacija ρ̃ relacija ekvivalencije.

2. Zadatak �emo rexiti uz pomo� vektora i osnovne karakterizacije te-
�ixta trougla. Za taqku Y , koja predstavǉa te�ixte trougla ∆MNP ,
va�i

6
−→
AY = 2

−−→
AM + 2

−−→
AN + 2

−→
AP = (

−→
AA+

−−→
AB′) + (

−−→
AB +

−−→
AC ′) + (

−→
AC +

−−→
AA′).

Sa druge strane imamo:

6
−−→
AX = 2

−−→
AX + 2

−−→
AX + 2

−−→
AX = (

−→
AA+

−−→
AA′) + (

−−→
AB +

−−→
AB′) + (

−→
AC +

−−→
AC ′),

te je
−−→
AX =

−→
AY , pa se taqke X i Y poklapaju, tj. X = Y . Samim tim je

taqka X te�ixte trougla ∆MNP .
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3. Ana ima pobedniqku strategiju. Nakon svakog poteza, ona �e ostavǉati
Bojanu broj koji je deǉiv sa 10. Na poqetku, Ana brixe 2025 sa table i
zapisuje broj 2025− 5 = 2020. Time Ana ostavǉa Bojanu broj koji je deǉiv
sa 10, pa kako Bojan ne mo�e da oduzme 0 od ǌega, on �e Ani ostaviti na
tabli broj koji sigurno nije deǉiv sa 10. Stoga, Ana ponavǉa postupak
oduzimaǌa zadǌe cifre broja ma kako Bojan igrao.

Nakon konaqnog broja koraka, na tabli �e biti zapisan broj 10 i
tada �e Bojan biti na potezu. Bojan zapisuje broj 9 na tabli i tada Ana
zapisuje broj 9− 9 = 0, qime pobe�uje u igri.

4. Perica jeste uspeo da na tabli zapixe svaki prirodan broj. Zaista, neka
je n proizvoǉan prirodan broj i neka je ǌegov dekadni zapis akak−1 . . . a1.

Oznaqimo sa s =

k∑
i=1

ai zbir cifara broja n. Oqigledno je 10k > s. Tada,

broj
111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
10k − s

akak−1 . . . a1

ima zbir cifara 10k i k-tocifreni zavrxetak jednak n, pa �e Perica na
tabli zapisati upravo broj n.

5. Primetimo da je leva strana ne maǌa od 3, pa je b > 0. Pretpostavimo
prvo da je i a > 0. Posmatrajmo obe strane date jednakosti po modulu 3.
Tada je

1 + 3a + 2025b ≡ 1 + 0 + 0 ≡ 1 (mod 3), kao i 2027b ≡ (−1)b (mod 3).

Odavde je b paran broj iz N. Sliqno, posmatraǌem obe strane date jed-
nakosti po modulu 8 dobijamo

1 + 3a + 2025b ≡ 1 + 3a + 1 ≡ 2 + 3a (mod 8), kao i 2027b ≡ 3b (mod 8).

Kako je 32 = 9 ≡ 1 (mod 8), to je 3b ≡ 1 (mod 8), za svaki paran prirodan
broj b. Me�utim, leva strana je po istom modulu kongruentna sa 2+3a, xto
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je kongruentno sa 3 ili 5 po modulu 8. Dakle, u ovom sluqaju nema rexeǌa.
Sledi, a = 0, pa bi za b > 1 va�ilo

2 = 2027b − 2025b

= (2027− 2025)(2027b−1 + 2027b−2 · 2025 + . . .+ 2027 · 2025b−2 + 2025b−1) > 2.

Konaqno, proverom nalazimo da je jedino rexeǌe zadatka (a, b) = (0, 1).

Drugi razred – A kategorija

1. Neka je L izraz koji se nalazi sa leve strane nejednakosti u postavci
zadatka. Tada, po AG nejednakosti primeǌenoj na tri sabirka u izrazu L,
imamo da va�i

L ⩾ 3 3

√
2x2+yz+y2+zx+z2+xy

(zx+ xy)(xy + yz)(yz + zx)
.

S obzirom da va�i (x−y)2+(y−z)2+(z−x)2 ⩾ 0, dobijamo da je x2+y2+z2 ⩾
xy + yz + zx, odakle je

L ⩾ 3 3

√
22(xy+yz+zx)

(zx+ xy)(xy + yz)(yz + zx)
= 3 3

√
26

(zx+ xy)(xy + yz)(yz + zx)
.

Primeǌuju�i, ponovo, AG nejednakost na qinioce u imeniocu, te koriste�i
uslov zadatka, dobijamo

3
√
(zx+ xy)(xy + yz)(yz + zx) ⩽

(zx+ xy) + (xy + yz) + (yz + zx)

3
=

6

3
= 2,

odakle nalazimo da je L ⩾ 3 · 2
2

2
= 6, qime je dokaz zavrxen. Napomenimo da

jednakost va�i ako i samo ako je x = y = z = 1.

2. Neka je taqka H presek pravih AD i BC. Kako je qetvorougao ABCD
tetivan, znamo da je ∠CDH = β i ∠DCH = α, odakle zakǉuqujemo da je
∆HAB sliqan sa ∆HCD. Kako su E i F sredixta odgovaraju�ih stra-
nica u sliqnim trouglima, imamo da je ∆HEB sliqan sa ∆HFD, odakle
nalazimo da je ∠DHF = ∠BHE (∗), kao i HF

HE = DF
BE = CD

AB = FG
GE , pa na osno-

vu obrnute teoreme o simetrali ugla imamo da je HG simetrala ∠FHE.
Dakle, ∠FHG = ∠EHG, a zbog (∗), dobijamo ∠AHG = ∠CHG, odnosno da je
HG simetrala ∠AHC. Posmatrajmo, sada, opisani krug ∆HAC. Neka isti
simetrala ∠AHC seqe u taqki G′. Tada znamo da je taqka G′ sredixte
maǌeg luka AC, Odnosno AG′ = CG′, a kako imamo i AG = CG, te da
su taqke G,G′ sa iste strane prave AC, zakǉuqujemo G = G′. Stoga je
∠AGC = 180◦ − ∠AHC = α+ β.
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Napomena. Ukoliko je AD ∥ BC, tada je qetvorougao ABCD trapeze, oda-
kle trivijalno dobijamo tvr�eǌe.

3. Oqigledno je k > 0. Doka�imo da k = 1 zadovoiǉava uslove zadatka, tj.
da izbacivaǌem najvixe jednog qlana dobijamo niz sa tra�enim svojstvom.
Dokaz izvodimo indukcijom po n, pri qemu sluqajevi n = 1 i n = 2 triv-
ijalno va�e. Pretpostavimo da imamo niz du�ine n > 2. Ako je a1 = 0
ili an = 0, primenom induktivne hipoteze na niz a2, . . . , an, odnosno na niz
a1, . . . , an−1, zavrxavamo induktivni korak. Daǉe, ako postoji i < n sa svo-
jstvom da je ai = ai+1, mo�emo primeniti induktivnu hipotezu na niz bez
qlanova ai, ai+1, pa onda vratiti ova dva qlana. Primetimo da time nismo
poremetili tra�enu sumu, odakle zakǉuqujemo da tvr�eǌe va�i. Ostao je
sluqaj (a1, a2, a3, . . . , an−2, an−1, an) = (1, 0, 1, . . . , 1, 0, 1). Oqigledno je da ta-
da n mora biti neparno, te je dovoǉno izbaciti qlan an+1

2
, qime je dokaz

zavrxen.

4. Neka je Sk = {fk(1), fk(2), . . . , fk(2025)}, za k ∈ N0, pri qemu je S0 =
{1, 2, . . . , 2025} = A. Za svaki element x ∈ A = S0 funkcija f odre�uje ǌegov
sledbenik f(x). Broj x je prethodnik broja y ako va�i f(x) = y. Oqigledno
je da jedan broj mo�e imati vixe prethodnika, ali (poxto je f funkcija -
jednoznaqna je) svaki broj ima taqno jednog sledbenika.

Jasno je da skup Sk+1 dobijamo iz skupa Sk tako xto svaki element
x ∈ Sk zamenimo ǌegovim sledbenikom f(x). Drugim reqima,

Sk+1 = f(Sk) = {f(x) : x ∈ Sk}.

Primetimo da element y ∈ Sk se ne pojav	uje u skupu Sk+1 ako i samo ako
nema prethodnika u skupu Sk, tj. ako ne postoji x ∈ Sk takav da je f(x) =
y. Takve elemente �emo zvati listovima (preciznije, listovima u skupu
Sk). Ako nema listova, skup postaje stalan, tj. funkcijom f ide u sebe.
Pretpostavimo da u nekom koraku, pri prelazu Sk → Sk+1 funkcijom f ,
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nijedan element iz Sk nije list. To znaqi da svaki y ∈ Sk ima bar jednog
prethodnika u Sk, tj. postoje x ∈ Sk sa f(x) = y. Dakle, preslikavaǌe
f : Sk → Sk je surjektivno. Kako je Sk konaqan skup, iz surjektivnosti
sledi i ǌegova iǌektivnost, pa je f : Sk → Sk, zapravo, bijekcija u tom
sluqaju. Otuda,

Sk+1 = f(Sk) = Sk.

Daǉe, trivijalnom indukcijom dobijamo da je

Sk = Sk+1 = Sk+2 = Sk+3 = · · · ,

dakle, od tog trenutka nadaǉe skup se vixe ne meǌa delovaǌem funkcije
f (dosti�e se takozvani fiksni skup). Me�utim, fiksni skup mora nasta-
ti najkasnije do 2024. koraka. Ako u nekom koraku postoji barem jedan
list, tada taj list nestaje u slede�em skupu, pa se broj elemenata strogo
smaǌuje:

|Sk+1| < |Sk|.
Poxto je |S0| = 2025, takvo strogo smaǌivaǌe mo�e da se dogodi najvixe
2024 puta, jer skupovi Sk nikada nisu prazni (na primer, uvek sadr�e ele-
ment fk(1)). Zato, najkasnije do koraka k = 2024, mora nastupiti situacija
bez listova, tj. mora se dosti�i fiksni skup.

Kada se fiksni skup jednom dostigne, on ostaje isti u svim narednim
koracima, pa posebno va�i

S2024 = S2025.

xto znaqi da je

{f2024(1), f2024(2), . . . , f2024(2025)} = {f2025(1), f2025(2), . . . , f2025(2025)},

xto je i trebalo dokazati.

5. Pretpostavimo da postoji takav prirodan broj x, tj. da je x = m2, za
neko m ∈ N. Tada je

11111111111 · 109 ⩽ x < 11111111111 · 109 + 109,

xto je ekvivalentno sa

99999999999 · 109 ⩽ 9x < 99999999999 · 109 + 9 · 109

⇔ (1011 − 1) · 109 ⩽ 9x < (1011 − 1) · 109 + 9 · 109.
S druge strane, primetimo da je

(1010 − 1)2 = 1020 − 2 · 1010 + 1 < (1011 − 1) · 109 ⩽ 9x,

kao i
(1010 + 1)2 = 1020 + 2 · 1010 + 1 > 1020 + 8 · 109 > 9x,



50

te je
(1010 − 1)2 < 9x = (3m)2 < (1010 + 1)2,

odakle sledi da je 3m = 1010. No, ova jednaqina, tj. jednaqina 3m = 1010,
nema rexeǌa po m u skupu N, jer broj 1010 nije deǉiv sa 3. Dakle, takav
broj x ne postoji.

Tre�i razred – A kategorija

1. Dakle, treba na�i sve funkcije f : R → R za koje je f(x(x+y)) = x2+yf(x),
x, y ∈ R. Uvrxtaǌem (x, y) = (0, 0) u posledǌu jednakost dobijamo f(0) = 0.
Uvrxtaǌem, zatim, (x, y) = (x,−x), za x ∈ R \ {0}, imamo f(0) = x2 − xf(x),
odnosno xf(x) = x2 ⇐⇒ f(x) = x, x ∈ R \ {0}. Dakle, f(x) = x, x ∈ R, i lako
se proverava da ta funkcija zadovoǉava uslove zadatk

2.Prave AG i BG su simetrale uglova DAE i CBE, redom, pa je po teoremi
o simetrali ugla AE

AF = BE
BF = EG

GF . Znamo da su trouglovi BDF i CAF

sliqni, te je AF
BF = AC

BD .

Kombinovaǌem prethodne dve jednakosti dobijamo AE
BE = AC

BD = AE+EC
BE+ED ,

odakle je AE
BE = EC

ED . Sa druge strane, iz sliqnosti trouglova AED i BEC

nalazimo da je AE
BE = ED

EC . Stoga, zakǉuqujemo da je ED = EC, odakle
dobijamo da je AE = BE i AB ∥ CD, qime je dokaz zavrxen.

3. Va�i da je a2n+1 − 90anan+1 + a2n − 1 = 0 i a2n+2 − 90an+1an+2 + a2n+1 − 1 = 0.
Oduzimaǌem prve od druge jednaqine dobijamo da je a2n+2−a2n−90an+1an+2+
90anan+1 = 0, odnosno (an+2 − an)(an+2 + an − 90an+1) = 0. Kako je niz (an)
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strogo rastu�i (jer je an > 0, n ∈ N, odakle se dobija da je an+1 − an > 0),
mora va�iti i an+2 = 90an+1 − an, te kako je a0 = 0, a1 = 1, principom
matematiqke indukcije, trivijalno dobijamo da je svaki qlan niza (an) ceo
broj. Iz dobijene relacije sledi da 90 deli an+2 − an, a kako je je a0 = 0,
indukcijom dobijamo da 90 deli a2n za sve prirodne brojeve n.

4. Odgovor je p−1
2 . Primetimo da dva susedna broja ne mogu dati isti

ostatak pri deǉeǌu sa p, jer bi onda ai ≡ ai+2 (mod p), za neko i, xto je
nemogu�e. Zato nije mogu�e da tra�eni maksimum bude ve�i od p−1

2 .
Doka�imo sada da je mogu�e posti�i p−1

2 . U tom ciǉu, izaberimo
x tako da ne postoji niti jedan prirodan broj a za koji je a2 ≡ x (mod p).
Svakako, ovakvo x je mogu�e izabrati, jer je, na primer, 12 ≡ (−1)2 (mod p).
Podelimo brojeve ai u parove tako da proizvod brojeva u paru daje ostatak
x pri deǉeǌu sa p. Konkretno, u paru sa brojem a je broj a−1x (mod p).
Na osnovu izbora broja x znamo da nijedan broj ne�e biti uparen sam sa
sobom, te smo formirali p−1

2 disjunktnih parova i ǌih mo�emo staviti
na prve dve pozicije permutacije, zatim na tre�u i qetvrtu i tako daǉe,
redom. Ovim je dokaz zavrxen.

5. Odgovor je svako n ∈ N, pri qemu n nije potpun stepen nekog prostog
broja.

Posmatrajmo graf Gn = (Vn, En), gde je Vn = {1, 2, . . . , n} skup qvorova,
dok je skup grana En odre�en na osnovu zahteva: [i, j] ∈ En ako i samo ako
(i + j, n) > 1. Postavka zadatka je ekvivalentna odre�ivaǌu svih n ∈ N za
koje je Gn povezan graf. Rexeǌe �emo kompletirati uz pomo� slede�e tri
leme.

Lema 1: Ako je n = p prost broj, tada Gn nije povezan graf.
Dokaz: Primetimo da va�i (1, p) = (2, p) = . . . = (p− 1, p) = 1, pa qvor p nije
povezan ni sa jednim drugim qvorom grafa. □

Lema 2: Ako je n = pk, gde je p prost broj, a k ≥ 2 prirodan broj, tada graf
Gn nije povezan.
Dokaz: Posmatrajmo qvorove p, 2p, 3p, . . . , p2, (p + 1)p, . . . , pk (odnosno sve
qvorove qija oznaka je deǉiva sa p). Oni su svi me�usobno povezani.
Proizvoǉno izaberimo neki od ostalih qvorova i neka je to qvor i. Qvor i
ne mo�e biti povezan niti sa jednim qvorom oblika mp, jer bi tada va�ilo
(i+mp, pk) > 1, tj. p|i+mp, tj. p|i, xto je nemogu�e. □

Dakle, dokazali smo da za vrednosti n koje su stepeni prostog broja,
graf Gn nije povezan. Preostaje nam da doka�emo da za sve ostale vred-
nosti n, graf Gn jeste povezan.

Lema 3: Neka je n prirodan broj koji ima barem dva razliqita prosta
delioca p i q. Tada je graf Gn povezan.
Dokaz: Neka je n = pqs za s ∈ N. Posmatrajmo qvorove q, 2q, . . . , pq - oni su
svi me�usobno povezani. Proizvoǉno izaberimo neki od ostalih qvorova
i neka je to qvor i. Dokaza�emo da je qvor i povezan sa barem jednim
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qvorom iz skupa q, 2q, . . . , pq. Primetimo da skup q, 2q, . . . , pq qini potpun
sistem ostataka po modulu p. Samim tim, postoji neko k ∈ {1, . . . , p} tako
da je kq ≡ −i (mod p), odnosno p|(kq + i), tj. kq + i = mp. Zbog toga je
(kq + i, n) = (mp, pqs) = p · (m, qs) > 1. Sada je lako pokazati da za svaka dva
qvora i, j postoji [i, j] put u Gn. Razlikujemo tri sluqaja:

1. qvorovi i i j su oblika kq, 1 ≤ k ≤ p: tada su i i j povezani granom.

2. taqno jedan od qvorova i i j je oblika kq, 1 ≤ k ≤ p: Neka je i = kq, za
1 ≤ k ≤ p, na primer. Po prethodno dokazanom, postoji m tako da je
[j,mq] ∈ En, 1 ≤ m ≤ p. Razlikova�emo, stoga, dva podsluqaja:

(a) m = k: tada su qvorovi i i j povezani granom.

(b) m ̸= k: Tada imamo put, koji spaja qvorove i i j, nastao nadovezi-
vaǌem grana [kq,mq] i [mq, j], jer je i = kq.

3. Nijedan od qvorova i i j nije oblika kq, 1 ≤ k ≤ p: Tada postoje k,m,
pri qemu je 1 ≤ k,m ≤ p, takvi da [i, kq], [j,mq] ∈ En. Analogno, ako je:

(a) m = k, tada imamo put, koji spaja qvorove i i j, nasttao nadovezi-
vaǌem grana [i, kq] i [mq, j], jer je kq = mq.

(b) m ̸= k, tada imamo put, koji spaja qvorove i i j, nadovezivaǌem
grana [i, kq], [kq,mq] i [mq, j].

Qetvrti razred – A kategorija

1. Koristi�emo standardnu oznaku vp(t), za p-adiqku valuaciju (najve�i
stepen prostog broja p koji deli t ∈ N). Pokaza�emo sada jednu korisnu
lemu na koju �emo se pozivati u rexeǌu.

Lema: Ako su c, d ∈ N, c, d ≥ 2, i p, q ∈ N takvi da va�i cp = dq, tada postoji
k ∈ N, k ≥ 2, i postoje uzajamno prosti prirodni brojevi a i b takvi da je
c = ka i d = kb.
Dokaz: Za svaki prost broj r va�i

vr(c
p) = pvr(c), vr(d

q) = qvr(d),

odakle, iz cp = dq, sledi pvr(c) = qvr(d), za svako takvo r. Neka je g = (p, q).
Tada je p = gb i q = ga, za neke prirodne brojeve a i b, (a, b) = 1. Sledi
b vr(c) = a vr(d), za svaki prost broj r, te kako je (a, b) = 1, dobijamo da
a | vr(c), odakle zakǉuqujemo da postoji ceo broj ur, ur ≥ 0, takav da je
vr(c) = a ur. Stoga, vr(d) = b ur. Definiximo

k =
∏
r

rur ,
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gde proizvod uzima po svim prostim brojevima (samo konaqno mnogo brojeva
ur je razliqito od nula). Tada je

c =
∏
r

rvr(c) =
∏
r

raur = ka, d =
∏
r

rvr(d) =
∏
r

rbur = kb.

□

U nastavku, za svaki prirodan broj k ≥ 2, neka je

k =
s∏

i=1

pαi
i (αi ∈ N),

faktorizacija tog broja preko ǌegovih prostih faktora, odakle sledi da
je za svako t ∈ N ispuǌeno

τ(kt) =

s∏
i=1

(αit+ 1).

Pre�imo sada na izvorni problem.

(a) Pretpostavimo da va�i

mτ(m) = nτ(n).

Ako je m = 1, tada je leva strana jednakosti jednaka 1, pa mora biti i n = 1.
Dakle, u ovom sluqaju nema razliqitih rexeǌa. Analogno postupamo za
n = 1. Stoga, neka su zato m,n ≥ 2. Primeǌuju�i Lemu na jednakost
mτ(m) = nτ(n), dobijamo da postoje k ≥ 2 i uzajamno prosti prirodni brojevi
a i b takvi da je

m = ka, n = kb.

Ubacivaǌem u polaznu jednakost dobijamo

(ka)τ(k
a) = (kb)τ(k

b) =⇒ a τ(ka) = b τ(kb).

Kako je τ(kt) =
∏s

i=1(αit+ 1), od interesa �e biti da uvedemo funkciju:

F (t) = t τ(kt) = t

s∏
i=1

(αit+ 1), t ∈ N.

Jasno je da ako je t1 < t2, t1, t2 ∈ N, da je tada αit1 + 1 < αit2 + 1, za svako
1 ≤ i ≤ n, pa je

F (t1) = t1

s∏
i=1

(αit1 + 1) < t2

s∏
i=1

(αit2 + 1) = F (t2).

Dakle, funkcija F je strogo rastu�a na N, te kako je a τ(ka) = b τ(kb), to je
F (a) = F (b), odakle sledi a = b, odnosno m = n. Dakle, razliqiti m i n u
ovom delu ne postoje.
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(b) Pretpostavimo, sada, da va�i

mτ(n) = nτ(m).

Kao i u prvom delu zadatka, ako je m = 1, tada je leva strana jednakosti
jednaka 1, pa mora biti n = 1. Isto va�i u simetriqnom sluqaju, tj. za
n = 1. Dakle, neka su, ponovo, m,n ≥ 2.

Primeni�emo dokazanu Lemu na jednakost mτ(n) = nτ(m). U ovom
sluqaju dobijamo da postoje k ≥ 2 i uzajamno prosti prirodni brojevi
a i b takvi da je

m = ka, n = kb.

Tada, polazna jednakost postaje:

(ka)τ(k
b) = (kb)τ(k

a) =⇒ a τ(kb) = b τ(ka).

Kako je (a, b) = 1, zakǉuqujemo da a | τ(ka). Poka�imo da je to mogu�e samo
za a = 1.

Zaista, neka je r prost delilac broja a (ako je a ≥ 2, takav prost broj
r postoji) i k =

∏s
i=1 p

αi
i , αi ∈ N, za neko s ∈ N. Za svaki i imamo da je

αia+ 1 ≡ 1 (mod r),

jer iz r | a sledi da je αia ≡ 0 (mod r). Dakle, r ne deli nijedan faktor
oblika αia+ 1, pa ne deli ni ǌihov proizvod, tj. va�i

r ∤
s∏

i=1

(αia+ 1) = τ(ka).

Me�utim, r | a, pa iz uslova a | τ(ka) sledi da r | τ(ka), xto je kontradikcija.
Prema tome, mora biti a = 1.

Sliqno, va�i da je i b = 1, odakle je

m = ka = k, n = kb = k,

pa je i u ovom sluqaju m = n, tj. takvi razliqiti brojevi ne postoje..

2. (a) Za dati polinom Q, sa realnim koeficijentima, uvedimo operator
konaqne razlike

∆Q(x) := Q(x+ 1)−Q(x).

Doka�imo da je operator ∆ surjektivan na prostoru realnih polinoma,
tj. da za svaki polinom P postoji polinom Q takav da je ∆Q(x) = P (x),
x ∈ R. U ovom delu zadatka tver�eǌe �emo pokazati primenom principa
matematiqke indukcije, po stepenu polinoma P .
Baza indukcije: Neka je degP = 0, tj. neka je P (x) = c, x ∈ R. Uzmimo da je
Q(x) = cx, x ∈ R. Tada je

∆Q(x) = Q(x+ 1)−Q(x) = c(x+ 1)− cx = c = P (x).
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Induktivni korak: Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sve polinome stepena
najvixe n (induktivna hipoteza). Neka je sada P polinom stepena n+1, tj.
neka je

P (x) = an+1x
n+1 + anx

n + · · ·+ a1x+ a0, an+1 ̸= 0, x ∈ R.

Razmotrimo polinom

R(x) :=
an+1

n+ 2
xn+2, x ∈ R.

Tada, koriste�i binomnu formulu, dobijamo

∆R(x) = R(x+ 1)−R(x) =
an+1

n+ 2

(
(x+ 1)n+2 − xn+2

)
= an+1x

n+1 + S(x), x ∈ R,

gde je S(x) neki polinom stepena najvixe n. Sada, definiximo

P1(x) := P (x)−
(
R(x+ 1)−R(x)

)
, x ∈ R.

S obzirom da su vode�i qlanovi polinoma P i ∆R jednaki, sledi da je
degP1 ≤ n. Na osnovu induktivne hipoteze postoji polinom Q1 takav da je

P1(x) = Q1(x+ 1)−Q1(x) = ∆Q1(x), x ∈ R.

Konaqno, stavimo da je

Q(x) := R(x) +Q1(x), x ∈ R.

Tada va�i

∆Q(x) = ∆R(x) + ∆Q1(x) =
(
R(x+ 1)−R(x)

)
+ P1(x) = P (x), x ∈ R.

Time je indukcija zavrxena, te je tvr�eǌe u delu (a) pokazano.

(b) Neka su Q1 i Q2 dva polinoma koja odgovaraju istom polinomu P , tj.
neka je

∆Q1(x) = Q1(x+ 1)−Q1(x) = P (x) = Q2(x+ 1)−Q2(x) = ∆Q2(x), x ∈ R.

Oduzimaǌem dobijamo(
Q2(x+ 1)−Q1(x+ 1)

)
−

(
Q2(x)−Q1(x)

)
= 0,

odnosno, za polinom
H(x) := Q2(x)−Q1(x)

va�i H(x + 1) = H(x), za sve x ∈ R. Pretpostavimo da je degH = m ∈ N0.
Ako je m = 0, dokaz je zavrxen. Stoga, neka je m ∈ N. Tada su realni
brojevi

H(0), H(1), . . . ,H(m)
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svi me�usobno jednaki, jer iz jednakosti H(x + 1) = H(x) sledi H(0) =
H(1) = · · · = H(m). Posmatrajmo polinom

G(x) := H(x)−H(0), x ∈ R.

On je stepena m ≥ 1, a iz prethodnog razmatraǌa vidimo da ima nule u
taqkama 0, 1, . . . ,m, tj. ima barem m + 1 razliqitih nula. To je mogu�e
jedino ako je polinom G nula-polonom, tj. G(x) = 0, x ∈ R. Dakle, va�i
H(x) = H(0), x ∈ R, tj. polinom H = Q2 −Q1 je konstantan polinom, xto se
i tvrdilo.

3. Neka je E dodirna taqka upisane kru�nice i stranice AC polaznog
trougla i neka je G drugi presek visine i kru�nice sa centrom u taqki A,
polupreqnika AD. Kako je FG preqnik te kru�nice, to je ∠GDF = ∠GEF =
90◦.

Neka je H presek pravih GD i EF , a J presek pravih GE i DF .
Znamo da je F ortocentar trougla HJG. Zato je GF ⊥ HJ , te je HJ ∥ BC.
Kru�nica ADEI je Ojlerova kru�nica trougla HJG i du� AI je preqnik
iste, odakle je I sredixte du�i HJ . S obzirom da je ∠HDJ = ∠HEJ = 90◦,
dobijamo da je IH = IJ = ID = IE, pa se taqke J i H nalaze na upisanoj
kru�nici, qime je dokaz zavrxen.

Napomena. Zadatak se mo�e rexavati uz pomo� raqunaǌa uglova. Ako
uvedemo taqku S, koja je presek paralele sa BC kroz I i upisane kru-
�nice trougla, tako da je qetvorougao BISC konveksan, tada posmatraǌem
jednakokrakih trouglova DIS i DAF dobijamo kolinearnost taqaka D,F, S.

4.Obele�imo preseqne taqke datih grafika sa B i D, a sa S sredixte du�i
BD. Rexavaǌem jednaqine f(x) = g(x), qija su rexeǌa x = ±1, dobijamo x-
koordinate taqaka B i D. Kako je f(1) = a + b + c i f(−1) = a − b + c, ove
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taqke, nekim redom, imaju koordinate (1, a+ b+ c) i (−1, a− b+ c). Otuda je
S(0, a+ c).

Neka je y = kx + n1 jednaqina prave BD. Na jednom od grafika ski-
ciranih funkcija odaberimo proizvoǉnu taqku B′ ̸= B i konstruiximo
pravu kroz B′ koja je paralelna pravoj BD. Neka ta prava seqe odabrani
grafik jox u taqki D′ i neka je S′ sredixte du�i B′D′. Kako su prave BD
i B′D′ paralelne, to je jednaqina prave B′D′ oblika y = kx + n2. Blago-
dare�i Vijetovim formulama imamo da zbir rexeǌa kvadratne jednaqine
f(x) − kx − n = 0 ne zavisi od n. Otuda je zbir x-koordinata taqaka B i
D jednak zbiru x-koordinata taqaka B′ i D′, te taqke S i S′ (kao sredix-
ta navedenih du�i) imaju jednake x-koordinate. Kako je S(0, a + c), prava
SS′ predstavǉa y osu. Konstruiximo jox i x osu. Ako su A i C preseqne
taqke skiciranih grafika sa y osom (koja je ve� konstruisana), tada su
ǌihove y-koordinate jednake, nekim redom, a i c. Imaju�i na umu da je y-
koordinata taqke S jednaka a + c, zakǉuqujemo da se sredixta du�i AC i
SO poklapaju, gde je O koordinatni poqetak. Sada iz sredixta du�i AC
konstruixemo kru�nicu koja sadr�i taqku S. Drugi presek te kru�nice
i y ose je koordinatni poqetak O. Konstrukcijom normale na y osu, kroz
taqku O, dobijamo i x osu.

5. Neka je ai broj novqi�a uzet u i-tom potezu. Posmatrajmo zbir Ai = ai +
ai+1. Poka�imo da igraq koji igra u slede�em potezu, tj. potezu i+1, mo�e
da namesti da je Ai = i+1 ili Ai = i+2. Oqigledno je da i+1−ai ∈ {1, 2, ..., i},
kao i i + 2 − ai ∈ {2, 3, ..., i + 1}. Neka sada Marko igra ovom strategijom.
Dakle, znamo da mo�e da namesti A2i−1 = 2i ili A2i−1 = 2i+ 1, te imamo da

je
n∑

i=1

2i ≤
2n∑
i=1

ai ≤
n∑

i=1

2i+1, odnosno n(n+1) ≤
2n∑
i=1

ai ≤ (n+1)2 − 1. Dakle, za
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(n+1)2−n−1 ≤ N ≤ (n+1)2−1 pobe�uje Marko. Inaqe, ako Nikola igra ovom
strategijom, nakon svog prvog poteza (u kom mora da uzme jedan novqi�),

imamo 1+

n∑
i=1

2i+1 ≤
2n+1∑
i=1

ai ≤ 1+

n∑
i=1

2i+2, tj. (n+1)2 ≤
2n+1∑
i=1

ai ≤ 1+(n+1)(n+2).

Dakle, za (n+ 1)2 ≤ N ≤ (n+ 2)2 − (n+ 2)− 1 pobe�uje Nikola.

Prvi razred – B kategorija

1. (a) Da bi f bila bijekcija, mora biti injektivna i surjektivna, tj. 1−1 i
,,NA”. Na intervalu (−∞,−1] funkcija f ima oblik f(x) = |x+1| = −x−1, te
uzima sve vrednosti iz [0,+∞). Sliqno, na intervalu (−1,+∞) funkcija f
je zadata sa f(x) = −2x+a, te �e uzeti sve vrednosti iz intervala (−∞, a+
2). Da bi funkcija f bila surjektivna, mora va�iti [0,∞)∪(−∞, a+2) = R,
xto je mogu�e samo ako je a + 2 ≥ 0, odnosno a ≥ −2. U tom sluqaju, tj. za
a ≥ −2, funkcija �e biti injektivna jedino za a = −2, jer imamo dve strogo
monotono opadaju�e linearne funkcije (prva je definisana za x ≤ −1, dok je
druga definisan za x > −1) sa disjunktnim kodomenima (koji se nadovezuju).
Dakle, jedino a za koje je f bijekcija jeste a = −2.

(b) Za je a = −2 odre�ujemo inverznu funkciju f−1 funkcije f koja ima
oblik

f(x) =

{
−x− 1, x ⩽ −1,

−2x− 2, x > −1.

Za x ⩽ −1 je ispuǌeno f(x) = −x− 1 ≥ 0, ta za y ≥ 0 imamo y = −(x+ 1) =⇒
x = −y − 1. Sliqno, za x > −1 je ispuǌeno f(x) = −2x − 2 < 0, pa za y < 0
imamo y = −2x − 2 =⇒ x = −y+2

2 . Dakle, u ovom sluqaju, tj. za a = −2,
inverzna funkcija f−1 : R → R funkcije f je

f−1(y) =

{
−y − 1, y ⩾ 0,

−y+2
2 , y < 0.

2. Ponovimo da sa P oznaqavamo skup svih prostih brojeva. Pretpostavimo
suprotno, tj. da postoji 2027 razliqitih prirodnih brojeva a1, a2, . . . , a2027
takvih da

a1 ρ a2 ρ a3 ρ · · · ρ a2027 ρ a1.
Tada je za svaki indeks i (indekse tretiramo po modulu 2027) broj ai + ai+1

prost. Jedini paran prost broj je 2, te ako bi za neko i va�ilo ai+ai+1 = 2,
tada bi moralo biti ai = ai+1 = 1, xto je nemogu�e, jer su svi ai razliqiti.
Dakle, broj ai+ai+1 je neparan prost, za svaki indeks i, odakle zakǉuqujemo
da su ai i ai+1 suprotne parnosti za svako i. Stoga, parnost datih brojeva
se mora naizmeniqno smeǌivati du� celog ciklusa.
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Me�utim, brojeva a1, a2, . . . , a2027 ima neparno mnogo (plus, kru�ni
ciklus je u pitaǌu), tj. 2027, odakle sledi da brojevi a1 i a2027 imaju
potpuno istu parnost. U tom sluqaju, zbir a2027 + a1 bi bio paran broj, a
po uslovu mora biti prost. Dakle, ponovo, zbir �e biti 2, tj. a1 = a2027 = 1,
xto je nemogu�e. Zato, ne postoji 2027 razliqitih prirodnih brojeva sa
tra�enom osobinom.

3. Kako je prava DE paralelna pravoj BC, jer je du� DE sredǌa linija
trougla ABC, i kako je qetvorougao ADFE tetivan, tvr�eǌe trivijano
sledi iz niza jednakosti: ∠HCA = ∠DEA = ∠DFA = 180◦ − ∠AFH.

4. Odgovor je n. Zaista, primetimo da ako izabaremo brojeve 2, 4, 6, . . . , 2n,
koji su parni, dobijamo da je najve�i zajedniqki delilac svaka dva razli-
qita barem 2.

Sa druge strane, ako iz skupa {1, 2, . . . , 2n} izaberemo barem n+1 bro-
jeva, tada, po Dirihleovom principu, �emo izabrati i neka dva uzastopna
broja, a ǌihov najve�i zajedniqki delilac je 1, jer, ako za d ∈ N va�i d | x
i d | x+1, tada d | (x+1)− x, odnosno d | 1, tj. d = 1. Dakle, maksimalno n
elemenata polaznog skupa u tom sluqaju mo�emo izabrati.

5. Jasno je da �e Perica, ma kakvim spajaǌem, dobiti broj deǉiv sa 5. Da
bi takav broj bio potpun kub, mora biti deǉiv i sa 53 = 125, tj. da mu
trocifreni zavrxetak bude deǉiv sa 125. Me�utim, trocifreni zavrxetak
brojeva nastalih spajaǌem kartona na kojima pixu brojevi 20 i 25 mo�e
biti samo neki od slede�ih: 025, 525, 020 i 520. Nijedan od prethodna tri
broja nije deǉiv sa 125, pa je odgovor negativan.

Drugi razred – B kategorija

1. Vidimo da je diskriminanta date kvadratne funkcije

D = b2 − 4ac.
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Prvo, primetimo da 4 | 4ac i da broj b2 daje ostatke 0 ili 1 pri deǉeǌu
sa 4. Prema tome, D ≡ 0 (mod 4) ili D ≡ 1 (mod 4). Sa druge strane,
izborom vrednosti: a = 1, b = 0 i c = −k, gde je k ∈ Z proizvoǉan ceo
broj, dobijamo da je D = 4k, k ∈ Z, odakle zakǉuqujemo da kao rezultat,
tj. za vrednost diskrimininte, mo�emo dobiti sve cele brojeve deǉive sa
4. Sliqno, izborom a = 1, b = 1 i c = −l, gde je l ∈ Z proizvoǉno, imamo
D = 4l + 1, te ovaj izraz generixe sve cele brojeve koji daju ostatak 1 pri
deǉeǌu sa 4.

Dakle, diskriminanta mo�e uzeti bilo koju vrednost iz skupa 4Z ∪
4Z+ 1, gde su 4Z = {4k : k ∈ Z} i 4Z+ 1 = {4l + 1 : l ∈ Z}.

2. (PRVO REXEǋE) Posle sre�ivaǌa desne strane polazne jednaqine
dobijamo da je y = 2(x + y)2 + y2 + xy. Daǉe imamo da je y(1 − y − x) =
2(x + y)2. Stavimo da je x + y = z. Tada je y(1 − z) = 2z2. Jasno je da
je z ̸= 1, pa je y = 2z2

1−z . Sa druge strane, iz y(1 − z) = 2z2 − 2 + 2 sledi
da je (1 − z)(y + 2(z + 1)) = 2, odakle su mogu�e vrednosti za 1 − z brojevi
±1,±2, odnosno z ∈ {0, 2,−1, 3}. Konaqno, sublimiraǌem svega, rexeǌa date
jednaqine su parovi (x, y) ∈ {(0, 0), (10,−8), (−2, 1), (12,−9)}.
(DRUGO REXEǋE) Posmatrajmo datu jednaqinu kao kvadratnu po x:

2x2 + 5yx+ (3y2 − y) = 0.

Da bi rexeǌa bila cela, determinanta mora da bude celobrojna, tj. da je
broj

(5y)2 − 4 · 2 · (3y2 − y) = y2 + 8y

potpun kvadrat. Oznaqimo y2+8y = t2, t ⩾ 0, odakle dobijamo ekvivalentnu
jednaqinu

(y + 4)2 − t2 = 16 ⇒ (y + 4− t)(y + 4 + t) = 16.

Kako su brojevi y + 4 − t i y + 4 + t celi i y + 4 − t ⩽ y + 4 + t, tablica
zavrxava zadatak:

y + 4− t y + 4 + t y + 4 t y celobrojni x

1 16
17

2

15

2
nije ceo −

2 8 5 3 1 x =
−5 · 1± 3

4
⇒ x = −2

4 4 4 0 0 x =
0

4
⇒ x = 0

−16 −1 −17

2

15

2
nije ceo −

−8 −2 −5 3 −9 x =
45± 3

4
⇒ x = 12

−4 −4 −4 0 −8 x =
40

4
⇒ x = 10
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3. Tri taqke od datih 16 mo�emo odabrati na ukupno
16 · 15 · 14
3 · 2 · 1 = 560 naqi-

na. Od ovog broja moramo oduzeti sve trojke kolinearnih taqaka. Prime-
timo da imamo 10 qetvorki kolinearnih taqaka (4 vrste, 4 kolone i 2 velike
dijagonale - sve su du�ine 4), kao i 4 trojke kolinearnih taqaka (4 kra�e,
tj. sporedne, dijagonale - sve su du�ine 3). Stoga, prebrojmo kolinearne
trojke taqaka.

(1) Trojke koje pripadaju nekoj vrsti ili koloni rexetke: U svakoj od
4 vrsta ima 4 taqke, pa je doprinos kolinearnih trojki u tom sluqaju
4 ·

(
4
3

)
= 4 · 4 = 16. Analogno, za 4 kolone je jox 16, tj. ukupno 32.

(2) Glavne dijagonale: Postoje 2 glavne dijagonale date rexetke du�ine 4.
Svaka daje doprinos u broju kolinearnih trojki jednak

(
4
3

)
= 4, tj. ukupno

8.

(3) Sporedne dijagonale: U okviru rexetke, postoje i 4 sporedne dijago-
nale rexetke du�ine 3. Svaka daje doprinos

(
3
3

)
= 1 u broju kolinearnih

trojki, tj. ukupno 4.
Konaqno, uzimaju�i u obzir sve pokazano, ukupan broj trouglova �e

biti jednak 560− 32− 8− 4 = 516 trouglova.

4. Poznato je (a mo�e se i lako pokazati raqunaǌem periferijskih uglova)
da su taqke P i Q takve da su prave CP i BQ simetrale uglova ∠BCA i
∠ABC. Kao xto znamo, simetrale unutraxǌih uglova nekog trougla seku
se u centru upisane kru�nice istog, te, stoga, oznaqimo preseqnu taqku
CP , BQ i sα sa S. Tako�e, oznaqimo sa X preseqnu taqku pravih PQ i sα.

Posmatrajmo trougao XSQ i izraqunajmo ǌegove unutraxǌe uglove.
Prvo, imamo da je ∠XQS = ∠PQB = ∠PCB = γ

2 , jer je prava CP simetrala
ugla ∠BCA = γ. Ugao ∠XSQ je spoǉaxǌi ugao △ABS, pa je jednak zbiru
ǌegovih nesusednih unutraxǌih uglova, a to su, zapravo, uglovi ∠BAS i
∠ABS.

Iz qiǌenice da su prave AS i BS simetrale uglova BAC = α i
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∠ABC = β, sledi da je ∠BAS = α
2 i ∠ABS = β

2 . Dakle, ∠XSQ = ∠BAS +

∠ABS = α
2 + β

2 , te je

∠SXQ = π − ∠XSQ− ∠XQS = π − α+ β + γ

2
= π − π

2
=

π

2
,

a to upravo znaqi da je QX ⊥ XS, odnosno da je PQ ⊥ sα.

5. Primetimo da odbacivaǌe nula sa kraja dekadnog zapisa nekog prirodnog
broja ne utiqe na stepene trojke koji se javǉaju u kanonskoj faktorizaciji
broja n! (rastavǉaǌe na proste faktore), ve� samo na stepene dvojke i
stepene petice.

Pretpostavimo, prvo, da je b ≥ 6. Tada imamo 9 | b!0, pa je 12 + b!0 ≡ 3
(mod 9). Treba ispitati sluqajeve a ∈ {3, 4, 5}. Sluqaj a = 3 je nemogu�,
jer je 3!0 = 6, pa bi trebalo da bude b!0 = −6. Sliqno, sluqaj a = 5 je
nemogu�, s obzirom da je 5!0 = 12, pa bi trebalo da bude b!0 = 0. Konaqno,
ako je a = 4, tada je b!0 = 12. Me�utim, za b ≥ 6 imamo da 9 | b!0, a znamo da
broj koji kao prve dve cifre ima cifre 1 i 2 (sleva na desno), iza kojih
se nalazi gomila nula, nije deǉiv sa 9, jer mu je zbir cifara jednak 3. Na
kraju, razmotrimo sluqaj b ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Za b = 1 imamo a!0 = 13, a ovo je
nemogu�e, jer a = 1 i a = 2 nisu rexeǌa, a za a > 2 bi ovaj broj morao da
bude deǉiv sa 3. Iz istih razloga b = 2 nije rexeǌe. Primetimo da za
svako n ≥ 7 imamo n!0 ≥ 3 ·6 ·7 = 63. Za n ≤ 6 lako raqunamo: 1!0 = 1, 2!0 = 2,
3!0 = 6, 4!0 = 24, 5!0 = 12 i 6!0 = 72. Za b = 3 dobijamo a!0 = 18, a za b = 4
dobijamo a!0 = 36, xto, na osnovu prethodnog razmatraǌa, ostavǉa b = 5
kao jedinu mogu�nost. Stoga, dobijamo jedino rexeǌe date jednaqine par
(a, b) = (4, 5).

Tre�i razred – B kategorija

1. U proizvoǉnom trouglu va�i γ = 180◦ − (α+ β), pa je cos γ = − cos(α+ β).
Iz date jednakosti sledi 1 = 2 sinα sinβ − cos γ, pa je

cos(α+ β) + 2 sinα sinβ = 1 ⇐⇒ cosα cosβ − sinα sinβ + 2 sinα sinβ = 1

cosα cosβ + sinα sinβ = 1 ⇐⇒ cos(α− β) = 1 ⇐⇒ α− β = 2kπ, za k ∈ Z.

Kako su α i β uglovi trougla, mora biti k = 0, odnosno α = β.

2. S obzirom da je ekvivalencija u pitaǌu, razmatra�emo dva ,,smera” u
rexeǌu.
(=⇒): Neka su vektori x⃗, y⃗ i z⃗ linearno nezavisni. Pretpostavimo supro-
tno, tj. da postoji neki par jednakih brojeva (me�u brojevima a, b i c).
Neka je, na primer, a = b. Tada je x⃗ = y⃗, tj. 1 · x⃗ + (−1) · y⃗ + 0 · z⃗ = 0⃗, pa su
vektori x⃗, y⃗ i z⃗ linearno zavisni, xto je kontradikcija.
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(⇐=): Neka su brojevi a, b i c po parovima me�usobno razliqiti. Znamo
da �e vektori x⃗, y⃗ i z⃗ biti linearno nezavisni ako va�i imlpikacija

α1x⃗+ α2y⃗ + α3z⃗ = 0⃗ =⇒ α1 = α2 = α3 = 0,

tj. ako va�i

α1(1, a, a
2) + α2(1, b, b

2) + α3(1, c, c
2) = (0, 0, 0) =⇒ α1 = α2 = α3 = 0.

Leva strana je ekvivalentna sistemu od tri jednaqine:

α1 + α2 + α3 = 0

α1a+ α2b+ α3c = 0

α1a
2 + α2b

2 + α3c
2 = 0.

Stoga, treba pokazati da isti, osim trivijalnog rexeǌa, tj. rexeǌa
(α1, α2, α3) = (0, 0, 0), nema drugih. Lako raqunamo determinantu sistema:

D =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣ = (a− b)(a− c)(b− c).

Odavde trivijalno nalazimo da sistem ima jedinstveno rexeǌe ako je D ̸=
0, tj. (a − b)(a − c)(b − c) ̸= 0, xto nam obezbe�uje da su brojevi a, b i c po
parovima me�usobno razliqiti, xto se i tvrdilo u ovom smeru.

3. Prave AG i BG su simetrale uglova DAE i CBE redom, pa je po teoremi
o simetrali ugla AE

AF = BE
BF = EG

GF .

Znamo da su trouglovi BDF i CAF sliqni, pa je AF
BF = AC

BD . Kombinovaǌem
prethodne dve jednakosti dobijamo AE

BE = AC
BD = AE+EC

BE+ED , odakle je AE
BE = EC

ED .
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Sa druge strane, iz sliqnosti trouglova AED i BEC znamo da je AE
BE = ED

EC .
Stoga, koriste�i prethodno, zakǉuqujemo da je ED = EC, te je i AE = BE
i AB ∥ CD, qime je dokaz zavrxen.

4. Prvo, prime�ujemo da ako je y < 0 da je tada i z < 0. Me�utim, otuda
je 2025y ∈ (0, 1) i 2026z ∈ (0, 1), te je x2024 = 2026z − 2025y ∈ (−1, 1). Kako je
x ∈ Z, to mora biti x = 0. Tada ostaje jednaqina 2025y = 2026z, qije je (0, 0)
jedino rexeǌe u skupu Z× Z. Dakle, y ≥ 0 i z ≥ 0.

Posmatrajmo jednaqinu po modulu 4. Za z ≥ 2 je 2026z ≡ 0 (mod 4),
dok je 2025y ≡ 1y ≡ 1 (mod 4) i x2024 ∈ {0, 1} (mod 4) (kvadrat celog broja).
Prema tome, leva strana daje ostatak 1 ili 2 pri deǉeǌu sa 4, dok je desna
deǉiva sa 4, za z ≥ 2. Stoga, z = 0 ili z = 1.

Ako je z = 0, tada ostaje x2024 + 2025y = 1. Sada je jasno da je jedino
rexeǌe ove jednaqine par (x, y) = (0, 0). Sa druge strane, ako je z = 1,
tada ostaje x2024 + 2025y = 2026, te su jedina rexeǌa ove jednaqine parovi
(x, y) = {(−1, 1), (1, 1)}.

Konaqno, polazna jednaqina ima tri rexeǌa u skupu Z×Z×Z. To su
trojke (x, y, z) = {(−1, 1, 1), (0, 0, 0), (1, 1, 1)}.

5. Odgovor je pozitivan. Naime, oznaqimo boje brojevima 1, 2, ..., 2025. Do-
voǉno je obojiti taqku (0, k

√
2) iz te ravni u boju k, 1 ≤ k ≤ 2024, i

sve ostale taqke ravni u boju 2025. Vrednost proizvoǉnog polinoma sa
celobrojnim koeficijentima u nuli je ceo broj (vrednost je ǌegov slo-
bodni qlan), odnosno nijedna od boja 1, 2, ..., 2024 ne�e pripasti niti jednom
grafiku polinoma sa celim koeficijentima, te �e svaki takav grafik biti
u boji 2025.

Qetvrti razred – B kategorija

1. (PRVO REXEǋE) Pretpostavimo da za neke a, b ∈ N0 va�i 1+2a+2025b =
(2n)k, gde su n, k ∈ N, k > 1. Kako je k > 1, imamo k ≥ 2, pa je

(2n)k = 2knk ≡ 0 (mod 4).

Posebno, za k ≥ 3 va�i i

(2n)k ≡ 0 (mod 8),

jer je tada broj 2k deǉiv sa 8. Sa druge strane, poxto je 2025 ≡ 1 (mod 8),
sledi

2025b ≡ 1b ≡ 1 (mod 8), za svaki b ∈ N0.

Zato
1 + 2a + 2025b ≡ 1 + 2a + 1 ≡ 2 + 2a (mod 8).
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Sada posmatramo mogu�e ostatke broja 2a po modulu 8:

2a ≡


1, ako je a = 0,

2, ako je a = 1,

4, ako je a = 2,

0, ako je a ≥ 3.

Otuda, dnalazimo da je

2 + 2a ≡


3 (a = 0),

4 (a = 1),

6 (a = 2),

2 (a ≥ 3),

(mod 8),

te u svakom sluqaju va�i

2 + 2a ̸≡ 0 (mod 8).

Dakle,
1 + 2a + 2025b ̸≡ 0 (mod 8),

odnosno broj 1 + 2a + 2025b nije de	iv sa 8. To iskǉuquje mogu�nost k ≥ 3,
jer bi tada broj (2n)k bio deǉiv sa 8, xto je ve� napomenuto. Dakle, mora
va�iti k = 2.

Za k = 2 problem se svodi na tra�eǌe brojeva a, b ∈ N0 za koje je
1 + 2a + 2025b = (2n)2 = 4n2, za neko n ∈ N. Posmatrajmo ovu jednakost po
modulu 8, ponovo. Znamo da za svaki prirodan broj n va�i 4n2 ≡ 0 (mod 8)
ili 4n2 ≡ 4 (mod 8), jer je n2 ≡ 0 (mod 2) ili n2 ≡ 1 (mod 2). Sa druge
strane, ve� smo izraqunali da je

1 + 2a + 2025b ≡ 2 + 2a (mod 8),

pa mora va�iti

2 + 2a ≡ 0 (mod 8) ili 2 + 2a ≡ 4 (mod 8).

Me�utim, iz gore navedenih razmatraǌa vidimo da je jedina mogu�nost

2 + 2a ≡ 4 (mod 8),

koja se dobija samo za a = 1. Dakle, a = 1, te je

1 + 2 + 2025b = 3 + 2025b = 4n2,

odnosno 2025b + 3 = 4n2. Konaqno, ako je b = 0, tada je 20250 = 1, odakle je
1 + 21 + 20250 = 1 + 2 + 1 = 4 = 22, xto jeste stepen parnog broja. Dakle,
(a, b) = (1, 0) je rexeǌe. Neka je sada b ≥ 1. Kako je 2025 deǉivo sa 5, va�i
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2025b ≡ 0 (mod 5), pa iz 2025b + 3 = 4n2 dobijamo 5 | 4n2 − 3. Me�utim,
kvadrati prirodnih (celih) brojeva pri deǉeǌu sa 5 daju samo ostatke iz
skupa {0, 1, 4}, odakle sledi da �e broj 4n2−3 davati ostatke koji pripadaju
skupu {1, 2, 3} pri deǉeǌu sa 5. Stoga, za b ≥ 1 broj 4n2 − 3 ne mo�e biti
deǉiv sa 5 ni za jedno n. Konaqno, jedino rexeǌe je par (a, b) = (1, 0).

(DRUGO REXEǋE) Razmotrimo slede�e sluqajeve:

1◦ a = 0: Kako je 2025b neparan broj, sledi da je

N = 1 + 2a + 2025b = 2 + 2025b

neparan. Me�utim, tra�imo da N bude stepen parnog prirodnog bro-
ja, pa u ovom sluqaju nema rexeǌa.

2◦ a ⩾ 2: Tada je 2a deǉivo sa 4, pa je

N = 1 + 2a + 2025b ≡ 1 + 0 + 1b ≡ 2 (mod 4).

Dakle, N je deǉiv sa 2, ali nije deǉiv sa 4. Svaki stepen parnog
prirodnog broja deǉiv je sa 4, pa N u ovom sluqaju ne mo�e biti
tra�eni stepen.

3◦ a = 1: Tada je N = 3 + 2025b. Kako je 2025 deǉivo sa 3, to za b ⩾ 2
dobijamo da je 2025b deǉivo sa 9, pa je

N = 3 + 2025b ≡ 3 (mod 9).

Dakle, N je deǉiv sa 3, ali nije deǉiv sa 9, pa ne mo�e biti stepen
prirodnog broja. Ostaje ispitati jox samo sluqajeve b = 0 i b = 1.

3.1◦ b = 0: Tada je N = 3+1 = 4 = 22, xto jeste stepen parnog prirodnog
broja.

3.2◦ b = 1: Tada je N = 3 + 2025 = 2028 = 22 · 3 · 13, pa taj broj nije
stepen nekog prirodnog broja.

Dakle, jedino rexeǌe zadatka je (a, b) = (1, 0).

2. (PRVO REXEǋE) (a) Oqigledno je da je domen date funkcije skup
R. Po�imo od osnovnog trigonometrijskog identiteta: sin2 x + cos2 x = 1.
ǋegovim kvadriraǌem dobijamo

sin4 x+ cos4 x = 1− 2 sin2 x cos2 x.

Sliqno, podizaǌem tog izraza na tre�i stepen, dobijamo

sin6 x+ cos6 x = 1− 3 sin4 x cos2 x− 3 sin2 x cos4 x

= 1− 3 sin2 x cos2 x(sin2 x+ cos2 x) = 1− 3 sin2 x cos2 x.
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Sveukupno, imamo

fk(x) = 1− 3 sin2 x cos2 x+ k(1− 2 sin2 x cos2 x) = (1 + k)− (2k + 3) sin2 x cos2 x,

odnosno

fk(x) = (1 + k)− (2k + 3)
sin2 2x

4
, x ∈ R.

Sada je jasno da je domen funkcije celo R. Primetimo da funkcija x 7→
sin2 2x, x ∈ R, uzima sve realne vrednosti iz segmenta [0, 1].

(b) Potreban i dovoǉan uslov da bi fk(x) ≤ 0, na celom domenu, je da u
taqkama u kojima je sin2 2x = 0 i sin2 2x = 1 va�i fk(x) ≤ 0 (jedna od ove
dve vrednosti je maksimum funkcije, xto zavisi od znaka broja 2k + 3).
U taqkama u kojima je sin2 2x = 0 imamo fk(x) = 1 + k, xto daje k ≤ −1.

Sliqno, zamenom vrednosti sin2 2x = 1, dobijamo k ≤ −1

4
. Dakle, odgovor je

k ∈ (−∞,−1].

(v) Funkcija je konstantna ako i samo ako je 2k + 3 = 0, tj. k = −3

2
. Kako

je konstantna na celom skupu R, to u svakoj taqki ima istu vrednost, pa je

f− 3
2
(2026) = 1− 3

2
= −1

2
.

(DRUGO REXEǋE) (a) Domen je celo R. (b) Odredimo sve k takve da je
fk(x) ⩽ 0 za svako x ∈ R. U tom ciǉu, izraquna�emo izvod funkcije fk(x)
po promenǉivoj x (smatramo k realnim parametrom):

f ′
k(x) = 6 sin5 x cosx− 6 cos5 x sinx+ k(4 sin3 x cosx− 4 cos3 x sinx)

= 2 sinx cosx
(
3 sin4 x− 3 cos4 x+ 2k sin2 x− 2k cos2 x

)
.

Primetimo da va�i

3 sin4 x− 3 cos4 x = 3(sin4 x− cos4 x) = 3(sin2 x− cos2 x)(sin2 x+ cos2 x)

= 3(sin2 x− cos2 x),

te je
f ′
k(x) = 2 sinx cosx

(
3(sin2 x− cos2 x) + 2k(sin2 x− cos2 x)

)
= 2(3 + 2k) sinx cosx(sin2 x− cos2 x).

Dakle,

f ′
k(x) = 0 ⇐⇒ sinx cosx = 0 ili sin2 x− cos2 x = 0 (za k ̸= −3

2 ), tj.

sinx cosx = 0 ⇐⇒ x =
nπ

2
, sin2 x = cos2 x ⇐⇒ x =

π

4
+

nπ

2
, n ∈ Z.
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Na intervalu (0, π) imamo slede�u tablicu:

x (0, π
4
) (π

4
, π
2
) (π

2
, 3π

4
) ( 3π

4
, π)

sinx + + + +
cosx + + − −

sin2 x− cos2 x − + + −
sinx cosx(sin2 x− cos2 x) − + − +

f ′
k(x) − sgn(3 + 2k) sgn(3 + 2k) − sgn(3 + 2k) sgn(3 + 2k)

Iz tablice neposredno sledi:

k > −3

2
=⇒

{
x = nπ

2 lokalni maksimum,

x = π
4 + nπ

2 lokalni minimum.

k < −3

2
=⇒

{
x = nπ

2 lokalni minimum,

x = π
4 + nπ

2 lokalni maksimum.

Izraqunajmo vrednosti u taqkama lokalnih ekstremuma:

fk

(nπ
2

)
= 1 + k, fk

(π
4
+

nπ

2

)
=

1

4
+

k

2
.

Ako je k > − 3
2 , maksimum je u taqkama x = nπ

2 , pa mora da va�i
1 + k ⩽ 0 ⇐⇒ k ⩽ −1, odakle k ∈

[
− 3

2 ,−1
]
.

Ako je k < − 3
2 , maksimum je u taqkama x = π

4 + nπ
2 , pa mora da va�i

1
4 + k

2 ⩽ 0 ⇐⇒ k ⩽ −1
2 , xto je taqno za svako k ⩽ − 3

2 .
Ako je k = −3

2 , tada je f ′
k(x) = 0 za svako x ∈ R, pa je funkcija

konstantna na celom R. Kako je

f−3/2(0) = sin6 0 + cos6 0− 3

2
(sin4 0 + cos4 0) = 0 + 1− 3

2
(0 + 1) = −1

2
,

to je na celom R negativna, pa va�i uslov.
Dakle, spajaǌem rezultata dobijamo k ⩽ −1 .

(v) Odredimo sve k za koje je fk konstanta na R i za takvo k odredimo
fk(2026). Iz prethodnog dela zadatka imamo

f ′
k(x) = 2(3 + 2k) sinx cosx(sin2 x− cos2 x), x ∈ R.

Primetimo da funkcija sinx cosx(sin2 x−cos2 x) nije identiqki jednaka nuli,
pa da bi f ′

k(x) ≡ 0 moramo imati

3 + 2k = 0 =⇒ k = −3

2
.

Kako je f−3/2 konstantna na celom skupu R, to u svakoj taqki ima istu
vrednost, pa je

f−3/2(2026) = −1

2
.
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3. Oznaqimo sa D preseqnu taqku date simetrale ugla i stranice AB. Pri-
menom teoreme o simetrali ugla (ili primenom sinusne teoreme na trou-

glove ADC i CDB) dobijamo
|AD|
|DB| =

5

4
. Tada je |AD| = 5k, |DB| = 4k, za

neko k > 0, k ∈ R.

Daǉe, primenom kosinusne teoreme na trouglove ADC i CDB dobijamo:

cos
γ

2
=

52 +
(
10
3

)2 − 25k2

2 · 5 · 10
3

i cos
γ

2
=

(
10
3

)2
+ 42 − 16k2

2 · 4 · 10
3

.

Izjednaqavaǌem desnih strana ovih jednakosti dobijamo:

52 +
(
10
3

)2 − 25k2

2 · 5 · 10
3

=

(
10
3

)2
+ 42 − 16k2

2 · 4 · 10
3

,

odakle, rexavaǌem jednaqine po k, dobijamo da je k =
2

3
, pa je |AB| = 9k = 6.

Napomena. Zadatak je analogno mogao da se zavrxi i primenom kosinusne
teoreme na trouglove ADC i CDB, ali sa uglovima ∠ADC i ∠CDB, ko-
riste�i da va�i cos∠ADC = − cos∠CDB, jer je req o suplementnim uglovi-
ma.

4. Odgovor je, naravno, pozitivan. Naime, oznaqimo boje brojevima
1, 2, ..., 2025, 2026. Dovoǉno je obojiti taqku (0, k

√
2) te ravni u boju k, 1 ≤

k ≤ 2025, i sve ostale taqke ravni u boju 2026. Vrednost proizvoǉnog poli-
noma sa celim koeficijentima u nuli je ceo broj (slobodni qlan polino-
ma), odnosno nijedna od boja 1, 2, ..., 2025 ne�e pripasti niti jednom grafiku
polinoma sa celobrojnim koeficijentima, te �e svaki takav grafik biti u
boji 2026.

5. Neka su ln 2 = x, ln 3 = y, ln 5 = z, gde je lnx = loge x, x > 0. Tada je

a =
ln 30

ln 6
=

x+ y + z

x+ y
, b =

ln 24

ln 15
=

3x+ y

y + z
.
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Raqunaǌem i sre�ivaǌem dobijamo:

2ab+ 2a− 1

ab+ b+ 1
=

(2x+ y + z)(3x+ 3y + 2z)

(2x+ y)(3x+ 3y + 2z)

=
2x+ y + z

2x+ y
=

ln 60

ln 12
= log12 60 = logm 3600.

Sada trivijalno nalazimo da je m = 144, jer je 3600 = 602, pa je

2m+ n = 3888.
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REXEǋA ZADATAKA DR�AVNOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE – A kategorija

Prvi razred – A kategorija

1. (a) Odgovor je da. Neka je P (2022) = P (2023) = P (2025) = P (2026) = 2024.
Jedan od polinoma za koji ovo va�i je

P (x) = (x− 2022)(x− 2023)(x− 2025)(x− 2026) + 2024,

pa je P (2024) = 2028.

(b) Odgovor je ne. Pretpostavimo da postoji ovakav polinom. Odavde
sledi

a− e | P (a)− P (e) = −2,

b− e | P (b)− P (e) = −2,

c− e | P (c)− P (e) = −2,

d− e | P (d)− P (e) = −2.

Kako su a, b, c, d po parovima razliqiti celi brojevi, to su i brojevi a− e,
b− e, c− e i d− e po parovima razliqiti. Stoga, {a− e, b− e, c− e, d− e} =
{−2,−1, 1, 2}. Primetimo da su a, b, c, d nule polinoma Q(x) = P (x)− 2024, pa
je

Q(x) = (x− a)(x− b)(x− c)(x− d) · P1(x).

Kako je Q(e) = (e− a)(e− b)(e− c)(e− d) ·P1(e), dobijamo 2 = 4 ·P1(e), odnosno

P1(e) =
1

2
. Me�utim, kako polinom P1 ima celobrojne koeficijente (ovo

sledi, na primer iz standardnog algoritma za deǉeǌe polinoma), to P1

ima celobrojne vrednosti u svim celobrojnim taqkama. Kontradikcija!

2. Analiza: Neka su T1 i T2 te�ixta trouglova ABC i ABD, redom, a H1

i H2 ǌihovi ortocentri. Kako su taqke A,B,C,D na istoj kru�nici k sa
centrom O, prava H1 −O−T1 je Ojlerova prava trougla ABC, dok je prava
H2 − O − T2 Ojlerova prava trougla ABD. Prema tome, iz kolinearnosti
H1, O,H2 neposredno sledi i kolinearnost taqaka T1, O, T2. Dakle, dovoǉno
je konstruisati taqku D ∈ k tako da su H1, O,H2 kolinearne.

Neka je M sredixte du�i AB. Posmatrajmo centralnu simetriju sa
centrom u taqki M . Poznato je da se ortocentar trougla pri toj simetriji
preslikava u taqku opisane kru�nice koja je dijametralno suprotna temenu
naspram posmatrane stranice. Stoga se ortocentar H1 trougla ABC pre-
slikava u taqku C ′, dijametralno suprotnu taqki C na kru�nici k, a or-
tocentar H2 trougla ABD u taqku D′, dijametralno suprotnu taqki D na



72

istoj kru�nici. Neka je, daǉe, O′ slika taqke O pri istoj centralnoj
simetriji. Kako centralna simetrija quva kolinearnost, uslov da su taqke
H1, O i H2 kolinearne ekvivalentan je uslovu da su i taqke C ′, O′ i D′ ko-
linearne.
Konstrukcija: Za dati trougao ABC konstruixemo ǌegovu opisanu kru-
�nicu k i ǌen centar O, kao i sredixte M du�i AB. Potom, konstru-
ixemo taqku C ′, dijametralno suprotnu taqki C na kru�nici k, i taqku
O′, simetriqnu taqki O u odnosu na M . Zatim povuqemo pravu C ′O′. Ako
prava C ′O′ seqe kru�nicu k u jox jednoj taqki, taj drugi presek oznaqimo
sa D′. Najzad, taqku D konstruixemo kao taqku dijametralno suprotnu
taqki D′ na kru�nici k.
Dokaz: Po konstrukciji, taqke C ′, O′, D′ su kolinearne. Kako centra-
lna simetrija quva kolinearnost, iz toga sledi da su i ǌihove preclike
H1, O,H2 kolinearne. Sa druge strane, taqke H1, O, T1 su kolinearne kao
taqke Ojlerove prave trougla ABC, a taqke H2, O, T2 kao taqke Ojlerove
prave trougla ABD. S obzirom da su H1, O,H2 kolinearne, obe Ojlerove
prave poklapaju se sa istom pravom kroz taqku O. Otuda sledi da su i
taqke T1, O, T2 kolinearne.
Diskusija: Ako je O′ = C ′, onda prava C ′O′ nije odre�ena. Poxto su O′

i C ′ slike taqaka O i H1 pri istoj centralnoj simetriji sa centrom M ,
uslov O′ = C ′ ekvivalentan je uslovu O = H1. To je mogu�e ako i samo
ako je trougao ABC jednakostraniqan. U tom sluqaju je T1 = O, pa je za
svaku taqku D ∈ k uslov zadatka automacki ispuǌen. Dakle, ako je ABC
jednakostraniqan, svaka taqka D na kru�nici k predstavǉa rexeǌe.

Neka je sada O′ ̸= C ′. Tada je prava C ′O′ u potpunosti odre�ena.
Ako ona seqe kru�nicu k u jox jednoj taqki D′ ̸= C ′, onda je na taj naqin
dobijena taqka D ̸= C jedino nedegenerisano rexeǌe. Mo�e se, me�utim,
desiti da je prava C ′O′ tangenta na kru�nicu k u taqki C ′. Tada drugi
presek ne postoji, pa nedegenerisano rexeǌe ne postoji. Ako se dopuxta
degenerisan sluqaj, tada formalno mo�emo uzeti D′ = C ′, odakle sledi
D = C; zaista, tada se trouglovi ABC i ABD poklapaju, pa je uslov zadatka
ispuǌen.

Prema tome:
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• ako je trougao ABC jednakostraniqan, svaka taqka D ∈ k je rexeǌe;

• ako trougao ABC nije jednakostraniqan i prava C ′O′ nije tangenta na
kru�nicu k u taqki C ′, postoji jedinstveno nedegenerisano rexeǌe;

• ako trougao ABC nije jednakostraniqan i prava C ′O′ jeste tangenta
na kru�nicu k u taqki C ′, onda nedegenerisano rexeǌe ne postoji, a
jedino formalno rexeǌe je D = C.

Napomena. Postoji alternativno rexeǌe u kojem uoqavamo
−−→
H1B =

−−−→
H2D.

Konstrukcija, stoga, neposredno sledi.

3. Neka je A = 11n2+n+1. Za n = 1 dobijamo broj A = 13, odnosno S(A) = 4.
Doka�imo da je ovo najmaǌa vrednost broja S(A). Jasno, A je neparan broj
ve�i od 12 jer va�i

A ≡ n2 + n+ 1 = n(n+ 1) + 1 ≡ 1 (mod 2),

pa ne mo�e imati zbir cifara 1. S druge strane, va�i i

A ≡ −n2 + n+ 1 = −n(n− 1) + 1 (mod 3).

Ako je n ≡ 0 (mod 3) ili n ≡ 1 (mod 3), onda je A ≡ 1 (mod 3). Sliqno,
ako je n ≡ 2 (mod 3), dobijamo A ≡ 2 (mod 3). Poznato je da va�i x ≡ S(x)
(mod 3) za svaki prirodan broj x. Stoga, kako A nije deǉiv sa 3, nije ni
S(A), pa S(A) ̸= 3.
Poka�imo i da va�i S(A) ̸= 2. Pretpostavimo suprotno tj. da postoji n
takvo da je S(A) = 2. Kako je broj A neparan (bar dvocifren) i ima zbir
cifara 2, to su ǌegova prva i posledǌa cifre jednake 1, a ostale su nule,
pa jednaqina

11n2 + n+ 1 = 10m + 1

ima rexeǌa u skupu prirodnih brojeva, iz qega dobijamo

n(11n+ 1) = 2m · 5m.

Euklidovim algoritmom se lako pokazuje da va�i (n, 11n + 1) = 1, pa kako
va�i n < 11n+ 1, imamo dva sluqaja:
1. n = 1 i 11n+1 = 2m · 5m. U ovom sluqaju dobijamo 12 = 2m · 5m, xto nema
rexeǌa za m ∈ N.
2. n = 2m i 11n + 1 = 5m. Odavde dobijamo 11 · 2m + 1 = 5m. Deǉeǌem obe
strane sa 5m dobijamo

11 ·
(
2

5

)m

+

(
1

5

)m

= 1.
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Jasno je da je leva strana strogo opadaju�a funkcija po m (kao zbir dve
opadaju�e funkcije). Kako za m = 2 i m = 3 imamo

11 ·
(
2

5

)2

+

(
1

5

)2

=
9

5
> 1 i 11 ·

(
2

5

)3

+

(
1

5

)3

=
89

125
< 1,

dobijamo da data jednaqina nema rexeǌa u skupu prirodnih brojeva. Do-
bili smo kontradikciju sa pretpostavkom, pa S(A) ̸= 2.
Dakle, najmaǌi zbir cifara je 4.

Primetimo da za brojeve n = 10k (k ⩾ 1) imamo da je 11n2 + n + 1 obli-
ka

11 000 . . . 000︸ ︷︷ ︸
k−1

1 000 . . . 000︸ ︷︷ ︸
k−1

1,

pa postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n za koje je

S(11n2 + n+ 1) = 4.

Komentar 1.1. Principom matematiqke indukcije mo�emo da poka�emo ne-
jednakost 11 · 2m + 1 < 5m za sve prirodne brojeve m ⩾ 3. Za m = 3 imamo
11 · 23 + 1 = 89 i 53 = 125, pa nejednakost va�i. Pretpostavimo da za
prirodne brojeve m ⩾ 3 va�i 5m > 11 · 2m + 1. Doka�imo da odatle sledi
5m+1 > 11 · 2m+1 + 1. Zaista,

5m+1 = 5 · 5m > 5 · (11 · 2m + 1) = 55 · 2m + 5 > 22 · 2m + 1 = 11 · 2m+1 + 1,

xto povlaqi 5m > 11 · 2m + 1 za m ⩾ 3.
Komentar 1.2. Lako se pokazuje da za m ⩾ 3 va�i

5m = 53 · 5m−3 > 24 · 7 · 5m−3 ⩾ 24 · 7 · 2m−3 = 14 · 2m > 11 · 2m + 1.

4. Tvrdimo da je najve�e garantovano k =
⌊
n
2

⌋
. Najpre uoqimo xta jedan

potez zapravo radi. Ako susedne brojeve x, y ∈ {0, 1} zamenimo brojem x+ y
(mod 2), onda novi broj predstavǉa zbir tog para po modulu 2. Posle
vixe poteza, svaki qlan dobijenog niza predstavǉa zbir po modulu 2 nekog
uzastopnog bloka poqetnog niza. Dakle, svaki krajǌi niz odgovara nekoj
podeli poqetnog niza na uzastopne blokove, pri qemu je svaki novi qlan
parnost zbira elemenata u odgovaraju�em bloku.

Zato je zadatak ekvivalentan slede�em: treba podeliti poqetni niz
na uzastopne blokove tako da xto vixe uzastopnih blokova ima istu sumu
po modulu 2.

Doǌa granica: Neka su poqetni qlanovi niza a1, a2, . . . , an ∈ {0, 1}. Posma-
trajmo parcijalne sume po modulu 2:

s0 = 0, si ≡ a1 + a2 + · · ·+ ai (mod 2) (1 ≤ i ≤ n).
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Imamo ukupno n+1 brojeva s0, s1, . . . , sn, a svaki je ili 0 ili 1. Zato se bar
jedna od ove dve vrednosti javǉa najmaǌe

⌈
n+1
2

⌉
puta.

Neka su si0 = si1 = · · · = sit sve pojave te iste vrednosti, gde je t+ 1 ≥⌈
n+1
2

⌉
. Tada za svaki j = 1, 2, . . . , t blok aij−1+1, aij−1+2, . . . , aij ima zbir po

modulu 2 jednak
sij − sij−1

≡ 0 (mod 2).

Prema tome, mo�emo dobiti t uzastopnih nula. Odatle sledi

t ≥
⌈
n+ 1

2

⌉
− 1 =

⌊n
2

⌋
,

pa je uvek mogu�e dobiti bar
⌊
n
2

⌋
uzastopnih jednakih brojeva. Dakle,

k ≥
⌊
n
2

⌋
.

Gorǌa granica: Pokaza�emo da se uopxte ne mo�e garantovati vixe od toga.
Posmatrajmo niz koji sadr�i taqno jednu jedinicu, a sve ostalo su nule,
i to tako da su nule raspore�ene xto ravnomernije sa leve i desne strane
te jedinice. Na primer, ako je n = 2m+ 1, uzmimo niz

0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m

, 1, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m

,

a ako je n = 2m, uzmimo

0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−1

, 1, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m

.

U svakom potezu ukupna suma svih qlanova niza po modulu 2 ostaje
nepromeǌena. Poxto je na poqetku ta suma jednaka 1, svaki dobijeni niz
mora imati neparnu sumu, pa zato mora sadr�ati bar jednu jedinicu.

S druge strane, svaki qlan dobijenog niza predstavǉa zbir po modulu
2 nekog uzastopnog bloka poqetnog niza. Poxto poqetni niz sadr�i taqno
jednu jedinicu, neki blok daje vrednost 1 ako i samo ako sadr�i tu jedinicu.
Zato u svakoj podeli poqetnog niza taqno jedan blok ima vrednost 1, a svi
ostali imaju vrednost 0.

Prema tome, u svakom dobijenom nizu postoji taqno jedna jedinica,
koja razdvaja nule na levi i desni deo. Broj uzastopnih nula sa bilo
koje strane ne mo�e biti ve�i od ⌊n/2⌋. Zato ni broj uzastopnih jednakih
qlanova ne mo�e biti ve�i od

⌊
n
2

⌋
. Dakle, k ≤

⌊
n
2

⌋
.

Iz doǌe i gorǌe granice zakǉuqujemo k =
⌊
n
2

⌋
.

Drugi razred – A kategorija

1. Posmatrajmo funkcije f : R → R, g : R → R i h : R → R, definisane sa
f(x) = ax2 + bx+ c, g(x) = bx2 + cx+ a i h(x) = f(x)g(x), za svako x ∈ R. Treba
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dokazati da postoji realan broj d za koji va�i h(d) > 0. Primetimo da je
h(1) = f(1)g(1) = (a+ b+ c)2 ≥ 0. (♡) Razmotrimo slede�e sluqajeve:
1◦ a+ b+ c ̸= 0. Zbog (♡) mo�emo odabrati d = 1, poxto je h(1) > 0.
2◦ a+b+c = 0. Sada je f(x) = ax2+bx−a−b = a(x−1)(x+1)+b(x−1) = (x−1)(ax+
a+ b) i analogno g(x) = (x− 1)(bx+ b+ c), te je h(x) = (x− 1)2(ax− c)(bx− a).
Brojevi a i b ne mogu biti istovremeno jednaki nuli, poxto bi tada zbog
a+b+c = 0 va�ilo (a, b, c) = (0, 0, 0), xto je suprotno uslovu zadatka. Otuda
mo�emo razmotriti slede�e sluqajeve:

2.1◦ a = 0, b ̸= 0. Tada je h(x) = b2(x− 1)2x, te je h(2) > 0.
2.2◦ b = 0, a ̸= 0. Tada je h(x) = −a2(x− 1)2(x+ 1), te je h(−2) > 0.
2.3◦ ab ̸= 0. Primetimo da je c

a ̸= a
b . Pretpostavimo suprotno. Tada bi

imali −a+b
a = a

b ⇔ a2 + ab + b2 = 0 ⇔ (a + b
2 )

2 + 3
4b

2 = 0 ⇔ a = b = 0, xto je
kontradikcija. Sada imamo da kvadratna funkcija i(x) = (ax−c)(bx−a) ima
dve razliqite realne nule, te nije konstantnog znaka na (−∞,∞). Otuda
postoji interval I na kom je ona pozitivna. Kako je h(x) = (x− 1)2 · i(x), to
zbog prethodnog imamo da za svaki broj d ∈ I \ {1} va�i h(d) > 0. Ovim je
dokaz kompletiran.

2. Kako je O sredixte kra�eg luka AD kruga AOD, prava EO je simetrala
ugla ∠AED, pa je samim tim i simetrala stranice AB trougla △ABC.
Analogno je i taqka F na simetrali du�i AC. Neka su sada P , Q i
R redom sredixta du�i AB, AC i AM . Trouglovi △AEP i △AFQ su
sliqni (∠AEP = ∠AFQ zbog tetivnosti qetvorougla AEFO, i po prethod-
no dokazanom imaju po jedan prav ugao). Odavde je AE

AF = AP
AQ = AB

AC , i
∠EAF = ∠BAC, pa su trouglovi △ABC i △AEF sliqni. Odatle, ima-
ju�i u vidu da su AM i AG te�ixne du�i, sledi da su i trouglovi
∆ABM i ∆AEG sliqni, te je i AG

AM = AE
AB , odnosno AG

AR = AE
AP , pa kako je i

∠EAP = ∠GAR, trouglovi △AEP i △AGR su sliqni, odnosno ∠ARG = 90◦,
odakle je trougao △AGM jednakokrak, qime je tvr�eǌe zadatka dokazano.

3. Neka su a, b, c i n prirodni brojevi za koje va�i (a, b, c) = 1, a p > 3
proizvoǉan prost broj, pri qemu je (u, v, w) = NZD(u, v, w), u, v, w ∈ N. Ozna-
qimo sa Sk = ak + bk + ck, k ∈ N0. Pretpostavimo da p | Sn+2, Sn+1 i Sn. Zbog
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p | Sn i (a, b, c) = 1 broj p deli najvixe jedan od brojeva a, b i c. Razmotrimo
najpre sluqaj p ∤ abc. Va�i

Sk+3 − (a+ b+ c)Sk+2 + (ab+ bc+ ca)Sk+1 = abcSk, k ∈ N0. (†)

Kako p | Sn+2, Sn+1, Sn, zamenom k = n − 1, imaju�i na umu da p ∤ abc, u (†)
dobijamo p | Sn−1. Daǉom zamenom za k = n−2, n−3, . . . , 0, dobijamo p | S0 = 3.
Kontradikcija. Neka sada p | abc. Odre�enosti radi, neka p | c i p ∤ ab. Tada
je an+1 ≡p −bn+1 ≡p b(−bn) ≡p ban, pa je a ≡p b. Zato p | 2an, odnosno p | a.
Kontradikcija. Na ovaj naqin smo dokazali da ne postoji p > 3 tako da
p | Sn+2, Sn+1 i Sn, za neke (a, b, c) = 1.

Sliqno kao u prethodnom delu dokazuje se da nije mogu�e da 9 | an +
bn+cn, an+1+bn+1+cn+1, an+2+bn+2+cn+2. Tako�e, nije mogu�e da 4 | an+bn+
cn, an+1+ bn+1+ cn+1, an+2+ bn+2+ cn+2. Zaista, ako bi va�ilo 4 | an+ bn+ cn,
onda bi taqno jednak od brojeva a, b, c bio paran. Me�utim, tada za paran
broj m ∈ {n+1, n+2} va�i am+bm+cm ≡4 0+1+1 ≡4 2, xto je u suprotnosti
sa 4 | Sm.

Iz svega navedenog zakǉuqujemo da je (an + bn + cn, an+1 + bn+1 +
cn+1, an+2 + bn+2 + cn+2) ≤ 6, te je najve�i element skupa S ne ve�i od 6.
Kako je za a = b = n = 1, c = 4 posmatrani najve�i zajedniqki delilac
jednak 6, to je najve�i element skupa S upravo jednak 6.

4. Tra�ena podela je mogu�a ako i samo ako je n neparan. Neka je n = 2m+1.
Konstrukcija se zadaje ovako. Sa leve stranice velikog trougla povlaqimo
m+1 puteva. Prvi poqiǌe u doǌem levom uglu i ide vodoravno udesno kroz
n trouglova.

Drugi poqiǌe u slede�em redu iznad i ide vodoravno udesno kroz
n − 2 trouglova, pa se zatim lomi i nastavǉa koso nagore udesno kroz 2
trougla. Tre�i poqiǌe jox jedan red vixe, ide vodoravno udesno kroz
n− 4 trouglova, pa zatim koso nagore udesno kroz 4 trougla. Tako redom,
k-ti levi put, raqunaju�i odozdo, poqiǌe na levoj stranici u (k + 1)-vom
redu, ide najpre vodoravno udesno kroz n−2k trouglova, a zatim koso nagore
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udesno kroz 2k trouglova, gde je k = 0, 1, . . . ,m. Zato svaki levi put ima
ukupno (n − 2k) + 2k = n trouglova. Sa desne strane povlaqimo m puteva.
Prvi desni put poqiǌe u najvixem preostalom trouglu uz desnu stranicu
i ide koso nadole udesno kroz n trouglova. Drugi poqiǌe u slede�em
najvixem preostalom trouglu, ide koso nadole udesno kroz n−2 trouglova,
pa se zatim lomi i nastavǉa vodoravno udesno kroz 2 trougla. Tre�i
poqiǌe u slede�em najvixem preostalom trouglu, ide koso nadole udesno
kroz n−4 trouglova, pa zatim vodoravno udesno kroz 4 trougla. Tako redom,
j-ti desni put, raqunaju�i odozgo, poqiǌe u najvixem jox nepokrivenom
trouglu desnog dela, ide najpre koso nadole udesno kroz n−2j+2 trouglova,
a zatim vodoravno udesno kroz 2j − 2 trougla, gde je j = 1, 2, . . . ,m. Zato
i svaki desni put ima ukupno (n − 2j + 2) + (2j − 2) = n trouglova. Levi
putevi se me�usobno ne seku, jer im vodoravni delovi le�e u razliqitim
redovima, a posle preloma svaki ide drugom kosom dijagonalom. Isto tako
se ni desni putevi me�usobno ne seku. Najzad, levi i desni putevi se
ne mogu se�i jer posle svih levih puteva ostaje nepokriven samo jedan
,,desni” stepenasti deo trougla, a desni putevi se upravo u ǌemu povlaqe,
redom odozgo nadole. Drugim reqima, levi putevi ispune ceo levi deo
figure do jedne cik-cak granice, a svaki desni put le�i u potpunosti
sa desne strane te granice; zato levi i desni putevi nemaju zajedniqkih
trouglova. Tako dobijamo (m+ 1) +m = 2m+ 1 = n me�usobno disjunktnih
puteva, svaki od po n trouglova, koji zajedno pokrivaju ceo trougao. Ako
je, me�utim, n paran, onda bi svaki put imao parnu du�inu, pa bi u ǌemu
bio jednak broj trouglova orijentisanih nagore i nadole, xto je nemogu�e
jer je u celom trouglu broj takvih trouglova n(n+1)

2 , odnosno n(n−1)
2 . Dakle,

tra�ena podela postoji ako i samo ako je n neparan.

Tre�i razred – A kategorija

1. (PRVO REXEǋE) (a) Posmatrajmo polinom P (x) = x2020 + x3 + 1. Pre-
tpostavimo da je broj x = z, gde je |z| = 1, jedna nula polinoma P (x). Kako je
polinom P ∈ R[x] to je i broj z = 1

z ǌegova nula. Otuda, zamenom P ( 1z ) = 0
dobijamo da je 1 + z2017 + z2020 = 0, te je z3 = z2017. Iz posledǌe jednakosti,
kako je z ̸= 0, imamo da je z2014 = 1. Zato je sada 0 = P (z) = z6 + z3 + 1, te
je z9 − 1 = (z3 − 1) · P (z) = 0. Dakle, za broj z va�i z2014 = z9 = 1. Zato je
z7 = z2014

(z9)223 = 1, odakle je i z2 = z9

z7 = 1 i z = z7

(z2)3 = 1. Zato je 0 = P (1) = 3,
xto je kontradikcija.
(DRUGO REXEǋE) (a) Pretpostavimo suprotno-neka va�i z2020+z3+1 = 0
za neko z za koje je |z| = 1. Tada iz jednakosti modula leve i desne strane
u jednakostima (koje su ekvivalentne sa z2020 + z3 + 1 = 0) z3(z2017 + 1) = −1
i z2020 + 1 = −z3 imamo da je |z2017 + 1| = 1 i |z2020 + 1| = 1. Iz posledǌih
jednakosti zakǉuqujemo da se brojevi z2020 i z2017 nalaze na rastojaǌu 1
od broja −1, odnosno nalaze se na kru�nici qiji je centar u broju −1, a
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polupreqnik 1. Kako je |z| = 1, to je i |z2020| = |z2017| = 1, te se brojevi z2020

i z2017 nalaze i na kru�nici qiji je centar broj 0, a polupreqnik 1. Presek
pomenutih kru�nica su brojevi ε = cos 2π

3 + i sin 2π
3 i ε2 = cos 4π

3 + i sin 4π
3 , te

je z2020, z2017 ∈ {ε, ε2}. Otuda, kako je ε3 = 1, imamo z3 = z2020

z2017 ∈ {1, ε, 1
ε} =

{1, ε, ε2}. Za z3 = 1 imamo z2020 = −z3 − 1 = −2, te je |z2020| = 2, xto je
u suprotnosti sa |z2020| = 1. Ako je pak z3 ∈ {ε, ε2}, onda iz jednakosti
z2020 + z3 + 1 = 0 = ε2 + ε + 1, dobijamo da je z2020 = ε2 (kada je z3 = ε)
ili z2020 = ε (kada je z3 = ε2.) Ovadve, kako je (z2020)3 = (z3)2020 dobijamo
da je (ε2)3 = ε2020 ili ε3 = (ε2)2020. Imaju�i na umu da je ε3 = 1, posledǌe
jednakosti nas dovode do zakǉuqka da je 1 = ε ili 1 = ε2. Kontradikcija.

(b) Pod uslovom |z| = 1, odnosno z = 1
z , data jednakost je ekvivalentana sa

|z2020 + zn + 1| = |z2020 + z3 + 1| ⇔ (z2020 + zn + 1)(
1

z2020
+

1

zn
+ 1)

= (z2020 + z3 + 1)(
1

z2020
+

1

z3
+ 1)

⇔ z2020−n + zn−2020 + zn + z−n = z2017 + z−2017 + z3 + z−3 ⇔
⇔ z4040 + z2n + z2020+2n + z2020 − z4037+n − z3+n − z2023+n − z2017+n = 0. (1)

Dakle, broj n ∈ N je rexeǌe akko je jednakost (1) ispuǌena za sve brojeve
z za koje je |z| = 1.

Neka je n ∈ N neko rexeǌe. Posmatrajmo polinom P (x) = x4040 + x2n +
x2020+2n+x2020−x4037+n−x3+n−x2023+n−x2017+n. Nule ovog polinoma su svi
brojevi x = z, gde je |z| = 1, te posmatrani polinom ima beskonaqno mnogo
nula. Zato je P (x) jednak nula polinomu, te su svi ǌegovi koeficijenti
jednaki nuli. Zato mora da va�i 4040 = 4037 + n ili 2020 + 2n = 4037 + n,
odnosno n = 3 ili n = 2017. Lako proveravamo da za n = 3, odnosno n = 2017,
va�i jednakost (1), te su ovi brojevi zaista rexeǌa zadatka.

2. Postoji. Neka u ”sredǌem” redu ima 2n + 1, n ∈ N, jediniqnih poǉa.
Dokaza�emo matematiqkom indukcijom (po n), sa korakom 2, da postoje �el-
jeni potezi, pri qemu je prvi potez sa poǉa koje je prvo (sa leve strane) u
”sredǌem” redu.
Baza indukcije: Na slikama su dati primeri �eǉenih poteza za n = 1 i
n = 2.

Induktivna hipoteza: Neka navedeno tvr�eǌe va�i za n.
Induktivni korak: Posmatrajmo tablu u qijem je ”sredǌem” redu 2(n+2)+1
jediniqnih poǉa. Prvih 8 poteza izvodimo kao na slede�oj slici.
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Me�u navedenih 8 poteza oqigledno nema podudarnih, pri qemu na beloj
tabli, koja u ”sredǌem” redu ima 2n+ 1 jediniqno poǉe, nije mogu�e odi-
grati potez koji bi bio podudaran nekom od 8 navedenih poteza. Poǉe
oznaqeno brojem 9 je zapravo prvo poǉe bele table koja u ”sredǌem” redu
ima 2n + 1 jediniqnih poǉa. Po induktivnoj hipotezi, za tu belu tablu,
mogu�e je izvesti �eǉeni niz poteza. Ovim je kompletiran dokaz.

3. Pretpostavimo suprotno, tj. da takvih brojeva ima samo konaqno mnogo.
Neka je ǌihov ukupan broj jednak k. Potrebna nam je slede�a doǌa ocena
za Ojlerovu funkciju:

φ(t) ≥
√

t

2
, za svako t ∈ N.

Stoga, zapiximo t = 2αq, gde je α ≥ 0, a q neparan broj. Ako je q = 1,
onda je

φ(t) = φ(2α) =

1, α = 0,

2α−1, α ≥ 1.

Za α = 0 dobijamo φ(t) = 1 ≥
√
1/2, a za α ≥ 1 va�i

2α−1 ≥ 2α/2−1/2 =

√
2α

2
=

√
t

2
.

Dakle, i u ovom sluqaju va�i φ(t) ≥
√
t/2.

Neka je sada q > 1. Ako je q = pβ1

1 pβ2

2 · · · pβs
s kanonska faktorizacija

broja q, onda je

φ(q) =

s∏
i=1

pβi−1
i (pi − 1).

Za svaki neparan prost broj p i svako β ≥ 1 va�i pβ−1(p−1) ≥ pβ/2. Zaista,
za β = 1 to je ekvivalentno nejednakosti p−1 ≥ √

p, xto va�i za svaki p ≥ 3,
a za β ≥ 2 imamo

pβ−1(p− 1) ≥ pβ−1 ≥ pβ/2.

Mno�eǌem ovih nejednakosti po svim prostim deliocima broja q dobijamo
φ(q) ≥ √

q.
Sada, ako je α = 0, onda je t = q neparan, pa

φ(t) = φ(q) ≥ √
q =

√
t ≥

√
t

2
.
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Ako je α ≥ 1, onda je

φ(t) = φ(2α)φ(q) = 2α−1φ(q) ≥ 2α−1√q.

Poxto je 2α−1 ≥ 2α/2−1/2, sledi

φ(t) ≥ 2α/2−1/2√q =

√
2αq

2
=

√
t

2
.

Time je tra�ena doǌa ocena dokazana.

Izaberimo sada prirodan broj N tako da va�i
√

N
2 > k. Na primer,

mo�emo uzeti N = 2k2 + 1. Tada za svako d ≥ N , po dokazanoj oceni, va�i

φ(d) ≥
√

d

2
≥

√
N

2
> k,

pa je
d+ φ(d) > d+ k ≥ N + k.

Prema tome, ako je neki broj m ≤ N + k predstavǉiv u obliku m =
c+ φ(c), onda mora biti c < N , jer za c ≥ N dobijamo c+ φ(c) > N + k.

Dakle, brojevi ne ve�i od N+k koji su predstavǉivi u obliku c+φ(c)
mogu nastati samo za

c = 1, 2, . . . , N − 1.

Poxto takvih vrednosti c ima najvixe N − 1, sledi da me�u prvih N + k
prirodnih brojeva ima najvixe N − 1 predstavǉivih brojeva.

S druge strane, me�u brojevima

1, 2, . . . , N + k

ima ukupno N + k brojeva. Zato najmaǌe

(N + k)− (N − 1) = k + 1

ǌih nije predstavǉivo u obliku n+φ(n). Me�utim, to je nemogu�e, jer smo
pretpostavili da ukupno postoji samo k takvih brojeva.

Konaqno, sledi da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva m
koji se ne mogu predstaviti u obliku m = n + φ(n) ni za jedan prirodan
broj n.

4. Prvo, trouglovi EAC i DAB su sliqni. Zaista, ∠ECA = ∠ABD = 90◦−α
i ∠EAC = ∠BAD = 90◦ + α

2 . Zakǉuqujemo da je EC
BD = AC

AB . Kako je K
zapravo A − Humpty taqka, poznato je da je ∠MBK = ∠BAM . Kako je
i ∠CHK = 180◦ − ∠KHC ′ = BAM (C ′ je podno�je visine iz C na AB),
to je qetvorougao BHKC tetivan (i ovo je generalno poznato). Poxto
su trouglovi BMK i AMB sliqni, to je BM

AM = BK
AB . Analogno je CM

AM =
CK
AC . Poxto je BM = CM , to je BK

CK = AB
AC = BD

CE . Kako je zbog tetivnosti
qetvorougla BHKC i ∠KBD = ∠KCE, trouglovi BKD i CKE su sliqni.
Zato je ∠HDK = ∠HEK, qime je dokaz zavrxen.
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Qetvrti razred – A kategorija

1. Neka su a i b neke vrednosti parametara za koje va�i navedena neje-
dnakost. Posmatrajmo funkciju f : R −→ R, za koju je f(x) = 4x + ax + bx −
6x−3x−2x, za svako x ∈ R. Funkcija f(x) je neprekidno diferencijabilna na
R. Doka�imo da je f ′(0) = 0. Pretpostavimo suprotno. Kako postoji f ′(0),
neka je f ′(0) = α ̸= 0. Ako je α > 0, to postoji neka okolina broja 0, ta-
kva da je funkcija f(x) strogo monotono rastu�a u toj okolini. Me�utim,
tada za svako x iz te okoline za koje va�i x < 0, imamo f(x) < f(0) = 0,
xto je u suprotnosti sa osobinom brojeva a i b (brojevi a i b su takvi da
za svako x ∈ R va�i f(x) ≥ 0). Ako je pak α < 0, to postoji neka okolina
broja 0, takva da je funkcija f(x) strogo monotono opadaju�a u toj okolini.
Me�utim, tada za svako x iz te okoline za koje va�i x > 0, imamo f(x) <
f(0) = 0, xto je u opet u suprotnosti sa osobinom brojeva a i b. Dakle, ako
tra�ena vrednost parametara a i b postoji, onda mora biti f ′(0) = 0. Kako
je f ′(0) = ln 4 + ln a + ln b − ln 6 − ln 3 − ln 2 = ln ab

9 , to jednakost ab = 9 daje
jedine potencijalne vrednosti tra�enih parametara.

Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da je a ≥ b. Doka�imo
da mora biti a ≥ 6. Pretpostavimo suprotno, a < 6. Deǉeǌem polazne
nejednakosti sa 6x dobijamo da za svako x ∈ R va�i

L(x) = (
2

3
)x + (

a

6
)x + (

b

6
)x ≥ 1 + (

1

2
)x + (

1

3
)x = D(x). (1)

Kako je limx−→∞ L(x) = 0, a limx−→∞ D(x) = 1, to za dovoǉno veliko x
nejednakost (1) ne va�i. Kontradikcija. Ovim smo dokazali (pod pret-
postavkom da je a ≥ 6) da ukoliko tra�eni parametri postoje, mora va�iti
a ≥ 6 i b = 9

a . Doka�imo sada da parametri odre�eni ovim uslovima za-
ista zadovoǉavaju polaznu nejednakost. Fiksirajmo realan broj x, x ̸= 0
(za x = 0 navedeni parametri zadovoǉavaju polaznu nejednakost). Neka je
g : R+ −→ R funkcija zadata sa g(a) = 4x + ax +( 9a )

x − 6x − 3x − 2x. Doka�imo
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da je g(a) ≥ 0 za svako a ≥ 6. Funkcija g(a) je neprekidno diferencija-
bilna na R+. Lako nalazimo da je g′(a) = x(ax+3x)(ax−3x)

ax+1 . Za x > 0 izraz
ax − 3x je pozitivan samo za a > 3, dok je za x < 0 izraz ax − 3x je ne-
gativan samo za a > 3. Dakle, g′(a) > 0 ⇐⇒ a > 3. Ovim je dokazano da
je funkcija g(a) strogo monotona rastu�a na intervalu (3,∞). Kako je jox
g(6) = 4x+( 32 )

x−3x−2x = (2x−(32 )
x)(2x−1) > 0 (za x > 0 va�i 2x−( 32 )

x, 2x−1 > 0,
dok za x < 0 va�i 2x − (32 )

x, 2x − 1 < 0), to za svako a ≥ 6, na osnovu monoto-
nosti, va�i g(a) > 0, a time i polazna nejednakost.

Sve tra�ene vrednosti su iz skupa {(a, b)| ab = 9, a ≥ 6 ∨ b ≥ 6}.

2. Primetimo da je

A = 1! · 2! · 3! · · · 2024! = (1! · 2!) · (3! · 4!) · · · (2023! · 2024!)
= (1! · 1! · 2) · (3! · 3! · 4) · · · (2023! · 2023! · 2024)
= (1!)2 · (3!)2 · (5!)2 · · · (2023!)2 · 2 · 4 · 6 · · · 2024
= (1! · 3! · 5! · · · 2023!)2 · 21012 · 1 · 2 · 3 · · · 1012 = (1! · 3! · 5! · · · 2023! · 2506)2 · 1012!,

odakle nalazimo jedno rexeǌe (n, x) = (1012, 1!·3!·5! · · · 2023!·2506). Doka�imo
da drugih rexeǌa nema.
Pretpostavimo suprotno, da je neko n ̸= 1012 rexeǌe ove jednaqine. Tada,

broj
A

n!
treba da bude kvadrat prirodnog broja.

Ako je n ⩽ 1008, tada je
A

n!
= (1! · 3! · 5! · · · 2023! · 2506)2 · 1012 · 1011 ·

1010 · 1009 · · · (n + 1). Lako se proverava da je broj 1009 prost, a ǌegov
eksponent je neparan, te ovaj broj nije potpun kvadrat. Za n = 1009, imamo
A

n!
= (1! · 3! · 5! · · · 2023! · 2506)2 · 1012 · 1011 · 1010, a za n = 1010 je

A

n!
= (1! ·

3! · 5! · · · 2023! · 2506)2 · 1012 · 1011, pa ovi brojevi nisu potpuni kvadrati jer
je stepen broja 3 neparan. Tako�e, n = 1011 nije rexeǌe poxto 1012 nije
potpun kvadrat.

Konaqno, ako je n ⩾ 1013, tada je
A

n!
=

(1! · 3! · 5! · · · 2023! · 2506)2
1013 · 1014 · · ·n . Broj 1013 je

prost, ǌegov eksponent u
A

n!
je neparan za n < 2026, pa ne mo�e biti potpun

kvadrat. S druge strane,
A

n!
nije ceo broj za n ⩾ 2027, poxto je 2027 prost

broj koji ne deli A. Broj n = 2026 nije rexeǌe npr. jer je 1019 prost broj

koji ima neparan eksponent u
A

n!
.

3. Dokaza�emo da je xestougao APQOSR tetivan, pa po Paskalovoj teoremi
primeǌenoj na ovaj xestougao direktno sledi tvr�eǌe zadatka.
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Da bismo dokazali da je pomenuti xestougao tetivan dokaza�emo da
su tetivni qetvorouglovi APQO, ARSO i AQOS. Znamo da je ∠QPO =
90◦ −∠ACB, jer je jednak uglu izme�u visine iz A trougla △ABC i prave
AC kao ugao sa paralelnim kracima. Kako je tako�e i ∠BAO = 90◦−∠ACB,
zakǉuqujemo da je qetvorougao APQO tetivan. Analogno je i qetvor-
ougao ARSO tetivan, pa ostaje pokazati da je qetvorougao AQOS tetivan.
Obele�imo sa M i N redom sredixta AB i AC, i obele�imo drugi presek
kruga AOQ sa AC sa S′. Trouglovi △OMQ i △ONS′ su sliqni (pravougli
su i pritom je ∠OQM = ∠OS′N), pa je odatle QM

S′N = OM
ON = cosγ

cosβ , gde je
∠ABC = β i ∠ACB = γ. Odavde zakǉuqujemo da su projekcije du�i QM i
S′N na BC jednakih du�ina, odakle je du�ina projekcije du�i QS′ na BC
jednaka BC

2 , pa zakǉuqujemo da je S′ ≡ S.
Dakle, qetvorougao AQOS je tetivan, odakle po prethodnoj diskusiji

sledi tvr�eǌe zadatka.

4. Najve�e takvo k je (m− 1)(n− 1). Na slici je dat primer sa (m− 1)(n− 1)
loxih pravougaonika (svi koji sadr�e doǌe desno poǉe table). Ostaje da
doka�emo da mora da postoji bar (m−1)(n−1) loxih pravougaonika. Uoqi-
mo neki lox pravougaonik koji postoji prema uslovu zadatka. Obele�imo
brojeve u �oxkovima ovog pravougaonika kao na slici. Tada je a+d ̸= b+c,
odnosno a − c ̸= b − d. Uoqimo sada jox dva poǉa, nazovimo ih e i f , na
slede�i naqin. e i f su u istoj koloni, e ̸= a, e ̸= b, f ̸= c, f ̸= d, e je u
istom redu kao a i b, f je u istom redu kao c i d. Kako ne mo�e istovremeno
da vazi e − f = a − c i e − f = b − d, barem jedan od pravougaonika eafc
i ebfd je lox. Kako ovakve parove poǉa e i f mo�emo izabrati na n − 2
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naqina dobili smo jox n − 2 loxih pravougaonika, koji su svi oqigledno
razliqiti. Izaberimo bilo koji od n−1 loxih pravougaonika koji su nam
do sada poznati. Ako analogan postupak ponovimo krenuvxi od izabranog
pravougaonika samo u vertikalnom smeru dobijamo jox m − 2 razliqitih
loxih pravougaonika. Jasno je da ni dva pravougaonika dobijena od razli-
qitog inicijalnog loxeg prvougaonika ne mogu biti ista. Dakle, pronaxli
smo (m− 1)(n− 1) loxih pravougaonika, qime je dokaz zavrxen.
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REXEǋA ZADATAKA DR�AVNOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE – B kategorija

Prvi razred – B kategorija

1. Neka je broj centralnih taqaka jednak n. Tada je ukupan broj svih taqaka
jednak n+ 2, jer pored tih n taqaka postoje jox dve doǌe boqne taqke.

Broj svih trojki taqaka jednak je
n(n+ 1)(n+ 2)

6
, od qega treba

oduzeti nedozvoǉene trojke taqaka. Kako svih n centralnih taqaka pri-
padaju jednoj pravoj, broj trojki sastavǉenih samo od tih taqaka jednak

je
n(n− 1)(n− 2)

6
. Pored toga, doǌe tri taqke su kolinearne, te daju jox

jednu nedozvoǉenu trojku. Prema tome, broj svih trouglova jednak je

(n+ 2)(n+ 1)n

6
− n(n− 1)(n− 2)

6
− 1.

Po uslovu zadatka, to je jednako 2024, pa va�i

n(n+ 1)(n+ 2)

6
− n(n− 1)(n− 2)

6
− 1 = 2024.

Sre�ivaǌem dobijamo

n
(
(n+ 2)(n+ 1)− (n− 1)(n− 2)

)
6

− 1 = 2024.

Daǉe je (n + 1)(n + 2) = n2 + 3n + 2, dok je (n − 1)(n − 2) = n2 − 3n + 2, pa

je razlika ovih izraza jednaka 6n. Stoga, va�i
n · 6n
6

− 1 = 2024, odnosno

n2 − 1 = 2024, odakle je n2 = 2025, te je n = 45. Dakle, ukupan broj taqaka
je 47.

2. (PRVO REXEǋE) Tra�eni zbir mo�emo grupisati na slede�i naqin:

A = (−S(0) + S(1)) + (−S(2) + S(3)) + · · ·+ (−S(2024) + S(2025))− S(2026).

Izraqunajmo S(2k + 1) − S(2k). Broj 2k je uvek paran, xto znaqi da mu je
posledǌa cifra c ∈ {0, 2, 4, 6, 8}. Pri prelasku sa 2k na 2k + 1, posledǌa
cifra postaje c + 1, a ostale cifre ostaju nepromeǌene (nema prenosa).
Zato je S(2k+1)−S(2k) = 1. Takvih parova je 1013, a poxto je S(2026) = 10,
odgovor je A = 1013− 10 = 1003.

(DRUGO REXEǋE) Grupiximo qlanove po parovima: A =
∑1013

k=1

(
S(2k −

1)−S(2k)
)
. Ako se pri prelazu sa 2k−1 na 2k ne javǉa prenos, tada se zbir

cifara pove�ava za 1, pa je S(2k) = S(2k−1)+1, odnosno S(2k−1)−S(2k) = −1.
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Ako broj 2k − 1 na kraju ima taqno t devetki, onda pri dodavaǌu
jedinice tih t devetki prelazi u nule, pa se zbir cifara smaǌuje za 9t, a
zatim se prethodna cifra pove�ava za 1. Zato va�i S(2k) = S(2k−1)+1−9t,
pa je S(2k − 1)− S(2k) = 9t− 1. Stoga, svaki par daje osnovni doprinos −1,
a za svaku zavrxnu devetku dobijamo jox 9. Kako ima ukupno 1013 parova,
dobijamo A = −1013 + 9(N1 + N2 + N3), gde je N1 broj neparnih brojeva do
2025 koji se zavrxavaju cifrom 9, N2 broj neparnih brojeva do 2025 koji se
zavrxavaju sa 99, a N3 broj neparnih brojeva do 2025 koji se zavrxavaju sa
999.

Sada brojimo: N1 = #{9, 19, 29, . . . , 2019} = 202, jer je
2019− 9

10
+1 = 202.

Daǉe, N2 = #{99, 199, 299, . . . , 1999} = 20, jer je
1999− 99

100
+ 1 = 20. Najzad,

N3 = #{999, 1999} = 2.
Prema tome, A = −1013+9(202+20+2) = −1013+9 ·224 = −1013+2016 =

1003. Dakle, A = 1003.

3.Dokaza�emo da je pobednik Nenad, da su Milica i Nenad Istinozbori�i,
a Aleksandar i Qeda La�kovi�i.

Posmatrajmo najpre Qedinu izjavu: Aleksandar je pobednik i Nenad je
La�kovi�.

Pretpostavimo da Qeda govori istinu. Tada su obe tvrdǌe iz ǌegove
izjave taqne, pa je Aleksandar pobednik i Nenad je La�kovi�.

Kako je poznato da je pobednik Istinozbori�, sledi da je Aleksan-
dar Istinozbori�, pa je ǌegova izjava taqna. Kako je, prema Qedinoj
izjavi, Nenad La�kovi�, uslov u Aleksandrovoj izjavi je ispuǌen, te iz
istinitosti Aleksandrove izjave sledi da je Milica pobedila. To je u
protivreqnosti sa tim da je Aleksandar pobednik. Dakle, Qeda ne govori
istinu, pa je Qeda La�kovi�.

Kako je Qeda La�kovi�, on ne mo�e biti pobednik, jer je pobednik
Istinozbori�.

Sada posmatrajmo Miliqinu izjavu: Ni ja ni Qeda nismo pobedili. S
obzirom da ve� znamo da Qeda nije pobednik, istinitost ove izjave svodi
se na istinitost tvrdǌe - Milica nije pobedila. Ako bi Milica bi-
la La�kovi�, ǌena izjava bi bila neistinita. Kako je deo ,,Qeda nije
pobedio” taqan, neistinitost cele Miliqine izjave mogla bi nastati samo
tako xto je neistinita tvrdǌa - Milica nije pobedila, odnosno tako xto
bi tvrdǌa Milica je pobedila bila istinita. Me�utim, tada bi Milica
bila pobednik, a pobednik je Istinozbori�, xto je u protivreqnosti sa
pretpostavkom da je Milica La�kovi�. Stoga, Milica nije La�kovi�,
ve� je Istinozbori�. Zato je ǌena izjava taqna, te va�i: Milica nije
pobedila.

Posmatrajmo sada Nenadovu izjavu: Ako je Milica La�kovi�, onda je
Qeda pobednik. Kako je Milica Istinozbori�, pretpostavka ove implika-
cije je neistinita. Zato je cela Nenadova izjava istinita. Sledi da je
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Nenad Istinozbori�.
Vratimo se sada na Aleksandrovu izjavu: Ako je bar jedan od Qede i

Nenada pripadnik plemena La�kovi�, onda je Milica pobedila. S obzirom
da je Qeda La�kovi�, pretpostavka ove implikacije je istinita. Kako smo
ve� utvrdili da Milica nije pobedila, sledi da je Aleksandrova izjava
neistinita. Dakle, Aleksandar je La�kovi�.

Sada znamo:

Qeda nije pobednik, Milica nije pobednik, Aleksandar nije Istinozbori�.

Preostaje jox da iskǉuqimo mogu�nost da je Aleksandar pobednik. Ali
pobednik je Istinozbori�, a Aleksandar je La�kovi�, odakle zakǉuqujemo
da Aleksandar ne mo�e biti pobednik. Dakle, niko od Milice, Aleksandra
i Qede nije pobednik, te jedino preostaje da je pobednik Nenad.

Zato je konaqan odgovor:

Pobednik je Nenad.

Pri tome,

Milica i Nenad su Istinozbori�i, a Aleksandar i Qeda su La�kovi�i.

4. Neka je H ortocentar trougla ABC i ∠BAC = α. Tada su qetvorouglovi
FHBD i HECD tetivni (imaju po dva prava ugla koji su nesusedni), pa
je ∠HBF = ∠HDF i ∠HCE = ∠HDE. Kako je trougao BEA pravougli, to
je ∠ABE = 90◦ − α, a na osnovu prethodnog razmatraǌa, ∠FDH = 90◦ − α.
Dokaz zavrxavaju dve ekvivalencije:

AF = CF ⇐⇒ ∠FCA = ∠FAC = α ⇐⇒ ∠FDE = 90◦ − α+ α = 90◦.
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5. Primetimo najpre da je |491 − 62| = |49− 36| = 13. Dakle, vrednost izraza
mo�e biti jednaka 13. Doka�imo da ne mo�e biti maǌa od 13.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje prirodni brojevi a i b takvi
da je |49a − 6b| < 13. S obzirom da je 49 ≡ 9 (mod 10), va�i 49a ≡ 1 ili
49a ≡ 9 (mod 10), dok je 6b ≡ 6 (mod 10). Zato je 49a − 6b ≡ 5 ili 49a − 6b ≡ 3
(mod 10).

Kako je |49a − 6b| < 13, broj 49a − 6b je jedan od celih brojeva izmedu1
−12 do 12, ukǉuquju�i iste. Me�u tim celim brojevima samo brojevi −7,
−5, 3 i 5 jesu kongruentni sa 3 ili 5 po modulu 10. Zato mora va�iti
49a − 6b ∈ {−7,−5, 3, 5}.

Sa druge strane, 49a ≡ 0 (mod 7), a 6b ≡ (−1)b (mod 7), pa je 49a − 6b ≡
−(−1)b (mod 7). Dakle, broj 49a − 6b je kongruentan sa 1 ili 6 po modulu 7.

Me�utim, brojevi −7, −5, 3 i 5 kongruentni su redom sa 0, 2, 3 i 5
po modulu 7, te nijedan od ǌih nije kongruentan sa 1 ili 6 po modulu 7.
Dobijena kontradikcija pokazuje da ne mogu postojati prirodni brojevi a
i b za koje je |49a − 6b| < 13. Stoga, najmaǌa vrednost izraza |49a − 6b| jeste
13.

Drugi razred – B kategorija

1.Najpre odredimo uslove definisanosti jednaqine. Da bi logaritmi bili
definisani, mora va�iti x > 0. Pod ovim uslovom je i

√
x+ 1 definisan,

a tako�e je
√
x+ 1− 1 ̸= 0, jer bi iz

√
x+ 1− 1 = 0 sledilo x = 0, xto nije

dozvoǉeno. Dakle, oblast definisanosti je interval (0,+∞).
Sada pojednostavimo desnu stranu:

1√
x+ 1− 1

− 1√
x+ 1 + 1

=
(
√
x+ 1 + 1)− (

√
x+ 1− 1)

(
√
x+ 1− 1)(

√
x+ 1 + 1)

=
2

x
.

Zato je
2

1√
x+ 1− 1

− 1√
x+ 1 + 1

=
2

2/x
= x.

Prema tome, polazna jednaqina je ekvivalentna jednaqini

xlog2
10 x+log10 x3+3 = x, x > 0.

Kako je
log10 x

3 = 3 log10 x,

dobijamo
x(log10 x)2+3 log10 x+3 = x.

Sada razmatramo dva sluqaja.
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(1) Ako je x = 1, onda je jednaqina oqigledno zadovoǉena.
(2) Ako je x ̸= 1, onda su obe strane oblika xα i x1, sa istom pozitivnom
bazom razliqitom od 1. Zato moraju biti jednaki eksponenti:

(log10 x)
2 + 3 log10 x+ 3 = 1.

Odatle sledi
(log10 x)

2 + 3 log10 x+ 2 = 0.

Uvedimo smenu t = log10 x. Tada dobijamo kvadratnu jednaqinu t2+3t+2 = 0,
tj. (t+ 1)(t+ 2) = 0. Dakle,

t = −1 ili t = −2.

Otuda je

log10 x = −1 ⇒ x =
1

10
,

ili
log10 x = −2 ⇒ x =

1

100
,

odnosno sva rexeǌa polazne jednaqine su data sa

x ∈
{
1,

1

10
,

1

100

}
.

2. Jedan dijadski niz du�ine 4 ima oblik (a, b, 1 − b, 1 − a), gde su a i b
proizvoǉno izabrani iz skupa {0, 1}. Prema tome, postoje taqno 4 dijadska
niza du�ine 4.

Niz du�ine 16 koji se sastoji od 4 uzastopna dijadska niza du�ine 4
dobija se tako xto nezavisno izaberemo svaki od ta 4 bloka. Prema tome,
ukupan broj takvih nizova jednak je 44 = 256.

Sada treba oduzeti one me�u ǌima koji su i sami dijadski nizovi
du�ine 16. Neka su qetiri bloka redom X1, X2, X3, X4. Ako ceo niz
du�ine 16 treba da bude dijadski, onda prvi i posledǌi qlan moraju da
daju zbir 1, drugi i pretposledǌi tako�e, i tako redom. Iz toga sledi
da qetvrti blok mora biti jednak prvom, a tre�i blok mora biti jednak
drugom. Dakle, takav niz je u potpunosti odre�en izborom prva dva bloka.

Poxto za svaki od blokova X1 i X2 postoje po 4 mogu�nosti, broj
dijadskih nizova du�ine 16 koji su sastavǉeni od qetiri dijadska bloka
du�ine 4 jednak je 4 · 4 = 16. Dakle, tra�eni broj jednak je 256− 16 = 240.

3. Neka je an n-ti qlan datog niza. Tada broj an ima n cifara, pri qemu su
cifre na neparnim mestima jednake 7, a cifre na parnim mestima jednake
3. Poxto je 99 = 9 ·11, a brojevi 9 i 11 su uzajamno prosti, broj an je deǉiv
sa 99 ako i samo ako je deǉiv i sa 9 i sa 11. Zato �emo razmotriti posebno
sluqajeve kada je n paran i kada je n neparan.
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(1) n = 2k, gde je k ∈ N: Tada broj an ima k neparnih mesta i k parnih
mesta. Na neparnim mestima stoji cifra 7, a na parnim mestima cifra 3.
Zato je zbir cifara broja an jednak 7k + 3k = 10k. Da bi an bio deǉiv sa
9, neophodno je i dovoǉno da je

10k ≡ 0 (mod 9).

Kako je 10 ≡ 1 (mod 9), dobijamo k ≡ 0 (mod 9). Sa druge strane, da bi
an bio deǉiv sa 11, potrebno je i dovoǉno da razlika zbira cifara na
neparnim i parnim mestima bude deǉiva sa 11. Ovde je ta razlika 7k−3k =
4k. Dakle, mora va�iti

4k ≡ 0 (mod 11).

Poxto je 4 uzajamno prost sa 11, sledi

k ≡ 0 (mod 11).

Stoga, k mora biti deǉiv i sa 9 i sa 11, te je najmaǌa mogu�a vrednost

k = NZS(9, 11) = 99.

Tada je n = 2k = 198.
(2) n = 2k+1, gde je k nenegativan ceo broj: Tada broj an ima k+1 neparnih
mesta i k parnih mesta. Zato je zbir ǌegovih cifara 7(k+1)+3k = 10k+7.
Da bi an bio deǉiv sa 9, mora va�iti

10k + 7 ≡ 0 (mod 9).

Kako je 10 ≡ 1 (mod 9), dobijamo k + 7 ≡ 0 (mod 9), odnosno

k ≡ 2 (mod 9).

Daǉe, razlika zbira cifara na neparnim i parnim mestima iznosi 7(k +
1)− 3k = 4k + 7. Da bi an bio deǉiv sa 11, potrebno je i dovoǉno da va�i

4k + 7 ≡ 0 (mod 11).

S obzirom da je 7 ≡ −4 (mod 11), ovo je ekvivalentno sa

4k − 4 ≡ 0 (mod 11),

te dobijamo
4(k − 1) ≡ 0 (mod 11).

Kako je 4 uzajamno prost sa 11, sledi

k ≡ 1 (mod 11).

Dakle, treba na�i najmaǌi nenegativan ceo broj k takav da va�i sistem
kongruencija

k ≡ 2 (mod 9), k ≡ 1 (mod 11).
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Brojevi oblika k = 9t+ 2 su

2, 11, 20, 29, 38, 47, 56, . . .

a prvi me�u ǌima koji je kongruentan sa 1 po modulu 11 jeste 56. Stoga,
najmaǌe k je 56, pa je n = 2k + 1 = 113.

Dakle, u prvom sluqaju dobili smo n = 198, a u drugom n = 113. Kako
je 113 < 198, sledi da se prvi qlan niza deǉiv sa 99 dobija za n = 113.

Zato je tra�eni broj
7373 . . . 37︸ ︷︷ ︸
113 cifara

,

tj. broj koji se nalazi na 113-tom mestu datog niza.

Prvi qlan niza de	iv sa 99 jeste 7373 . . . 37︸ ︷︷ ︸
113 cifara

.

4. (a) Primenimo nejednakost trougla na brojeve y − a i y − b. Dobijamo
|y − a|+ |y − b| ≥ |(y − a)− (y − b)|. Kako je (y − a)− (y − b) = b− a, sledi

|(y − a)− (y − b)| = |b− a|.

Me�utim, iz uslova a < b, imamo b− a > 0, pa je |b− a| = b− a, tj.

|y − a|+ |y − b| ≥ b− a,

te je tvr�eǌe dokazano.

Napomena. Jednakost va�i ako i samo ako je y ∈ [a, b].

(b) Nakon osloba�aǌa od apsolutnih vrednosti, u zavisnosti od x, u izrazu
|x− 1|+ |x− 2|+ ...+ |x− 2023|+ |x− 2024|, neki od sabiraka ostaju isti, dok
neki meǌaju znak. Zato �e dati izraz imati oblik

S = z1(x− 1) + z2(x− 2) + ...+ z2023(x− 2023) + z2024(x− 2024),

gde su z1, z2, ..., z2023, z2024 ∈ {−1, 1}. Sada je

S = (z1+z2+ ...+z2023+z2024)x− (z1 ·1+z2 ·2+ ...+z2023 ·2023+z2024 ·2024). (1)

Ako je zbir z1 + z2 + ...+ z2023 + z2024 = 0, onda je broj S racionalan, jer je
jednak sa z1 ·1+z2 ·2+...+z2023 ·2023+z2024 ·2024. Ako je zbir z1+z2+...+z2023+
z2024 ̸= 0, onda broj S ne mo�e biti racionalan, zato xto iz jednakosti (1)

dobijamo x = S+(z1·1+z2·2+...+z2023·2023+z2024·2024)
z1+z2+...+z2023+z2024

, pa ukoliko je S racionalan
broj, broj x je tako�e racionalan, kao koliqnik dva racionalna broja, xto
nije mogu�e. Dakle, broj S je racionalan jedino kada je z1+ z2+ ...+ z2023+
z2024 = 0.



93

Kako su brojevi z1, z2, ..., z2023, z2024 ∈ {−1, 1} posledǌa jednakost je
zadovoǉena ako i samo ako je me�u brojevima z1, z2, ..., z2023, z2024 broj onih
koji su jednaki 1 jednak broju onih koji su jednaki −1, odnosno ako ih ima
po 1012. Prema tome, broj S je racionalan ako i samo ako je broj x ve�i
od taqno 1012 brojeva iz skupa {1, 2, ..., 2023, 2024}, odnosno ako i samo ako je
x ∈ (1012, 1013). Tada je z1 = z2 = ... = z1012 = 1 i z1013 = ... = z2023 = z2024 =
−1, pa je na osnovu (1)

S = (1 + 1 + ...+ 1︸ ︷︷ ︸
1012

−1− 1− ...− 1︸ ︷︷ ︸
1012

)x− (1+2+ ...+1012−1013−1014− ...−2024) =

= (1013− 1) + (1014− 2) + ...+ (2024− 1012) = 1012 · 1012 = 10122. (2)

Ovim smo konaqno dexifrovali da zadati uslov u problemu zapravo znaqi
da je

|x− 1|+ |x− 2|+ ...+ |x− 2023|+ |x− 2024| = 10122.

Da bi kompletirali dokaz datog tvr�eǌa ostaje nam da doka�emo da za
svaki realan broj y va�i nejednakost

|y − 1|+ |y − 2|+ ...+ |y − 2023|+ |y − 2024| ≥ 10122. (2)

U tom ciǉu, koriste�i nejednakost iz dela (a) dobijamo:

|y − 1|+ |y − 2|+ ...+ |y − 2023|+ |y − 2024| =

= (|y − 1|+ |y − 2024|) + (|y − 2|+ |y − 2023|) + ...+ (|y − 1012|+ |y − 1013|) ≥
≥ (2024− 1) + (2023− 2) + ...+ (1013− 1012) = 2023 + 2021 + ...+ 1 =

= (2023 + 1) + (2021 + 3) + ...+ (1013 + 1011) = 2024 · 506 = 10122.

Ovim smo dokazali nejednakost (2), qime smo upotpunili dokaz tvr�eǌa.

5. Oznaqimo α = ∠BAC, β = ∠ABC, γ = ∠ACB. Kako su Ob i Oc centri
opisanih kru�nica trouglova AHC i ABH, obe taqke pripadaju simetrali
du�i AH. Poxto je AH ⊥ BC, ta simetrala je paralelna sa BC, pa je
ObOc ∥ BC.

Doka�imo da je i ObC ∥ OcB.
Poxto je Ob centar opisane kru�nice trougla AHC, u jednakokrakom

trouglu ObAC va�i

∠ObCA = 90◦ − ∠CObA

2
.

Oznaqimo sa H ′ proizvoǉnu taqku na opisanoj kru�nici trougla AHC koja
se nalazi na luku AC na kom se ne nalazi taqka H. Tada je ∠AH ′C = 180◦−
∠AHC, pa poxto je ∠CObA centralni ugao nad CA, to je ∠CObA = 2 ·∠CH ′A
i ∠ObCA = 90◦ − (180◦ − ∠AHC) = ∠AHC − 90◦.

Jasno, ∠HAC = 90◦−γ i ∠HCA = 90◦−α, pa je ∠AHC = α+γ = 180◦−β.
Otuda dobijamo ∠ObCA = 90◦ − β.
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Analogno dobijamo ∠OcBA = 90◦ − γ.
Sada je

∠OcBC + ∠ObCB = 90◦ − γ + β + 90◦ − β + γ = 180◦,

odakle sledi ObC ∥ OcB. Prema tome, qetvorougao OcObCB je paralelogram,
pa je ObOc = BC. Analogno se dokazuje OaOb = AB i OaOc = AC, odakle
sledi podudarnost trouglova ABC i OaObOc.

Tre�i razred – B kategorija

1. Neka je c hipotenuza datog pravouglog trougla. Poxto su a i b katete,
va�i

a > 0, b > 0.

Pored toga, iz definisanosti logaritma na levoj strani sledi

a− b

2
> 0,

pa je
a > b.

Neka su α i β oxtri uglovi pravouglog trougla, pri qemu je α ugao
naspram katete a, a β ugao naspram katete b. Poxto je u trouglu ve�a
stranica naspram ve�eg ugla, iz a > b sledi

α > β.
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Polaznu jednaqinu pomno�imo sa 2:

2 log8
a− b

2
= log8 a+ log8 b− log8 2.

Primenom osobina logaritama dobijamo

log8

(
a− b

2

)2

= log8
ab

2
.

Kako je logaritamska funkcija sa osnovom 8 injektivna na (0,∞), sledi(
a− b

2

)2

=
ab

2
.

Mno�eǌem sa 4 dobijamo
(a− b)2 = 2ab,

odnosno
a2 − 2ab+ b2 = 2ab.

Odatle sledi
a2 + b2 − 4ab = 0.

Kako je trougao pravougli, po Pitagorinoj teoremi va�i

a2 + b2 = c2,

pa prethodna jednakost postaje

c2 − 4ab = 0.

Poxto je c > 0, mo�emo podeliti sa c2, pa dobijamo

1− 4
a

c

b

c
= 0.

Sada, kako je α ugao naspram katete a, imamo sinα = a
c i cosα = b

c .
Zato prethodna jednakost postaje

1− 4 sinα cosα = 0,

odnosno
4 sinα cosα = 1.

S obzirom da va�i
sin 2α = 2 sinα cosα,

sledi 2 sin 2α = 1, tj. sin 2α = 1
2 .
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Me�utim, ugao α je oxtar, te je 0◦ < α < 90◦, tj. 0◦ < 2α < 180◦. U
tom intervalu jednaqina

sin 2α =
1

2
ima rexeǌa

2α = 30◦ ili 2α = 150◦.

Dakle,
α = 15◦ ili α = 75◦.

Ali ve� znamo da je α > β, te kako je

α+ β = 90◦,

ve�i od ova dva oxtra ugla mora biti 75◦. Stoga,

α = 75◦, β = 15◦.

Iz svega navedenog, uglovi polaznog pravouglog trougla su dati sa:

15◦, 75◦, 90◦.

2. Posmatrajmo osni presek kupe. Dobijamo jednakokraki trougao ABC, gde
je B vrh kupe, a AC preqnik osnove osnog preseka. U taj trougao upisana je
kru�nica, koja je osni presek upisane lopte. Neka je O centar te kru�nice
i neka je ǌen polupreqnik R. Neka je D sredixte du�i AC. Tada je

BD = h

visina kupe, a
DC = r

polupreqnik osnove kupe.
Neka je

∠DBC = α.

Poxto je BD osa simetrije osnog preseka, ugao pri vrhu trougla ABC
jednak je 2α, pa va�i

0 < α <
π

2
.

Neka je E podno�je normale iz taqke O na krak BC. Poxto je O
centar upisane kru�nice, va�i

OD = R i OE = R.

Sada posmatrajmo pravougli trougao BOE. Kako je O na osi simetri-
je trougla ABC, taqke B, O i D su kolinearne. Zato je

∠OBE = ∠DBC = α.
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Iz pravouglog trougla BOE sledi

sinα =
OE

OB
=

R

OB
,

pa je

OB =
R

sinα
.

Kako su B, O i D kolinearne i taqka O le�i izme�u B i D, dobijamo

BD = BO +OD =
R

sinα
+R.

Dakle,

h = BD =
R(1 + sinα)

sinα
.

Daǉe, u pravouglom trouglu BDC va�i

tanα =
DC

BD
=

r

h
,

pa sledi
r = h tanα.

Ubacivaǌem izraza za h dobijamo

r =
R(1 + sinα)

sinα
tanα =

R(1 + sinα)

cosα
.

Zapremina kupe jednaka je

K =
πr2h

3
.

Zamenom izraza za r i h dobijamo

K =
π

3

(
R(1 + sinα)

cosα

)2 (
R(1 + sinα)

sinα

)
.

Poxto je
cos2 α = (1− sinα)(1 + sinα),

sledi

K =
πR3(1 + sinα)2

3 sinα(1− sinα)
.

Sa druge strane, vaǉak opisan oko lopte ima polupreqnik osnove R
i visinu 2R, pa je ǌegova zapremina

V = πR2 · 2R = 2πR3.
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Prema tome,
K

V
=

(1 + sinα)2

6 sinα(1− sinα)
.

Oznaqimo
s = sinα, 0 < s < 1.

Tada dobijamo
K

V
=

(1 + s)2

6s(1− s)
.

Uporedimo sada ovaj izraz sa 4
3 :

K

V
− 4

3
=

(1 + s)2

6s(1− s)
− 4

3
=

(1 + s)2 − 8s(1− s)

6s(1− s)
.

Sre�ivaǌem brojioca dobijamo

(1 + s)2 − 8s(1− s) = 1 + 2s+ s2 − 8s+ 8s2 = 9s2 − 6s+ 1 = (3s− 1)2.

Zato je
K

V
− 4

3
=

(3s− 1)2

6s(1− s)
≥ 0,

jer je 0 < s < 1, pa je imenilac pozitivan.
Otud sledi

K

V
≥ 4

3
,

odnosno
K ≥ 4

3
V.

Dakle, za svaku takvu kupu va�i K ≥ 4

3
V , pa je kandidat

m =
4

3
.

Sa druge strane, jednakost

K

V
=

4

3

va�i ako i samo ako je
(3s− 1)2 = 0,

tj. ako i samo ako je

s =
1

3
.

Poxto postoji ugao α ∈
(
0, π

2

)
takav da je

sinα =
1

3
,
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sledi da se vrednost
4

3
zaista dosti�e. Prema tome, mmax =

4

3
. Kako iz

K ≥ 4
3 V i 4

3 > 1 sledi K > V , jednakost K = V nije mogu�a. Time je
dokazan i deo (a). Stoga,

K ̸= V i mmax =
4

3
.

3. Posmatrajmo datu jednaqinu po modulu 3. Tada va�i 5x ≡ 16 ≡ 1 (mod 3),
odnosno (−1)x ≡ 1 (mod 3), pa zakǉuqujemo da je x paran broj. Dakle, mo�e-
mo pisati x = 2x1 za x1 ∈ N. Jednaqina postaje

52x1 − 3y = 16 ⇒ (5x1 − 4)(5x1 + 4) = 3y.

Kako je desna strana stepen broja 3, sledi da su i brojevi 5x1 − 4 i 5x1 + 4
tako�e stepeni broja 3. Neka je zato

5x1 − 4 = 3a, 5x1 + 4 = 3b,

gde je a, b ∈ N0 i a < b. Oduzimaǌem ove dve jednaqine dobijamo 3b − 3a = 8.
Poxto je leva strana deǉiva sa 3a, a broj 8 nije deǉiv sa 3, mora

biti a = 0. Tada dobijamo b = 2 i x1 = 1, pa je x = 2 i y = 2.
Dakle, jedino rexeǌe je (x, y) = (2, 2).

4. Neka je u nekom trenutku rastojaǌe izme�u dva �etona jednako d, gde pod
rastojaǌem podrazumevamo broj praznih poǉa izme�u ǌih. Na poqetku je
d = n− 2.

(a) Neka je n ≡ 2 (mod 3). Tada je

d = n− 2 ≡ 0 (mod 3),

pa je poqetno rastojaǌe oblika 3m za neki m ∈ N.
Bojanova strategija je slede�a: ako Ana u svom potezu pomeri �eton
za jedno poǉe, Bojan u svom narednom potezu pomera svoj �eton za dva
poǉa; ako Ana pomeri �eton za dva poǉa, Bojan pomera svoj �eton za
jedno poǉe.

Na taj naqin, posle Aninog i Bojanovog poteza zajedno, rastojaǌe se
smaǌi za 3. Dakle, ako je pre Aninog poteza rastojaǌe deǉivo sa 3,
onda je i posle Bojanovog poteza opet deǉivo sa 3.

Prema tome, Bojan mo�e da odr�ava da posle svakog ǌegovog poteza
rastojaǌe bude oblika 3m. To znaqi da, kad god Ana ima mogu�nost da
odigra potez, ima je i Bojan, jer on uvek odgovara komplementarnim
potezom.
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Kako se rastojaǌe pri svakom potezu smaǌuje, igra se mora zavrxiti
posle konaqno mnogo koraka. Poxto Bojan uvek ima odgovor na Anin
potez, sledi da �e posledǌi potez odigrati Bojan, pa Ana ostaje bez
poteza.

(b) Neka je n ≡ 0 ili n ≡ 1 (mod 3).

Ako je n ≡ 0 (mod 3), tada je

d = n− 2 ≡ 1 (mod 3),

pa je poqetno rastojaǌe oblika 3m+1. Ana tada u prvom potezu pomeri
svoj �eton za jedno poǉe, pa novo rastojaǌe postaje oblika 3m.

Ako je n ≡ 1 (mod 3), tada je

d = n− 2 ≡ 2 (mod 3),

pa je poqetno rastojaǌe oblika 3m+2. Ana tada u prvom potezu pomeri
svoj �eton za dva poǉa, pa novo rastojaǌe postaje oblika 3m.

U oba sluqaja Ana svojim prvim potezom dovodi igru u poziciju iz
dela (a), samo sada je na potezu Bojan. Zato je Bojan u gubitniqkoj
poziciji.

Napomena. U suxtini, u rexeǌu smo izdvojili pobedniqke i gubitniqke
pozicije. Primetimo da svakoj poziciji u igri, odre�enoj rastojaǌem d
izme�u �etona, mo�emo pridru�iti atribut pobedniqka ili gubitniqka.
Ka�emo da je pozicija pobedniqka ako igraq koji je na potezu iz te pozicije
mo�e da odigra tako da sebi obezbedi pobedu uz optimalnu igru, dok je
pozicija gubitniqka ako, xta god da igraq na potezu uradi, protivniku
ostavǉa pobedniqku poziciju.
Razmotrimo nekoliko vrednosti rastojaǌa d:

• d = 1 pozicija je pobedniqka, jer igraq na potezu pomeri svoj �eton za
jedno poǉe, �etoni postaju susedni i protivnik vixe nema dozvoǉen
potez;

• d = 2 pozicija je pobedniqka, jer igraq na potezu mo�e da pomeri
�eton za dva poǉa i time zavrxava igru;

• d = 3 pozicija je gubitniqka, jer igraq na potezu mo�e da pre�e samo
u pozicije za koje je d = 2 ili d = 1, qime (u oba sluqaja) ostavǉa
protivniku pobedniqku poziciju;

• d = 4 pozicija je pobedniqka, jer se jednim potezom mo�e pre�i u
poziciju d = 3, qime protivnik ostaje u gubitniqkoj poziciji.
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Ovakvim razmatraǌem dolazimo do slede�ih zakǉuqaka (sa P je oznaqena
pobedniqka, a sa G gubitniqka pozicija):

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 · · ·
tip pozicije P P G P P G P P G P · · ·

Doka�imo da su gubitniqke pozicije one u kojima je d deǉivo sa 3, dok su
sve ostale pobedniqke. To dokazujemo indukcijom po d. Ve� smo proverili
tvr�eǌe za d = 1, 2, 3. Pretpostavimo sada da va�i za sva rastojaǌa maǌa
od nekog d, i poka�imo da tada va�i i za d.

Iz pozicije sa rastojaǌem d, igraq na potezu mo�e da pre�e samo u
poziciju sa rastojaǌem d − 1 ili d − 2, jer svoj �eton mo�e pomeriti za
jedno ili dva poǉa ka protivniqkom �etonu.

• Ako je d ≡ 0 (mod 3), onda d − 1 i d − 2 nisu deǉivi sa 3, pa su po
induktivnoj hipotezi obe odgovaraju�e pozicije pobedniqke. Zato je
pozicija sa rastojaǌem d gubitniqka.

• Ako je d ≡ 1 (mod 3), onda je d − 1 ≡ 0 (mod 3), pa je po induktivnoj
hipotezi pozicija sa rastojaǌem d− 1 gubitniqka. Dakle, pozicija sa
rastojaǌem d je pobedniqka.

• Ako je d ≡ 2 (mod 3), onda je d − 2 ≡ 0 (mod 3), pa je po induktivnoj
hipotezi pozicija sa rastojaǌem d− 2 gubitniqka. Dakle, pozicija sa
rastojaǌem d je pobedniqka.

Time je indukcija zavrxena, pa smo dokazali da su gubitniqke pozi-
cije upravo one za koje je d ≡ 0 (mod 3).

5. Nakon osloba�aǌa od apsolutnih vrednosti, u zavisnosti od x, u izrazu
|x− 1|+ |x− 2|+ ...+ |x− 2023|+ |x− 2024|, neki od sabiraka ostaju isti, dok
neki meǌaju znak. Zato �e dati izraz imati oblik

S = z1(x− 1) + z2(x− 2) + ...+ z2023(x− 2023) + z2024(x− 2024),

gde je z1, z2, ..., z2023, z2024 ∈ {−1, 1}. Sada je

S = (z1+z2+ ...+z2023+z2024)x− (z1 ·1+z2 ·2+ ...+z2023 ·2023+z2024 ·2024). (1)

Ako je zbir z1 + z2 + ...+ z2023 + z2024 = 0, onda je broj S racionalan, jer je
jednak sa z1 ·1+z2 ·2+...+z2023 ·2023+z2024 ·2024. Ako je zbir z1+z2+...+z2023+
z2024 ̸= 0, onda broj S ne mo�e biti racionalan, zato xto iz jednakosti (1)

dobijamo x = S+(z1·1+z2·2+...+z2023·2023+z2024·2024)
z1+z2+...+z2023+z2024

, pa ukoliko je S racionalan
broj, broj x je tako�e racionalan, kao koliqnik dva racionalna broja, xto
nije mogu�e. Dakle, broj S je racionalan jedino kada je z1+ z2+ ...+ z2023+
z2024 = 0.

Kako su brojevi z1, z2, ..., z2023, z2024 ∈ {−1, 1} posledǌa jednakost je
zadovoǉena ako i samo ako je me�u brojevima z1, z2, ..., z2023, z2024 broj onih
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koji su jednaki 1 jednak broju onih koji su jednaki −1, odnosno ako ih ima
po 1012. Prema tome, broj S je racionalan ako i samo ako je broj x ve�i
od taqno 1012 brojeva iz skupa {1, 2, ..., 2023, 2024}, odnosno ako i samo ako je
x ∈ (1012, 1013). Tada je z1 = z2 = ... = z1012 = 1 i z1013 = ... = z2023 = z2024 =
−1, pa je na osnovu (1)

S = (1 + 1 + ...+ 1︸ ︷︷ ︸
1012

−1− 1− ...− 1︸ ︷︷ ︸
1012

)x− (1+2+ ...+1012−1013−1014− ...−2024) =

= (1013− 1) + (1014− 2) + ...+ (2024− 1012) = 1012 · 1012 = 10122. (2)

Ovim smo konaqno dexifrovali da zadati uslov u problemu zapravo znaqi
da je

|x− 1|+ |x− 2|+ ...+ |x− 2023|+ |x− 2024| = 10122.

Da bi kompletirali dokaz datog tvr�eǌa ostaje nam da doka�emo da za
svaki realan broj y va�i nejednakost

|y − 1|+ |y − 2|+ ...+ |y − 2023|+ |y − 2024| ≥ 10122. (2)

Neka su sada a i b proizvoǉni realni brojevi za koje va�i a < b.
Odredimo najmaǌu vrednost izraza |y−a|+|y−b|. Razlikova�emo tri sluqa-
ja:

1. y > b. Tada je |y − a|+ |y − b| = (y − a) + (y − b) > y − a > b− a.

2. b ≥ y ≥ a. Sada je |y − a|+ |y − b| = (y − b) + (b− y) = b− a.

3. a > y. U ovom sluqaju imamo |y−a|+|y−b| = (a−y)+(b−y) > b−y > b−a.

Na ovaj naqin smo dokazali da za svaki realan broj y va�i nejednakost

|y − a|+ |y − b| ≥ b− a. (3)

Sada koriste�i nejednakost (3) dobijamo

|y − 1|+ |y − 2|+ ...+ |y − 2023|+ |y − 2024| =

= (|y − 1|+ |y − 2024|) + (|y − 2|+ |y − 2023|) + ...+ (|y − 1012|+ |y − 1013|) ≥
≥ (2024− 1) + (2023− 2) + ...+ (1013− 1012) = 2023 + 2021 + ...+ 1 =

= (2023 + 1) + (2021 + 3) + ...+ (1013 + 1011) = 2024 · 506 = 10122.

Ovim smo dokazali nejednakost (2), qime smo upotpunili dokaz tvr�eǌa.

Qetvrti razred – B kategorija
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1. Neka ta tri broja, u nekom poretku, qine aritmetiqki niz. Tada ih
mo�emo zapisati kao a− d, a, a+ d, gde je d ̸= 0.

Poxto ti isti brojevi, mo�da u drugom poretku, qine i geometrijs-
ki niz, jedan od ǌih mora biti sredǌi qlan tog geometrijskog niza. Za
geometrijski niz x, y, z va�i y2 = xz.

Razmotrimo sve mogu�nosti.
Ako je sredǌi qlan geometrijskog niza broj a, onda bi va�ilo a2 =

(a − d)(a + d) = a2 − d2, odakle sledi d = 0, xto je nemogu�e jer su brojevi
razliqiti.

Ako je sredǌi qlan geometrijskog niza broj a−d, onda va�i (a−d)2 =
a(a+ d). Sre�ivaǌem dobijamo a2 − 2ad+ d2 = a2 + ad, odnosno d2 − 3ad = 0.
Poxto je d ̸= 0, sledi d = 3a, pa je i a ̸= 0.

Tada su ta tri broja jednaka a − d = −2a, a i a + d = 4a. Oni zaista
mogu da obrazuju geometrijski niz, na primer u poretku a, −2a, 4a, sa
koliqnikom −2. Ako ih uzmemo u obrnutom poretku, 4a, −2a, a, dobijamo

koliqnik −1

2
.

Ako je sredǌi qlan geometrijskog niza broj a+ d, analogno dobijamo
(a+ d)2 = a(a− d), odakle sledi d = −3a. To daje isti skup brojeva, samo u
drugom poretku, pa ne dobijamo nixta novo.

Prema tome, jedina mogu�a tri broja su, do zajedniqkog nenultog
mno�ioca, oblika −2, 1, 4. Zato su mogu�e vrednosti koliqnika geometri-

jskog niza samo −2 i −1

2
.

Dakle, najve�a mogu�a vrednost tog koliqnika je −1

2
.

2. Iz jednakosti tangentnih du�i dobijamo da va�i |AF | = |AE| = 3, |BF | =
|BD| = x i |CE| = |CD| = y.
Neka je r = |ES| polupreqik upisane kru�nice trougla ABC. Kako je AS
simetrala ugla ∠EAF , va�i ∠EAS = 30◦. Iz trougla AES sledi r =
3 tg 30◦ =

√
3.

Primenom Pitagorine teoreme na trougao CSE dobijamo y = 5, pa je |AC| =
8.
Prema tome, stranice trougla ABC su a = 5 + x, b = 8 i c = 3 + x, pa je
ǌegov poluobim s = 8 + x.
Povrxinu trougla ABC mo�emo izraziti na tri naqina:

• Koriste�i Heronov obrazac dobijamo

P =
√
(8 + x) · 3 · x · 5 =

√
15x(8 + x);

• Primenom formule P = r · s dobijamo P =
√
3(8 + x);

• Iz P = 1
2bc sinα dobijamo P = 1

2 · 8 · (3 + x) ·
√
3
2 = (6 + 2x)

√
3.

Izjednaqavaǌem bilo koja dva od prethodna tri izraza za povrxinu dobi-
jamo x = 2, odakle je P = 10

√
3.



104

3. Rexeǌe zadatka je identiqno rexeǌu 4. zadatka sa Dr�avnog takmiqeǌa
za tre�i razred - B kategorija.

4. Jasno je da je z ≥ 1. Neka je L = 3x +6y i R = 2025z. Zapiximo jednaqinu
kao

3x + 3y · 2y = 34z · 52z.
Razmotrimo slede�e sluqajeve:

1◦ x > y: Tada je L deǉiv sa 3y, ali nije deǉiv sa 3y+1, a R je deǉiv
sa 34z, ali nije deǉiv sa 34z+1, te je y = 4z. Deǉeǌem obe strane
jednaqine sa 34z dobijamo

3x−4z + 24z = 52z ⇒ 3x−4z = (5z − 22z)(5z + 22z).

Sledi da je 5z − 22z = 3a i 5z + 22z = 3b, gde su b > a ⩾ 0 celi brojevi
i a+ b = x− 4z. Me�utim, 3a + 3b = 2 · 5z je broj koji nije deǉiv sa 3,
a deǉiv je sa 3a, pa je a = 0. Tada va�i 5z − 22z = 1. Primetimo da
z = 1 jeste rexeǌe, a za z ⩾ 2 je 5z − 4z = (5 − 4)(5z−1 + · · ·+ 4z−1) > 1.
Dakle, z = 1 i y = 4, odakle je x = 6.

2◦ x < y: Tada je L deǉiv sa 3x, ali nije deǉiv sa 3x+1, a R je deǉiv
sa 34z, ali nije deǉiv sa 34z+1, te je x = 4z. Deǉeǌem obe strane
jednaqine sa 34z dobijamo

1 + 3y−4z · 2y = 52z ⇒ 3y−4z · 2y = (5z − 1)(5z + 1).

Primetimo da je razlika brojeva 5z − 1 i 5z + 1 jednaka 2, pa jedan od
ǌih nije deǉiv sa 3. Daǉe, va�i 5z +1 ≡ 2 (mod 4), pa broj 5z +1 nije
deǉiv sa 4. Kako je 5z + 1 > 5z − 1, jedina mogu�nost je

5z − 1 = 2y−1 i 5z + 1 = 2 · 3y−4z.

Oduzimaǌem prethodne dve jednaqine i deǉeǌem sa 2 dobijamo 1 =
3y−4z − 2y−2. Odavde je 2y−2 ≡ 2 (mod 3), pa je y neparan. Zbog toga je
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y − 4z neparan, pa je 3y−4z ≡ −1 (mod 4).
Za y ⩾ 4 je 2y−2 ≡ 0 (mod 4), pa dobijamo 3y−4z − 2y−2 ≡ −1 (mod 4).
U sluqajevima y ∈ {0, 1, 2, 3} direktnom proverom zakǉuqujemo da nema
celobrojnih rexeǌa.

3◦ x = y: Tada je 3x + 6x = 2025z. Zapiximo jednaqinu kao

3x(1 + 2x) = 34z · 52z ⇒ 1 + 2x = 34z−x · 52z.

Odavde je x ⩾ 5, pa je L = 3x + 6x ≡ (−1)x (mod 4). S druge strane,
R = 2025z ≡ 1 (mod 4), pa je x parno. Tada je 1 + 2x ≡ 1 + (−1)x ≡ 2
(mod 3). Me�utim, ovo je nemogu�e poxto je 34z−x · 52z potpun kvadrat.

Dakle, jedino rexeǌe postavǉene jednaqine je

(x, y, z) = (6, 4, 1).

5. (PRVO REXEǋE) Pretpostavimo suprotno, tj. da va�i 2 ∈ S. Poka�i-
mo da 2026k /∈ S za svako k ⩾ 1, indukcijom po k.

Baza k = 1: Primenimo uslov za n = 2. Taqno jedan od {2, 4, 2026}
pripada S. Poxto 2 ∈ S, sledi 2026 /∈ S.

Induktivni korak: Pretpostavimo 2026k /∈ S. Primenimo uslov za
n = 2026k. Taqno jedan od {2026k, 2 · 2026k, 1013 · 2026k} pripada S. Poxto
2026k /∈ S, taqno jedan od 2 · 2026k i 1013 · 2026k pripada S.

U sluqaju da 2 · 2026k ∈ S, primenom uslova za n = 2 · 2026k na skup
{2 · 2026k, 4 · 2026k, 2026k+1}, sledi 2026k+1 /∈ S. Sliqno, ako 1013 · 2026k ∈ S,
primenom uslova za n = 1013·2026k na skup {1013·2026k, 2026k+1, 10132 ·2026k},
opet, sledi 2026k+1 /∈ S.

Dakle 20262026 /∈ S, xto je u protivreqnosti sa uslovom zadatka.
Pretpostavka 2 ∈ S je netaqna, te 2 /∈ S.

(DRUGO REXEǋE) Svaki prirodan broj n se na jedinstven naqin mo�e
zapisati u obliku n = 2a · 1013b · k, gde su a, b ⩾ 0, a broj k uzajamno prost
sa 2 i 1013.

Za fiksirano k, uslov |S ∩{n, 2n, 1013n}| = 1 znaqi da je za svako (a, b)
taqno jedan od brojeva

2a · 1013b · k, 2a+1 · 1013b · k, 2a · 1013b+1 · k

u skupu S.
Poxto i broj 2 i broj 20262026 = 22026 · 10132026 odgovaraju sluqaju

k = 1, mo�emo da se ograniqimo samo na k = 1.
Pridru�imo broju 2a · 1013b taqku (a, b) u celobrojnoj mre�i (re-

xetki). Tada uslov iz zadatka postaje: u svakom skupu taqaka oblika
{(a, b), (a+ 1, b), (a, b+ 1)}, gde su a, b ∈ N0, izabrana je taqno jedna taqka.

Pretpostavimo 2 ∈ S, tj. da je taqka (1, 0) izabrana (jer je 2 = 21 ·
10130). Tada:
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• Poxto je taqka (1, 0) izabrana, u skupu taqaka {(0, 0), (1, 0), (0, 1)}, ta-
qno jedna taqka sme biti izabrana. Dakle, taqke (0, 0) i (0, 1) nisu
izabrane.

• Analogno, posmatraju�i skup {(1, 0), (2, 0), (1, 1)}, zakǉuqujemo da taqke
(2, 0) i (1, 1) nisu izabrane.

• Daǉe, posmatraju�i skup {(0, 1), (1, 1), (0, 2)}, zakǉuqujemo da mora
biti izabrana taqka (0, 2).

Nastavǉaju�i na isti naqin, dobijamo celobrojnu mre�u kao na sli-
ci ispod (izabrane taqke oznaqene su sa •, a neizabrane sa ×).

Jednostavnom indukcijom se dokazuje da je taqka (a, b) izabrana ako i
samo ako va�i a− b ≡ 1 (mod 3).

Me�utim, broju 20262026 = 22026 · 10132026 odgovara taqka (2026, 2026), a
kako je 2026 − 2026 ≡ 0 (mod 3), ona nije izabrana. Kontradikcija! Dakle,
2 /∈ S.
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19. SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

7. april 2026. godine

Prvi dan

1. Koliko najvixe razliqitih ostataka pri deǉeǌu sa 2026 mogu davati
elementi skupa

{π(1), 2π(2), 3π(3), . . . , 2026π(2026)},
pri qemu je π proizvoǉna permutacija skupa {1, 2, . . . , 2026}.

2. Dat je oxtrougli trougao ABC, s tim da je AB < AC. Neka su D i
E podno�ja visina iz temena A i B, redom, H ortocentar trougla ABC
i neka je F preseqna taqka simetrale unutraxǌeg ugla u temenu A tog
trougla sa pravom BC. Presek pravih AF i BE je taqka I. Ako se kru�nice
opisane oko trouglova BHC i DFI seku u taqkama M i P , dokazati da je
qetvorougao AEMP tetivan.

3. Dat je pravilan 2n-tougao A1A2 . . . A2n, n ≥ 3, qije su stranice obojene
sa n boja tako da su svake dve naspramne stranice obojene istom bojom.
Odrediti najmaǌi prirodan broj m za koji je mogu�e u unutraxǌosti ovog
mnogougla izabrati taqke B1, B2, . . . , Bm, zatim povu�i izvesne me�usobno
nepresecaju�e du�i, qiji su krajevi taqke iz skupa

{A1, A2, . . . , A2n} ∪ {B1, B2, . . . , Bm},
te svaku od tih du�i obojiti jednom od datih n boja, tako da se na taj
naqin poqetni mnogougao podeli na konveksne qetvorouglove sa osobinom
da su u svakom od ǌih naspramne stranice obojene istom bojom.

Predvi�eno vreme za izradu zadataka je 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 bodova.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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19. SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

8. april 2026. godine

Drugi dan

4. U ravni je dato n = 2k + 1, k ∈ N, taqaka od kojih nikoje tri nisu
kolinearne. Maja i Kosta igraju slede�u igru: na poqetku Maja spaja
svake dve od ovih n taqaka du�ima i svaku od du�i usmerava ka jednom
od ǌena dva temena, na koji god ona naqin �eli. Nakon toga, ǌih dvoje
igraju igru koja se sastoji od k uzastopnih rundi. U svakoj od rundi prvo
Kosta bira jednu od taqaka koju niko nije odabrao u ranijem toku igre,
nakon qega isto radi i Maja i tada rundu gubi onaj igraq ka qijoj taqki je
usmerena du� izme�u dve taqke izabrane u toj rundi. Majin ciǉ je da du�i
na poqetku usmeri tako da, ukoliko ona u nastavku igre igra optimalno,
nezavisno od toga kako Kosta bira taqke, on ne mo�e pobediti nijednu od k
rundi igre. Na koliko razliqitih naqina Maja mo�e ispuniti svoj ciǉ?

5. Odrediti sve funkcije f : (0,+∞) → (0,+∞) takve da va�i f(xy + y
x ) =

f(x)
f(y) +

f(y)
f(x) , za sve x, y ∈ (0,+∞).

6. Neka su k i l nenegativni celi brojevi i neka su r i s prirodni brojevi.
Oznaqimo sa S skup svih parova prirodnih brojeva (a, b) za koje va�i

a | b2 + kb+ 1, b | a2 + al + 1.

Dokazati da par (r, s) pripada skupu S ako i samo ako je skup

G = {NZD(a− r, b− s) | (a, b) ∈ S}
beskonaqan.

Predvi�eno vreme za izradu zadataka je 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 bodova.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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REXEǋA ZADATAKA - 19. SMO

Prvi dan

1. (PRVO REXEǋE) Za svako r ∈ F1013 neka su or i er, redom, jedini
neparan i jedini paran broj iz skupa {1, 2, . . . , 2026} koji su kongruentni sa
r (mod 1013). Tada, za svaka dva r, s ∈ F1013 va�i:

oros ≡ ors, ores ≡ ers, eres ≡ ers (mod 2026).

Konstruisa�emo permutaciju π skupa {1, 2, . . . , 2026} na slede�i naqin:

π(o0) = e1, π(ox) = o−1−x−1 , za x ̸= 0,

π(e0) = e0, π(e1) = o−1, π(ex) = e 1−x−1 , za x ̸= 0, 1.

Sada raqunamo ostatke proizvoda kπ(k):

o0π(o0) = 1013 · 1014 ≡ 0 ≡ e0 (mod 2026),

a za x ̸= 0,

oxπ(ox) ≡ ox o−1−x−1 ≡ ox(−1−x−1) = o−x−1 (mod 2026).

Daǉe je
e0π(e0) = 2026 · 2026 ≡ 0 ≡ e0 (mod 2026),

e1π(e1) = 1014 · 2025 ≡ 1012 ≡ e−1 (mod 2026),

dok za x ̸= 0, 1,

exπ(ex) ≡ ex e 1−x−1 ≡ ex(1−x−1) = ex−1 (mod 2026).

Prema tome, me�u ostacima brojeva kπ(k) dobijamo:

• sve parne ostatke er, za r ∈ F1013,

• sve neparne ostatke or, osim ostatka o−1 ≡ 2025 (mod 2026).

Dakle, dobijamo taqno 2025 razliqitih ostataka pri deǉeǌu sa 2026.

Jox treba pokazati da nije mogu�e dobiti svih 2026 ostataka pri
deǉeǌu sa 2026. Pretpostavimo suprotno, tj. da su brojevi

π(1), 2π(2), . . . , 2026π(2026)

me�usobno nekongruentni po modulu 2026. Tada, me�u ǌima ima taqno 1013
neparnih ostataka. Kako je proizvod kπ(k) neparan ako i samo ako su i k i
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π(k) neparni, sledi da se svih 1013 neparnih brojeva mora preslikavati u
neparne brojeve. Mora biti π(1013) = 1013, jer bismo u suprotnom dobili
dva razliqita neparna broja deǉiva sa 1013, xto je nemogu�e. Prema tome,
za svaki neparan k ̸= 1013 brojevi k i π(k) su neparni i razliqiti od 1013,
te proizvodi

kπ(k), k neparan, k ̸= 1013,

daju taqno sve neparne ostatke razliqite od 1013. Me�utim, ovo nije
mogu�e. Zaista, ako oznaqimo sa

P =
∏

k neparan
k ̸=1013

k,

otuda, s obzirom da π permutuje neparne brojeve razliqite od 1013, dobi-
jamo ∏

k neparan
k ̸=1013

kπ(k) ≡ P 2 (mod 1013).

Sa druge strane, brojevi kπ(k) daju taqno sve neparne ostatke razliqite
od 1013, te je ǌihov proizvod kongruentan sa P po modulu 1013. Dakle,
P 2 ≡ P (mod 1013), pa, kako je P ̸≡ 0 (mod 1013), sledi P ≡ 1 (mod 1013).
Ali, P ≡ 1 · 2 · ... · 1012 = (1012)! ≡ −1 (mod 1013) po Vilsonovoj teoremi, xto
je kontradikcija. Prema tome, broj razliqitih ostataka je najvixe 2025.

(DRUGO REXEǋE) Dokaza�emo da za n = 2p, gde je p neparan prost broj
postoji permutacija τ skupa {1, . . . , 2p} tako da brojevi iτ(i) (mod 2p) daju
taqno 2p − 1 razliqitih vrednosti. Za svaki r ∈ Fp neka su or i er jedini
neparan, odnosno paran broj iz {1, . . . , 2p} kongruentan sa r (mod p). Tada
va�i

oros ≡ ors, ores ≡ ers, eres ≡ ers (mod 2p).

Neka je g primitivan koren po modulu p i k = p−1
2 . Definiximo permutaci-

ju σ : Fp → Fp sa

σ(0) = 0, σ(gi) = gi+1 (0 ≤ i ≤ k − 1), σ(gk) = 1, σ(gi) = gi (k + 1 ≤ i ≤ 2k − 1).

Tada multiskup {rσ(r) : r ∈ Fp} sadr�i sve elemente skupa Fp, osim 1,
pri qemu se −1 javǉa dva puta. Zato postoji jedinstven a ̸= −1 takav da
aσ(a) = −1. Neka je u = σ(a). Sada definixemo τ sa

τ(or) =

{
eu, r = a,

oσ(r), r ̸= a,
τ(er) =

{
ou, −σ(r) = u,

e−σ(r), −σ(r) ̸= u.

Ovo je permutacija, jer slike neparnih daju sve ot, osim xto je ou zameǌen
sa eu, a slike parnih daju sve et, osim xto je eu zameǌen sa ou. Za r ̸= a
imamo orτ(or) ≡ orσ(r), dok za r = a va�i oaτ(oa) ≡ eau = e−1. Dakle, iz
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neparnih ostataka dobijamo sve neparne ostatke osim 1 i jox e−1. Daǉe,
za svako r ∈ Fp va�i

erτ(er) ≡ e−rσ(r) (mod 2p),

odakle zakǉuqujemo da iz parnih ostataka dobijamo sve parne ostatke, osim
e−1. Zato, ukupno dobijamo sve parne ostatke i sve neparne ostatke osim
1, tj. taqno 2p − 1 razliqitih ostataka modulo 2p. Dokaz da nije mogu�e
posti�i svih 2p ostataka je isti kao i u prvom rexeǌu.

Autor zadatka: Vukaxin Panteli�

2. (PRVO REXEǋE) Oznaqimo sa G drugi presek kru�nice opisane oko
trougla BHC sa pravom AC i neka je taqka N drugi presek kru�nica
opisanih oko trouglova CGD i DFI. Tako�e, neka je taqka L presek prave
MP sa pravom AC. Unutraxǌe uglove trougla ABC kod temena A, B i C
oznaqimo sa α, β i γ, redom.

Tada, iz tetivnosti qetvorougla CGND imamo da je ∠GND = 180◦−γ,
dok iz tetivnosti qetvorougla DFNI imamo da je ∠DNI = ∠DFI = 90◦ −
∠DAF = 90◦−(α2 −(90◦−β)) = 180◦− α

2 −β = α
2 +γ. Sada imamo da je ∠ING =

360◦ −∠DNI −∠GND = 360◦ − (α2 + γ)− (180◦ − γ) = 180◦ − α
2 = 180◦ −∠GAI,

odakle sledi da je qetvorougao AING tetivan.
Stoga, dobijamo da je ∠INA = ∠IGA = α

2 , jer je taqka G simetri-
qna slika taqke A pri centralnoj simetriji preko taqke E. Ovo znamo
zato xto je taqka E podzno�je visine iz temena B na pravu AC, a iz
tetivnosti qetvorougla BHGC imamo da je ∠BGC = ∠BHC = 180◦ − α,
pa je ∠BGA = ∠BAG, xto dokazuje prethodno tvr�eǌe. Sada imamo da je
∠DNA = ∠DNI +∠INA = α

2 + γ + α
2 = α+ γ = 180◦ − β = 180◦ −∠ABD, pa je

qetvorougao ABDN tetivan. Kako znamo da je qetvorougao ABDE tetivan,
to je i qetovorugao ADNE tetivan. Otuda, kako je taqka L presek pravih
MP i CG, L je radikalni centar kru�nica opisanih oko trouglova BHC,
CGD i DFI, to su taqke D, N i L kolinearne.

Sada, posmtraju�i potenciju taqke L u odnosu na kru�nicu opisanu
oko qetvorougla ADNE, imamo da je LN · LD = LE · LA, dok posmatraju�i
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potenciju taqke L u odnosu na kru�nicu opisanu oko qetvorougla DFNI,
dobijamo da va�i LN · LD = LM · LP . Konaqno, imamo LM · LP = LE · LA,
odakle sledi da je qetovorougao AEMP tetivan, xto je i trebalo dokazati.

(DRUGO REXEǋE) Primenimo inverziju u A sa polupreqnikom koji je
jednak (AH ·AD)

1
2 . Tada, problem postaje slede�i: Neka je ABC trougao.

Oznaqimo sa D,E i F podno�ja visina iz temena A,B i C, tim redom. Neka
je H ortocentar polaznog trougla. Pretpostavimo da simetrala unutra-
xǌeg ugla u temenu A seqe kru�nice opisane oko trougla AFE i qetvor-
ougla AFDC, drugi put, u taqkama Q i P , redom. Dokazati da se taqka C
nalazi na radikalnoj osi kru�nica PQH i DEF .

Stoga, neka je R sredixte du�i CH i S podno�je normale iz taqke H
na CP . Kako je ∠HSP = 90◦ = ∠HQP , sledi da je S na kru�inici opisanoj
oko trougla HQP . Zbog potencije, dovoǉno je pokazati da je RPSF cikli-
qan. Imamo da je ∠RFP = ∠RCS = ∠RSP , pri qemu prva jednakost sledi,
jer je P sredixte luka FDC, ali i druga, jer je HSC pravougli trougao
i R je sredixte ǌegove hipotenuze. Time je dokaz zavrxen.

Autor zadatka: Andrija �ivadinovi�

3. Tvrdimo da je tra�eni minimum jednak m =
(
n−1
2

)
. Dokaza�emo, najpre,

gorǌu granicu. Zapravo, dokaza�emo nexto jaqe: Svaki centralno sime-
triqan konveksan 2n-tougao, n ≥ 3, qije su naspramne stranice obojene
istom bojom mo�e se podeliti na konveksne qetvorouglove tra�ene vrste
uz taqno

(
n−1
2

)
unutraxǌih taqaka.

Dokaz ide indukcijom po n. Baza indukcije je sluqaj n = 3. Tada je
dati mnogougao centralno simetriqan konveksan xestougao A1A2A3A4A5A6,
pri qemu su naspramne stranice iste boje. Neka je O ǌegov centar simetri-
je. Tada su du�i OA1, OA3 i OA5 me�usobno nepresecaju�e u unutraxn-
josti mnogougla i dele xestougao na tri konveksna qetvorougla: A1A2A3O,
A3A4A5O i A5A6A1O. Obojimo du� OA3 bojom stranice A1A2, du� OA5 bo-
jom stranice A3A4, a du� OA1 bojom stranice A5A6. Tada u qetvorouglu
A1A2A3O naspramne stranice A1A2 i OA3 imaju istu boju, a naspramne
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stranice A2A3 i OA1 tako�e imaju istu boju, jer su stranice A2A3 i
A5A6 naspramne u poqetnom xestouglu. Analogno va�i i za preostala dva
qetvorougla. Dakle, tvrdǌa va�i za n = 3. Pri tome je upotrebǉena taqno
jedna unutraxǌa taqka, tj. u ovom sluqaju je m =

(
3−1
2

)
= 1.

Pretpostavimo sada da je n ≥ 4 i da tvr�eǌe va�i za 2n − 2. Ne-
ka je dat centralno simetriqan konveksan 2n-tougao P = A1A2 . . . A2n, pri
qemu su naspramne stranice iste boje. Indekse posmatramo po modulu
2n, pa je A2n+1 = A1. Oznaqimo sa ei =

−−−−→
AiAi+1 vektor i-te stranice.

Po centralnoj simetriji va�i ei+n = −ei za svako i, pa posebno va�i
e2n = −en. Neka je v = e2n =

−−−−→
A2nA1. Za i = n + 2, n + 3, . . . , 2n − 1 defin-

iximo taqku Bi−(n+1) sa osobinom
−−−−−−−−→
AiBi−(n+1) = v, a jox stavimo da je

C0 = An i Cn−1 = A1. Tada za svako i = n + 1, n + 2, . . . , 2n − 1 qetvoro-
ugao Qi definisan sa Qn+1 = An+1An+2B1C0, Qi = AiAi+1Bi−nBi−n−1, za
i = n + 2, . . . , 2n − 2, Q2n−1 = A2n−1A2nCn−1Bn−2, jeste paralelogram, jer
va�i

−−−−−−−−→
AiBi−(n+1) =

−−−−−−−−−−−→
Ai+1Bi+1−(n+1) = v i

−−−−−−−−−−−−−−→
Bi−(n+1)Bi+1−(n+1) =

−−−−→
AiAi+1 = ei u

svim sluqajevima u kojima obe taqke postoje, dok se graniqni sluqajevi
i = n+ 1 i i = 2n− 1 tumaqe preko C0 = An i Cn−1 = A1. Dakle, svaki Qi je
konveksan qetvorougao.

Posmatrajmo sada mnogougao P ′ = A1A2 . . . AnB1B2 . . . Bn−2. ǋegove
uzastopne stranice imaju vektore e1, e2, . . . , en−1, en+1, en+2, . . . , e2n−1: zaista,
stranice AiAi+1 za 1 ≤ i ≤ n − 1 imaju vektore ei, zatim je

−−−→
AnB1 =−−−−−−−→

An+1An+2 = en+1, daǉe je
−−−−−−−−−−−−−−→
Bi−(n+1)Bi+1−(n+1) = ei za i = n + 2, . . . , 2n − 2,

a najzad je
−−−−−→
Bn−2A1 =

−−−−−−−→
A2n−1A2n = e2n−1. Prema tome, niz smerova stranica

mnogougla P ′ dobija se iz niza smerova stranica mnogougla P izbacivaǌem
para naspramnih stranica sa vektorima en i e2n = −en. Kako su smerovi
stranica konveksnog mnogougla ure�eni strogo monotono oko granice, sle-
di da je i P ′ konveksan. S obzirom da se preostali vektori i daǉe javǉaju
u naspramnim parovima ei+n = −ei, sledi da je i P ′ centralno simetriqan.
Dakle, P ′ je centralno simetriqan konveksan (2n − 2)-tougao. Pored toga,
naspramne stranice mnogougla P ′ imaju iste boje. Zaista, svaka strani-
ca mnogougla P ′ ili je neka od originalnih stranica AiAi+1, ili je ǌena
translirana kopija, pa boju mo�e da nasledi od odgovaraju�e stranice
mnogougla P . Kako su u P naspramne stranice iste boje, isto va�i i u P ′.

Sada, obojimo svaki qetvorougao Qi na slede�i naqin: stranice
AiAi+1 i odgovaraju�a suprotna stranica u Qi obojimo istom bojom, a
preostale dve stranice obojimo bojom stranice A2nA1. Tada, u svakom
Qi naspramne stranice imaju istu boju. Po konstrukciji, mnogougao P ′

i qetvorouglovi Qn+1, Qn+2, . . . , Q2n−1 imaju disjunktne unutraxǌosti, a
ǌihova unija ima istu granicu kao mnogougao P . Stoga je ǌihova unija
upravo ceo mnogougao P . Dakle, na taj naqin dobijamo podelu mnogougla
P na mnogougao P ′ i n − 1 konveksnih qetvorouglova Qn+1, . . . , Q2n−1. Po
induktivnoj pretpostavci, mnogougao P ′ mo�e se daǉe podeliti na tra�ene
konveksne qetvorouglove uz taqno

(
n−2
2

)
unutraxǌih taqaka. U naxoj ko-

nstrukciji nove unutraxǌe taqke su upravo B1, B2, . . . , Bn−2, kojih ima n−2.
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Zato za mnogougao P dobijamo da je ukupan broj unutraxǌih taqaka jednak(
n−2
2

)
+ (n− 2) =

(
n−1
2

)
. Time je dokazana gorǌa granica m ≤

(
n−1
2

)
.

Sada dokazujemo doǌu granicu. Posmatrajmo proizvoǉnu dopuxtenu
podelu poqetnog pravilnog 2n-tougla na konveksne qetvorouglove tra�ene
vrste. Neka je b broj dobijenih qetvorouglova, a m broj unutraxǌih taqa-
ka.

U svakom dobijenom qetvorouglu pojavǉuju se najvixe dve boje, jer
su mu naspramne stranice iste boje. Za svaku boju koja se pojavǉuje u
tom qetvorouglu spojimo sredine odgovaraju�eg para naspramnih stranica.
Tako u svakom qetvorouglu dobijamo najvixe dve pomo�ne du�i, pa se u
ǌemu mo�e pojaviti najvixe jedno presecaǌe pomo�nih du�i razliqitih
boja.

Fiksirajmo sada jednu boju c. Posmatrajmo sve pomo�ne du�i ko-
je odgovaraju boji c. One obrazuju planarni graf Gc: ǌegovi vrhovi su
sredine svih stranica boje c koje se javǉaju u podeli, a ǌegove grane su
upravo pomenute pomo�ne du�i. Svaka sredina unutraxǌe stranice boje c
ima stepen 2, jer ta stranica pripada taqno dvama qetvorouglovima i u oba
se pojavǉuje pomo�na du� boje c. Sa druge strane, sredina graniqne stra-
nice poqetnog mnogougla boje c ima stepen 1, jer ta stranica pripada samo
jednom qetvorouglu. Po uslovu zadatka, na granici poqetnog mnogougla
postoje taqno dve stranice boje c i to naspramne. Dakle, graf Gc ima ta-
qno dva vrha neparnog stepena, oba stepena 1. Otuda sledi da u Gc postoji
jedinstvena povezana komponenta koja nije ciklus; ona je prosta poligo-
nalna linija koja spaja sredine upravo tih dveju naspramnih graniqnih
stranica. Oznaqimo tu liniju sa Γc.

Sada uzmimo dve razliqite boje c i d. Krajevi linije Γc le�e na sre-
dinama dveju naspramnih stranica boje c, a krajevi linije Γd na sredinama
dveju naspramnih stranica boje d. Na granici pravilnog 2n-tougla ove qe-
tiri taqke se javǉaju naizmeniqno: izme�u dve naspramne stranice boje c
nalazi se taqno po jedna od dve stranice boje d sa svake strane, jer su i
stranice boje d me�usobno naspramne. Stoga, prosta poligonalna linija
Γc deli mnogougao na dve oblasti, a zbog naizmeniqnog rasporeda krajeva
taqke na kojima se zavrxava Γd le�e u razliqitim oblastima. Zato linija
Γd mora prese�i liniju Γc. Dakle, za svaki par razliqitih boja odgovara-
ju�e dve linije seku se barem jednom. Sa druge strane, svako presecaǌe
dve takve linije mo�e se dogoditi samo unutar nekog od qetvorouglova iz
podele, dok se u svakom qetvorouglu mo�e pojaviti najvixe jedno takvo
presecaǌe. Dakle, ukupan broj qetvorouglova b nije maǌi od broja parova
boja, te va�i b ≥

(
n
2

)
.

Konaqno, posmatrajmo planarni graf dobijen od svih stranica
qetvorouglova u podeli. Neka je V broj ǌegovih vrhova, a E broj ǌe-
govih grana. Tada je V = 2n + m, jer su vrhovi upravo temena poqetnog
mnogougla i unutraxǌe taqke podele. Daǉe, kako je svaka od b unutraxn-
jih oblasti qetvorougao, ukupan broj ivica koje se pojavǉuju na granicama
svih tih oblasti, raqunaju�i i multiplicitet, jednak je 4b. Pri tome se



115

svaka unutraxǌa grana broji dvaput, a svaka graniqna stranica poqetnog
mnogougla jednom. Kako graniqnih stranica ima 2n, a ukupan broj grana je
E, dobijamo

4b = 2(E − 2n) + 2n = 2E − 2n,

odnosno E = 2b + n. Otuda je, koriste�i Ojlerovu formulu, broj oblasti
jednak je b+1, dok iz V −E+(b+1) = 2 dobijamo (2n+m)−(2b+n)+(b+1) = 2,
odnosno b = m + n − 1. Kombinuju�i ovo sa nejednakosti b ≥

(
n
2

)
, dobijamo

m = b− (n− 1) ≥
(
n
2

)
− (n− 1) =

(
n−1
2

)
.

Dakle, analiziraju�i prethodno, m =
(
n−1
2

)
, qime je dokaz zavrxen.

Autor zadatka: Pavle Martinovi�

Drugi dan

4. Tra�eni broj je (n− 1)!. Tokom rexeǌa, posmatra�emo taqke zajedno sa
usmerenim du�ima izme�u ǌih kao usmeren graf sa n qvorova. Re�i �emo
da qvor u pobe�uje qvor v ukoliko u grafu postoji grana usmerena od u ka
v. Tokom igre, Kosta i Maja efektivno sklaǌaju qvorove iz grafa, jer se
jednom izabrani qvorovi kasnije ne mogu birati.

Prvo poka�imo primer grafa koji Maja mo�e nacrtati kako bi is-
punila svoj ciǉ. Ukoliko qvorove obele�imo brojevima od 1 do n = 2k+1,
posmatrajmo graf u kom svaki qvor pobe�uje narednih k qvorova, a gubi od
prethodnih k (cikliqno, po modulu n). Primer ovog grafa za n = 7, odnosno
k = 3, dat je na slici iznad. Indukcijom �emo dokazati da ukoliko nacrta
ovaj graf, Maja mo�e ispuniti svoj ciǉ u nastavku igre. U sluqaju n = 3,
imamo trougao u kom su grane usmerene cikliqno, te Maja svakako mo�e
pobediti jedinu rundu koja se odigrava. U sluqaju generalnog n = 2k + 1,
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mo�emo bez umaǌeǌa opxtosti, zbog simetrije ovog grafa, pretpostaviti
da je Kosta u prvoj rundi odabrao qvor broj 1. U tom sluqaju, Maja mo�e
odabrati qvor k + 2. Kako je qvor k + 2 taqno k qvorova ”pre” qvora 1,
on ga pobe�uje. Tako�e, svi preostali qvorovi u grafu ili gube od qvora
1 i pobe�uju qvor k + 2 (to su 2, . . . , k + 1), ili pobe�uju qvor 1 i gube od
k + 2 (to su k + 3, . . . , 2k + 1), pa nakon brisaǌa 1 i k + 2 i renumeracije
preostalih qvorova dobijamo isti graf za k− 1, na kome Maja pobe�uje po
induktivnoj pretpostavci.

Oqigledno, ukoliko se qvorovi originalnog grafa koji Maja nacrta
mogu renumerisati tako da novodobijeni graf bude upravo gore opisani
graf, ona mo�e ispuniti svoj ciǉ. Dokaza�emo sada da su to jedini
grafovi koji joj ovo omogu�avaju.

Primetimo prvo da je potreban uslov da bi graf koji Maja nacrta
ispuǌavao ǌen ciǉ da bude regularan (svaki qvor ima jednak broj qvorova
koje pobe�uje i qvorova od kojih gubi), te da ostaje regularan nakon svakog
ǌenog poteza. Ukoliko graf u nekom trenutku vixe nije regularan, kako je
ukupan broj grana koje izlaze iz svih qvorova n(n−1)

2 = nk, postoja�e qvor
v koji gubi od maǌe od k qvorova. Tada Kosta ima slede�u pobedniqku
strategiju: dok je god to mogu�e, bira qvor koji pobe�uje v (nakon qega
Maja ne sme da bira sam v jer bi izgubila), dok kad to vixe nije mogu�e,
bira v, a Maji ostaju samo qvorovi koji gube od v. On ovo mo�e da uqini,
jer je pre toga morao najvixe k − 1 put da bira qvor koji pobe�uje v, pa je
ostala bar jedna runda.

Pretpostavimo sada da je Maja nacrtala graf takav da ona mo�e
ispuniti svoj ciǉ. Po prethodnom, za svaki (Kostin) qvor v u tom gra-
fu, postoji (Majin) qvor f(v), tako da graf bez v, f(v) ostaje regularan.
Konkretno, za svako v postoji f(v) takav da svaki od preostalih 2k − 1
qvorova ili gubi od v i pobe�uje f(v), ili pobe�uje v i gubi od f(v) (*).
U nastavku dokazujemo neka kǉuqna zapa�aǌa o preslikavaǌu f . Oznaqimo
proizvoǉan qvor sa 1 (ostale �emo oznaqiti u nastavku).

f(v) je jedinstveno odre�eno, tj. f je dobro definisano: U suprotnom,
neka i u i w zadovoǉavaju dati uslov za neko v. Tada po (*), kako u pobe�uje
v, mora gubiti od w. Ali po simetriji i w mora gubiti od u, kontradi-
kcija.

f je injektivno: U suprotnom, f(u) = f(w) za neke u ̸= w. Ali tada w
gubi od f(u) = f(w), pa po (*) mora da pobe�uje u. Simetriqno i u pobe�uje
w, xto vodi do kontradikcije.

f je bijektivno: Ovo je sada direktno iz injektivnosti i toga da f
preslikava konaqan skup qvorova u samog sebe. Konkretno, postoji (najma-
ǌe) pozitivno m tako da je fm(1) := f(fm−1(1)) = 1.

Za sve 0 < t < m, f t(1) pobe�uje 1 ako i samo ako je t neparno:
Koriste�i indukciju, gde za t = 1 sledi iz definicije, a daǉe iz induk-
tivne pretpostavke i (*) primeǌeno na v = f t−1(1), f(v) = f t(1) i 1. Konkre-
tno, fm−1(1) gubi od fm(1) = 1, pa m mora biti neparno.

f je ciklus, odnosno m = n: U suprotnom, postoji v koje nije f t(1) ni
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za jedno t. Ukoliko v pobe�uje 1 = f(fm−1(1)), iz (*) sledi da gubi od
fm−2(1), odnosno pobe�uje fm−3(1), ... . Kako je m neparno, v pobe�uje i
f(1) uz 1, xto je u kontradikciji sa (*). Analogno se pokazuje i ako v gubi
od 1.

Konaqno mo�emo da oznaqimo preostale qvorove. Neka je f2i(1) oz-
naqeno sa 1+i za i = 0, 1, . . . , k i f2i+1(1) oznaqeno sa k+2+i za i = 0, 1, . . . , k−1.
Ostaje da poka�emo da je ovako numerisan graf zaista graf s poqetka, za
xta je zbog cikliqnosti f dovoǉno da poka�emo da 1 pobe�uje 2, 3, . . . , k+1 i
gubi od k+2, k+3, . . . , 2k+1, xto sledi direktno iz definicije oznaqavaǌa
i pretposledǌeg svojstva f .

Primetimo da je za fiksiran qvor 1 odgovaraju�e oznaqavaǌe pre-
ostalih qvorova jedinstveno odre�eno, jer je preslikavaǌe f jedinstveno
odre�eno. Pritom je qvor 1 odabran proizvoǉno me�u svih n qvorova u
grafu, pa se me�u svih n! oznaqavaǌa qvorova brojevima od 1 do n svaki
graf nacrta taqno n puta, xto znaqi da je ukupan broj grafova koje Maja
mo�e nacrtati na poqetku kako bi ispunila svoj ciǉ n!

n = (n− 1)!.

Autor zadatka: Andrija �ivadinovi�

5. Pokaza�emo da su jedina rexeǌa funkcije f(x) = x i f(x) = 2, x > 0.
Posmatrajmo dva sluqaja.

1◦ Neka je f injektivna funkcija.
Neka su x > 0 i k > 1. Primenom uslova zadatka na parove (x, xk) i (x, x/k)

dobijamo da je f
(
k + 1

k

)
= f(x)

f(xk)+
f(xk)
f(x) = f(x)

f(x/k)+
f(x/k)
f(x) . Definiximo u = f(xk)

f(x)

i v = f(x/k)
f(x) . Tada je u + 1

u = v + 1
v , te je (u − v)

(
1− 1

uv

)
= 0. Dakle, ili je

u = v, ili je uv = 1. Prva mogu�nost je nemogu�a, jer bi iz u = v sledilo
f(xk) = f(x/k), odakle, zbog injektivnosti, va�i xk = x/k, xto nije mogu�e
za k > 1. Zato mora va�iti uv = 1, tj. f(xk)f(x/k) = f(x)2, za svako x > 0 i
svako k > 1.
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Sada, neka su y, z > 0. Ako je y ̸= z, uzmimo x =
√
yz i k =

√
y/z ili

k =
√
z/y, tako da je k > 1. Tada, iz prethodne relacije, dobijamo da je

f(y)f(z) = f(
√
yz)2. Ova jednakost je oqigledno taqna i kada je y = z. Dakle,

za sve y, z > 0 va�i f(y)f(z) = f(
√
yz)2. Posebno, za z = 1 dobijamo f(y)f(1) =

f(
√
y)2, za svako y > 0. Stavǉaju�i ovde y = x2, dobijamo f(x)2 = f(1)f(x2),

za svako x > 0. Tako�e, primenom relacije f(y)f(z) = f(
√
yz)2 na brojeve

y = x2 i z = y2 dobijamo da je f(x2)f(y2) = f(xy)2. Kombinovaǌem ovih
jednakosti sledi f(1)2f(xy)2 = f(x)2f(y)2, te zbog pozitivnosti funkcije
dobijamo f(1)f(xy) = f(x)f(y), za sve x, y > 0.

Daǉe, iz datog uslova sledi f
(

x2+y2

xy

)
= f(x)2+f(y)2

f(x)f(y) . Kako je f(x)2 =

f(1)f(x2) i f(x)f(y) = f(1)f(xy), to je f
(

x2+y2

xy

)
= f(x2)+f(y2)

f(xy) . Mno�eǌem sa

f(xy), te korix�eǌem relacije f(1)f(uv) = f(u)f(v), za u = xy i v = x2+y2

xy ,
dobijamo f(1)f(x2 + y2) = f(x2) + f(y2). Kako se svaki pozitivan broj mo�e
zapisati kao kvadrat nekog pozitivnog broja, zakǉuqujemo da je za sve u, v >
0 ispuǌueno f(1)f(u+ v) = f(u) + f(v).

Sada za proizvoǉne brojeve x, y, z > 0 raqunamo f(1)2f(x+y+z) na dva
naqina. Sa jedne strane, iz prethodne relacije, dobijamo f(1)2f(x+y+z) =
f(1)

(
f(x + y) + f(z)

)
= f(x) + f(y) + f(1)f(z). Sa druge strane, isto tako

dobijamo f(1)2f(x + y + z) = f(1)
(
f(x) + f(y + z)

)
= f(1)f(x) + f(y) + f(z).

Pore�eǌem, nalazimo da je (f(1)−1)f(x) = (f(1)−1)f(z), za sve x, z > 0. Ako
bi bilo f(1) ̸= 1, sledilo bi f(x) = f(z), za sve x, z > 0, tj. funkcija f bila
bi konstantna, xto je nemogu�e jer je f iǌektivna. Dakle, mora biti f(1) =
1. Prema tome, prethodne relacije se svode na f(xy) = f(x)f(y) i f(u+ v) =
f(u) + f(v), za sve x, y, u, v > 0. Dakle, funkcija f je i multiplikativna i
aditivna na (0,∞). Iz aditivnosti i pozitivnosti sledi da je f strogo
rastu�a (ako je y > x > 0, tada je f(y) − f(x) = f(y − x) > 0). Za svaki
pozitivan ceo broj n iz aditivnosti sledi f(n) = nf(1) = n, a zatim, za
svaki pozitivan racionalan broj q = m

n , dobijamo nf(q) = f(nq) = f(m) = m,
te je f(q) = q.

Neka je sada x > 0 proizvoǉno. Ako su (qn) i (rn) nizovi pozitivnih
racionalnih brojeva takvi da qn ↑ x i rn ↓ x, n → +∞, tada zbog monoto-
nosti va�i qn = f(qn) ≤ f(x) ≤ f(rn) = rn, za svako n, odakle, prelaskom na
graniqnu vrednost kad n → +∞ dobijamo da je f(x) = x, x > 0. Dakle, u
injektivnom sluqaju jedino rexeǌe jeste f(x) = x, za svako x > 0.

2◦ Neka f nije injektivna.
Tada postoje brojevi a, b > 0, a ̸= b, takvi da je f(a) = f(b). Bez

umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da je b > a. Stavimo da je k = b
a >

1. Primenom uslova zadatka na par (b, a) dobijamo f
(
k + 1

k

)
= f(b)

f(a) +
f(a)
f(b) =

2. Sada, za proizvoǉno x > 0, primenom uslova na par (kx, x) dobijamo
f
(
k + 1

k

)
= f(kx)

f(x) + f(x)
f(kx) . Leva strana je jednaka 2, odakle nalazimo da je

f(kx)
f(x) +

f(x)
f(kx) = 2. Kako za svaki pozitivan broj t va�i t+ 1

t ≥ 2, sa jednakox�u

akko je t = 1, sledi f(kx)
f(x) = 1, tj. f(kx) = f(x), za svako x > 0.
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Uporedimo sada uslov zadatka za parove (x, y) i (kx, y). Desne strane

su jednake, jer je f(kx) = f(x), pa je f
(

x
y + y

x

)
= f

(
kx
y + y

kx

)
, za sve x, y > 0.

Ako stavimo t = x
y , posledǌe postaje f

(
t+ 1

t

)
= f

(
kt+ 1

kt

)
, za sve t > 0.

Neka je sada t > 1√
k
. Tada su brojevi u = t + 1

t i v = kt + 1
kt razliqiti i

zadovoǉavaju f(u) = f(v). Pritom je v > u, jer je v − u = (k − 1)
(
t− 1

kt

)
>

0. Primena prethodnog argumenta na par (v, u) pokazuje da za broj λ =
v
u > 1 va�i f(λx) = f(x), za svako x > 0. Daǉe, imamo da je λ =

kt+ 1
kt

t+ 1
t

=

k2t2+1
k(t2+1) . Funkcija ϕ(t) = k2t2+1

k(t2+1) je neprekidna i strogo rastu�a na intervalu(
1√
k
,∞

)
, jer je ϕ′(t) = 2t(k2−1)

k(t2+1)2 > 0, a pritom va�i ϕ
(

1√
k

)
= 1 i lim

t→+∞
ϕ(t) = k.

Dakle, kada t prolazi kroz interval
(

1√
k
,∞

)
, broj λ = ϕ(t) prolazi kroz

ceo interval (1, k). Prema tome, za svako λ ∈ (1, k) i svako x > 0 va�i
f(λx) = f(x).

Sada neka je r > 1 proizvoǉno. Izaberimo toliko veliki prirodan
broj n sa osobinom r1/n < k. Tada je r1/n ∈ (1, k), odakle, za svako x > 0,
nalazimo f(r1/nx) = f(x). Primenom ove jednakosti n puta dobijamo f(rx) =
f(x). Dakle, za svako r > 1 i svako x > 0 va�i f(rx) = f(x). Zamenom r sa
1
r dobijamo isto i za svako 0 < r < 1. Zato, za proizvoǉne realne brojeve
x, y > 0, uzimaju�i r = y

x , dobijamo f(y) = f(x), te je f konstantna na (0,∞).
Stoga, neka je f(x) = c, za sve x > 0, gde je c > 0. Uvrxtavaǌem u

zadati uslov dobijamo c = c
c +

c
c = 2. Dakle, u neinjektivnom sluqaju jedino

rexeǌe jeste f(x) = 2, za svako x > 0.

Autor zadatka: Milan Geli�

6. Primetimo da NZD(a, b) | a | b2 + kb + 1, odakle sledi da NZD(a, b) = 1.
Tako�e, primetimo da a | a2 + la+ b2 + kb+ 1 i b | b2 + kb+ a2 + la+ 1, odakle
sledi da ab | a2 + b2 + la+ kb+1, odnosno postoji prirodan broj M takav da
je

a2 + b2 + la+ kb+ 1−Mab = 0. (1)

Ako d = NZD(a − r, b − s), sledi da a ≡ r, b ≡ s (mod d), odnosno r2 +
s2 + lr + ks+ 1−Mrs ≡ 0 (mod d).

Doka�imo da ako va�i (r, s) /∈ S, onda je G konaqan. Kako (r, s) /∈ G,
znamo da za svako M ∈ N va�i r2+s2+lr+ks+1−Mrs ̸= 0 i da za odre�eno M
postoji samo konaqno mnogo d takvih da d | r2+s2+ lr+ks+1−Mrs. Ukoliko
doka�emo da za odre�eno k, l postoji i konaqno mnogo vrednosti M koje
zadovoǉavaju ovaj uslov, dokaza�emo celokupno tvr�eǌe. Zaista, uzmimo
rexeǌe (x, y) sa minimalnim x+ y. Bez umaǌeǌa opxtosti, pretpostavimo
da je x ≥ y.

Posmatraju�i (1) kao kvadratnu jednaqinu po x, vidimo da je za x′ =

My − l − x = y2+ky+1
x , (x′, y) ponovo rexeǌe iste jednaqine, jer x′ ∈ N. Iz

minimalnosti sledi x′ ≥ x. Znamo da va�i x′ = y2+ky+1
x ≤ y2+ky+1

y ≤ y+k+1,



120

iz qega proizilazi da My−l = x+x′ ≤ 2x′ ≤ 2y+2k+2, te je M ≤ 2y+2k+l+2
y ≤

4 + 2k + l, odakle sledi da ih zaista ima konaqno mnogo.
Doka�imo da ako (r, s) ∈ S, onda za svako N ∈ N postoji par prirodnih

brojeva (a, b) ∈ S tako da N | NZD(a − r, b − s), odakle se mo�e zakǉuqiti
da �e va�iti da je skup G beskonaqan. Stoga, bez umaǌeǌa opxtosti, pre-
tpostavimo da je r ≤ s. Definiximo niz parova (an, bn) poqetnim uslovom
(a0, b0) = (r, s) i rekurentnom relacijom

an+1 = Mbn− l−an =
b2n + kbn + 1

an
, bn+1 = Man+1−k− bn =

a2n+1 + lan+1 + 1

bn
.

Po Vijetovim formulama, ako (an, bn) zadovoǉava jednaqinu (1), ǌu �e
zadovoǉavati i par (an+1, bn), pa samim tim i (an+1, bn+1), odakle sledi
da svaki par (an, bn) pripada skupu S. Koriste�i uslov an ≤ bn dobi-

jamo an+1 =
b2n+kbn+1

an
≥ b2n+kbn+1

bn
> bn. Zatim, kako je an+1 > bn, sledi

bn+1 =
a2
n+1+lan+1+1

bn
>

a2
n+1

bn
> an+1, tj. an < bn < an+1 < bn+1, za svako n ≥ 1,

xto finalno pokazuje da je ovo beskonaqni niz me�usobno razliqitih paro-
va skupa S.

Fiksirajmo proizvoǉan pozitivan ceo broj N . Kako ostataka parova
(an, bn) pri deǉeǌu sa N ima najvixe N2, po Dirihleovom principu me�u
prvih N2 + 1 parova moraju postojati indeksi i < j takvi da

(aj , bj) ≡ (ai, bi) (mod N).

Prime�ujemo da iz rekurentnih relacija mo�emo direktno izraziti
prethodne qlanove niza:

bn−1 = Man − k − bn, an−1 = Mbn−1 − l − an = M(Man − k − bn)− l − an.

Dakle, ako za bilo koja dva indeksa va�i kongruencija modulo N ,
ista kongruencija mora va�iti i za ǌihove prethodnike. Ponavǉaju�i
ovo tvr�eǌe i puta, dobijamo

(r, s) = (a0, b0) ≡ (aj−i, bj−i) (mod N),

odnosno N | aj−i− r,N | bj−i− s, odakle proizilazi N | NZD(aj−i− r, bj−i− s).

Autor zadatka: Stevan Radivojevi�
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17. Rumunski master iz matematike

Dan 1: 25. februar 2026. - Bukurext, Rumunija

Jezik: Srpski

Zadatak 1. Neka je n prirodan broj. Danica na tabli crta trougao povrx-
ine 1. Zatim, ona izvodi n poteza, redom. U svakom potezu bira jedan ve�
nacrtani trougao ∆ koji u svojoj unutraxǌosti nema oznaqenih taqaka,
oznaqi taqku P u ǌegovoj unutraxǌosti i povlaqi du�i koje spajaju taqku
P sa svakim temenom trougla ∆, qime dobija tri maǌa trougla.

Nakon izvrxenih n poteza, Vukaxin bira tri razliqita trougla ∆1,
∆2 i ∆3 koji u svojoj unutraxǌosti nemaju oznaqenih taqaka, tako da ∆2

ima jednu zajedniqku stranicu sa ∆1, a drugu sa ∆3. U zavisnosti od n
odrediti najve�u mogu�u konstantu c takvu da Vukaxin mo�e da napravi
potez takav da zbir povrxina trouglova ∆1, ∆2 i ∆3 bude najmaǌe c, bez
obzira na poteze koje je izvela Danica.

Zadatak 2. Neka je p ≥ 11 prost broj. Pretpostavimo da ako su a i b celi
brojevi takvi da va�i 1 ≤ a < b ≤ p − 3, onda broj b! − a! nije deǉiv sa p.
Dokazati da je broj p− 5 deǉiv sa 8.

Zadatak 3. Neka je S konaqan podskup skupa R3. Dokazati da postoje tri
polinoma P (x, y, z), Q(x, y, z) i R(x, y, z), sa realnim koeficijentima, takva
da ure�ena trojka realnih brojeva (a, b, c) pripada skupu S ako i samo ako
sistem jednaqina

P (x, y, z) = a,

Q(x, y, z) = b,

R(x, y, z) = c

nema rexeǌa (po x, y i z) u skupu R3.

Svaki zadatak vredi 7 poena.
Vreme za izradu zadataka: 4 1

2 qasova.
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17. Rumunski master iz matematike

Dan 2: 26. februar 2026. - Bukurext, Rumunija

Jezik: Srpski

Zadatak 4. Za svaki prirodan broj m neka φ(m) oznaqava broj prirodnih
brojeva maǌih ili jednakih od m koji su uzajamno prosti sa m. Definix-
imo φ0(m) = m i

φk(m) = φ(φk−1(m)),

za svaki prirodan broj k. Dokazati da za svaki prirodan broj n ≥ 3
proizvod

φ0(2
n − 3) · φ1(2

n − 3) · φ2(2
n − 3) · . . . · φn(2

n − 3)

ima najvixe n razliqitih prostih delilaca.

Zadatak 5. Neka je O sredixte opisane kru�nice trougla ABC, za koji
va�i AB < AC, i neka je qetvorougao XY ZT paralelogram unutar trougla
ABC takav da je

∢AXB = ∢AZC, ∢AZB = ∢AXC,

∢AY B = ∢ATC, ∢ATB = ∢AY C.

Dokazati da se dijagonale XZ i Y T paralelograma XY ZT seku u taqki
koja le�i na opisanoj kru�nici trougla BOC.

Zadatak 6. Neka je k > 1 prirodan broj. Oznaqimo sa S skup svih (k + 1)-
torki prirodnih brojeva X = (x1, . . . , xk+1) takvih da va�i 1 ≤ x1 < · · · <
xk+1 ≤ k2 + 1. Neka je σ permutacija brojeva 1, 2, . . . , k2 + 1. Za element
X ∈ S ka�emo da je σ-lep ako je niz σ(x1), σ(x2), . . . , σ(xk+1) monoton. Neka
je X = (x1, . . . , xk+1) ∈ S. Dokazati da va�i

min
1≤i≤k

⌊xi

i

⌋
+ min

2≤i≤k+1

⌊
k2 + 2− xi

k + 2− i

⌋
≥ k + 1

ako i samo ako postoji permutacija σ za koju je X jedinstvena σ-lepa (k+1)-
torka u skupu S.

Svaki zadatak vredi 7 poena.
Vreme za izradu zadataka: 4 1

2 qasova.
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