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Prvi razred - A kategorija

1. (a) Odgovor je da. Neka je P (2022) = P (2023) = P (2025) = P (2026) = 2024. Jedan od
polinoma za koji ovo va�i je

P (x) = (x− 2022)(x− 2023)(x− 2025)(x− 2026) + 2024,

pa je P (2024) = 2028.

(b) Odgovor je ne. Pretpostavimo da postoji ovakav polinom. Odavde sledi

a− e | P (a)− P (e) = −2,

b− e | P (b)− P (e) = −2,

c− e | P (c)− P (e) = −2,

d− e | P (d)− P (e) = −2.

Kako su a, b, c, d po parovima razliqiti celi brojevi, to su i brojevi a− e, b− e, c− e i
d− e po parovima razliqiti. Stoga, {a− e, b− e, c− e, d− e} = {−2,−1, 1, 2}. Primetimo
da su a, b, c, d nule polinoma Q(x) = P (x)− 2024, pa je

Q(x) = (x− a)(x− b)(x− c)(x− d) · P1(x).

Kako je Q(e) = (e − a)(e − b)(e − c)(e − d) · P1(e), dobijamo 2 = 4 · P1(e), odnosno P1(e) =
1

2
. Me�utim, kako polinom P1 ima celobrojne koeficijente (ovo sledi, na primer iz

standardnog algoritma za deǉeǌe polinoma), to P1 ima celobrojne vrednosti u svim
celobrojnim taqkama. Kontradikcija!

2. Analiza: Neka su T1 i T2 te�ixta trouglova ABC i ABD, redom, a H1 i H2 ǌihovi
ortocentri. Kako su taqke A,B,C,D na istoj kru�nici k sa centrom O, prava H1−O−T1

je Ojlerova prava trougla ABC, dok je prava H2 − O − T2 Ojlerova prava trougla
ABD. Prema tome, iz kolinearnosti H1, O,H2 neposredno sledi i kolinearnost taqaka
T1, O, T2. Dakle, dovoǉno je konstruisati taqku D ∈ k tako da su H1, O,H2 kolinearne.

Neka je M sredixte du�i AB. Posmatrajmo centralnu simetriju sa centrom u
taqki M . Poznato je da se ortocentar trougla pri toj simetriji preslikava u taqku
opisane kru�nice koja je dijametralno suprotna temenu naspram posmatrane stranice.
Stoga se ortocentar H1 trougla ABC preslikava u taqku C ′, dijametralno suprotnu
taqki C na kru�nici k, a ortocentar H2 trougla ABD u taqku D′, dijametralno suprot-
nu taqki D na istoj kru�nici. Neka je, daǉe, O′ slika taqke O pri istoj centralnoj
simetriji. Kako centralna simetrija quva kolinearnost, uslov da su taqke H1, O i H2

kolinearne ekvivalentan je uslovu da su i taqke C ′, O′ i D′ kolinearne.
Konstrukcija: Za dati trougao ABC konstruixemo ǌegovu opisanu kru�nicu k i ǌen
centar O, kao i sredixte M du�i AB. Potom, konstruixemo taqku C ′, dijametralno
suprotnu taqki C na kru�nici k, i taqku O′, simetriqnu taqki O u odnosu na M .
Zatim povuqemo pravu C ′O′. Ako prava C ′O′ seqe kru�nicu k u jox jednoj taqki, taj
drugi presek oznaqimo sa D′. Najzad, taqku D konstruixemo kao taqku dijametralno
suprotnu taqki D′ na kru�nici k.



Dokaz: Po konstrukciji, taqke C ′, O′, D′ su kolinearne. Kako centralna simetrija
quva kolinearnost, iz toga sledi da su i ǌihove preclike H1, O,H2 kolinearne. Sa
druge strane, taqke H1, O, T1 su kolinearne kao taqke Ojlerove prave trougla ABC,
a taqke H2, O, T2 kao taqke Ojlerove prave trougla ABD. S obzirom da su H1, O,H2

kolinearne, obe Ojlerove prave poklapaju se sa istom pravom kroz taqku O. Otuda
sledi da su i taqke T1, O, T2 kolinearne.
Diskusija: Ako je O′ = C ′, onda prava C ′O′ nije odre�ena. Poxto su O′ i C ′ slike
taqaka O i H1 pri istoj centralnoj simetriji sa centrom M , uslov O′ = C ′ ekvivalen-
tan je uslovu O = H1. To je mogu�e ako i samo ako je trougao ABC jednakostraniqan.
U tom sluqaju je T1 = O, pa je za svaku taqku D ∈ k uslov zadatka automacki ispuǌen.
Dakle, ako je ABC jednakostraniqan, svaka taqka D na kru�nici k predstavǉa rexeǌe.

Neka je sada O′ ̸= C ′. Tada je prava C ′O′ u potpunosti odre�ena. Ako ona seqe
kru�nicu k u jox jednoj taqki D′ ̸= C ′, onda je na taj naqin dobijena taqka D ̸= C
jedino nedegenerisano rexeǌe. Mo�e se, me�utim, desiti da je prava C ′O′ tangenta
na kru�nicu k u taqki C ′. Tada drugi presek ne postoji, pa nedegenerisano rexeǌe
ne postoji. Ako se dopuxta degenerisan sluqaj, tada formalno mo�emo uzeti D′ = C ′,
odakle sledi D = C; zaista, tada se trouglovi ABC i ABD poklapaju, pa je uslov
zadatka ispuǌen.

Prema tome:

• ako je trougao ABC jednakostraniqan, svaka taqka D ∈ k je rexeǌe;

• ako trougao ABC nije jednakostraniqan i prava C ′O′ nije tangenta na kru�nicu
k u taqki C ′, postoji jedinstveno nedegenerisano rexeǌe;

• ako trougao ABC nije jednakostraniqan i prava C ′O′ jeste tangenta na kru�nicu
k u taqki C ′, onda nedegenerisano rexeǌe ne postoji, a jedino formalno rexeǌe
je D = C.

Napomena. Postoji alternativno rexeǌe u kojem uoqavamo
−−→
H1B =

−−−→
H2D. Konstrukcija,

stoga, neposredno sledi.

3. Neka je A = 11n2+n+1. Za n = 1 dobijamo broj A = 13, odnosno S(A) = 4. Doka�imo
da je ovo najmaǌa vrednost broja S(A). Jasno, A je neparan broj ve�i od 12 jer va�i

A ≡ n2 + n+ 1 = n(n+ 1) + 1 ≡ 1 (mod 2),



pa ne mo�e imati zbir cifara 1. S druge strane, va�i i

A ≡ −n2 + n+ 1 = −n(n− 1) + 1 (mod 3).

Ako je n ≡ 0 (mod 3) ili n ≡ 1 (mod 3), onda je A ≡ 1 (mod 3). Sliqno, ako je n ≡ 2
(mod 3), dobijamo A ≡ 2 (mod 3). Poznato je da va�i x ≡ S(x) (mod 3) za svaki prirodan
broj x. Stoga, kako A nije deǉiv sa 3, nije ni S(A), pa S(A) ̸= 3.
Poka�imo i da va�i S(A) ̸= 2. Pretpostavimo suprotno tj. da postoji n takvo da je
S(A) = 2. Kako je broj A neparan (bar dvocifren) i ima zbir cifara 2, to su ǌegova
prva i posledǌa cifre jednake 1, a ostale su nule, pa jednaqina

11n2 + n+ 1 = 10m + 1

ima rexeǌa u skupu prirodnih brojeva, iz qega dobijamo

n(11n+ 1) = 2m · 5m.

Euklidovim algoritmom se lako pokazuje da va�i (n, 11n + 1) = 1, pa kako va�i n <
11n+ 1, imamo dva sluqaja:
1. n = 1 i 11n+ 1 = 2m · 5m. U ovom sluqaju dobijamo 12 = 2m · 5m, xto nema rexeǌa za
m ∈ N.
2. n = 2m i 11n+ 1 = 5m. Odavde dobijamo 11 · 2m + 1 = 5m. Deǉeǌem obe strane sa 5m

dobijamo

11 ·
(
2

5

)m

+

(
1

5

)m

= 1.

Jasno je da je leva strana strogo opadaju�a funkcija po m (kao zbir dve opadaju�e
funkcije). Kako za m = 2 i m = 3 imamo

11 ·
(
2

5

)2

+

(
1

5

)2

=
9

5
> 1 i 11 ·

(
2

5

)3

+

(
1

5

)3

=
89

125
< 1,

dobijamo da data jednaqina nema rexeǌa u skupu prirodnih brojeva. Dobili smo kon-
tradikciju sa pretpostavkom, pa S(A) ̸= 2.
Dakle, najmaǌi zbir cifara je 4.

Primetimo da za brojeve n = 10k (k ⩾ 1) imamo da je 11n2 + n+ 1 oblika

11 000 . . . 000︸ ︷︷ ︸
k−1

1 000 . . . 000︸ ︷︷ ︸
k−1

1,

pa postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n za koje je S(11n2 + n+ 1) = 4.

Komentar 1.1. Principom matematiqke indukcije mo�emo da poka�emo nejednakost
11 · 2m + 1 < 5m za sve prirodne brojeve m ⩾ 3. Za m = 3 imamo 11 · 23 + 1 = 89 i
53 = 125, pa nejednakost va�i. Pretpostavimo da za prirodne brojeve m ⩾ 3 va�i
5m > 11 · 2m + 1. Doka�imo da odatle sledi 5m+1 > 11 · 2m+1 + 1. Zaista,

5m+1 = 5 · 5m > 5 · (11 · 2m + 1) = 55 · 2m + 5 > 22 · 2m + 1 = 11 · 2m+1 + 1,

xto povlaqi 5m > 11 · 2m + 1 za m ⩾ 3.

Komentar 1.2. Lako se pokazuje da za m ⩾ 3 va�i

5m = 53 · 5m−3 > 24 · 7 · 5m−3 ⩾ 24 · 7 · 2m−3 = 14 · 2m > 11 · 2m + 1.



4. Tvrdimo da je najve�e garantovano

k =
⌊n
2

⌋
.

Najpre uoqimo xta jedan potez zapravo radi. Ako susedne brojeve x, y ∈ {0, 1} za-
menimo brojem x + y (mod 2), onda novi broj predstavǉa zbir tog para po modulu 2.
Posle vixe poteza, svaki qlan dobijenog niza predstavǉa zbir po modulu 2 nekog uza-
stopnog bloka poqetnog niza. Dakle, svaki krajǌi niz odgovara nekoj podeli poqetnog
niza na uzastopne blokove, pri qemu je svaki novi qlan parnost zbira elemenata u
odgovaraju�em bloku.

Zato je zadatak ekvivalentan slede�em: treba podeliti poqetni niz na uzastopne
blokove tako da xto vixe uzastopnih blokova ima istu sumu po modulu 2.

Doǌa granica: Neka su poqetni qlanovi niza a1, a2, . . . , an ∈ {0, 1}. Posmatrajmo parci-
jalne sume po modulu 2:

s0 = 0, si ≡ a1 + a2 + · · ·+ ai (mod 2) (1 ≤ i ≤ n).

Imamo ukupno n + 1 brojeva s0, s1, . . . , sn, a svaki je ili 0 ili 1. Zato se bar jedna od
ove dve vrednosti javǉa najmaǌe

⌈
n+1
2

⌉
puta.

Neka su si0 = si1 = · · · = sit sve pojave te iste vrednosti, gde je t + 1 ≥
⌈
n+1
2

⌉
. Tada

za svaki j = 1, 2, . . . , t blok aij−1+1, aij−1+2, . . . , aij ima zbir po modulu 2 jednak

sij − sij−1
≡ 0 (mod 2).

Prema tome, mo�emo dobiti t uzastopnih nula. Odatle sledi

t ≥
⌈
n+ 1

2

⌉
− 1 =

⌊n
2

⌋
,

pa je uvek mogu�e dobiti bar
⌊
n
2

⌋
uzastopnih jednakih brojeva. Dakle, k ≥

⌊
n
2

⌋
.

Gorǌa granica: Pokaza�emo da se uopxte ne mo�e garantovati vixe od toga. Posma-
trajmo niz koji sadr�i taqno jednu jedinicu, a sve ostalo su nule, i to tako da su
nule raspore�ene xto ravnomernije sa leve i desne strane te jedinice. Na primer,
ako je n = 2m+ 1, uzmimo niz

0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m

, 1, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m

,

a ako je n = 2m, uzmimo
0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m−1

, 1, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m

.

U svakom potezu ukupna suma svih qlanova niza po modulu 2 ostaje nepromeǌena.
Poxto je na poqetku ta suma jednaka 1, svaki dobijeni niz mora imati neparnu sumu,
pa zato mora sadr�ati bar jednu jedinicu.

S druge strane, svaki qlan dobijenog niza predstavǉa zbir po modulu 2 nekog uza-
stopnog bloka poqetnog niza. Poxto poqetni niz sadr�i taqno jednu jedinicu, neki
blok daje vrednost 1 ako i samo ako sadr�i tu jedinicu. Zato u svakoj podeli poqetnog
niza taqno jedan blok ima vrednost 1, a svi ostali imaju vrednost 0.

Prema tome, u svakom dobijenom nizu postoji taqno jedna jedinica, koja razdvaja
nule na levi i desni deo. Broj uzastopnih nula sa bilo koje strane ne mo�e biti ve�i
od ⌊n/2⌋. Zato ni broj uzastopnih jednakih qlanova ne mo�e biti ve�i od

⌊
n
2

⌋
.

Dakle, k ≤
⌊
n
2

⌋
.

Iz doǌe i gorǌe granice zakǉuqujemo k =
⌊
n
2

⌋
.
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1. Posmatrajmo funkcije f : R → R, g : R → R i h : R → R, definisane sa f(x) =
ax2+bx+c, g(x) = bx2+cx+a i h(x) = f(x)g(x), za svako x ∈ R. Treba dokazati da postoji
realan broj d za koji va�i h(d) > 0. Primetimo da je h(1) = f(1)g(1) = (a+b+c)2 ≥ 0. (♡)
Razmotrimo slede�e sluqajeve:
1◦ a+ b+ c ̸= 0. Zbog (♡) mo�emo odabrati d = 1, poxto je h(1) > 0.
2◦ a+b+c = 0. Sada je f(x) = ax2+bx−a−b = a(x−1)(x+1)+b(x−1) = (x−1)(ax+a+b) i
analogno g(x) = (x−1)(bx+b+c), te je h(x) = (x−1)2(ax−c)(bx−a). Brojevi a i b ne mogu
biti istovremeno jednaki nuli, poxto bi tada zbog a+b+c = 0 va�ilo (a, b, c) = (0, 0, 0),
xto je suprotno uslovu zadatka. Otuda mo�emo razmotriti slede�e sluqajeve:

2.1◦ a = 0, b ̸= 0. Tada je h(x) = b2(x− 1)2x, te je h(2) > 0.
2.2◦ b = 0, a ̸= 0. Tada je h(x) = −a2(x− 1)2(x+ 1), te je h(−2) > 0.
2.3◦ ab ̸= 0. Primetimo da je c

a ̸= a
b . Pretpostavimo suprotno. Tada bi imali −a+b

a =
a
b ⇔ a2 + ab + b2 = 0 ⇔ (a + b

2 )
2 + 3

4b
2 = 0 ⇔ a = b = 0, xto je kontradikcija. Sada

imamo da kvadratna funkcija i(x) = (ax− c)(bx− a) ima dve razliqite realne nule, te
nije konstantnog znaka na (−∞,∞). Otuda postoji interval I na kom je ona pozitivna.
Kako je h(x) = (x− 1)2 · i(x), to zbog prethodnog imamo da za svaki broj d ∈ I \ {1} va�i
h(d) > 0. Ovim je dokaz kompletiran.

2. Kako je O sredixte kra�eg luka AD kruga AOD, prava EO je simetrala ugla ∠AED,
pa je samim tim i simetrala stranice AB trougla △ABC. Analogno je i taqka F na
simetrali du�i AC. Neka su sada P , Q i R redom sredixta du�i AB, AC i AM .
Trouglovi △AEP i △AFQ su sliqni (∠AEP = ∠AFQ zbog tetivnosti qetvorougla
AEFO, i po prethodno dokazanom imaju po jedan prav ugao). Odavde je AE

AF = AP
AQ = AB

AC ,
i ∠EAF = ∠BAC, pa su trouglovi △ABC i △AEF sliqni. Odatle, imaju�i u vidu da
su AM i AG te�ixne du�i, sledi da su i trouglovi ∆ABM i ∆AEG sliqni, te je i
AG
AM = AE

AB , odnosno AG
AR = AE

AP , pa kako je i ∠EAP = ∠GAR, trouglovi △AEP i △AGR su
sliqni, odnosno ∠ARG = 90◦, odakle je trougao △AGM jednakokrak, qime je tvr�eǌe
zadatka dokazano.

3. Neka su a, b, c i n prirodni brojevi za koje va�i (a, b, c) = 1, a p > 3 proizvoǉan prost
broj, pri qemu je (u, v, w) = NZD(u, v, w), u, v, w ∈ N. Oznaqimo sa Sk = ak+bk+ck, k ∈ N0.



Pretpostavimo da p | Sn+2, Sn+1 i Sn. Zbog p | Sn i (a, b, c) = 1 broj p deli najvixe jedan
od brojeva a, b i c. Razmotrimo najpre sluqaj p ∤ abc. Va�i

Sk+3 − (a+ b+ c)Sk+2 + (ab+ bc+ ca)Sk+1 = abcSk, k ∈ N0. (†)

Kako p | Sn+2, Sn+1, Sn, zamenom k = n−1, imaju�i na umu da p ∤ abc, u (†) dobijamo p | Sn−1.
Daǉom zamenom za k = n− 2, n− 3, . . . , 0, dobijamo p | S0 = 3. Kontradikcija. Neka sada
p | abc. Odre�enosti radi, neka p | c i p ∤ ab. Tada je an+1 ≡p −bn+1 ≡p b(−bn) ≡p ban, pa
je a ≡p b. Zato p | 2an, odnosno p | a. Kontradikcija. Na ovaj naqin smo dokazali da ne
postoji p > 3 tako da p | Sn+2, Sn+1 i Sn, za neke (a, b, c) = 1.

Sliqno kao u prethodnom delu dokazuje se da nije mogu�e da 9 | an + bn + cn, an+1 +
bn+1 + cn+1, an+2 + bn+2 + cn+2. Tako�e, nije mogu�e da 4 | an + bn + cn, an+1 + bn+1 +
cn+1, an+2 + bn+2 + cn+2. Zaista, ako bi va�ilo 4 | an + bn + cn, onda bi taqno jednak
od brojeva a, b, c bio paran. Me�utim, tada za paran broj m ∈ {n + 1, n + 2} va�i
am + bm + cm ≡4 0 + 1 + 1 ≡4 2, xto je u suprotnosti sa 4 | Sm.

Iz svega navedenog zakǉuqujemo da je (an+bn+cn, an+1+bn+1+cn+1, an+2+bn+2+cn+2) ≤
6, te je najve�i element skupa S ne ve�i od 6. Kako je za a = b = n = 1, c = 4 posmatrani
najve�i zajedniqki delilac jednak 6, to je najve�i element skupa S upravo jednak 6.

4. Tra�ena podela je mogu�a ako i samo ako je n neparan. Neka je n = 2m + 1. Kon-
strukcija se zadaje ovako. Sa leve stranice velikog trougla povlaqimo m+ 1 puteva.
Prvi poqiǌe u doǌem levom uglu i ide vodoravno udesno kroz n trouglova.

Drugi poqiǌe u slede�em redu iznad i ide vodoravno udesno kroz n− 2 trouglova,
pa se zatim lomi i nastavǉa koso nagore udesno kroz 2 trougla. Tre�i poqiǌe jox
jedan red vixe, ide vodoravno udesno kroz n − 4 trouglova, pa zatim koso nagore
udesno kroz 4 trougla. Tako redom, k-ti levi put, raqunaju�i odozdo, poqiǌe na levoj
stranici u (k + 1)-vom redu, ide najpre vodoravno udesno kroz n − 2k trouglova, a
zatim koso nagore udesno kroz 2k trouglova, gde je k = 0, 1, . . . ,m. Zato svaki levi put
ima ukupno (n − 2k) + 2k = n trouglova. Sa desne strane povlaqimo m puteva. Prvi
desni put poqiǌe u najvixem preostalom trouglu uz desnu stranicu i ide koso nadole
udesno kroz n trouglova. Drugi poqiǌe u slede�em najvixem preostalom trouglu,
ide koso nadole udesno kroz n − 2 trouglova, pa se zatim lomi i nastavǉa vodoravno
udesno kroz 2 trougla. Tre�i poqiǌe u slede�em najvixem preostalom trouglu, ide
koso nadole udesno kroz n − 4 trouglova, pa zatim vodoravno udesno kroz 4 trougla.
Tako redom, j-ti desni put, raqunaju�i odozgo, poqiǌe u najvixem jox nepokrivenom
trouglu desnog dela, ide najpre koso nadole udesno kroz n− 2j + 2 trouglova, a zatim
vodoravno udesno kroz 2j − 2 trougla, gde je j = 1, 2, . . . ,m. Zato i svaki desni put
ima ukupno (n− 2j + 2) + (2j − 2) = n trouglova. Levi putevi se me�usobno ne seku, jer



im vodoravni delovi le�e u razliqitim redovima, a posle preloma svaki ide drugom
kosom dijagonalom. Isto tako se ni desni putevi me�usobno ne seku. Najzad, levi i
desni putevi se ne mogu se�i jer posle svih levih puteva ostaje nepokriven samo jedan
,,desni” stepenasti deo trougla, a desni putevi se upravo u ǌemu povlaqe, redom
odozgo nadole. Drugim reqima, levi putevi ispune ceo levi deo figure do jedne cik-
cak granice, a svaki desni put le�i u potpunosti sa desne strane te granice; zato levi
i desni putevi nemaju zajedniqkih trouglova. Tako dobijamo (m+ 1) +m = 2m+ 1 = n
me�usobno disjunktnih puteva, svaki od po n trouglova, koji zajedno pokrivaju ceo
trougao. Ako je, me�utim, n paran, onda bi svaki put imao parnu du�inu, pa bi u
ǌemu bio jednak broj trouglova orijentisanih nagore i nadole, xto je nemogu�e jer je
u celom trouglu broj takvih trouglova n(n+1)

2 , odnosno n(n−1)
2 . Dakle, tra�ena podela

postoji ako i samo ako je n neparan.
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1. Prvo rexeǌe: (a) Posmatrajmo polinom P (x) = x2020 + x3 + 1. Pretpostavimo da je
broj x = z, gde je |z| = 1, jedna nula polinoma P (x). Kako je polinom P ∈ R[x] to je i
broj z = 1

z ǌegova nula. Otuda, zamenom P ( 1z ) = 0 dobijamo da je 1 + z2017 + z2020 = 0, te
je z3 = z2017. Iz posledǌe jednakosti, kako je z ̸= 0, imamo da je z2014 = 1. Zato je sada
0 = P (z) = z6+ z3+1, te je z9−1 = (z3−1) ·P (z) = 0. Dakle, za broj z va�i z2014 = z9 = 1.

Zato je z7 = z2014

(z9)223 = 1, odakle je i z2 = z9

z7 = 1 i z = z7

(z2)3 = 1. Zato je 0 = P (1) = 3, xto
je kontradikcija.
Drugo rexeǌe: (a) Pretpostavimo suprotno-neka va�i z2020 + z3 + 1 = 0 za neko z za
koje je |z| = 1. Tada iz jednakosti modula leve i desne strane u jednakostima (koje
su ekvivalentne sa z2020 + z3 + 1 = 0) z3(z2017 + 1) = −1 i z2020 + 1 = −z3 imamo da
je |z2017 + 1| = 1 i |z2020 + 1| = 1. Iz posledǌih jednakosti zakǉuqujemo da se brojevi
z2020 i z2017 nalaze na rastojaǌu 1 od broja −1, odnosno nalaze se na kru�nici qiji
je centar u broju −1, a polupreqnik 1. Kako je |z| = 1, to je i |z2020| = |z2017| = 1, te
se brojevi z2020 i z2017 nalaze i na kru�nici qiji je centar broj 0, a polupreqnik 1.
Presek pomenutih kru�nica su brojevi ε = cos 2π

3 + i sin 2π
3 i ε2 = cos 4π

3 + i sin 4π
3 , te je

z2020, z2017 ∈ {ε, ε2}. Otuda, kako je ε3 = 1, imamo z3 = z2020

z2017 ∈ {1, ε, 1
ε} = {1, ε, ε2}. Za z3 = 1

imamo z2020 = −z3 − 1 = −2, te je |z2020| = 2, xto je u suprotnosti sa |z2020| = 1. Ako je
pak z3 ∈ {ε, ε2}, onda iz jednakosti z2020 + z3 +1 = 0 = ε2 + ε+1, dobijamo da je z2020 = ε2

(kada je z3 = ε) ili z2020 = ε (kada je z3 = ε2.) Ovadve, kako je (z2020)3 = (z3)2020 dobijamo
da je (ε2)3 = ε2020 ili ε3 = (ε2)2020. Imaju�i na umu da je ε3 = 1, posledǌe jednakosti
nas dovode do zakǉuqka da je 1 = ε ili 1 = ε2. Kontradikcija.

(b) Pod uslovom |z| = 1, odnosno z = 1
z , data jednakost je ekvivalentana sa

|z2020+zn+1| = |z2020+z3+1| ⇔ (z2020+zn+1)(
1

z2020
+

1

zn
+1) = (z2020+z3+1)(

1

z2020
+

1

z3
+1)

⇔ z2020−n + zn−2020 + zn + z−n = z2017 + z−2017 + z3 + z−3 ⇔

⇔ z4040 + z2n + z2020+2n + z2020 − z4037+n − z3+n − z2023+n − z2017+n = 0. (1)

Dakle, broj n ∈ N je rexeǌe akko je jednakost (1) ispuǌena za sve brojeve z za koje je
|z| = 1.

Neka je n ∈ N neko rexeǌe. Posmatrajmo polinom P (x) = x4040+x2n+x2020+2n+x2020−
x4037+n−x3+n−x2023+n−x2017+n. Nule ovog polinoma su svi brojevi x = z, gde je |z| = 1,
te posmatrani polinom ima beskonaqno mnogo nula. Zato je P (x) jednak nula polinomu,
te su svi ǌegovi koeficijenti jednaki nuli. Zato mora da va�i 4040 = 4037 + n ili
2020+ 2n = 4037+n, odnosno n = 3 ili n = 2017. Lako proveravamo da za n = 3, odnosno
n = 2017, va�i jednakost (1), te su ovi brojevi zaista rexeǌa zadatka.

2. Postoji. Neka u ”sredǌem” redu ima 2n + 1, n ∈ N, jediniqnih poǉa. Dokaza�emo
matematiqkom indukcijom (po n), sa korakom 2, da postoje �eǉeni potezi, pri qemu je
prvi potez sa poǉa koje je prvo (sa leve strane) u ”sredǌem” redu.
Baza indukcije: Na slikama su dati primeri �eǉenih poteza za n = 1 i n = 2.



Induktivna hipoteza: Neka navedeno tvr�eǌe va�i za n.
Induktivni korak: Posmatrajmo tablu u qijem je ”sredǌem” redu 2(n+2)+ 1 jediniq-
nih poǉa. Prvih 8 poteza izvodimo kao na slede�oj slici.

Me�u navedenih 8 poteza oqigledno nema podudarnih, pri qemu na beloj tabli, koja
u ”sredǌem” redu ima 2n+ 1 jediniqno poǉe, nije mogu�e odigrati potez koji bi bio
podudaran nekom od 8 navedenih poteza. Poǉe oznaqeno brojem 9 je zapravo prvo poǉe
bele table koja u ”sredǌem” redu ima 2n+1 jediniqnih poǉa. Po induktivnoj hipotezi,
za tu belu tablu, mogu�e je izvesti �eǉeni niz poteza. Ovim je kompletiran dokaz.

3. Pretpostavimo suprotno, tj. da takvih brojeva ima samo konaqno mnogo. Neka je
ǌihov ukupan broj jednak k. Potrebna nam je slede�a doǌa ocena za Ojlerovu funkciju:

φ(t) ≥
√

t

2
za svako t ∈ N.

Stoga, zapiximo t = 2αq, gde je α ≥ 0, a q neparan broj. Ako je q = 1, onda je

φ(t) = φ(2α) =

1, α = 0,

2α−1, α ≥ 1.

Za α = 0 dobijamo φ(t) = 1 ≥
√
1/2, a za α ≥ 1 va�i

2α−1 ≥ 2α/2−1/2 =

√
2α

2
=

√
t

2
.

Dakle, i u ovom sluqaju va�i φ(t) ≥
√
t/2.

Neka je sada q > 1. Ako je q = pβ1

1 pβ2

2 · · · pβs
s kanonska faktorizacija broja q, onda je

φ(q) =

s∏
i=1

pβi−1
i (pi − 1).

Za svaki neparan prost broj p i svako β ≥ 1 va�i pβ−1(p − 1) ≥ pβ/2. Zaista, za β = 1
to je ekvivalentno nejednakosti p− 1 ≥ √

p, xto va�i za svaki p ≥ 3, a za β ≥ 2 imamo

pβ−1(p− 1) ≥ pβ−1 ≥ pβ/2.

Mno�eǌem ovih nejednakosti po svim prostim deliocima broja q dobijamo φ(q) ≥ √
q.

Sada, ako je α = 0, onda je t = q neparan, pa

φ(t) = φ(q) ≥ √
q =

√
t ≥

√
t

2
.

Ako je α ≥ 1, onda je
φ(t) = φ(2α)φ(q) = 2α−1φ(q) ≥ 2α−1√q.



Poxto je 2α−1 ≥ 2α/2−1/2, sledi

φ(t) ≥ 2α/2−1/2√q =

√
2αq

2
=

√
t

2
.

Time je tra�ena doǌa ocena dokazana.

Izaberimo sada prirodan broj N tako da va�i
√

N
2 > k. Na primer, mo�emo uzeti

N = 2k2 + 1. Tada za svako d ≥ N , po dokazanoj oceni, va�i

φ(d) ≥
√

d

2
≥

√
N

2
> k,

pa je
d+ φ(d) > d+ k ≥ N + k.

Prema tome, ako je neki broj m ≤ N + k predstavǉiv u obliku m = c + φ(c), onda
mora biti c < N , jer za c ≥ N dobijamo c+ φ(c) > N + k.

Dakle, brojevi ne ve�i od N+k koji su predstavǉivi u obliku c+φ(c) mogu nastati
samo za

c = 1, 2, . . . , N − 1.

Poxto takvih vrednosti c ima najvixe N − 1, sledi da me�u prvih N + k prirodnih
brojeva ima najvixe N − 1 predstavǉivih brojeva.

S druge strane, me�u brojevima

1, 2, . . . , N + k

ima ukupno N + k brojeva. Zato najmaǌe

(N + k)− (N − 1) = k + 1

ǌih nije predstavǉivo u obliku n + φ(n). Me�utim, to je nemogu�e, jer smo pret-
postavili da ukupno postoji samo k takvih brojeva.

Konaqno, sledi da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva m koji se ne mogu
predstaviti u obliku m = n+ φ(n) ni za jedan prirodan broj n.

4. Prvo, trouglovi EAC i DAB su sliqni. Zaista, ∠ECA = ∠ABD = 90◦ − α i
∠EAC = ∠BAD = 90◦ + α

2 . Zakǉuqujemo da je EC
BD = AC

AB . Kako je K zapravo A−Humpty
taqka, poznato je da je ∠MBK = ∠BAM . Kako je i ∠CHK = 180◦ −∠KHC ′ = BAM (C ′

je podno�je visine iz C na AB), to je qetvorougao BHKC tetivan (i ovo je generalno
poznato). Poxto su trouglovi BMK i AMB sliqni, to je BM

AM = BK
AB . Analogno je

CM
AM = CK

AC . Poxto je BM = CM , to je BK
CK = AB

AC = BD
CE . Kako je zbog tetivnosti

qetvorougla BHKC i ∠KBD = ∠KCE, trouglovi BKD i CKE su sliqni. Zato je
∠HDK = ∠HEK, qime je dokaz zavrxen.
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1. Neka su a i b neke vrednosti parametara za koje va�i navedena nejednakost. Posma-
trajmo funkciju f : R −→ R, za koju je f(x) = 4x + ax + bx − 6x − 3x − 2x, za svako x ∈ R.
Funkcija f(x) je neprekidno diferencijabilna na R. Doka�imo da je f ′(0) = 0. Pret-
postavimo suprotno. Kako postoji f ′(0), neka je f ′(0) = α ̸= 0. Ako je α > 0, to postoji
neka okolina broja 0, takva da je funkcija f(x) strogo monotono rastu�a u toj okolini.
Me�utim, tada za svako x iz te okoline za koje va�i x < 0, imamo f(x) < f(0) = 0, xto
je u suprotnosti sa osobinom brojeva a i b (brojevi a i b su takvi da za svako x ∈ R
va�i f(x) ≥ 0). Ako je pak α < 0, to postoji neka okolina broja 0, takva da je funkcija
f(x) strogo monotono opadaju�a u toj okolini. Me�utim, tada za svako x iz te okoline
za koje va�i x > 0, imamo f(x) < f(0) = 0, xto je u opet u suprotnosti sa osobinom
brojeva a i b. Dakle, ako tra�ena vrednost parametara a i b postoji, onda mora biti
f ′(0) = 0. Kako je f ′(0) = ln 4 + ln a+ ln b− ln 6− ln 3− ln 2 = ln ab

9 , to jednakost ab = 9 daje
jedine potencijalne vrednosti tra�enih parametara.

Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da je a ≥ b. Doka�imo da mora biti
a ≥ 6. Pretpostavimo suprotno, a < 6. Deǉeǌem polazne nejednakosti sa 6x dobijamo
da za svako x ∈ R va�i

L(x) = (
2

3
)x + (

a

6
)x + (

b

6
)x ≥ 1 + (

1

2
)x + (

1

3
)x = D(x). (1)

Kako je limx−→∞ L(x) = 0, a limx−→∞ D(x) = 1, to za dovoǉno veliko x nejednakost (1) ne
va�i. Kontradikcija. Ovim smo dokazali (pod pretpostavkom da je a ≥ 6) da ukoliko
tra�eni parametri postoje, mora va�iti a ≥ 6 i b = 9

a . Doka�imo sada da parametri
odre�eni ovim uslovima zaista zadovoǉavaju polaznu nejednakost. Fiksirajmo realan
broj x, x ̸= 0 (za x = 0 navedeni parametri zadovoǉavaju polaznu nejednakost). Neka
je g : R+ −→ R funkcija zadata sa g(a) = 4x + ax + ( 9a )

x − 6x − 3x − 2x. Doka�imo da
je g(a) ≥ 0 za svako a ≥ 6. Funkcija g(a) je neprekidno diferencijabilna na R+. Lako
nalazimo da je g′(a) = x(ax+3x)(ax−3x)

ax+1 . Za x > 0 izraz ax − 3x je pozitivan samo za a > 3,
dok je za x < 0 izraz ax−3x je negativan samo za a > 3. Dakle, g′(a) > 0 ⇐⇒ a > 3. Ovim
je dokazano da je funkcija g(a) strogo monotona rastu�a na intervalu (3,∞). Kako je
jox g(6) = 4x + ( 32 )

x − 3x − 2x = (2x − ( 32 )
x)(2x − 1) > 0 (za x > 0 va�i 2x − ( 32 )

x, 2x − 1 > 0,
dok za x < 0 va�i 2x − ( 32 )

x, 2x − 1 < 0), to za svako a ≥ 6, na osnovu monotonosti, va�i
g(a) > 0, a time i polazna nejednakost.

Sve tra�ene vrednosti su iz skupa {(a, b)| ab = 9, a ≥ 6 ∨ b ≥ 6}.

2. Primetimo da je

A = 1! · 2! · 3! · · · 2024! = (1! · 2!) · (3! · 4!) · · · (2023! · 2024!)
= (1! · 1! · 2) · (3! · 3! · 4) · · · (2023! · 2023! · 2024) = (1!)2 · (3!)2 · (5!)2 · · · (2023!)2 · 2 · 4 · 6 · · · 2024
= (1! · 3! · 5! · · · 2023!)2 · 21012 · 1 · 2 · 3 · · · 1012 = (1! · 3! · 5! · · · 2023! · 2506)2 · 1012!,

odakle nalazimo jedno rexeǌe (n, x) = (1012, 1! ·3! ·5! · · · 2023! ·2506). Doka�imo da drugih
rexeǌa nema.

Pretpostavimo suprotno, da je neko n ̸= 1012 rexeǌe ove jednaqine. Tada broj
A

n!
treba



da bude kvadrat prirodnog broja.

Ako je n ⩽ 1008, tada je
A

n!
= (1! · 3! · 5! · · · 2023! · 2506)2 · 1012 · 1011 · 1010 · 1009 · · · (n + 1).

Lako se proverava da je broj 1009 prost, a ǌegov eksponent je neparan, te ovaj broj

nije potpun kvadrat. Za n = 1009, imamo
A

n!
= (1! · 3! · 5! · · · 2023! · 2506)2 · 1012 · 1011 · 1010,

a za n = 1010 je
A

n!
= (1! · 3! · 5! · · · 2023! · 2506)2 · 1012 · 1011, pa ovi brojevi nisu potpuni

kvadrati jer je stepen broja 3 neparan. Tako�e, n = 1011 nije rexeǌe poxto 1012 nije
potpun kvadrat.

Konaqno, ako je n ⩾ 1013, tada je
A

n!
=

(1! · 3! · 5! · · · 2023! · 2506)2

1013 · 1014 · · ·n
. Broj 1013 je prost,

ǌegov eksponent u
A

n!
je neparan za n < 2026, pa ne mo�e biti potpun kvadrat. S druge

strane,
A

n!
nije ceo broj za n ⩾ 2027, poxto je 2027 prost broj koji ne deli A. Broj

n = 2026 nije rexeǌe npr. jer je 1019 prost broj koji ima neparan eksponent u
A

n!
.

3. Dokaza�emo da je xestougao APQOSR tetivan, pa po Paskalovoj teoremi primen-
jenoj na ovaj xestougao direktno sledi tvr�eǌe zadatka. Da bismo dokazali da je
pomenuti xestougao tetivan dokaza�emo da su tetivni qetvorouglovi APQO, ARSO
i AQOS. Znamo da je ∠QPO = 90◦ − ∠ACB, jer je jednak uglu izme�u visine iz
A trougla △ABC i prave AC kao ugao sa paralelnim kracima. Kako je tako�e i
∠BAO = 90◦ − ∠ACB, zakǉuqujemo da je qetvorougao APQO tetivan. Analogno je
i qetvorougao ARSO tetivan, pa ostaje pokazati da je qetvorougao AQOS tetivan.
Obele�imo sa M i N redom sredixta AB i AC, i obele�imo drugi presek kruga
AOQ sa AC sa S′. Trouglovi △OMQ i △ONS′ su sliqni (pravougli su i pritom
je ∠OQM = ∠OS′N), pa je odatle QM

S′N = OM
ON = cosγ

cosβ , gde je ∠ABC = β i ∠ACB = γ.
Odavde zakǉuqujemo da su projekcije du�i QM i S′N na BC jednakih du�ina, odakle
je du�ina projekcije du�i QS′ na BC jednaka BC

2 , pa zakǉuqujemo da je S′ ≡ S. Dakle,
qetvorougao AQOS je tetivan, odakle po prethodnoj diskusiji sledi tvr�eǌe zadatka.



4. Najve�e takvo k je (m − 1)(n − 1). Na slici je dat primer sa (m − 1)(n − 1) loxih
pravougaonika (svi koji sadr�e doǌe desno poǉe table). Ostaje da doka�emo da mora
da postoji bar (m−1)(n−1) loxih pravougaonika. Uoqimo neki lox pravougaonik koji
postoji prema uslovu zadatka. Obele�imo brojeve u �oxkovima ovog pravougaonika
kao na slici. Tada je a + d ̸= b + c, odnosno a − c ̸= b − d. Uoqimo sada jox dva poǉa,
nazovimo ih e i f , na slede�i naqin. e i f su u istoj koloni, e ̸= a, e ̸= b, f ̸= c, f ̸= d,
e je u istom redu kao a i b, f je u istom redu kao c i d. Kako ne mo�e istovremeno
da vazi e − f = a − c i e − f = b − d, barem jedan od pravougaonika eafc i ebfd je
lox. Kako ovakve parove poǉa e i f mo�emo izabrati na n− 2 naqina dobili smo jox
n − 2 loxih pravougaonika, koji su svi oqigledno razliqiti. Izaberimo bilo koji
od n − 1 loxih pravougaonika koji su nam do sada poznati. Ako analogan postupak
ponovimo krenuvxi od izabranog pravougaonika samo u vertikalnom smeru dobijamo
jox m−2 razliqitih loxih pravougaonika. Jasno je da ni dva pravougaonika dobijena
od razliqitog inicijalnog loxeg prvougaonika ne mogu biti ista. Dakle, pronaxli
smo (m− 1)(n− 1) loxih pravougaonika, qime je dokaz zavrxen.


