
Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA SA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

28. februar 2026. godine

Prvi razred - A kategorija

1. Oqigledno va�i

(a2 − b2)(ab− 1) = 0 ⇐⇒ (a− b)(a+ b)(ab− 1) = 0,

odakle zakǉuqujemo da je

a ρ b ⇐⇒ a = b ili a = −b ili ab = 1.

Stoga, relaciju ρ mo�emo predstaviti tablicom (0 oznaqava da elementi nisu u
relaciji, dok 1 oznaqava da su elementi u relaciji):

ϱ 0 1 −1 2 1
2 −2 − 1

2 3 1
3

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 1 0 0 0 0 0 0

−1 0 1 1 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 1 1 1 0 0 0
1
2 0 0 0 1 1 0 1 0 0

−2 0 0 0 1 0 1 1 0 0

− 1
2 0 0 0 0 1 1 1 0 0

3 0 0 0 0 0 0 0 1 1
1
3 0 0 0 0 0 0 0 1 1

(a) Ispitajmo osobine relacije ρ.

Refleksivnost: Jasno je da za svako a ∈ A va�i a = a, te je

(a2 − a2)(a2 − 1) = 0,

odnosno aρa, tj. relacija ρ je refleksivna.

Simetriqnost: Ako je a ρ b, tada va�i barem jedna od sledećih implikacija:

a = b ⇒ b = a,

a = −b ⇒ b = −a,

ab = 1 ⇒ ba = 1.

U sva tri sluqaja jednostavno zakǉuqujemo da proizilazi b ρ a, tj. relacija ρ je si-
metriqna.

Antisimetriqnost: Posmatrajmo elemente a = 1 i b = −1 skupa A. Tada je

1 ρ− 1 i − 1 ρ 1,

tj. a ρ b i b ρ a, jer je 1 = −(−1). Me�utim, a = 1 ̸= −1 = b. Dakle, relacija ρ nije
antisimetriqna.



Tranzitivnost. Posmatrajmo, sada, elemente a = 2, b = 1
2 i c = − 1

2 skupa A. Va�i:

2 ρ
1

2
(jer je 2 · 1

2
= 1),

1

2
ρ − 1

2
(jer je

1

2
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2
)).

Me�utim,

2 ̸ ρ− 1

2
,

jer nije ispuǌena niti jedna od jednakosti:

2 = −1

2
, 2 = −(−1

2
), 2 ·

(
−1

2

)
= 1.

Dakle, relacija ρ nije tranzitivna.

(b) S obzirom da relacija ρ nije tranzitivna, ona nije relacija ekvivalencije. Sa
druge strane, ako definixemo podskup ρ1 skupa A×A sa

ρ1 =

{(
2,−1

2

)
,

(
1

2
,−2

)
,

(
−2,
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2

)
,
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2
, 2
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,

tada relacija
ρ̃ = ρ ∪ ρ1

postaje tranzitivna (proveriti - refleksivnost i simetriqnost ostaju na snazi), oda-
kle zakǉuqujemo da je relacija ρ̃ relacija ekvivalencije.

2. Zadatak �emo rexiti uz pomo� vektora i osnovne karakterizacije te�ixta trougla
(videti sliku iznad). Za taqku Y , koja predstavǉa te�ixte trougla ∆MNP , va�i

6
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Sa druge strane imamo:

6
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te je
−−→
AX =

−→
AY , pa se taqke X i Y poklapaju, tj. X = Y . Samim tim je taqka X te�ixte

trougla ∆MNP .



3. Ana ima pobedniqku strategiju. Nakon svakog poteza, ona �e ostavǉati Bojanu broj
koji je deǉiv sa 10. Na poqetku, Ana brixe 2025 sa table i zapisuje broj 2025−5 = 2020.
Time Ana ostavǉa Bojanu broj koji je deǉiv sa 10, pa kako Bojan ne mo�e da oduzme 0
od ǌega, on �e Ani ostaviti na tabli broj koji sigurno nije deǉiv sa 10. Stoga, Ana
ponavǉa postupak oduzimaǌa zadǌe cifre broja ma kako Bojan igrao.

Nakon konaqnog broja koraka, na tabli �e biti zapisan broj 10 i tada �e Bojan
biti na potezu. Bojan zapisuje broj 9 na tabli i tada Ana zapisuje broj 9−9 = 0, qime
pobe�uje u igri.

4. Perica jeste uspeo da na tabli zapixe svaki prirodan broj. Zaista, neka je n
proizvoǉan prirodan broj i neka je ǌegov dekadni zapis akak−1 . . . a1. Oznaqimo sa

s =

k∑
i=1

ai zbir cifara broja n. Oqigledno je 10k > s. Tada, broj

111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
10k − s

akak−1 . . . a1

ima zbir cifara 10k i k-tocifreni zavrxetak jednak n, pa �e Perica na tabli zapisati
upravo broj n.

5. Primetimo da je leva strana ne maǌa od 3, pa je b > 0. Pretpostavimo prvo da je i
a > 0. Posmatrajmo obe strane date jednakosti po modulu 3. Tada je

1 + 3a + 2025b ≡ 1 + 0 + 0 ≡ 1 (mod 3), kao i 2027b ≡ (−1)b (mod 3).

Odavde je b paran broj iz N. Sliqno, posmatraǌem obe strane date jednakosti po
modulu 8 dobijamo

1 + 3a + 2025b ≡ 1 + 3a + 1 ≡ 2 + 3a (mod 8), kao i 2027b ≡ 3b (mod 8).

Kako je 32 = 9 ≡ 1 (mod 8), to je 3b ≡ 1 (mod 8), za svaki paran prirodan broj b.
Me�utim, leva strana je po istom modulu kongruentna sa 2+3a, xto je kongruentno sa
3 ili 5 po modulu 8. Dakle, u ovom sluqaju nema rexeǌa. Sledi, a = 0, pa bi za b > 1
va�ilo

2 = 2027b − 2025b = (2027− 2025)(2027b−1 +2027b−2 · 2025+ . . .+2027 · 2025b−2 +2025b−1) > 2.

Konaqno, proverom nalazimo da je jedino rexeǌe zadatka (a, b) = (0, 1).
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1. Neka je L izraz koji se nalazi sa leve strane nejednakosti u postavci zadatka.
Tada, po AG nejednakosti primeǌenoj na tri sabirka u izrazu L, imamo da va�i

L ⩾ 3 3

√
2x2+yz+y2+zx+z2+xy

(zx+ xy)(xy + yz)(yz + zx)
.

S obzirom da va�i (x−y)2+(y−z)2+(z−x)2 ⩾ 0, dobijamo da je x2+y2+z2 ⩾ xy+yz+zx,
odakle je

L ⩾ 3 3

√
22(xy+yz+zx)

(zx+ xy)(xy + yz)(yz + zx)
= 3 3

√
26

(zx+ xy)(xy + yz)(yz + zx)
.

Primeǌuju�i, ponovo, AG nejednakost na qinioce u imeniocu, te koriste�i uslov
zadatka, dobijamo

3
√
(zx+ xy)(xy + yz)(yz + zx) ⩽

(zx+ xy) + (xy + yz) + (yz + zx)

3
=

6

3
= 2,

odakle nalazimo da je L ⩾ 3 · 2
2

2
= 6, qime je dokaz zavrxen. Napomenimo da jednakost

va�i ako i samo ako je x = y = z = 1.

2. Neka je taqka H presek pravih AD i BC. Kako je qetvorougao ABCD tetivan, znamo
da je ∠CDH = β i ∠DCH = α, odakle zakǉuqujemo da je ∆HAB sliqan sa ∆HCD.
Kako su E i F sredixta odgovaraju�ih stranica u sliqnim trouglima, imamo da je
∆HEB sliqan sa ∆HFD, odakle nalazimo da je ∠DHF = ∠BHE (∗), kao i HF

HE = DF
BE =

CD
AB = FG

GE , pa na osnovu obrnute teoreme o simetrali ugla imamo da je HG simetrala
∠FHE. Dakle, ∠FHG = ∠EHG, a zbog (∗), dobijamo ∠AHG = ∠CHG, odnosno da je
HG simetrala ∠AHC. Posmatrajmo, sada, opisani krug ∆HAC. Neka isti simetrala
∠AHC seqe u taqki G′. Tada znamo da je taqka G′ sredixte maǌeg luka AC, Odnosno
AG′ = CG′, a kako imamo i AG = CG, te da su taqke G,G′ sa iste strane prave AC,
zakǉuqujemo G = G′. Stoga je ∠AGC = 180◦ − ∠AHC = α+ β.



Napomena. Ukoliko je AD ∥ BC, tada je qetvorougao ABCD trapeze, odakle trivi-
jalno dobijamo tvr�eǌe.

3. Oqigledno je k > 0. Doka�imo da k = 1 zadovoiǉava uslove zadatka, tj. da izbaci-
vaǌem najvixe jednog qlana dobijamo niz sa tra�enim svojstvom. Dokaz izvodimo
indukcijom po n, pri qemu sluqajevi n = 1 i n = 2 trivijalno va�e. Pretpostavi-
mo da imamo niz du�ine n > 2. Ako je a1 = 0 ili an = 0, primenom induktivne
hipoteze na niz a2, . . . , an, odnosno na niz a1, . . . , an−1, zavrxavamo induktivni korak.
Daǉe, ako postoji i < n sa svojstvom da je ai = ai+1, mo�emo primeniti induktivnu
hipotezu na niz bez qlanova ai, ai+1, pa onda vratiti ova dva qlana. Primetimo da
time nismo poremetili tra�enu sumu, odakle zakǉuqujemo da tvr�eǌe va�i. Ostao
je sluqaj (a1, a2, a3, . . . , an−2, an−1, an) = (1, 0, 1, . . . , 1, 0, 1). Oqigledno je da tada n mora
biti neparno, te je dovoǉno izbaciti qlan an+1

2
, qime je dokaz zavrxen.

4. Neka je Sk = {fk(1), fk(2), . . . , fk(2025)}, za k ∈ N0, pri qemu je S0 = {1, 2, . . . , 2025} = A.
Za svaki element x ∈ A = S0 funkcija f odre�uje ǌegov sledbenik f(x). Broj x je
prethodnik broja y ako va�i f(x) = y. Oqigledno je da jedan broj mo�e imati vixe
prethodnika, ali (poxto je f funkcija - jednoznaqna je) svaki broj ima taqno jednog
sledbenika.

Jasno je da skup Sk+1 dobijamo iz skupa Sk tako xto svaki element x ∈ Sk zamenimo
ǌegovim sledbenikom f(x). Drugim reqima,

Sk+1 = f(Sk) = {f(x) : x ∈ Sk}.

Primetimo da element y ∈ Sk se ne pojav	uje u skupu Sk+1 ako i samo ako nema prethod-

nika u skupu Sk, tj. ako ne postoji x ∈ Sk takav da je f(x) = y. Takve elemente �emo
zvati listovima (preciznije, listovima u skupu Sk). Ako nema listova, skup postaje
stalan, tj. funkcijom f ide u sebe. Pretpostavimo da u nekom koraku, pri prelazu
Sk → Sk+1 funkcijom f , nijedan element iz Sk nije list. To znaqi da svaki y ∈ Sk ima
bar jednog prethodnika u Sk, tj. postoje x ∈ Sk sa f(x) = y. Dakle, preslikavaǌe
f : Sk → Sk je surjektivno. Kako je Sk konaqan skup, iz surjektivnosti sledi i ǌegova
iǌektivnost, pa je f : Sk → Sk, zapravo, bijekcija u tom sluqaju. Otuda,

Sk+1 = f(Sk) = Sk.

Daǉe, trivijalnom indukcijom dobijamo da je

Sk = Sk+1 = Sk+2 = Sk+3 = · · · ,



dakle, od tog trenutka nadaǉe skup se vixe ne meǌa delovaǌem funkcije f (dosti�e
se takozvani fiksni skup). Me�utim, fiksni skup mora nastati najkasnije do 2024.
koraka. Ako u nekom koraku postoji barem jedan list, tada taj list nestaje u slede�em
skupu, pa se broj elemenata strogo smaǌuje:

|Sk+1| < |Sk|.

Poxto je |S0| = 2025, takvo strogo smaǌivaǌe mo�e da se dogodi najvixe 2024 puta, jer
skupovi Sk nikada nisu prazni (na primer, uvek sadrže element fk(1)). Zato, najkasnije
do koraka k = 2024, mora nastupiti situacija bez listova, tj. mora se dosti�i fiksni
skup.

Kada se fiksni skup jednom dostigne, on ostaje isti u svim narednim koracima, pa
posebno va�i

S2024 = S2025.

xto znaqi da je

{f2024(1), f2024(2), . . . , f2024(2025)} = {f2025(1), f2025(2), . . . , f2025(2025)},

xto je i trebalo dokazati.

5. Pretpostavimo da postoji takav prirodan broj x, tj. da je x = m2, za neko m ∈ N.
Tada je

11111111111 · 109 ⩽ x < 11111111111 · 109 + 109,

xto je ekvivalentno sa

99999999999·109 ⩽ 9x < 99999999999·109+9·109 ⇔ (1011−1)·109 ⩽ 9x < (1011−1)·109+9·109.

S druge strane, primetimo da je

(1010 − 1)2 = 1020 − 2 · 1010 + 1 < (1011 − 1) · 109 ⩽ 9x,

kao i
(1010 + 1)2 = 1020 + 2 · 1010 + 1 > 1020 + 8 · 109 > 9x,

te je
(1010 − 1)2 < 9x = (3m)2 < (1010 + 1)2,

odakle sledi da je 3m = 1010. No, ova jednaqina, tj. jednaqina 3m = 1010, nema rexeǌa
po m u skupu N, jer broj 1010 nije deǉiv sa 3.

Dakle, takav broj x ne postoji.
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1. Dakle, treba na�i sve funkcije f : R → R za koje je f(x(x+ y)) = x2 + yf(x), x, y ∈ R.
Uvrxtaǌem (x, y) = (0, 0) u posledǌu jednakost dobijamo f(0) = 0. Uvrxtaǌem, zatim,
(x, y) = (x,−x), za x ∈ R \ {0}, imamo f(0) = x2 − xf(x), odnosno xf(x) = x2 ⇐⇒ f(x) = x,
x ∈ R \ {0}. Dakle, f(x) = x, x ∈ R, i lako se proverava da ta funkcija zadovoǉava
uslove zadatk

2. Prave AG i BG su simetrale uglova DAE i CBE, redom, pa je po teoremi o
simetrali ugla AE

AF = BE
BF = EG

GF . Znamo da su trouglovi BDF i CAF sliqni, te je
AF
BF = AC

BD .

Kombinovaǌem prethodne dve jednakosti dobijamo AE
BE = AC

BD = AE+EC
BE+ED , odakle je AE

BE =
EC
ED . Sa druge strane, iz sliqnosti trouglova AED i BEC nalazimo da je AE

BE = ED
EC .

Stoga, zakǉuqujemo da je ED = EC, odakle dobijamo da je AE = BE i AB ∥ CD, qime
je dokaz zavrxen.

3. Va�i da je a2n+1−90anan+1+a2n−1 = 0 i a2n+2−90an+1an+2+a2n+1−1 = 0. Oduzimaǌem
prve od druge jednaqine dobijamo da je a2n+2 − a2n − 90an+1an+2 + 90anan+1 = 0, odnosno
(an+2−an)(an+2+an− 90an+1) = 0. Kako je niz (an) strogo rastu�i (jer je an > 0, n ∈ N,
odakle se dobija da je an+1−an > 0), mora va�iti i an+2 = 90an+1−an, te kako je a0 = 0,
a1 = 1, principom matematiqke indukcije, trivijalno dobijamo da je svaki qlan niza
(an) ceo broj. Iz dobijene relacije sledi da 90 deli an+2 − an, a kako je je a0 = 0,
indukcijom dobijamo da 90 deli a2n za sve prirodne brojeve n.

4. Odgovor je p−1
2 . Primetimo da dva susedna broja ne mogu dati isti ostatak pri

deǉeǌu sa p, jer bi onda ai ≡ ai+2 (mod p), za neko i, xto je nemogu�e. Zato nije mogu�e
da tra�eni maksimum bude ve�i od p−1

2 .
Doka�imo sada da je mogu�e posti�i p−1

2 . U tom ciǉu, izaberimo x tako da ne
postoji niti jedan prirodan broj a za koji je a2 ≡ x (mod p). Svakako, ovakvo x je
mogu�e izabrati, jer je, na primer, 12 ≡ (−1)2 (mod p). Podelimo brojeve ai u parove
tako da proizvod brojeva u paru daje ostatak x pri deǉeǌu sa p. Konkretno, u paru
sa brojem a je broj a−1x (mod p). Na osnovu izbora broja x znamo da nijedan broj ne�e
biti uparen sam sa sobom, te smo formirali p−1

2 disjunktnih parova i ǌih mo�emo



staviti na prve dve pozicije permutacije, zatim na tre�u i qetvrtu i tako daǉe,
redom. Ovim je dokaz zavrxen.

5. Odgovor je svako n ∈ N, pri qemu n nije potpun stepen nekog prostog broja.
Posmatrajmo graf Gn = (Vn, En), gde je Vn = {1, 2, . . . , n} skup qvorova, dok je skup

grana En odre�en na osnovu zahteva: [i, j] ∈ En ako i samo ako (i + j, n) > 1. Postavka
zadatka je ekvivalentna odre�ivaǌu svih n ∈ N za koje je Gn povezan graf. Rexeǌe
�emo kompletirati uz pomo� slede�e tri leme.

Lema 1: Ako je n = p prost broj, tada Gn nije povezan graf.
Dokaz: Primetimo da va�i (1, p) = (2, p) = . . . = (p− 1, p) = 1, pa qvor p nije povezan ni
sa jednim drugim qvorom grafa. □

Lema 2: Ako je n = pk, gde je p prost broj, a k ≥ 2 prirodan broj, tada graf Gn nije
povezan.
Dokaz: Posmatrajmo qvorove p, 2p, 3p, . . . , p2, (p + 1)p, . . . , pk (odnosno sve qvorove qija
oznaka je deǉiva sa p). Oni su svi me�usobno povezani. Proizvoǉno izaberimo neki
od ostalih qvorova i neka je to qvor i. Qvor i ne mo�e biti povezan niti sa jednim
qvorom oblika mp, jer bi tada va�ilo (i + mp, pk) > 1, tj. p|i + mp, tj. p|i, xto je
nemogu�e. □

Dakle, dokazali smo da za vrednosti n koje su stepeni prostog broja, graf Gn nije
povezan. Preostaje nam da doka�emo da za sve ostale vrednosti n, graf Gn jeste
povezan.

Lema 3: Neka je n prirodan broj koji ima barem dva razliqita prosta delioca p i q.
Tada je graf Gn povezan.
Dokaz: Neka je n = pqs za s ∈ N. Posmatrajmo qvorove q, 2q, . . . , pq - oni su svi me�u-
sobno povezani. Proizvoǉno izaberimo neki od ostalih qvorova i neka je to qvor i.
Dokaza�emo da je qvor i povezan sa barem jednim qvorom iz skupa q, 2q, . . . , pq. Prime-
timo da skup q, 2q, . . . , pq qini potpun sistem ostataka po modulu p. Samim tim, postoji
neko k ∈ {1, . . . , p} tako da je kq ≡ −i (mod p), odnosno p|(kq + i), tj. kq + i = mp. Zbog
toga je (kq + i, n) = (mp, pqs) = p · (m, qs) > 1. Sada je lako pokazati da za svaka dva
qvora i, j postoji [i, j] put u Gn. Razlikujemo tri sluqaja:

1. qvorovi i i j su oblika kq, 1 ≤ k ≤ p: tada su i i j povezani granom.

2. taqno jedan od qvorova i i j je oblika kq, 1 ≤ k ≤ p: Neka je i = kq, za 1 ≤ k ≤ p,
na primer. Po prethodno dokazanom, postoji m tako da je [j,mq] ∈ En, 1 ≤ m ≤ p.
Razlikova�emo, stoga, dva podsluqaja:

(a) m = k: tada su qvorovi i i j povezani granom.

(b) m ̸= k: Tada imamo put, koji spaja qvorove i i j, nastao nadovezivaǌem grana
[kq,mq] i [mq, j], jer je i = kq.

3. Nijedan od qvorova i i j nije oblika kq, 1 ≤ k ≤ p: Tada postoje k,m, pri qemu je
1 ≤ k,m ≤ p, takvi da [i, kq], [j,mq] ∈ En. Analogno, ako je:

(a) m = k, tada imamo put, koji spaja qvorove i i j, nasttao nadovezivaǌem grana
[i, kq] i [mq, j], jer je kq = mq.

(b) m ̸= k, tada imamo put, koji spaja qvorove i i j, nadovezivaǌem grana [i, kq],
[kq,mq] i [mq, j].
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1. Koristi�emo standardnu oznaku vp(t), za p-adičku valuaciju (najve�i stepen prostog
broja p koji deli t ∈ N). Pokaza�emo sada jednu korisnu lemu na koju �emo se pozivati
u rexeǌu.

Lema: Ako su c, d ∈ N, c, d ≥ 2, i p, q ∈ N takvi da va�i cp = dq, tada postoji k ∈ N, k ≥ 2,
i postoje uzajamno prosti prirodni brojevi a i b takvi da je c = ka i d = kb.
Dokaz: Za svaki prost broj r va�i

vr(c
p) = pvr(c), vr(d

q) = qvr(d),

odakle, iz cp = dq, sledi pvr(c) = qvr(d), za svako takvo r. Neka je g = (p, q). Tada je
p = gb i q = ga, za neke prirodne brojeve a i b, (a, b) = 1. Sledi b vr(c) = a vr(d), za svaki
prost broj r, te kako je (a, b) = 1, dobijamo da a | vr(c), odakle zakǉuqujemo da postoji
ceo broj ur, ur ≥ 0, takav da je vr(c) = a ur. Stoga, vr(d) = b ur. Definiximo

k =
∏
r

rur ,

gde proizvod uzima po svim prostim brojevima (samo konaqno mnogo brojeva ur je ra-
zliqito od nula). Tada je

c =
∏
r

rvr(c) =
∏
r

raur = ka, d =
∏
r

rvr(d) =
∏
r

rbur = kb.

□

U nastavku, za svaki prirodan broj k ≥ 2, neka je

k =

s∏
i=1

pαi
i (αi ∈ N),

faktorizacija tog broja preko ǌegovih prostih faktora, odakle sledi da je za svako
t ∈ N ispuǌeno

τ(kt) =

s∏
i=1

(αit+ 1).

Pre�imo sada na izvorni problem.

(a) Pretpostavimo da va�i
mτ(m) = nτ(n).

Ako je m = 1, tada je leva strana jednakosti jednaka 1, pa mora biti i n = 1. Dakle,
u ovom sluqaju nema razliqitih rešeǌa. Analogno postupamo za n = 1. Stoga, neka su
zato m,n ≥ 2. Primeǌuju�i Lemu na jednakost mτ(m) = nτ(n), dobijamo da postoje k ≥ 2
i uzajamno prosti prirodni brojevi a i b takvi da je

m = ka, n = kb.



Ubacivaǌem u polaznu jednakost dobijamo

(ka)τ(k
a) = (kb)τ(k

b) =⇒ a τ(ka) = b τ(kb).

Kako je τ(kt) =
∏s

i=1(αit+ 1), od interesa �e biti da uvedemo funkciju:

F (t) = t τ(kt) = t

s∏
i=1

(αit+ 1), t ∈ N.

Jasno je da ako je t1 < t2, t1, t2 ∈ N, da je tada αit1 +1 < αit2 +1, za svako 1 ≤ i ≤ n, pa je

F (t1) = t1

s∏
i=1

(αit1 + 1) < t2

s∏
i=1

(αit2 + 1) = F (t2).

Dakle, funkcija F je strogo rastuća na N, te kako je a τ(ka) = b τ(kb), to je F (a) = F (b),
odakle sledi a = b, odnosno m = n. Dakle, razliqiti m i n u ovom delu ne postoje.

(b) Pretpostavimo, sada, da va�i

mτ(n) = nτ(m).

Kao i u prvom delu zadatka, ako je m = 1, tada je leva strana jednakosti jednaka 1,
pa mora biti n = 1. Isto va�i u simetriqnom sluqaju, tj. za n = 1. Dakle, neka su,
ponovo, m,n ≥ 2.

Primenićemo dokazanu Lemu na jednakost mτ(n) = nτ(m). U ovom sluqaju dobijamo
da postoje k ≥ 2 i uzajamno prosti prirodni brojevi a i b takvi da je

m = ka, n = kb.

Tada, polazna jednakost postaje:

(ka)τ(k
b) = (kb)τ(k

a) =⇒ a τ(kb) = b τ(ka).

Kako je (a, b) = 1, zakǉuqujemo da a | τ(ka). Poka�imo da je to mogu�e samo za a = 1.
Zaista, neka je r prost delilac broja a (ako je a ≥ 2, takav prost broj r postoji) i

k =
∏s

i=1 p
αi
i , αi ∈ N, za neko s ∈ N. Za svaki i imamo da je

αia+ 1 ≡ 1 (mod r),

jer iz r | a sledi da je αia ≡ 0 (mod r). Dakle, r ne deli nijedan faktor oblika αia+1,
pa ne deli ni ǌihov proizvod, tj. va�i

r ∤
s∏

i=1

(αia+ 1) = τ(ka).

Me�utim, r | a, pa iz uslova a | τ(ka) sledi da r | τ(ka), xto je kontradikcija. Prema
tome, mora biti a = 1.

Sliqno, va�i da je i b = 1, odakle je

m = ka = k, n = kb = k,

pa je i u ovom sluqaju m = n, tj. takvi razliqiti brojevi ne postoje..

2. (a) Za dati polinom Q, sa realnim koeficijentima, uvedimo operator konaqne
razlike

∆Q(x) := Q(x+ 1)−Q(x).



Doka�imo da je operator ∆ surjektivan na prostoru realnih polinoma, tj. da za
svaki polinom P postoji polinom Q takav da je ∆Q(x) = P (x), x ∈ R. U ovom delu
zadatka tver�eǌe �emo pokazati primenom principa matematiqke indukcije, po stepenu
polinoma P .
Baza indukcije: Neka je degP = 0, tj. neka je P (x) = c, x ∈ R. Uzmimo da je Q(x) = cx,
x ∈ R. Tada je

∆Q(x) = Q(x+ 1)−Q(x) = c(x+ 1)− cx = c = P (x).

Induktivni korak: Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sve polinome stepena najvixe n
(induktivna hipoteza). Neka je sada P polinom stepena n+ 1, tj. neka je

P (x) = an+1x
n+1 + anx

n + · · ·+ a1x+ a0, an+1 ̸= 0, x ∈ R.

Razmotrimo polinom
R(x) :=

an+1

n+ 2
xn+2, x ∈ R.

Tada, koriste�i binomnu formulu, dobijamo

∆R(x) = R(x+ 1)−R(x) =
an+1

n+ 2

(
(x+ 1)n+2 − xn+2

)
= an+1x

n+1 + S(x), x ∈ R,

gde je S(x) neki polinom stepena najvixe n. Sada, definiximo

P1(x) := P (x)−
(
R(x+ 1)−R(x)

)
, x ∈ R.

S obzirom da su vode�i qlanovi polinoma P i ∆R jednaki, sledi da je degP1 ≤ n. Na
osnovu induktivne hipoteze postoji polinom Q1 takav da je

P1(x) = Q1(x+ 1)−Q1(x) = ∆Q1(x), x ∈ R.

Konaqno, stavimo da je
Q(x) := R(x) +Q1(x), x ∈ R.

Tada va�i

∆Q(x) = ∆R(x) + ∆Q1(x) =
(
R(x+ 1)−R(x)

)
+ P1(x) = P (x), x ∈ R.

Time je indukcija zavrxena, te je tvr�eǌe u delu (a) pokazano.

(b) Neka su Q1 i Q2 dva polinoma koja odgovaraju istom polinomu P , tj. neka je

∆Q1(x) = Q1(x+ 1)−Q1(x) = P (x) = Q2(x+ 1)−Q2(x) = ∆Q2(x), x ∈ R.

Oduzimaǌem dobijamo(
Q2(x+ 1)−Q1(x+ 1)

)
−

(
Q2(x)−Q1(x)

)
= 0,

odnosno, za polinom
H(x) := Q2(x)−Q1(x)

va�i H(x+ 1) = H(x), za sve x ∈ R. Pretpostavimo da je degH = m ∈ N0. Ako je m = 0,
dokaz je zavrxen. Stoga, neka je m ∈ N. Tada su realni brojevi

H(0), H(1), . . . ,H(m)

svi me�usobno jednaki, jer iz jednakosti H(x + 1) = H(x) sledi H(0) = H(1) = · · · =
H(m). Posmatrajmo polinom

G(x) := H(x)−H(0), x ∈ R.



On je stepena m ≥ 1, a iz prethodnog razmatraǌa vidimo da ima nule u taqkama
0, 1, . . . ,m, tj. ima barem m + 1 razliqitih nula. To je moguće jedino ako je polinom
G nula-polonom, tj. G(x) = 0, x ∈ R. Dakle, va�i H(x) = H(0), x ∈ R, tj. polinom
H = Q2 −Q1 je konstantan polinom, xto se i tvrdilo.

3. Neka je E dodirna taqka upisane kru�nice i stranice AC polaznog trougla i neka
je G drugi presek visine i kru�nice sa centrom u taqki A, polupreqnika AD. Kako je
FG preqnik te kru�nice, to je ∠GDF = ∠GEF = 90◦.

Neka je H presek pravih GD i EF , a J presek pravih GE i DF . Znamo da je F
ortocentar trougla HJG. Zato je GF ⊥ HJ , te je HJ ∥ BC. Kru�nica ADEI je
Ojlerova kru�nica trougla HJG i du� AI je preqnik iste, odakle je I sredixte du�i
HJ . S obzirom da je ∠HDJ = ∠HEJ = 90◦, dobijamo da je IH = IJ = ID = IE, pa se
taqke J i H nalaze na upisanoj kru�nici, qime je dokaz zavrxen.

Napomena. Zadatak se mo�e rexavati uz pomo� raqunaǌa uglova. Ako uvedemo taqku
S, koja je presek paralele sa BC kroz I i upisane kru�nice trougla, tako da je qe-
tvorougao BISC konveksan, tada posmatraǌem jednakokrakih trouglova DIS i DAF
dobijamo kolinearnost taqaka D,F, S.

4. Obele�imo preseqne taqke datih grafika sa B i D, a sa S sredixte du�i BD.
Rexavaǌem jednaqine f(x) = g(x), qija su rexeǌa x = ±1, dobijamo x-koordinate taqaka
B i D. Kako je f(1) = a+b+c i f(−1) = a−b+c, ove taqke, nekim redom, imaju koordinate
(1, a+ b+ c) i (−1, a− b+ c). Otuda je S(0, a+ c).



Neka je y = kx+n1 jednaqina prave BD. Na jednom od grafika skiciranih funkcija
odaberimo proizvoǉnu taqku B′ ̸= B i konstruiximo pravu kroz B′ koja je paralelna
pravoj BD. Neka ta prava seqe odabrani grafik jox u taqki D′ i neka je S′ sredixte
du�i B′D′. Kako su prave BD i B′D′ paralelne, to je jednaqina prave B′D′ oblika y =
kx+n2. Blagodare�i Vijetovim formulama imamo da zbir rexeǌa kvadratne jednaqine
f(x)−kx−n = 0 ne zavisi od n. Otuda je zbir x-koordinata taqaka B i D jednak zbiru x-
koordinata taqaka B′ i D′, te taqke S i S′ (kao sredixta navedenih du�i) imaju jednake
x-koordinate. Kako je S(0, a+c), prava SS′ predstavǉa y osu. Konstruiximo jox i x osu.
Ako su A i C preseqne taqke skiciranih grafika sa y osom (koja je ve� konstruisana),
tada su ǌihove y-koordinate jednake, nekim redom, a i c. Imaju�i na umu da je y-
koordinata taqke S jednaka a+c, zakǉuqujemo da se sredixta du�i AC i SO poklapaju,
gde je O koordinatni poqetak. Sada iz sredixta du�i AC konstruixemo kru�nicu
koja sadr�i taqku S. Drugi presek te kru�nice i y ose je koordinatni poqetak O.
Konstrukcijom normale na y osu, kroz taqku O, dobijamo i x osu.

5. Neka je ai broj novqi�a uzet u i-tom potezu. Posmatrajmo zbir Ai = ai + ai+1.
Poka�imo da igraq koji igra u slede�em potezu, tj. potezu i+1, mo�e da namesti da je
Ai = i+1 ili Ai = i+2. Oqigledno je da i+1−ai ∈ {1, 2, ..., i}, kao i i+2−ai ∈ {2, 3, ..., i+1}.
Neka sada Marko igra ovom strategijom. Dakle, znamo da mo�e da namesti A2i−1 = 2i

ili A2i−1 = 2i + 1, te imamo da je
n∑

i=1

2i ≤
2n∑
i=1

ai ≤
n∑

i=1

2i + 1, odnosno n(n + 1) ≤
2n∑
i=1

ai ≤

(n + 1)2 − 1. Dakle, za (n + 1)2 − n − 1 ≤ N ≤ (n + 1)2 − 1 pobe�uje Marko. Inaqe,
ako Nikola igra ovom strategijom, nakon svog prvog poteza (u kom mora da uzme jedan

novqi�), imamo 1+

n∑
i=1

2i+1 ≤
2n+1∑
i=1

ai ≤ 1+

n∑
i=1

2i+2, tj. (n+1)2 ≤
2n+1∑
i=1

ai ≤ 1+(n+1)(n+2).

Dakle, za (n+ 1)2 ≤ N ≤ (n+ 2)2 − (n+ 2)− 1 pobe�uje Nikola.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

28. februar 2026. godine

Prvi razred - B kategorija

1. (a) Da bi f bila bijekcija, mora biti injektivna i surjektivna, tj. 1−1 i ,,NA”. Na
intervalu (−∞,−1] funkcija f ima oblik f(x) = |x+1| = −x−1, te uzima sve vrednosti
iz [0,+∞). Sliqno, na intervalu (−1,+∞) funkcija f je zadata sa f(x) = −2x + a, te
�e uzeti sve vrednosti iz intervala (−∞, a+ 2). Da bi funkcija f bila surjektivna,
mora va�iti [0,∞)∪(−∞, a+2) = R, xto je mogu�e samo ako je a+2 ≥ 0, odnosno a ≥ −2.
U tom sluqaju, tj. za a ≥ −2, funkcija �e biti injektivna jedino za a = −2, jer imamo
dve strogo monotono opadaju�e linearne funkcije (prva je definisana za x ≤ −1, dok
je druga definisan za x > −1) sa disjunktnim kodomenima (koji se nadovezuju). Dakle,
jedino a za koje je f bijekcija jeste a = −2.
(b) Za je a = −2 odre�ujemo inverznu funkciju f−1 funkcije f koja ima oblik

f(x) =

{
−x− 1, x ⩽ −1,

−2x− 2, x > −1.

Za x ⩽ −1 je ispuǌeno f(x) = −x− 1 ≥ 0, ta za y ≥ 0 imamo y = −(x+ 1) =⇒ x = −y − 1.
Sliqno, za x > −1 je ispuǌeno f(x) = −2x−2 < 0, pa za y < 0 imamo y = −2x−2 =⇒ x =
−y+2

2 . Dakle, u ovom sluqaju, tj. za a = −2, inverzna funkcija f−1 : R → R funkcije f
je

f−1(y) =

{
−y − 1, y ⩾ 0,

−y+2
2 , y < 0.

2. Ponovimo da sa P oznaqavamo skup svih prostih brojeva. Pretpostavimo suprotno,
tj. da postoji 2027 razliqitih prirodnih brojeva a1, a2, . . . , a2027 takvih da

a1 ρ a2 ρ a3 ρ · · · ρ a2027 ρ a1.

Tada je za svaki indeks i (indekse tretiramo po modulu 2027) broj ai + ai+1 prost.
Jedini paran prost broj je 2, te ako bi za neko i va�ilo ai + ai+1 = 2, tada bi moralo
biti ai = ai+1 = 1, xto je nemogu�e, jer su svi ai razliqiti. Dakle, broj ai + ai+1 je
neparan prost, za svaki indeks i, odakle zakǉuqujemo da su ai i ai+1 suprotne parnosti
za svako i. Stoga, parnost datih brojeva se mora naizmeniqno smeǌivati du� celog
ciklusa. Me�utim, brojeva a1, a2, . . . , a2027 ima neparno mnogo (plus, kru�ni ciklus je
u pitaǌu), tj. 2027, odakle sledi da brojevi a1 i a2027 imaju potpuno istu parnost. U
tom sluqaju, zbir a2027 + a1 bi bio paran broj, a po uslovu mora biti prost. Dakle,
ponovo, zbir �e biti 2, tj. a1 = a2027 = 1, xto je nemogu�e. Zato, ne postoji 2027
razliqitih prirodnih brojeva sa tra�enom osobinom.

3. Kako je prava DE paralelna pravoj BC, jer je du� DE sredǌa linija trougla ABC,
i kako je qetvorougao ADFE tetivan, tvr�eǌe trivijano sledi iz niza jednakosti:
∢HCA = ∢DEA = ∢DFA = 180◦ − ∢AFH.



4. Odgovor je n. Zaista, primetimo da ako izabaremo brojeve 2, 4, 6, . . . , 2n, koji su
parni, dobijamo da je najve�i zajedniqki delilac svaka dva razliqita barem 2.

S druge strane, ako iz skupa {1, 2, . . . , 2n} izaberemo barem n + 1 brojeva, tada, po
Dirihleovom principu, �emo izabrati i neka dva uzastopna broja, a ǌihov najve�i
zajedniqki delilac je 1, jer, ako za d ∈ N va�i d | x i d | x + 1, tada d | (x + 1) − x,
odnosno d | 1, tj. d = 1. Dakle, maksimalno n elemenata polaznog skupa u tom sluqaju
mo�emo izabrati.

5. Jasno je da �e Perica, ma kakvim spajaǌem, dobiti broj deǉiv sa 5. Da bi takav broj
bio potpun kub, mora biti deǉiv i sa 53 = 125, tj. da mu trocifreni zavrxetak bude
deǉiv sa 125. Me�utim, trocifreni zavrxetak brojeva nastalih spajaǌem kartona na
kojima pixu brojevi 20 i 25 mo�e biti samo neki od slede�ih: 025, 525, 020 i 520.
Nijedan od prethodna tri broja nije deǉiv sa 125, pa je odgovor negativan.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

28. februar 2026. godine

Drugi razred - B kategorija

1. Vidimo da je diskriminanta date kvadratne funkcije

D = b2 − 4ac.

Prvo, primetimo da 4 | 4ac i da broj b2 daje ostatke 0 ili 1 pri deǉeǌu sa 4. Prema
tome, D ≡ 0 (mod 4) ili D ≡ 1 (mod 4). Sa druge strane, izborom vrednosti: a = 1,
b = 0 i c = −k, gde je k ∈ Z proizvoǉan ceo broj, dobijamo da je D = 4k, k ∈ Z, odakle
zakǉuqujemo da kao rezultat, tj. za vrednost diskrimininte, mo�emo dobiti sve cele
brojeve deǉive sa 4. Sliqno, izborom a = 1, b = 1 i c = −l, gde je l ∈ Z proizvoǉno,
imamo D = 4l + 1, te ovaj izraz generixe sve cele brojeve koji daju ostatak 1 pri
deǉeǌu sa 4.

Dakle, diskriminanta mo�e uzeti bilo koju vrednost iz skupa 4Z ∪ 4Z+ 1, gde su
4Z = {4k : k ∈ Z} i 4Z+ 1 = {4l + 1 : l ∈ Z}.

2. (PRVO REXEǋE) Posle sre�ivaǌa desne strane polazne jednaqine dobijamo da
je y = 2(x + y)2 + y2 + xy. Daǉe imamo da je y(1 − y − x) = 2(x + y)2. Stavimo da je
x + y = z. Tada je y(1 − z) = 2z2. Jasno je da je z ̸= 1, pa je y = 2z2

1−z . Sa druge strane,
iz y(1− z) = 2z2 − 2 + 2 sledi da je (1− z)(y + 2(z + 1)) = 2, odakle su mogu�e vrednosti
za 1− z brojevi ±1,±2, odnosno z ∈ {0, 2,−1, 3}. Konaqno, sublimiraǌem svega, rexeǌa
date jednaqine su parovi (x, y) ∈ {(0, 0), (10,−8), (−2, 1), (12,−9)}.
(DRUGO REXEǋE) Posmatrajmo datu jednaqinu kao kvadratnu po x:

2x2 + 5yx+ (3y2 − y) = 0.

Da bi rexeǌa bila cela, determinanta mora da bude celobrojna, tj. da je broj

(5y)2 − 4 · 2 · (3y2 − y) = y2 + 8y

potpun kvadrat. Oznaqimo y2 + 8y = t2, t ⩾ 0, odakle dobijamo ekvivalentnu jednaqinu

(y + 4)2 − t2 = 16 ⇒ (y + 4− t)(y + 4 + t) = 16.

Kako su brojevi y+4− t i y+4+ t celi i y+4− t ⩽ y+4+ t, tablica zavrxava zadatak:

y + 4− t y + 4 + t y + 4 t y celobrojni x

1 16
17

2

15

2
nije ceo −

2 8 5 3 1 x =
−5 · 1± 3

4
⇒ x = −2

4 4 4 0 0 x =
0

4
⇒ x = 0

−16 −1 −17

2

15

2
nije ceo −

−8 −2 −5 3 −9 x =
45± 3

4
⇒ x = 12

−4 −4 −4 0 −8 x =
40

4
⇒ x = 10



3. Tri taqke od datih 16 mo�emo odabrati na ukupno
16 · 15 · 14
3 · 2 · 1

= 560 naqina. Od
ovog broja moramo oduzeti sve trojke kolinearnih taqaka. Primetimo da imamo 10
qetvorki kolinearnih taqaka (4 vrste, 4 kolone i 2 velike dijagonale - sve su du�ine
4), kao i 4 trojke kolinearnih taqaka (4 kra�e, tj. sporedne, dijagonale - sve su
du�ine 3). Stoga, prebrojmo kolinearne trojke taqaka.
(1) Trojke koje pripadaju nekoj vrsti ili koloni rexetke: U svakoj od 4 vrsta ima 4
taqke, pa je doprinos kolinearnih trojki u tom sluqaju 4 ·

(
4
3

)
= 4 · 4 = 16. Analogno,

za 4 kolone je jox 16, tj. ukupno 32.
(2) Glavne dijagonale: Postoje 2 glavne dijagonale date rexetke du�ine 4. Svaka daje
doprinos u broju kolinearnih trojki jednak

(
4
3

)
= 4, tj. ukupno 8.

(3) Sporedne dijagonale: U okviru rexetke, postoje i 4 sporedne dijagonale rexetke
du�ine 3. Svaka daje doprinos

(
3
3

)
= 1 u broju kolinearnih trojki, tj. ukupno 4.

Konaqno, uzimaju�i u obzir sve pokazano, ukupan broj trouglova �e biti jednak
560− 32− 8− 4 = 516 trouglova.

4. Poznato je (a mo�e se i lako pokazati raqunaǌem periferijskih uglova) da su taqke
P i Q takve da su prave CP i BQ simetrale uglova ∠BCA i ∠ABC. Kao xto znamo,
simetrale unutraxǌih uglova nekog trougla seku se u centru upisane kru�nice istog,
te, stoga, oznaqimo preseqnu taqku CP , BQ i sα sa S. Tako�e, oznaqimo sa X preseqnu
taqku pravih PQ i sα.

Posmatrajmo trougao XSQ i izraqunajmo ǌegove unutraxǌe uglove. Prvo, imamo da
je ∠XQS = ∠PQB = ∠PCB = γ

2 , jer je prava CP simetrala ugla ∠BCA = γ. Ugao
∠XSQ je spoǉaxǌi ugao △ABS, pa je jednak zbiru ǌegovih nesusednih unutraxǌih
uglova, a to su, zapravo, uglovi ∠BAS i ∠ABS.

Iz qiǌenice da su prave AS i BS simetrale uglova BAC = α i ∠ABC = β, sledi
da je ∠BAS = α

2 i ∠ABS = β
2 . Dakle, ∠XSQ = ∠BAS + ∠ABS = α

2 + β
2 , te je

∠SXQ = π − ∠XSQ− ∠XQS = π − α+ β + γ

2
= π − π

2
=

π

2
,

a to upravo znaqi da je QX ⊥ XS, odnosno da je PQ ⊥ sα.

5. Primetimo da odbacivaǌe nula sa kraja dekadnog zapisa nekog prirodnog broja ne
utiqe na stepene trojke koji se javǉaju u kanonskoj faktorizaciji broja n! (rastavǉaǌe
na proste faktore), ve� samo na stepene dvojke i stepene petice.



Pretpostavimo, prvo, da je b ≥ 6. Tada imamo 9 | b!0, pa je 12 + b!0 ≡ 3 (mod 9).
Treba ispitati sluqajeve a ∈ {3, 4, 5}. Sluqaj a = 3 je nemogu�, jer je 3!0 = 6, pa bi
trebalo da bude b!0 = −6. Sliqno, sluqaj a = 5 je nemogu�, s obzirom da je 5!0 = 12,
pa bi trebalo da bude b!0 = 0. Konaqno, ako je a = 4, tada je b!0 = 12. Me�utim, za
b ≥ 6 imamo da 9 | b!0, a znamo da broj koji kao prve dve cifre ima cifre 1 i 2 (sleva
na desno), iza kojih se nalazi gomila nula, nije deǉiv sa 9, jer mu je zbir cifara
jednak 3. Na kraju, razmotrimo sluqaj b ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Za b = 1 imamo a!0 = 13, a ovo
je nemogu�e, jer a = 1 i a = 2 nisu rexeǌa, a za a > 2 bi ovaj broj morao da bude
deǉiv sa 3. Iz istih razloga b = 2 nije rexeǌe. Primetimo da za svako n ≥ 7 imamo
n!0 ≥ 3 · 6 · 7 = 63. Za n ≤ 6 lako raqunamo: 1!0 = 1, 2!0 = 2, 3!0 = 6, 4!0 = 24, 5!0 = 12
i 6!0 = 72. Za b = 3 dobijamo a!0 = 18, a za b = 4 dobijamo a!0 = 36, xto, na osnovu
prethodnog razmatraǌa, ostavǉa b = 5 kao jedinu mogu�nost. Stoga, dobijamo jedino
rexeǌe date jednaqine par (a, b) = (4, 5).



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

28. februar 2026. godine

Tre�i razred - B kategorija

1. U proizvoǉnom trouglu va�i γ = 180◦ − (α + β), pa je cos γ = − cos(α + β). Iz date
jednakosti sledi 1 = 2 sinα sinβ − cos γ, pa je

cos(α+ β) + 2 sinα sinβ = 1 ⇐⇒ cosα cosβ − sinα sinβ + 2 sinα sinβ = 1

cosα cosβ + sinα sinβ = 1 ⇐⇒ cos(α− β) = 1 ⇐⇒ α− β = 2kπ, za k ∈ Z.

Kako su α i β uglovi trougla, mora biti k = 0, odnosno α = β.

2. S obzirom da je ekvivalencija u pitaǌu, razmatra�emo dva ,,smera” u rexeǌu.
(=⇒): Neka su vektori x⃗, y⃗ i z⃗ linearno nezavisni. Pretpostavimo suprotno, tj. da
postoji neki par jednakih brojeva (me�u brojevima a, b i c). Neka je, na primer, a = b.
Tada je x⃗ = y⃗, tj. 1 · x⃗+ (−1) · y⃗ + 0 · z⃗ = 0⃗, pa su vektori x⃗, y⃗ i z⃗ linearno zavisni, xto
je kontradikcija.
(⇐=): Neka su brojevi a, b i c po parovima me�usobno razliqiti. Znamo da �e vektori
x⃗, y⃗ i z⃗ biti linearno nezavisni ako va�i imlpikacija

α1x⃗+ α2y⃗ + α3z⃗ = 0⃗ =⇒ α1 = α2 = α3 = 0,

tj. ako va�i

α1(1, a, a
2) + α2(1, b, b

2) + α3(1, c, c
2) = (0, 0, 0) =⇒ α1 = α2 = α3 = 0.

Leva strana je ekvivalentna sistemu od tri jednaqine:

α1 + α2 + α3 = 0

α1a+ α2b+ α3c = 0

α1a
2 + α2b

2 + α3c
2 = 0.

Stoga, treba pokazati da isti, osim trivijalnog rexeǌa, tj. rexeǌa (α1, α2, α3) =
(0, 0, 0), nema drugih. Lako raqunamo determinantu sistema:

D =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣ = (a− b)(a− c)(b− c).

Odavde trivijalno nalazimo da sistem ima jedinstveno rexeǌe ako je D ̸= 0, tj. (a −
b)(a − c)(b − c) ̸= 0, xto nam obezbe�uje da su brojevi a, b i c po parovima me�usobno
razliqiti, xto se i tvrdilo u ovom smeru.

3. Prave AG i BG su simetrale uglova DAE i CBE redom, pa je po teoremi o sime-
trali ugla AE

AF = BE
BF = EG

GF .



Znamo da su trouglovi BDF i CAF sliqni, pa je AF
BF = AC

BD . Kombinovaǌem prethodne
dve jednakosti dobijamo AE

BE = AC
BD = AE+EC

BE+ED , odakle je AE
BE = EC

ED . Sa druge strane, iz
sliqnosti trouglova AED i BEC znamo da je AE

BE = ED
EC . Stoga, koriste�i prethodno,

zakǉuqujemo da je ED = EC, te je i AE = BE i AB ∥ CD, qime je dokaz zavrxen.

4. Prvo, prime�ujemo da ako je y < 0 da je tada i z < 0. Me�utim, otuda je 2025y ∈ (0, 1)
i 2026z ∈ (0, 1), te je x2024 = 2026z − 2025y ∈ (−1, 1). Kako je x ∈ Z, to mora biti x = 0.
Tada ostaje jednaqina 2025y = 2026z, qije je (0, 0) jedino rexeǌe u skupu Z× Z. Dakle,
y ≥ 0 i z ≥ 0.

Posmatrajmo jednaqinu po modulu 4. Za z ≥ 2 je 2026z ≡ 0 (mod 4), dok je 2025y ≡
1y ≡ 1 (mod 4) i x2024 ∈ {0, 1} (mod 4) (kvadrat celog broja). Prema tome, leva strana
daje ostatak 1 ili 2 pri deǉeǌu sa 4, dok je desna deǉiva sa 4, za z ≥ 2. Stoga, z = 0
ili z = 1.

Ako je z = 0, tada ostaje x2024 + 2025y = 1. Sada je jasno da je jedino rexeǌe ove
jednaqine par (x, y) = (0, 0). Sa druge strane, ako je z = 1, tada ostaje x2024 + 2025y =
2026, te su jedina rexeǌa ove jednaqine parovi (x, y) = {(−1, 1), (1, 1)}.

Konaqno, polazna jednaqina ima tri rexeǌa u skupu Z×Z×Z. To su trojke (x, y, z) =
{(−1, 1, 1), (0, 0, 0), (1, 1, 1)}.

5. Odgovor je pozitivan. Naime, oznaqimo boje brojevima 1, 2, ..., 2025. Dovoǉno je
obojiti taqku (0, k

√
2) iz te ravni u boju k, 1 ≤ k ≤ 2024, i sve ostale taqke ravni u

boju 2025. Vrednost proizvoǉnog polinoma sa celobrojnim koeficijentima u nuli je
ceo broj (vrednost je ǌegov slobodni qlan), odnosno nijedna od boja 1, 2, ..., 2024 ne�e
pripasti niti jednom grafiku polinoma sa celim koeficijentima, te �e svaki takav
grafik biti u boji 2025.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

28. februar 2026. godine

Qetvrti razred - B kategorija

1. (PRVO REXEǋE) Pretpostavimo da za neke a, b ∈ N0 va�i 1 + 2a + 2025b = (2n)k,
gde su n, k ∈ N, k > 1. Kako je k > 1, imamo k ≥ 2, pa je

(2n)k = 2knk ≡ 0 (mod 4).

Posebno, za k ≥ 3 va�i i
(2n)k ≡ 0 (mod 8),

jer je tada broj 2k deǉiv sa 8. Sa druge strane, poxto je 2025 ≡ 1 (mod 8), sledi

2025b ≡ 1b ≡ 1 (mod 8), za svaki b ∈ N0.

Zato
1 + 2a + 2025b ≡ 1 + 2a + 1 ≡ 2 + 2a (mod 8).

Sada posmatramo moguće ostatke broja 2a po modulu 8:

2a ≡


1, ako je a = 0,

2, ako je a = 1,

4, ako je a = 2,

0, ako je a ≥ 3.

Otuda, dnalazimo da je

2 + 2a ≡


3 (a = 0),

4 (a = 1),

6 (a = 2),

2 (a ≥ 3),

(mod 8),

te u svakom sluqaju va�i
2 + 2a ̸≡ 0 (mod 8).

Dakle,
1 + 2a + 2025b ̸≡ 0 (mod 8),

odnosno broj 1 + 2a + 2025b nije de	iv sa 8. To iskǉuquje mogu�nost k ≥ 3, jer bi tada
broj (2n)k bio deǉiv sa 8, xto je ve� napomenuto. Dakle, mora va�iti k = 2.

Za k = 2 problem se svodi na tra�eǌe brojeva a, b ∈ N0 za koje je 1 + 2a + 2025b =
(2n)2 = 4n2, za neko n ∈ N. Posmatrajmo ovu jednakost po modulu 8, ponovo. Znamo da za
svaki prirodan broj n va�i 4n2 ≡ 0 (mod 8) ili 4n2 ≡ 4 (mod 8), jer je n2 ≡ 0 (mod 2)
ili n2 ≡ 1 (mod 2). Sa druge strane, ve� smo izraqunali da je

1 + 2a + 2025b ≡ 2 + 2a (mod 8),

pa mora va�iti
2 + 2a ≡ 0 (mod 8) ili 2 + 2a ≡ 4 (mod 8).

Me�utim, iz gore navedenih razmatraǌa vidimo da je jedina mogu�nost

2 + 2a ≡ 4 (mod 8),



koja se dobija samo za a = 1. Dakle, a = 1, te je

1 + 2 + 2025b = 3 + 2025b = 4n2,

odnosno 2025b+3 = 4n2. Konaqno, ako je b = 0, tada je 20250 = 1, odakle je 1+21+20250 =
1 + 2 + 1 = 4 = 22, xto jeste stepen parnog broja. Dakle, (a, b) = (1, 0) je rexeǌe. Neka
je sada b ≥ 1. Kako je 2025 deǉivo sa 5, va�i 2025b ≡ 0 (mod 5), pa iz 2025b + 3 = 4n2

dobijamo 5 | 4n2 − 3. Me�utim, kvadrati prirodnih (celih) brojeva pri deǉeǌu sa 5
daju samo ostatke iz skupa {0, 1, 4}, odakle sledi da �e broj 4n2−3 davati ostatke koji
pripadaju skupu {1, 2, 3} pri deǉeǌu sa 5. Stoga, za b ≥ 1 broj 4n2 − 3 ne mo�e biti
deǉiv sa 5 ni za jedno n.

Konaqno, jedino rexeǌe je par (a, b) = (1, 0).

(DRUGO REXEǋE) Razmotrimo slede�e sluqajeve:

1◦ a = 0: Kako je 2025b neparan broj, sledi da je

N = 1 + 2a + 2025b = 2 + 2025b

neparan. Me�utim, tra�imo da N bude stepen parnog prirodnog broja, pa u ovom
sluqaju nema rexeǌa.

2◦ a ⩾ 2: Tada je 2a deǉivo sa 4, pa je

N = 1 + 2a + 2025b ≡ 1 + 0 + 1b ≡ 2 (mod 4).

Dakle, N je deǉiv sa 2, ali nije deǉiv sa 4. Svaki stepen parnog prirodnog broja
deǉiv je sa 4, pa N u ovom sluqaju ne mo�e biti tra�eni stepen.

3◦ a = 1: Tada je N = 3 + 2025b. Kako je 2025 deǉivo sa 3, to za b ⩾ 2 dobijamo da je
2025b deǉivo sa 9, pa je

N = 3 + 2025b ≡ 3 (mod 9).

Dakle, N je deǉiv sa 3, ali nije deǉiv sa 9, pa ne mo�e biti stepen prirodnog
broja. Ostaje ispitati jox samo sluqajeve b = 0 i b = 1.

3.1◦ b = 0: Tada je N = 3 + 1 = 4 = 22, xto jeste stepen parnog prirodnog broja.

3.2◦ b = 1: Tada je N = 3 + 2025 = 2028 = 22 · 3 · 13, pa taj broj nije stepen nekog
prirodnog broja.

Dakle, jedino rexeǌe zadatka je (a, b) = (1, 0).

2. (PRVO REXEǋE) (a) Oqigledno je da je domen date funkcije skup R. Po�imo
od osnovnog trigonometrijskog identiteta: sin2 x + cos2 x = 1. ǋegovim kvadriraǌem
dobijamo

sin4 x+ cos4 x = 1− 2 sin2 x cos2 x.

Sliqno, podizaǌem tog izraza na tre�i stepen, dobijamo

sin6 x+ cos6 x = 1− 3 sin4 x cos2 x− 3 sin2 x cos4 x

= 1− 3 sin2 x cos2 x(sin2 x+ cos2 x) = 1− 3 sin2 x cos2 x.

Sveukupno, imamo

fk(x) = 1− 3 sin2 x cos2 x+ k(1− 2 sin2 x cos2 x) = (1 + k)− (2k + 3) sin2 x cos2 x,



odnosno

fk(x) = (1 + k)− (2k + 3)
sin2 2x

4
, x ∈ R.

Sada je jasno da je domen funkcije celo R. Primetimo da funkcija x 7→ sin2 2x, x ∈ R,
uzima sve realne vrednosti iz segmenta [0, 1].
(b) Potreban i dovoǉan uslov da bi fk(x) ≤ 0, na celom domenu, je da u taqkama u
kojima je sin2 2x = 0 i sin2 2x = 1 va�i fk(x) ≤ 0 (jedna od ove dve vrednosti je maksimum
funkcije, xto zavisi od znaka broja 2k + 3). U taqkama u kojima je sin2 2x = 0 imamo

fk(x) = 1+k, xto daje k ≤ −1. Sliqno, zamenom vrednosti sin2 2x = 1, dobijamo k ≤ −1

4
.

Dakle, odgovor je k ∈ (−∞,−1].

(v) Funkcija je konstantna ako i samo ako je 2k+ 3 = 0, tj. k = −3

2
. Kako je konstantna

na celom skupu R, to u svakoj taqki ima istu vrednost, pa je f− 3
2
(2026) = 1− 3

2
= −1

2
.

(DRUGO REXEǋE) (a) Domen je celo R. (b) Odredimo sve k takve da je fk(x) ⩽ 0
za svako x ∈ R. U tom ciǉu, izraquna�emo izvod funkcije fk(x) po promenǉivoj x
(smatramo k realnim parametrom):

f ′
k(x) = 6 sin5 x cosx− 6 cos5 x sinx+ k(4 sin3 x cosx− 4 cos3 x sinx)

= 2 sinx cosx
(
3 sin4 x− 3 cos4 x+ 2k sin2 x− 2k cos2 x

)
.

Primetimo da va�i

3 sin4 x− 3 cos4 x = 3(sin4 x− cos4 x) = 3(sin2 x− cos2 x)(sin2 x+ cos2 x) = 3(sin2 x− cos2 x),

te je

f ′
k(x) = 2 sinx cosx

(
3(sin2 x− cos2 x)+2k(sin2 x− cos2 x)

)
= 2(3+2k) sinx cosx(sin2 x− cos2 x).

Dakle,

f ′
k(x) = 0 ⇐⇒ sinx cosx = 0 ili sin2 x− cos2 x = 0 (za k ̸= − 3

2 ), tj.

sinx cosx = 0 ⇐⇒ x =
nπ

2
, sin2 x = cos2 x ⇐⇒ x =

π

4
+

nπ

2
, n ∈ Z.

Na intervalu (0, π) imamo slede�u tablicu:

x (0, π
4 ) (π4 ,

π
2 ) (π2 ,

3π
4 ) ( 3π4 , π)

sinx + + + +
cosx + + − −

sin2 x− cos2 x − + + −
sinx cosx(sin2 x− cos2 x) − + − +

f ′
k(x) − sgn(3 + 2k) sgn(3 + 2k) − sgn(3 + 2k) sgn(3 + 2k)

Iz tablice neposredno sledi:

k > −3

2
=⇒

{
x = nπ

2 lokalni maksimum,

x = π
4 + nπ

2 lokalni minimum.

k < −3

2
=⇒

{
x = nπ

2 lokalni minimum,

x = π
4 + nπ

2 lokalni maksimum.



Izraqunajmo vrednosti u taqkama lokalnih ekstremuma:

fk

(nπ
2

)
= 1 + k, fk

(π
4
+

nπ

2

)
=

1

4
+

k

2
.

Ako je k > − 3
2 , maksimum je u taqkama x = nπ

2 , pa mora da va�i 1 + k ⩽ 0 ⇐⇒ k ⩽ −1,
odakle k ∈

[
− 3

2 ,−1
]
.

Ako je k < −3
2 , maksimum je u taqkama x = π

4 + nπ
2 , pa mora da va�i 1

4 +
k
2 ⩽ 0 ⇐⇒ k ⩽

− 1
2 , xto je taqno za svako k ⩽ − 3

2 .
Ako je k = − 3

2 , tada je f ′
k(x) = 0 za svako x ∈ R, pa je funkcija konstantna na celom

R. Kako je

f−3/2(0) = sin6 0 + cos6 0− 3

2
(sin4 0 + cos4 0) = 0 + 1− 3

2
(0 + 1) = −1

2
,

to je na celom R negativna, pa va�i uslov.
Dakle, spajaǌem rezultata dobijamo k ⩽ −1 .

(v) Odredimo sve k za koje je fk konstanta na R i za takvo k odredimo fk(2026). Iz
prethodnog dela zadatka imamo

f ′
k(x) = 2(3 + 2k) sinx cosx(sin2 x− cos2 x), x ∈ R.

Primetimo da funkcija sinx cosx(sin2 x− cos2 x) nije identiqki jednaka nuli, pa da bi
f ′
k(x) ≡ 0 moramo imati

3 + 2k = 0 =⇒ k = −3

2
.

Kako je f−3/2 konstantna na celom skupu R, to u svakoj taqki ima istu vrednost, pa je

f−3/2(2026) = −1

2
.

3. Oznaqimo sa D preseqnu taqku date simetrale ugla i stranice AB. Primenom
teoreme o simetrali ugla (ili primenom sinusne teoreme na trouglove ADC i CDB)

dobijamo
|AD|
|DB|

=
5

4
. Tada je |AD| = 5k, |DB| = 4k, za neko k > 0, k ∈ R.

Daǉe, primenom kosinusne teoreme na trouglove ADC i CDB dobijamo:

cos
γ

2
=

52 +
(
10
3

)2 − 25k2

2 · 5 · 10
3

i cos
γ

2
=

(
10
3

)2
+ 42 − 16k2

2 · 4 · 10
3

.



Izjednaqavaǌem desnih strana ovih jednakosti dobijamo:

52 +
(
10
3

)2 − 25k2

2 · 5 · 10
3

=

(
10
3

)2
+ 42 − 16k2

2 · 4 · 10
3

,

odakle, rexavaǌem jednaqine po k, dobijamo da je k =
2

3
, pa je |AB| = 9k = 6.

Napomena. Zadatak je analogno mogao da se zavrxi i primenom kosinusne teoreme
na trouglove ADC i CDB, ali sa uglovima ∠ADC i ∠CDB, koriste�i da va�i
cos∠ADC = − cos∠CDB, jer je req o suplementnim uglovima.

4. Odgovor je, naravno, pozitivan. Naime, oznaqimo boje brojevima 1, 2, ..., 2025, 2026.
Dovoǉno je obojiti taqku (0, k

√
2) te ravni u boju k, 1 ≤ k ≤ 2025, i sve ostale taqke

ravni u boju 2026. Vrednost proizvoǉnog polinoma sa celim koeficijentima u nuli
je ceo broj (slobodni qlan polinoma), odnosno nijedna od boja 1, 2, ..., 2025 ne�e pri-
pasti niti jednom grafiku polinoma sa celobrojnim koeficijentima, te �e svaki takav
grafik biti u boji 2026.

5. Neka su ln 2 = x, ln 3 = y, ln 5 = z, gde je lnx = loge x, x > 0. Tada je

a =
ln 30

ln 6
=

x+ y + z

x+ y
, b =

ln 24

ln 15
=

3x+ y

y + z
.

Raqunaǌem i sre�ivaǌem dobijamo:

2ab+ 2a− 1

ab+ b+ 1
=

2x+ y + z

2x+ y
=

ln 60

ln 12
= log12 60 = logm 3600.

Sada trivijalno nalazimo da je m = 144, jer je 3600 = 602, pa je

2m+ n = 3888.


