Jpymreo maremaruuapa Cpouje
PEIMIEHA 3AIJATAKA OIIIIITVMHCKOT' TAKMUYERKHA 3 MATEMATUKE
31. jamyap 2026.

IIpBu pa3pen - A kKareropuja

1. Yromuxo je (a,b,c,d,e) = (1,0,1,0,—1) rama je I = 3. IlokaskuMo Aa je MOJ HABEICHUM
ycaosuma yBek I > 3. IlpernmocraBumo cymporno. Tanma je I < 2, ma cy meby OpojeBuma
a,b,c,d m e 6ap Tpu jemHaka Hyau (IOWTO je KBAAPAT LEJOTr OPOja KOJU je PasiIuuuT O
Hysne He Mamu ox 1). Cana 3600 IMKINYHOCTH yCJIOBa a # b # ¢ # d # e # a, 6e3 ymamema
ommTocT MO:keMoO mpermnoctaButu na je a = 0. Tama je b # 0 u e # 0, ma Kako cy 6ap Tpu
6poja melhy OpojeBuma a,b,c,d u e jemnaka myau, mopa Outu ¢ = d = 0. Kourpamuknuja.
OsBuMm je moraszaHO na je HajMama BpeqHOCT m3pasa I jemHaka 3.

2. Hera cy aj,ag,...,a, pasauuntu 6pojesu u3 ckyna {1,2,...,n}. ITocmarpajmo 36up
S=(a1—1)+ (a2 =2+ -+ (an—n)" =Y (a; —i)".

3a cBaku 1neo Opoj r u cBaku i > 1 Baku
r'=2 (mod 2),
jep cremeH He Mema mapHOCT maror 6poja. Oryna,
(a; —i) ' =a; —i (mod 2),
OJaKje Cienu

S = Z(ai — 1) (mod 2).
i=1

C o63upom na je (aq,...,a,) nepMmyrannja ckyma {1,...,n}, mmamo

n n
D =2 i
i=1 i=1

TEe je
n

> (a; —i)=0.
i=1
Iakmne, S je mapan Opoj.
3. Ilpumerumo na je teruBa AB KOHCTaHTHE Oy:KUHE, Tj. He 3aBucu on m3bopa Taure P.

Ha kpysgaunamva ki (#a caunu je o3HauveHa ca ¢p) Heka je <APB = «, a Ha ky (ma caunu je
o3HaYeHa ca C3) Heka je <AXB = <AY B = §.




Tarobe, oBm yrsioBu cy KOHCTaHTHe Beianuumie jep je TtetmBa AB koHcTtanTHa. OTy-
na Basku na je <XBP = <PAY =7 — (a+ ) na je <XAY = «<YBX = a+ 8. Kako
Cy OBa IBa MOCJEAma yIiia KOHCTAHTHE BpemHOCTH, 0e3 o03upa Ha mo3umnujy tauke P, Ta-
na je m oysxk XY Takohe KOHCTAHTHE BEIUYUHE.

4. Opgrosop cy OpojeBu 912 u 6915. JlokaswuMo ma cy TO jenuHa pemiema. Hera je x =
Cpn--C3C2C1C, ¢; € {6,9} pememe. Bpoj  mopa Gurn Henapas, na je co =9u x=9+c¢y - 121 +
ceo 4y - 12" Ako je ¢p = 9 omga 9 | x, amu 27 1 x, mro je memoryhie, na je ¢; = 6. Ilakue,
r=814cy-1224---+¢,-12". Axo je co = 6, onma 27 | x, ama 81 1z jep jemmno umanm 1226
muje memus ca 81. 3aro je co = 9wz = 1377+c3-123+---+¢, - 12". Axo je c3 = 9 ouma 81|z,
amu 243 t x jep jemuno 6poj 1377 muje nemus ca 243. Barmyuyjemo na je c; = 6. Komauno,
cama je v = 11745+ ¢4 - 124+ - -+ ¢, - 12". Mebyrum cana oner 81|z, a 243 { x jep 243 1 11745,
yuMe je M0Ka3 3aBPIIEH.

5. Ipumerumo na je Py - Py - Py = 8! = 40320. Hawmwe, 40320 =P, - P, - P < P- P - P, na je
P > 35.

Pazmorpumo cayuaj P = 35. Kaxko je 35 = 5.7, To ce y jemHOM CKymy HaJia3e CaMO
opojesu 5 u 7 (u esemryasmo 1). Karxo meby GpojeBuma on 1 mo 8 mmamo TauHO jeman
Opoj mespMB ca b U TAYHO jelaH IeJbUB ca 7, TO je y OCTaja IOBa CKyla Ipou3BOoI OpojeBa
vamu on 35. Takobe, Hu y jemHoMm ckymy mpom3Bonx OpojeBa He moske ma Oyme 34 = 2- 17
jep 17 ¢ {1,2,...,8}. V3 ucror passora HU y jeQHOM CKYIly IPOU3BOXA OpOjeBa HE MOMKE Ha
Oyme 33 = 3-11, ma je mpom3Bon y cBa Tpu ckyma He Behwm ox 35 - 32 - 32 = 35840 < 40320,
na P # 35. Ca apyre crpame, mozena ua ckymose {1,5 7}, {2,3,6} u {4,8} naje P, = 35,
P, =36 u P; =32, onnocuo P = 36, mTo je m pememe 3aIaTKA.
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Ilpyru pa3spen - A kareropuja

1. (a) IpeGanuBamem /2 Ha IPYry cTpady UMaMo & — /2 = v/2, Ia KBAAPUPAHEM HMAMO
(=22 =v2,a2+2-20v2 -2 =0, V2 = ?i;ri (1 +2a > 0), neBa crTpana je
UpanUOHATIHA, & aKO jé (v PAIIMOHAJAH, NECHA CTPaHA je TakoDe panuoHAIHA, T€ TOJIA3UMO
no xkoHTpaauknuje. Jlakie, o HUje pAIMOHAJIAH.

2 2
(6) Ox panuje V2 = f‘igi, KBaIPUPAHEM UMaMO 2 = %, 2(1 +2a)? = (a? 4+ 2)?, (a® +
2)2 — 2(1 + 2a)? = 0, ma mommmEom P(z) = (22 + 2)2 — 2(1 + 27)? 3am0BOBaBA TPAKEHU YCIOB.

Iakne, jenuno pememne je x =1,y =2,z = 1.

2. Hera je x = /n u 2% = 2 + 360k, 3a k € N. Basnu sin((2?)°) = sin(z°). Hokaxumo xa
ce mpuposaH Opoj T MOke m3abpary Ha OECKOHAUYHO MHOTO HaumHa. PemaBaMo KBaApaTHY

1+ V1 + 1440k
5 .

IIpeocramno je moraszaTu ma mOCTOju DECKOHAYHO MHOT'O KBaApPaTa IPUPOTHUX OpojeBa 00ImKa
14 1440k. Hamomennmo na ako je 14++/1 + 1440k meo 6poj, oHma je u napan 300r HEIAPHOCTU
6poja 1 + 1440k. 3amucyjemo m? = 1 + 1440k <= 1440k = (m — 1)(m + 1). Moryhe je
n3zabpatu m — 1 = 1440t u» m + 1 = 1440t 4 2, 3a 6uno xoje t € N.

jemmaunny 22 — x — 360k = 0. 3a z > 1, pememe je obauka r =

3. 3a cBakor takmMuyapa, Opoj moeHa je %a + b, rme je a Opoj HepemleHUX MapTuUja Koje je

urpad omurpao, a b 6poj mobema, omarTie ciaemu Oa TAKMUYAp WMa Ie0 Opoj MOeHa aKo U
caMo akro je Opoj HepemeHux maprtuja napas. Jlajse pememe 3aBUCK O HapHOCTH Opoja n,
Tj. 6poja urpaua.

1° n je menmapan: Tana cBaku urpau urpa yKynHo n— 1 naptuja, a 6poj n—1 je mapan. 3arto
je moryhe ma cBe mapruje Ha TypHUPY Oymy Hepemene. Y TOM CIydYajy, CBAKM Urpad uMa

mapan Opoj peMmuja, ma caMuM TUM 4 €0 Opoj moena. Kako mema Buire mapTuja o1 @,
ITO je yKynaH Opoj mapTuja Ha TYPHUPY, OBaj O6poj, Tj. "(nz_l), npexacrasiba HajBehu moryhn

OpOj HepeIeHUX MapTUja ¥ OBOM CILydYajy.
2° n je mapad: AHaJIOTHO, CBAKM WUIpay Urpa TaAuyHo N — 1 maprTuja, mMTO je HemapaH Opoj.
Crora, urpau He MOKe MMaTU CBe IapTHje HepemeHe, jep Ou Tamga mMao HemapaH OpPOj
pemuja. Ca gpyre crpane, Hajsehu napan 6poj koju je Mamu on n — 1 jecte n — 2, Te CBaKU
Urpay MOK€ MMAaTU HAjBUIIE 1 — 2 HEPEIIEHE MapTuje.

OBO ce MOM¥Ke OCTBAPUTU TAKO IITO, HA MPUMED, Ur'PAUe yIaPUMO:

(1,2),(3,4),...,(n—1,n),

¥ HEKa y CBAKOM OJXl OBUX IapoBa mapruja Oyme ominydeHa (HUje HEPEIIEHO), NOK Cy CBe
ocrasie mapruje Hepemene. Tana cBaku urpad uMa TAYHO jeJHY OMIydeHy naptujy (mobena
Wiy mopa3) U n — 2 HepelleHe napruje, WTo je mapad O0poj, Te CBU UIPAuM UMajy ueo 6poj

n(n—2)
2

noena. [lakme, y oBoM ciyuajy mobujamo ma je majsehiu moryhu 6poj Hepemenux

mapTuja.

4. Tlomro ce ki u ynucanu Kpyr noaupyjy y tauku E To je mpasa AB tanrenra Ha Kpyr ki.
Cununo, npasa AC je Tanrenrta Ha Kpyr k. Tauka A uma jeqHake mMOTeHNUje Yy OTHOCY Ha
Kpyrose k, u ks u ome usnoce AE? = AF?.



3aro ce A HaJa3M Ha pPaAUKAIHOj OCU OBUX KPyroBa, omHOocHO Ha mpasoj HO. Octaje
na nokaskemo na je <AOI = 90. Kako je <AEO = <OHE = <OHF = <AFO (raurearsu u
nepudepujcku yraosu) gersopoyrao OAFE je tetusan. [IpevyHMK HeroBor ONMCAHOT KPyTa
je AI, Te je <AOI = 90 uume je mOKa3 3aBPIIEH.

5. (a) IIpumeTruMo na ce HAKOH CBAKOI IOTE€3a, OCTATak Opoja Ha Tabau mpu geskemy ca 7
He Mema. 3amcta, £ +7 = (mod 7), x4+ 1001 = z (mod 7) u 21° = 1024 = 2 (mod 7). Ca
npyre crpame, 20242024 42025 = 12024 1 2 = 3 (mod 7), Te je omrosop me.
(6) Jla! Ha mpumep, HakOH mpBe MUHYTe yMecTo Gpoja 2 samumemo 210
apyre MuHyTe 3anucyjemo 1024 4+ 1001 = 2025.

= 1024, Te HAKOH
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Tpehu pa3zpem - A kareropuja

1. Heka je B=A + 2024AT, B = [bij]2023><2023, BT = [sz]2023><2023' Taﬂa je B + BT =
2025(A + A7), omakne mobujamo na je b;; = —bgj (mod 2025), 4,5 =1,2,...,2023. Ha ocuoBy
0COOMHA MEeTEPMUHAHTH, aKO MOCMaTPaMO CBe eJeMeHTe marpura mo moayiay 2025, ciemu na
je det B = det(—1I)det(BT) = (—=1)2°23 det B = — det B, ommocuo na je 2det B =0 (mod 2025).

Iakne, det B je memuBo ca 2025.

2. Iorazahemo ma cy 6pojeBu z = *+1 jemuna pemema. I[locmarpajmo majupe OpojeBe ca
HABEeIEHOM OCOBMHOM KOX Kojux je |z| > 1. VI3 HejemnakoCcTu TPOyTiia UMaMO

1

+1
| = |2]"" = [z

1 1
2"+ o 2 1 =1

omarse 360r |z| > 1 Basm |2|"TL < |z|" + ﬁ + ‘Z‘% < |z|™ + 2. Ilakse, 3a cBaku IPUPOJAH
Opoj n BakM

ZnJrl

2
T (1)

|2|" <

Kako je |z| > 1, To Benuuuna |z|", kama n 0posa3u CKymoM IPUPOAHUX OpOjeBa HUje 0J03T0
orpanuyena, wro je y cynporHoctu ca (1). OBuMm cmo mobuiu na He moctoje GpojeBu z ca
HABEIEHOM OCOOMHOM Koz kojux je |z| > 1. Ilpumerumo na je Hexu Opoj z pememe 3amaTka

aKKO je % pememe 3amaTka. 3aTo ako Ou Hekm Opoj z 3a Koju je |z| < 1 6mo pememe

3aJaTKa, OHIA OU m OpOj % Ouo pememe M 3a mera OU BaKUIO |%| > 1. Mebytum, kako
cmo Beh mokaszasnu nma Hema pemema mMeDy OpojeBuma kojuma je momyo Behim onm 1, omaBne

3aKJbyUyjeMO na Hema pememna Hu MeDy OpojeBuma kojuma je Moayo mamu o 1. Pazmorpumo

jom cayuaj |z| = 1. Tana je z = % =1, e je |2" + 2| = |2" + 27| = 2|Re(z")|. Hexa je
z=a+bi, a,b € R, npu uemy je a*+br = 1. Cana us jemsaroctu |2+ 1| = [22 + L[ = |23 + K|
nako mobujamo ma je |a| = [2a% — 1| = |4a® — 3a|. Pemasamem mocmemmer cucTeMa HATAZUMO

na je a = £1, ynme je b = 0, omnocuo z = £1. BpojeBu z = £1 ouwnrnenHo jecy pelrema
3aJaTKa, a U3 CBEra HaBENIEeHOI 3aK/by4YyjeMo U Oa Cy jeIVHA.

3. TTo momyny 9 mmamo 1+ 2Y =0 (mod 9), 2¢¥ = 8 (mod 9). Crenen 6poja 2 npu memeny
ca 9 maje ocratke, mepuonuyno, 2,4, 8,7, 5,1, na 3 menu y. Ilo momyny 7 mmamo na je
5202 =1 (mod 7), 10* +1 =1 (mod 7), Te mobujamo ma 7 menu 10%, wWTo je KOHTpAIUKIU]A.

4. (IPBO PEIIEIHE) Ilpumernmo ma je n wersopoyrao M ECF mapanesorpam, u Ipecek
meroBux aujaronana obesesxumo ca X. Kakxo je MN u M P cpenme nunauje trpoyriaa AABC,
3HaMO 1a je um yerBopoyrao M NC P napanenorpam, omaocuo X je takobhe cpenumire u mysKu
NP. Cana 3uamo na je u gyerBopoyrao NEPF mapanemxorpa.



Ia 6ucmo mokasanu TBpbheme 3amaTka OBOJLHO je ma mokaskemo na je <K NMP = <NFP,

omuocHo na je <KNEP = <NCP. Ilocnenma jemHakocT Basku jep je werBopoyrao CPEN
TETUBAH, Ca ONMMCAHUM KPYTOM KOjU je XOMOTEeTHUYaH Ca OMUCAHUM Kpyrom tpoyriaa AABC
kpo3 C ca KoepuuujeHTOM % (E, N u P cy penom cpenumra nysxku CD, CB u CA). Osume
je tBpheme 3amaTka DOKa3aHO.
(IPYT'O PEHIEILE) Ca H obenessuMo npecek aujaronana napasenorpama MDEF.
3uamo na npasa DF mponasm kpo3 cpemuinre TeskuinHe aysku tpoyria AMDC, ma 3arto
ceue meroBy crpanuny MC y tauku T Ttaksoj ma je CT : MT = 2 : 1. Ilakne, tauka T je
teskumre Tpoyriaa AABC.

Hame, n3 camunoctu tpoyriaosa AFMT n ADCT mobujamo ma je DT : FT =2 : 1,
onHOCHO Tauka F' je ciuka tauke D npm xomMoTeTHju ca HeHTPOM y 1 1 KOepUIujeHTOM —%.

Kako je mo3HaTo ma oBa XOMOTETHja CIMKA ONMUCAHU KPYr Tpoyria y mweroB OjmepoB Kpyr,
F' ce manasu va OjnepoBom kpyry tpoyria AABC uume cMo mokasanu TBpheme 3amaTka.



5. (IPBO PEMEIE) Korcrpyncahemo TpaskeHa MapTUNUOHUCAHA UHIYKIUjOM 10 k. Y
cayuajy 6asze (k= 1), uMamo a1 jeoHOUNAHUX CKyIOBa, Ia KOju rox uzabpasu, nmoctojahe
TayHo 1 emeMmeHT y meMmy. IlpermocraBuMo cana na TOCTOje TpaskeHa MAPTUIMOHUCAHHA
3a Heko k € N. Axo je ng = ajas...ax, Tana je n = ngaxsr1. Ja Gucmo on crapux map-
TUNUOHNCAKA HAIIPABUJIM HOBAa, y CBAKM OJ NMPETXONHO KOHCTPYUCAHUX CKYyIOBa Tpeba na
[OIAaMO jOII IO ak4+] — 1 eneMernara, u Tpeba Ia OAPAIWMO jOII jeNHO NMAPTUIMOHNCAHE€ Ha
ap+1 CkynoBa. To hemo jemHOCTaBHO ypaanuTw: Y CBAKU O NPETXOMHUX CKyIoBa Nemo cByIa
rme ce HaJas3mo Heku ejeMeHT uzMeDhy 1 m ng momaTu CBe ejleMEeHTe KOjU Cy Ca BUM jeTHAKU
0O MOJLYIY 7, & y HOBOM HapTUOMOHUCamy hemo ckym {1,2,..,n} momenurtu Ha CKyIOBe
obmmka {m -ng+ 1,m-ng+2,....,(m+1)-ng} 3a m = 0,a,41 — 1. Cana, 3a 6uno rojux
omabpanux k CKymoBa M3 TUpBUX k MapTUNUOHUCAHKA, 300T WMHIYKIMjCKE XUIOTE3€e U Halle
KOHCTPYKIMje UMaMO TayHo oapeheHy BpemHoCT MO MOIYIY Mg KOjy y3UMAjy CBU €JIEeMEHTU
y IBUXOBOM IPECEKy, a KaJa HOJaMO U MIOCJIENHbU CKYI, IPECEK IHOCTaje jeTHOUJIAaH, jep Y
CBAKOM OJI CKyIIOBa M3 HOBOT NAPTUIMOHMCAHA MMaMO IO TAYHO jeJaH €JEeMEHT KOjUu naje
CBAKM OCTATaK IO MOIYJIY Ng. 1UMe je MOKa3 3aBpIIEH.

(IPYTO PEUIEWHE) Younmo n k-Topkm mpupomuux 6pojeBa, rie i-Tu eJeMeHT k-TOpKe
y3uMma BpemmocTu u3 ckyma {1,2,..,a;} 3a cBako i = 1, k. Ilpumerumo na ememenara ca
(UKCHOM i-TOM KOODAMHATOM WKMa a%, 3a cBako i = 1,k, Te MO:keMO OBe k-TOpKe meauTu
y CKyIOBE IO HUXOBUM KOOpAMHATama. [lakie, y (-TOM NapTUOMOHUCAKY j-TU CKymn he
Camp:KaTH CBe k-TODKe Koje Ha i-Toj mo3mumjn mMajy 6poj j, 3a cee i = 1,k u j = 1,aq;.
Capma, 3a cBaku oJabup CKymoBa, 3HAMO TAYHO KOje KOODAWMHATE MOpa mMaTu k-TOpKa y
IIpeCeKy CBUX TUX CKYIOBa, Ia je IO KOHCTPYKIMJU jaCHO Oa NHOCTOjU TAYHO jedHa TaKBa
k-topka 3a cBaku omabup ckymoBa. Kako je k-Topku m, cBakoMm O6pojy hemo momenuTu mo
TavyHO jemHy k-TOpry, m ymecto k-topku hemo mocmarpartu 6pojeBe. Osume je TBpbheme
3aaTKa TOKAa3aHO.
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YerBpTH paspen - A kareropuja

1. YrynHO uma (2) = 56 HaumHa na ce m3abepy TPU PA3IUUNTA TEMEHA KOIKE.

Ilokazahemo ma cy cBW Tako mOOUWjeHM TPOYTJIOBU MPABOYTJIM, OCUM OHUX KOjU CY
CauMm-EHU O TPU AMjarOHAJe CTPpaHa KOIKe.

3aucra, Heka cy usabpana Tpu pasnuuuta temena A, B,C mare rouke. Ilocmarpajmo
Tpoyrao ABC.

Axo je jemma onm nyskum AB, BC,CA wBuna koike, peumMmo na je 1o nysx AB, Tama cy
tauke A u B cycenna temena romke. Tpehe teme C' ce mHamasm y jemHoj on cTpaHa KOIKe
KOje canpske mBuIly AB, miu y HEKOj O] IPEOCTAJNX CTPaHA KOje Ca HOM HeMajy 3ajeTHUYKY
UBUILY.

Y oba cayuaja, jemna on mysxku AC mnu BC nexu y npabuny MBUIE KOIKE KOja je HOp-
MaJsHa Ha uBuiy AB. IlomTo cy cBe uBuIlE KOIKE KOje M3Ja3e U3 MCTOr TeMmeHa Melycobno
HOpMAaJIHE, cjenu na je jemad on yriaosa tpoyria ABC npas.

IIpema Tome, ako Tpoyrao ABC uma 6ap jemHy cTpaHy Koja je MBUIA KOIKE, OHIA je Taj
TPOyrao IpaBoOyTIJIN.

Jenmuuu mpeocrtanu cayuaj je kana aujenna on nysxu AB, BC,C A uuje uBuna, Tj. kamga cy
CBe TpU Iy:KU JWjaroHaje Hekux crpana. To ce memasa ympaso kama cy A, B,C tpu Temena
cycenHa HEKOM TeMeHy komke. lana cy AB, BC,CA Tpu mnujaronaje Tpujy cTpaHa Koje ce
CeKy y NIOMEHYTOM TEeMEHYy KOLKe, Te NOOMjeHr TPOyrao Huje npasoyriau (OH je jexHakoc-
rpaanuan). Crora, 3a CBAKO TeMe KOIKe IMOCTOjM TAYHO jeNaH TAKAB TPOYTao, Ha UX NMa
tauno 8. [lakise, HemoBomHUX M300pa je 8, ma je TpaskeHa BepoBaTHONA

8 8 6
//
//
D // s

0] B

2. (IIPBO PEHIEIGE:) IToyeTHu u3pa3 MOKEMO HAIMCATH Y OOIUKY
alog(1+b) + blog(1 + ) + clog(1 + a) = log((1 + b)*(1 + ¢)’(1 + a)°).

Kako je pyuruuja f(x) = logx pacryha, nososmnuo je nahiu najsehiy moryhy Bpennoct uspasa

yHyTap jgorapurMma. lIpuMeHMMO Ha Taj M3pa3 TEKUHCKY apUTMETUYKO-TE€OMETPU]CKY Hejen-

HAKOCT:

a(l+b)+b(1+c)+c(l+a)
a+b+c

(1+b)*(1+0)(1+a) < =1+ ab+ bc+ ca.



Hajseha moryha sBpemnoct uzpasa ab+ be + ca je % 3awucra,

l=(a+b+c)*=a*>+b*>+c* —ab—bc— ca+ 3(ab+ be + ca)

= %((a— b)? + (b—¢)* + (¢ — a)?) + 3(ab + be + ca) > 3(ab + be + ca).

OpaBne mobujamo

4
S(a,b,c) <log(l+ ab+bc+ ca) < log<3) ,

npu deMy ce obe HejeIHAKOCTM MOCTIDKY YIPaBO Kaxa je a = b = ¢ = +. Jlaxme, majseha

3
moryha BpemHocT u3pasa je
4
log<) .
3

(OIPYTO PEIIEWE:) pumerumo na je pyurmuja f(x) = log(l+x) koHKaBHA HA UHTEPBALY
nepunucanoctu, tj. 3a x € (—1,+00). Ilomro je a+b+c =1, MO:KEMO IPUMEHUTU JEHCEHOBY
HEejeIHAKOCT HA MOYEeTHU u3pa3 (3a ciydaj KOHKaBHE (yHKOUje):

S(a,b,¢) =af(b) +bf(c)+cf(a) < flab+ be+ ca) =log(1 + ab 4+ be + ca).

JenmakrocT ce mocTwke 3a @ = b = ¢, Te je HACTABaK MCTU Ka0 U y IPBOM DEUIEHY.

3. U3 mejemqmakoctu n™ =nl4+n > 1+ 1= 2 3armyuyjemo na je n = 2.
Ilememem obe crpane ca n, nobujamo (n—1)!+1=n""1 ma xaro je n™ ! > 1, 0 je m > 2.
W3 oBor 3anuca Buaumo xa n{ (n —1)!, ma ako 6u n 6uo obauka n = ab, 3a Heke a # b, upu
uemy cy o6a Beha ox 1 u mama ox n, umamu 6ucmo ab | (n —1)!, mro je KoHTpamMENUja, Ta
n = a? uiu je n mpocT 6poj.
1° Heka je n = a?: Umamo a | n™ tua | (n—1),maa| 1, tj. a=1un=1 Mebhyrum,
MOKA3aJIM CMO & MOPa Ja BAKMU N > 2, Ta y OBOM CJIydajy HEMa pelema.
2° Heka je n mpoct Opoj: 3a n = 2 mobujamo m = 2, 3a n = 3 uMaMo m = 2, IOK 3a N = 5
nobujamo m = 3.
Hegka je cama n > 7 mpoct 6poj. Tama je (n—1)!=2-3---(n—1) <n" 2 ma (n—1)!+1 < n" 2.
Kakxo Baxwu u n™ ! < n" 2, to je m < n. Kakxo jen > 7, To je 2 < ”Tfl <n-—1, ma
n=12] (n—=1" Cana (n—1)2 | n™ =1, 1j. (n—1)2 | ((n—1)+1)™"1 —1. V3 6unomne
dpopmyne omasme cirema (n—1)2 | (m—1)(n—1), 1j. n—1 | m — 1. Mebyrnm, kako cmo Beh
HOKA3aJI [a BAKU N > M > 2, 3akbyuyjeMo na je nemoryhie na Bau n— 1 | m — 1.

Haxne, 3anarak uMa tpu pemema: (m,n) € {(2,2),(2,3),(3,5)}.

1

4. orazahemo na je Tauka H 3ampaso Ttauka (G mpeciaukana npeko npase BC, onmakie
AUPEKTHO ciequ TBpheme 3amarka. VM3pauyrajmo mpBo map yriaosa. 3Hamo na je <AGB =
180° — <AEB, rao u <AGC = 180° — <AFC, na raro je <EAF =90° (rauka A je Ha KpYyTy
ca npeunukoMm EF), nako mobujamo na je u <BGC = 90°.



W3 retusnoctu yerBopoyrna AEBG nobujamo <EGB = <EAB = <FAD — <BAD = (90° —

24DB) _ (g0° — 2408 — 2AOB_9ADB _ 40BC — ¢ Cnpuno nobujamo u <CGF = <CAF =
<0CB
2

= 6. Ob6enesxmmo cana ca H' Tauky nobujeny mpeciaumkapamem Tadke G mpeko BC.
3uamo na je <BH'F = <BGF = <BGC + <CGF = 90° + 0, nok je ¢ npyre crpane <{BAF =
<FEAF — <EAB = 90° — 0. Iarne, <BAF + <BH'F = 180°, na je uerBopoyrao ABH'F
retusan. Ciuuno je m yerBopoyrao AEH'C rterusan, ma je H = H’', unme cMo mokasauam
TBpbheme 3amaTka.

5. ®durcupajMo MOYETAK M3IOMJbeHEe JuHuje (IOCTOju m HaumHA Oa TO ypamumo). Mcery
hemo mpaBuTH MUTEpPATWBHO MOYEB OJ JATOr MOYETKA. Y CBAKOM OJ HAPEAHUX N — 2 KOpa-
Ka MOTPebHO je CIOjUTH TPEHYTHU Kpaj M3JOMJbEHE JMHUje Ca HOBOM TAYKOM IIPEKO IYKU.
Kammnnatu 3a HOBU Kpaj Ccy OBe cycenHe Tauke O KpajeBa CKyIla Tadaka KOje CMO IO cana
obumau. Hanmomumemo na je Taj ckyn moBe3aH. Y KOJHMKO Taj CKyI HUje IOBE3aH, OJHOCHO
HICY CBU H>€TOBU €JIEMEHTU CYCEIHU, OHIA HAII IPOIeC MOPa HAIPABUTHU MU3JIOMJLEHY JIMHU)Y
KOja cede caMmy cebe. Y mocienmeMm n — 1-oM KOpaky, cIajaMoO TPEHYTHM Kpaj ca jeIuHOM
IPEOCTAIOM TAYKOM. Bpoj HaUMHA da M3BPIIMMO IOMEHYTH mporec je n - 27 2. IIpumernmo
na onpebena suHUja HE pA3JMKyje CBOj MOYETAK U MOCJIEAKBU KPaj, T€ CMO CBAKy M30pojaan
mBanyT. Komauam pesynrat je n - 2773,
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IlpBu paspen - b kareropuja

1. ¥Yamummo (a,b,¢) = (-1,0,1). Tazna je
I=ad*>+V¥ 4+ =1+0+1=2.

Hokasxxkumo na je ysek I > 2. Ilomro cy a,b,c pazauunru nenu 6pPOjeBU, HAJBUIIE jeTaH OI
BUX MOske OuTum Hymaa. lIpema Tome, Dap mBa onm OpojeBa a,b,c cy HeHysa, T€ Cy HUXOBU
kBaapaTtu Hajmame 1. Oryna

I=ad®>+*+32>1+1=2.

Iaxae, HajMama Moryha BpemmocT je , u moctwke ce 3a (a,b,¢) = (—1,0,1) (u 3a Guno
KO]Y HE€rOBY IEPMYTAIWA]Y ).
2. Kpenumo ca npepadyyHaBameM CaAMUX KOMIO3UNMja & OUCMO youwmiau mpasuio. Vimamo:

—2r—4
(x) = e JemnocTtaBuo ce mobuja
x

) = F(P@) = .

Cama je f4z) = f(f3(z)) = f(z), mro mvmmummmpa caexehe: f°(z) = f2(z), f(z) =
(), fT(z) = f(x),....

Kako je 2025 memuso ca 3, ciaemu na je

f20%5(2025) = £3(2025) = 2025.

3. Bumumo ma 5 menu matu Gpoj, Te 25 meaum moryhwu cremen, ma 25|ﬁ7 na je a € {2,7}.
Cnenu, ako je y nuramy 6apem Tpehu cremen, 125 he menutu matm 6poj, tj. 125|2a5, Te a
He MO:Ke OuTwm HuUTE jemaH on mperxonumx. Crora, TpaskeHu OPOj MOKe OUTH CaMO IOTIYH
kBaapart, e he matu ocratak 0 minu 1 npu nemewy ca 4. Cnenu, a = 7 He UCIYHABA yCIIOB
(75 me maje ocrarak 0 miau 1 npu memmemy ca 4), Te Moke outu camo a = 2. Vcnuryjemo na
au je 6poj 2202225 kBaapaT HEKOr IPUPOIHOr Opoja. 306up nmdapa My je 15, mro 3HAUM
na je memuB ca 3, anu He u ca 9. Jlaxie, He mocTOju TakBa Mudpa a.

4. Heka je ABCD pmatu npaBoyraonuk u Heka je O Ipecek HeroBuxX AujarOHaJIa.
Osnaunhemo ca ¢ maty npaBy. C o03upoMm ga ce y GopMmyaanuju 3a0aTKa jaCHO UCTUYY
peun - aKO U CaMO aKO, PEIIeHe CIPOBOIVMO YV ABA CMEpA.

(<) Hpernocrasumo ma npasa { mposasu kpo3 Tauxy O u, 6e3 orpaHudema OIIITOCTH,
NPETIOCTABAMO Ja CeYe MBUIE NPaBOYTaOHMKA y Taukama P u (), Koje cy pazauuure on
TEeMEeHa aTOr IPABOYTAOHUKA (BUAETU CJIMKY). Y OCTAJIUM CIydajeBUMa, Tj. YKOJIUKO IIpaBa
{, roja camp:xku Taury O, 3ay3Me HEKU APYTU IOJIOXKAj, TBpDewe y OBOM CMepy IocTraje
TPUBUJAIHO.

Jacuo je ma cy Tpoyrsosu BOQ u DOP nonynapuu, jep je BO = DO, /BOQ = ZDOP
(ymakxpcuun), ZQBO = ZPDO (HausMeHUYHN), OJAKJIe 3aKbydyjeMo na cy ayxku BQ u DP
monynapue, a camuMm tuiM u AQ u C'P. Crora, tpane3zu AQPD u CPQB cy nonynapuu,
Te UMajy jemanake moBpuuHe. Hamomenmmo ma 6MCMO MCTH 3ak/bydak OOOMIM ma c¢MO 0oba
Tpamesa MoIeJuiau oarosapajyhnum Hopmasaama us tavaka P u () ma npase AB u CD, pe-
IOM, Ha IO jeJaH TPOyrao W IPaBOyTaOHUK, KOJU Cy HOLyAapHU (TpOyrao HaAcCTao KeoboM



IPBOT Tpame3a ca oarosapajyhuM Tpoyriaom Apyror tpames3a, OIHOCHO, IPABOYTAOHUK HAC-
Tao neoboM mPBOr Tpame3a ca OaroBapajyiuM mpaBoyraoHUKOM KOjU HACTAaje 1e0OoM Apyror
Tpamesa).

(=) Hera cana npasa £ nenu mpaBOyTraoOHUK Ha ABA JeJa jeJHAKUX MOBpIIKHA. lIpeTnocTaBu-
MO CYHNpOTHO, Tj. ma mpaba { He mpoJsasu kpo3 tauky O. OszmaummMo ca £/ mpaBy Koja camp:ku
rauky O u napasensa je ca npasoMm { (Bumeru ciuky ucnon). Ilpase ¢ u ¢’ cy pasznuuure,
jep ¢ me campxku tauky O, ma je meo mpase ¢, Tj. oTBopeHa ny:x P(Q), yHyTap jemHor on
rpane3a AQ'P'D unu CP'Q’'B. Ha ocHoBy mpBor mena pemema (npsu cMep), npasa ¢ nenu
MOJIa3HU IPABOYTAOHUK Ha OBa Aeja jeqHakux nmoppmmia. Mebyrum, u npasa £ uma T0 cBO-
jerBo, omakiye he ciaenuTy na ¢urypa kKoja mpunaia mojacy maMeby aBe mapajiesiHe mpaBe
{ n ¢ n koja ce mamazu ymyrap mpasoyraonumka ABCD, mTo Moke OUTH TapaJeJorpaMm
QQ'P'P nnm meroyrao QQ'P'DP (oBo he ce necutu kana P mpunana oTsBopenoj mysxu AD)
“Ma TMOBPUIMHY jeqHaKy HyJa, mTo je nemoryhe. Ilakie, CynpoTHA TPETIOCTABKA JOBOIU IO
KOHTPAIUKINje, OJaKIe 3aKbydyjeMo na npasa £ canpsxku tadry O.

D P P c

A

5. (IPBO PEHIEISE) Bpojesu (a;—i)? cy ucte napHOCcTH Kao u a;—i, 3a cBako 1 < i < 2025.
Kako je 36up cBux oBux apyrux OpojeBa Hysa (mapas), jep je

2025 2025 2025

S=(ar—1)+ (a2 —2) + -+ (ag025 — 2025) = Y (a;—i) =Y a;— Y i=0,
i=1 i=1

i=1

TO je moJia3H! u3pa3 mapaH O0poj.
(IPYTO PEHIEILE) U3 jennakoctn

(a1 — 1)2 + (CLQ — 2)2 —|— R + (0,2025 — 2025)2 =



2025 2025 2025 2025 2025

=Y al -2 dai+ Y i?=20> i* =) ia),
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

jep je (a1,as,...,a2025) nepmyranuja ox (1,2;...,2025), nobujamo ma je nosasuu 6poj mapa.
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1. (ITPBO PEMIEIHE) Pasnukosahemo tpu caydaja:

1° Heka je a = 1. Tana jemmauuua HEUje KBaIpaTHA, Tj. IIOCTaje JUHEApHA, T€ HE MOKE
“MaTH OBa pemema (3a OHe KOjU TO He IPUMETe, CIydaj OM CBAKAKO OTIAO, jep y UCTOM je
pememe x = —2 ¢ (1,2)).

Hexka je a # 1. Y namem mompa3yMeBaMo Ia y CJIyYyajy KBaApaTHE jeIHAUUHE, YKOJIUKO
je OIUCKPpUMUHAHTA WCTE jelHaKa HyJa, Oa OHA MMa MBa PealiHa pellema, Koja Cy jeTHaKa.
Pasmarpamo xBanpaTHy ¢GyHKIU]Y

f@)=(a—Dz*+ax+2, z€R, a#1.

Ila 6m mona3Ha jemHayMHA WMMAaJa OBA peayiHa pemema Mopa outu D > 0, tme je D =
a? —8(a—1) = a® — 8a + 8 mackpuMuHaHTA Te jenmaumue. Jlakie, ycJoBM 3aJaTKa, 3a caja,
cyD>0nma#1 <= a>-8a+8>0mna#l <+= (a<4-2V2 wm a>4+2y2)

uas#l.

T

2° Hera je cama a > 1. Ila 6u y oBOM ciay4ajy jenHadmHa nMajaa 00a pemema y WHTEPBALY

(1,2) mopa 6uru f(1) >0, f(2) >0, 1< —2(%71) < 2 (z koopauHaTa TeMeHa Iapaboie Mopa
1 1

npunanaty uaTepBaiay (1,2)) u f(—ﬁ) <0,1j. a>—5,a>3,a€ln —ﬁ <0, Tj.

a € (), jep mejemmaunna 1 < —ﬁ < 2 HeMa pemema 3a a > 1.

Y




3° Heka je cama a < 1. Ila 6u y oBOM caydajy jemHauwmHa mMaja oba pemema y UHTEPBATIY
(1,2) mopa Gurn f(1) <0, f(2) <0, 1 < —5t5 <21 f(—555q) 20, 1j. a < —5, a < 3,
a€ (3% 1/1—4(7’3_1)20, omocHO, a < —3, a< i a€ (3, ma<l, 1y ach.

Komauno, nmonasua jemnauwHa HU 3a jeqHO peasiHo ¢ Hehie mMaTy mBa peajHa pemema y
naTepsaay (1,2) (yrmyuyjyhu oma, mymna, koja cy jennaka).
(IPYTO PEMIEILE) Axo je a = 1, jennaunsa mMa jenHo pememe & = —2. Y CYOPOTHOM,

3a myse kBanpatae ¢pyakmuje f(z) = (a—1)z?+axr+2, Ha ocHoBy BujetoBux dopmyna, Bamn

2

T1Xg = 72(@— 1)

Kako je ycuos 3amatka ma obe Hyse mpunanajy uarepBaty (1,2), TO je BUXOB IPOU3BOJ
no3uTuBaH Opoj, ma a > 1 (3ampaBo, HEONXOAHO je na IpoM3BOJ Ipunata uHrepsaty (1,4),
onakJyie nobujaMo jauy oueHy: a € (g, 2), mTo he ce ncnocTaBUTHU Aa HUje HEOUIXOIHO Y OBOM
3a8JJATKY ).

JacHo je ma x-roopauMHATA TEMEHA KBanpaTHe (yHKuuWje f MOpa IPUNANATH UHTEPBAJY
(1,2). Crora, jemsocraBHO HOGHMjaMO Ha je T-KOODAMHATA TEMEHA KBagpaTHe (QyHKIuUje f
jemHaka xrp = —ﬁ. Kaxko je a > 1, To je zp < 0. Kourpamuknuja!

Iakne, HUjenan peasian OpOj a HE UCIYHABA YCJIOBE 330ATKA.

2. CrammapmHO, CTABUMO Oa je z = = + iy, =,y € R. 3aMeHOM y HOJNa3Hy jeIHAUNHY U
rpynucameM cabupaka godumjamMo

(23 + 3ixy — 32y® —iy®) + (22 +y*) +2 =0
(23 = 3zy® + 22 + v + 2) + 322y — °)i = 0,

omaxie je 2> —3zy? + 22+ y2 + 2 =0 u 322y — y® = 0. Ilpyra jenHaumma je eKBUBAJIEHTHA
ca y(3x? — y?) = 0, ommocno y = 0 unm y? = 3z%. Y OpBOM CIayyajy, 3aMEHOM y jeTHAUMHY
peasor mera mobujamo 0 = 23 +x? 4z = x(2?+x+1), omaxne je x = 0 wmm 22 +x+1 = 0. Ho,
mocienma jeqHAYNHA HEMA PEAJIHUX pellema, ma ocraje jemuuo xz = (0. Y apyrom ciaydajy,
3aMEHOM y jeJHAuUUHY peajHor mena Hamasumo 0 = x® — 923 + 22 4+ 322 + o = —82% + 422 + x,
omarse je x =0 (u y = 0) mwmm 822 —4r — 1 = 0. Pemema mociemme KBagpaTHe jeHAUUHE CY
T = # ux= 1*7‘/5 Konauno, ycmos y? = 322 mam naje y = +z/3 = i%ﬁ\/g = %ﬁ.
Ilakne, cBa pelmema jegHAUYUHE CY JaTa ITapOBUMA:

(@) € (0.0, (12, 20VE) (JEVE _SEVE)

(1 _4\/37 k _4\/3)7 (1 _4\/57 *3 _4\/3)}

3. Axo 6u Baskumio n > 25, tama 6u 5° | n! u 2° | n!, ma 6u ce 6poj saBmasao ca Gap 5
Hysa, mTo HUje caydaj. Ca apyre crpame, 3a n < 20 mmamo 5% { n!, mro Takobe muje cayuaj.
Harme, 20 < n < 25.

IIpumernmo ma n! MoskeMO 3ammucaTy Kao

nl=x- [] (5i+1)(5i + 2)(5i + 3)(5i + 4)(5i + 5),
0<i<3

rue je r = 2%!! npuponan 6poj. Hame, n! = x-54(1-2-3-4)- H (50 + 1)(5i + 2)(5i + 3)(5¢ + 4).
0<i<3
ITo momymy 5% mmamo ma je 2432902008176640000 = 640000 (mod 5°), Te je

640000 =5* - 24 - - ] (5i+ 1)(5i + 2)(5i + 3)(5i +4) (mod 5°).

0<i<3



Kaxro je 640000 = 64 - 10* = 2% - 5 . 64, na

50| 5% | 64-16 —24-x - H (5i 4 1) (5 4+ 2)(5i + 3)(5i +4) | ,
0<i<3

ma 52 menu m3pas y 3arpama. Kako je
(5i4+1)(5i +2)(5i +3)(hi+4) =24+5-(1-2-3+1-2-4+1-3-44+2-3-4)-i=24 (mod 25),

TO je H (5 4 1) (54 + 2)(5i + 3)(5i +4) = 24* =1 (mod 25), ma je

0<i<3

64-16 —24-z- [[ (5i+1)(5i+2)(5i +3)(5i +4) =14- 16+ z =2 —1 (mod 25).

0<i<3
ITpema Tome, Mopa ma Baxu 25 | t—1. C apyre crpane, x € {1,21,21-22,21-22-23,21-22-23-24}.
Osu 6pojeBu cy, peaom, kKoHrpyenTHu ca 1, —4,12, —24,24 no monymny 25. Hakne, n = 20 uin
n = 23.
Axo 6u Bazuao n = 23, Taga 6u Baxmao 3-1018 > 23! > 71.8-9.1010.20* = 5040-72-10'4-16,

ITO je exBMBaJIeHTHO ca 3 - 10* > 5040 - 72 - 16, a oo mHuje Tauno. Iaxie, n = 20.

4. Hexka je <PAB = «a. Taga <XAB =7 —a«, kao u <XY B = «, jep je uerBopoyrao XY BA
reTuBaH (30Mp HACHIPAMHUX yHYTPANIMLUX yTIOBa y TOM YETBOPOYTIY je 7).

Oryna je APAB canuan ca TpOYTJIOM

XY PX
APY X. je — = ——, 1j. XY =
Cunenu na je A= pp U
BA-PX_18
pPB

Hamomenumo ma cMo Ha caunu KpyskHUIE k1 U ko O3HAYUUIU CA ¢ U C, PEIOM.

5. 36up aBa pasmumunta 6poja u3 ckyma A = {1,2,...,9} Mmoxe Guty 6uso Koju meo Gpoj u3
cryna {3,4,5,...,17}. 3abpamenu cy 30UpOBU KOjU Cy IEJLUBU Ca 3, WK C& 5, WK ca 7, Tj.
3,5,6,7,9,10,12,14,15. IIpema ToMe, /103BOJbEHH 30MPOBU CYyCEAHUX OpOjeBa Cy TAYHO:

4, 8, 11, 13, 16, 17.

Opnpennmo cana no3BosbeHe cycemuoctu (3a 6poj x € A Tpaskumo 6poj y € A Ttako ma je
x+y€q{4,8,11,13,16,17}):
1~3,7,

2~ 6,9,
3~1,5,8,
4~7,09,
5~ 3,6,8,
6~ 25,7,
7~1,4,6,9,
8~ 3,5,9,
9~2,4,7,8.



Kmyuna Tpu Opoja Koja mMajy Tav9HO JBA MOTyhia cycema cy:
1 mopa 6urtu cycenan ca 3 u 7; 2 mopa butu cycenan ca 6 u 9; 4 mopa 6utu cyceman ca 7 u 9.

Iakne, y Kpy>KHOM pacHopeny HY:KHO Bajke Be3e:
(1,3), (1,7), (2,6), (2,9), (4,7), (4,9).

Oryna, 6pojesu 7 u 9 Beh umajy nmo asa cycena (mamme, 7 uma cyceme 1 u 4, a 9 cycene
2 u 4), ma BuIme HEe MOTY OUTM CyCemHU HU Ca jeIHUM ApyruM OpojeM. 3aro 6 He MOKe
butu cycenan ca 7 (jep je 7 Beh “nomymen”), ma 6 mopa Ourtu cyceman ca 5. Kako 8 mopa
vMaTu nBa cycena u3 ckyna {3,5,9}, a 6poj 9 Beh uma mBa cycema (to cy Gpojesu 2 u 4),
cnenu na 6poj 8 mopa butu cycenan ca 3 u 5. Crora, Kpy;KHUIIA Ce jeIWHCTBEHO 3aTBapa,
Te mobujaMo pacrmopes:

1,3,8,5,6,2,9,4,7

(y cMepy CYHPOTHOM OX Ka3aJjbKe Ha CaTy).

Ha kpajy, mako ce mpoBepaBa na cy 30UpPOBU CYCETHUX MApOBa Y TOM PACIOPEIY:
1+3=4, 348 =11, 845=13, 546 =11, 6+2=28, 2+9 =11, 9+4 =13, 447 =11, 74+1 =8,

na HUjeJaH HUje nessuB ca 3, b unu 7. Ilakie, TakaB pacnopen HOCTOjU (BUAETU CIIUKY ).
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1. Hajmpe yoummo ma je matu mpousson obmuka (A — B)(A + B) = A2 — B2, rze je
A = 3sinx — 10, B =4cosz, z eR.
3aTo Baku

f(z) = (3sinz — 10)? — (4cosz)? = (3sinz — 10)* — 16cos’ z, = € R.

2

Kako je cos?z = 1 — sin® z, nobujamo

f(z) = (3sinz — 10)? — 16(1 — sin® z).
Hexka je t =sinx, € R. Tazna je ¢t € [-1,1]. Crora,
f(z) = (3t —10)% — 16(1 — t?) = (9t* — 60t + 100) — 16 + 16> = 25t — 60t + 84, t € [—1,1].
Iakne, MmurnMu3zanuja ¢yHKIUje f CBOAM Cce HA MUHMMU3ANW]Y KBaAPATHE (YHKIM]jE
g(t) = 25t% — 60t + 84, te[-1,1].
IlonmyHoM 10 KBaapara ODmMHOMAa HOOKjaMo
g(t) = 25t% — 60t + 84 = (5t — 6)* 4 48,

Te, ma Hema orpaHudena t € [—1,1], MuauMmym 6u 6uo 48 u mocrtusao 6u ce 3a t = g > 1,
amu To Huje moryhe, jep je |sinz| < 1, tj. t € [-1,1]. Crora, kako je rpadpur pyHKEIUjE g
napabosia OTBOpEHa HABUIIE U KAKO je T KoopauHaTa TeMeHa ucte seha on 1, To Ha cermenTy
[-1,1] ona omanxa, Te MEHUMYM ce TOCTH:Ke y Tauku t = 1. 3aro je

min ¢g(t) = g(1) =25 — 60 + 84 = 49.
te[—1,1]

Haxue, glel]% f(z) =49 n ncTu ce moctmke TavyHO Kama je sinx = 1, 1j. 3a x = § + 2kn, k € Z.
2. Ilatu cucreM jenmaunna je medunucam 3a x > 0 u y > 0. Kako Bamum /MY = yn® = elnziny,
TO U3 mpBe jemHaumHe mobujamo MY = 1. JlorapurmoBameM obe cTpaHe MOCTIEeTEmE je-
Hakoctu mobuja ce Inxlny =0, ogakne je v =1 uau y = 1.

Yxronuko je = 1, Tama u3 gpyre jenmaumie cucrema mmamo 1M1 4 4mY = e 4 1. onakie
je y¥ = e. JlorapurmoBamenm mobujamo (Iny)? = 1, omsocuo Iny = +1, onakie cy pemema
y=eum y =e '. Cnyuaj y =1 naje anamorna pemema (e,1) u (e71,1).

Hakne, pemema cy: (1,e),(1,e71), (e, 1), (e 1, 1).

3. IlpumeTuMo ma He MOTY cBa Tpu Opoja p, ¢ U r GUTH HemapHa. 3amcra, Taga ou p° + ¢°
6ro mapam 6poj, a r* memapan. Kako je 2 jemumu mapam mpoct 6poj, 6apeM jemas on p,q u
r Mopa 6butu; jemuak 2. luckyryjemMo Tpu ciayudaja.

1. p=2: Basu (r2—2)(r>+2) = r* —4 = ¢. Kaxo je ¢ mpoct 6poj, cremu {r?—2,r2+2} =

{q,¢®} wma {r? — 2,72 +2} = {1,¢%}. Omasne ciemn ¢> —q=4mwm ¢> —1=4. 3a qg=2
He BaXKU HUjeIHO OJ HABENEHOT. 3a ¢ > 3 ce mokasyje ¢2 —qg>4uqg®—1>4. Y oBom
Ccay4dajy HEMa PelIeHA.



2. ¢q=2: Bawu (1> —p)(r*+p) =r* —p? =8. Omasne je r? +p < 8, mro naje moryhnoctu
p € {2,3,5,7} m r € {2}. IlupexTHOM IIPOBEPOM BUAMMO Aa HUjeqHA KOMOUHAIMja He
naje pememe.

3. r=2: Nmamo p? + ¢ = 16. Kako je p? < 16 u ¢® < 16, octajy moryhuoctu p € {2,3} u

q € {2}. IduperTHOM OPOBEPOM BUAMMO Ia HUjenHa KOMOUHALM]a HE Oaje Delleme.

4. Heka cy my:kube crpanuna nosaasaor tpoyriaa AB = c¢, BC = a u CA = b. Kopucrehnu
KOCHUHYCHY TeopeMmy, Kojy npumemyjemo Ha ATAQ u wa APBS, mobujamo:
(1) ATAQ : Nmamo

TA=b, AQ=c, JLTAQ =180°—-ZCAB =180° — q,
rae je « = ZCAB, na je

cos(LTAQ) = cos(180° — a) = —cosa = —9.
c
P
PS =58
Q
S B
] QT = 59
R C A
U T

KOCI/IHyCHa TEeoOpeMa HaM ,Ztajel

QT? =TA* + AQ* —2-TA- AQ - cos(LTAQ).
592 =b>+c2+2-b-c- (b)
C

3481 = 3b* + % (1)



(2) APBS : lmamo
PB=¢, BS=a, /PBS=180°—-/ZABC =180°—p,
rae je § = ZABC, Te je
cos(£PBS) = cos(180° — B) = —cos f = —%.
KocurycHa teopema HaM, Taga, aaje:

PS? = PB?>+ BS? —2-PB- BS-cos(/PBS).

582=c2+a2+2-c-a-(9).
C

3364 = c* +3a®.  (2)

Komauno, cabupamem jemmaxoctu (1) u (2) mamasumo ma je 3(a? + b?) + 2¢® = 3¢? + 2¢% =
5¢2 = 6845, Tj. ¢® = 1369, 1j. c = AB = 37.

5. Oxrosop: 2025 = 452.

IIpernocraBumo na Cy sKE€TOHM TAKO IOCTABJ/bEHU I CE HUjeNAH HE MOYKE YKIOHUTHU ca TadJre.
ITocmarpajmo npousBosmban keToH ca Ttabne. C 063UpoOM Ha TO & Ce OH HEe MOKE YKJIOHUTH,
3aK/byUyjeMo Ja y HmEeroBoM pemy moctoju Oapem 45 sxkerona. Kako ce mujeman om tmx 45
JKEeTOHA HEe MOKE YKJIOHUTH, TO y KOJIOHU CBAKOr o1 Tux 45 skeroHa mocroju 6ap 45 :keroHa.
IIpema tome, Ha Tabau je He mame ox 45 - 45 = 2025 :xeToHA.

Ca npyre crpaHe, momymaBameM OMJIO Koje moarabie Beauuune 45 X 45 ca 2025 :xeToHa
(ocrarak je mpasaH), JIAKO BUAUMO Ia HUTYU jelaH OJ HUX HE MOMKEMO YKIOHUTH.



Jpymreo maremaruuapa Cpouje
PEIMIEHA 3AIJATAKA OIIIIITVMHCKOT' TAKMUYERKHA 3 MATEMATUKE
31. jamyap 2026.

YerpTHu pa3pen - b kareropuja

1. Heka npasa p ceue oce Ox u Oy y raurama M(z,0) u N(0,y), pemoM, mpu uemy je
npema mocraBmm & > 0 m y > 0. IloBpmmua TakBor Tpoyriaa je P = % W3 omuoca
x:y=(r—2):1 nobujamo y = a kako je y > 0, To mopa 6utu x > 2. IloBpmuHa
je cama P = P(z) = 2(;7;)7 21((;:24))2 un P'(z) <0, 3a 2 € (2,4), ogaocHo
P'(z) > 0, 3a © > 4, To je Taura x = 4 MuanmyMm ¢yuknuje P. Iloppmuua Tpoyraa je tana
P(4) = 4, a Tpaskena mpasa, Koja mpozasu kpo3 tauke A(2,1) m M(4,0), nma jemsauuny
r+2y—4=0.

T
r—2)

a xako je P'(z) =

Hanomena. MunnmyMm ¢yurnnje P(x) ce MOrao oapeanTu v IpUMEHOM Heje qaakocTu usMehy
apuTMeTUYKe U reomerpujcke cpemune. Hawme, jacHo je ma mopa ma Baxkum ¢ > 2 um y > 1.
IIpumerumo ma BaskuI

z? 1 22—4+4 1 4 1 4
=z =z 2+ — )= (4+@-2)+ ——].
20r—-2) 2 (z-2) 2<$+ 2 ) 2( +@ )+x2)

3a x> 2jex—2 >0, Te, Ha OCHOBY HejemHakocTu u3Mehy apurMeruukre u reoMeTpujCcKe
cpenuHe, BaKU

4

-2 > 24 = 4.
(@—2)+— >2V4
Opnatie caemu
v’ > tayay=14
20r—2) 7 2 -

. 4 . _ . . _ .
IIPU YeMy jeIHAKOCT BaskW 3a r — 2 = ——5, Tj. = = 4 (pememe jemnaunue je u x = 0 Koje He

y3UMaMo y pasmarpame 300r ycuosa & > 2).

2. Heka je 2z = v +iy € C. Tanma, u3 2z € A = {2z : z— 2z +1i = 0} mobujamo ma je
y = —%, Tj. mobmjaMo ma cy y OuUTamy KOMIUJIEKCHU OpOjeBu Ob0iuKa z = t — %i, t € R.
Onu mpeacraBmbajy mpaBy p: Lm 2 =1 = — & (mapaJsesnny ca peajlHOM OCOM) y KOMILJIEKCHO]

2
paBHU (BUAETU CJIIUKY ).



k: \z71+%i\:%

—> t o —>
-1 0 2 1 -1 0 2
" e [~ Re
p:Im Z:_El- 11

o-1

1 1 (z=1)—iy _

Amnasorno, n3 z € B = {z: Im(ﬁ) = 1} nmobujamo na je ——g = GoOT | =Dy

r—1 . —y . —y
. C 7 =1 —_— =1
o1+ +1 CESEERe Tora, jenHauunHa Zm p— ce CBOOU Ha o1t ,

. . 2
mj. (¢ =12 +9* = —y, 1j. (z - 1>+’ +y+ 3 = 1, omsocro (z —1)° + (y + 3)* = (3),

1
mro 3HaumM ma ckyn B ={z|ZIm o 1} v rommiekcuoj pasun oxpebyje kpysxuumy k ca
P
IeHTpoM y Tauky 1 — i 1 mosnynpednuka 5 (BUIETM CIMKY M3HAZ).
IZm A

k‘:\271+%i\:%
L) L)

—1 0 2
p:Im zzfé Zl Z2

. - . 1 .
Ilakie, pememe MONA3HOr CUCTEMa jenHaunHa 2z — 2 +1 =0 u Im o 1je ckymn ANDB, a

TO CY KOMILJIEKCHU OpOjeBUu 21 = % — %

1 U 29 = % — %z
3. (IIPBO PEHIEILE) ememenm obe crpade jemHauuHe ca n 1o6ujamo:
(n—1!+1=n"""1.
IIpBo, mpumeTrumo ma n = 1 HEUje pememe, a n = 2 jecte pememe. Ilame, 3a n > 3 umamo
n—1)1=1-2.3---(n—-1)<(n—-1)-(n—1)-(n—1)---(n—1) = (n—1)"" .
Ca mpyre cTpaHe BaKy U

nl =)t =" 0" B =)+ nn = D) (n— 1)

Jacuo je ma je 3a n > 3 oBaj m3pa3 Behu ox 1, ma apyrux pemema Hema. Hamomenumo na
CMO OBJIe KOPUCTUJIN TO3HATYU UIAEHTUTET:

a" =t =(a—-b) (" +d"+d" P+ @bV, a, bER, k> 2.

(OIPYTO PEIIEWE) Kao y npsoMm pemeny, jennauria je ekBusaJsentHa ca (n— 1)1+ 1=

n" 1. Jlorasxumo IPUHIAIIOM MaTeMaTUJKe MHAYKOUje Ia 33 1 > 3 BaKU

(n—1)+1<n" !

Basa: 3a n =3 tBpheme je Tauno jep je (3 — 1) +1 < 32.
WNunykrusna xunoresa: Heka 3a #Hexko n > 3 Baku

(n—1)!+1<n"t



WunykrtuBam kopak: Kopucrehu muaykTuBHY Xunorely mnobujamo je
n+l=nn—-1)+1<nn™ =1 +1=n"—n+1
Kako je n > 3, To je —n+1< 0, na je n* —n+ 1 < n". Konauno, karo je n™ < (n+1)", To
cliajameM MPEeTXOMHUX HejelHAKOCTU Io0ujamo
nl+l<n®—n+l<n”<(n+1)"
Iakme, Ha OCHOBY IPUHIUIA MATEMaTUYKE MHAYKIUjE 3aKBYyUyjeMO Oa 3a N = 3 BaKu
(n—1)!'+1<n"h
IIpoBepomMm cayuajeBa n =1 u n = 2 ycTaHOB/LABAMO 1a je N = 2 jeOUHO peIIeHne 3aTaTKA.

4. YBemuMo crammapaHe o3Hake 3a yriuose tpoyria ABC: <BAC = «, <ABC = [ u
<ACB = . Tana je <ADE = <DAC + <DCA = %—i— 7Y, Ka0 CIOJbAIIBU yrao TPOYIJa
ADC. C mpyre crpase, kako je F Ha cumerpasu ay:xu AD, 1o je AE = DE, na je <DAFE =
<ADE = % + ~. Cama mako mobujamo <FAB = <DAE — <BAD = ~. Komnauno, kako je
<FEAB = <ACB =, 10 je AE Tanrenra onucanor kpyra oko tpoyria ABC.

5. 3a cBakor takmMuyapa, Opoj moeHa je %a + b, rme je a Opoj HepemleHUX MapTUja Koje je
urpad omurpao, a b 6poj mobena, omarie ciaemu na TAKMUYAD UMa I[e0 OPOj MOEHA AKO U
caMoO akKo je Opoj HepemeHux mapruja napas. Jlajse pememe 3aBUCU O HapHOCTU Opoja n,
Tj. Opoja mrpaua.

1° n je memapan: Tana cBaku urpau urpa ykynso n— 1 mapruja, a 6poj n—1 je mapan. 3arto
je moryhe ma cBe mapruje Ha TypHUDPY OyIay HepemieHe. Y TOM CIy4Yajy, CBAKMA UI'DAY UMa

. . . . -1
mapaH Opoj peMuja, Ia CAaMUM THUM U IIeo Opoj moeHa. Kako Hema Buile mapTuja o1 %,

n(n—1)
2

IITO je yKyIlaH Opoj maprTuja HA TypPHUDPY, OBaj OpPOj, Tj. , mpencrasspa HajBehu moryhn
OpOj HepeIleHUX IapTuja ¥ OBOM CIydYajy.
2° n je mapau: AHaJOTHO, CBAKM UIrpay Urpa TAuyHo N — 1 mapruja, mMTO je HemapaH Opoj.
Crora, urpau He MOKe MMaTH CBe IapTHje HepemeHe, jep Ou Tama mMao Hemapan OpPOj
pemuja. Ca mpyre crpane, najsehiu mapan 6poj koju je mamu ox n — 1 jecte n — 2, Te cBaku
Urpad MOK€ MMaTU HAajBUIIE 71 — 2 HEPEIIEHE MapTUje.

OBO ce MOKe OCTBAPUTU TAKO IITO, HA IPUMEDP, UCPaUe yIapUMO:

(1,2),(3,4), ..., (n— 1,n),

7 HeKa y CBAKOM OX OBMX IapoBa mapruja Oyne omiryueHa (HUje HEPemeHO), HOK Cy CBe
octasie maprtuje Hepemene. Tana cBaku urpad uMa TAYHO jeJHY OIydYeHy napTujy (mobena
Wiy mopa3) u n — 2 HepeleHe napTuje, MTo je mapad O0poj, Té CBU UIPadu UMajy ueo 6poj
noena. Jlakme, y oBoM ciyuajy mobujamo ma je w najsehu Moryhu Opoj HepereHux
mapTuja.



