
Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

31. januar 2026.

Prvi razred - A kategorija

1. Ukoliko je (a, b, c, d, e) = (1, 0, 1, 0,−1) tada je I = 3. Doka�imo da je pod navedenim
uslovima uvek I ≥ 3. Pretpostavimo suprotno. Tada je I ≤ 2, pa su me�u brojevima
a, b, c, d i e bar tri jednaka nuli (poxto je kvadrat celog broja koji je razliqit od
nule ne maǌi od 1). Sada zbog cikliqnosti uslova a ̸= b ̸= c ̸= d ̸= e ̸= a, bez umaǌeǌa
opxtosti mo�emo pretpostaviti da je a = 0. Tada je b ̸= 0 i e ̸= 0, pa kako su bar tri
broja me�u brojevima a, b, c, d i e jednaka nuli, mora biti c = d = 0. Kontradikcija.
Ovim je dokazano da je najmaǌa vrednost izraza I jednaka 3.

2. Neka su a1, a2, . . . , an razliqiti brojevi iz skupa {1, 2, . . . , n}. Posmatrajmo zbir

S = (a1 − 1) + (a2 − 2)2 + · · ·+ (an − n)n =

n∑
i=1

(ai − i)i.

Za svaki ceo broj x i svaki i ≥ 1 va�i

xi ≡ x (mod 2),

jer stepen ne meǌa parnost datog broja. Otuda,

(ai − i)i ≡ ai − i (mod 2),

odakle sledi

S ≡
n∑

i=1

(ai − i) (mod 2).

S obzirom da je (a1, . . . , an) permutacija skupa {1, . . . , n}, imamo
n∑

i=1

ai =

n∑
i=1

i,

te je
n∑

i=1

(ai − i) = 0.

Dakle, S je paran broj.

3. Primetimo da je tetiva AB konstantne du�ine, tj. ne zavisi od izbora taqke P .
Na kru�nicama k1 (na slici je oznaqena sa c1) neka je ∢APB = α, a na k2 (na slici je
oznaqena sa c2) neka je ∢AXB = ∢AY B = β.



Tako�e, ovi uglovi su konstantne veliqine jer je tetiva AB konstantna. Otu-
da va�i da je ∢XBP = ∢PAY = π − (α + β) pa je ∢XAY = ∢Y BX = α + β. Kako
su ova dva posledǌa ugla konstantne vrednosti, bez obzira na poziciju taqke P , ta-
da je i du� XY tako�e konstantne veliqine.

4. Odgovor su brojevi 912 i 6912. Doka�imo da su to jedina rexeǌa. Neka je x =
cn...c3c2c1c0, ci ∈ {6, 9} rexeǌe. Broj x mora biti neparan, pa je c0 = 9 i x = 9+ c1 · 121 +
· · · + cn · 12n. Ako je c1 = 9 onda 9 | x, ali 27 ∤ x, xto je nemogu�e, pa je c1 = 6. Dakle,
x = 81 + c2 · 122 + · · ·+ cn · 12n. Ako je c2 = 6, onda 27 | x, ali 81 ∤ x jer jedino qlan 122 · 6
nije deǉiv sa 81. Zato je c2 = 9 i x = 1377+ c3 ·123+ · · ·+ cn ·12n. Ako je c3 = 9 onda 81|x,
ali 243 ∤ x jer jedino broj 1377 nije deǉiv sa 243. Zakǉuqujemo da je c3 = 6. Konaqno,
sada je x = 11745+ c4 ·124+ · · ·+ cn ·12n. Me�utim sada opet 81|x, a 243 ∤ x jer 243 ∤ 11745,
qime je dokaz zavrxen.

5. Primetimo da je P1 · P2 · P3 = 8! = 40320. Daǉe, 40320 = P1 · P2 · P3 ⩽ P · P · P , pa je
P ⩾ 35.

Razmotrimo sluqaj P = 35. Kako je 35 = 5 · 7, to se u jednom skupu nalaze samo
brojevi 5 i 7 (i eventualno 1). Kako me�u brojevima od 1 do 8 imamo taqno jedan
broj deǉiv sa 5 i taqno jedan deǉiv sa 7, to je u ostala dva skupa proizvod brojeva
maǌi od 35. Tako�e, ni u jednom skupu proizvod brojeva ne mo�e da bude 34 = 2 · 17
jer 17 ̸∈ {1, 2, . . . , 8}. Iz istog razloga ni u jednom skupu proizvod brojeva ne mo�e da
bude 33 = 3 · 11, pa je proizvod u sva tri skupa ne ve�i od 35 · 32 · 32 = 35840 ⩽ 40320,
pa P ̸= 35. Sa druge strane, podela na skupove {1, 5, 7}, {2, 3, 6} i {4, 8} daje P1 = 35,
P2 = 36 i P3 = 32, odnosno P = 36, xto je i rexeǌe zadatka.
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Drugi razred - A kategorija

1. (a) Prebacivaǌem
√
2 na drugu stranu imamo α −

√
2 = 4

√
2, pa kvadriraǌem imamo

(α −
√
2)2 =

√
2 , α2 + 2 − 2α

√
2 −

√
2 = 0,

√
2 = α2+2

1+2α (1 + 2α > 0), leva strana je
iracionalna, a ako je α racionalan, desna strana je tako�e racionalna, te dolazimo
do kontradikcije. Dakle, α nije racionalan.

(b) Od ranije
√
2 = α2+2

1+2α , kvadriraǌem imamo 2 = (α2+2)2

(1+2α)2 , 2(1 + 2α)2 = (α2 + 2)2, (α2 +

2)2 − 2(1 + 2α)2 = 0, pa polinom P (x) = (x2 + 2)2 − 2(1 + 2x)2 zadovoǉava tra�eni uslov.
Dakle, jedino rexeǌe je x = 1, y = 2, z = 1.

2. Neka je x =
√
n i x2 = x + 360k, za k ∈ N. Va�i sin((x2)◦) = sin(x◦). Doka�imo da

se prirodan broj x mo�e izabrati na beskonaqno mnogo naqina. Rexavamo kvadratnu

jednaqinu x2 − x− 360k = 0. Za x > 1, rexeǌe je oblika x =
1 +

√
1 + 1440k

2
.

Preostalo je dokazati da postoji beskonaqno mnogo kvadrata prirodnih brojeva oblika
1+1440k. Napomenimo da ako je 1+

√
1 + 1440k ceo broj, onda je i paran zbog neparnosti

broja 1 + 1440k. Zapisujemo m2 = 1 + 1440k ⇐⇒ 1440k = (m − 1)(m + 1). Mogu�e je
izabrati m− 1 = 1440t i m+ 1 = 1440t+ 2, za bilo koje t ∈ N.

3. Za svakog takmiqara, broj poena je 1
2a + b, gde je a broj nerexenih partija koje je

igraq odigrao, a b broj pobeda, odatle sledi da takmiqar ima ceo broj poena ako i
samo ako je broj nerexenih partija paran. Daǉe rexeǌe zavisi od parnosti broja n,
tj. broja igraqa.

1◦ n je neparan: Tada svaki igraq igra ukupno n−1 partija, a broj n−1 je paran. Zato
je mogu�e da sve partije na turniru budu nerexene. U tom sluqaju, svaki igraq ima
paran broj remija, pa samim tim i ceo broj poena. Kako nema vixe partija od n(n−1)

2 ,
xto je ukupan broj partija na turniru, ovaj broj, tj. n(n−1)

2 , predstavǉa najve�i mogu�i
broj nerexenih partija u ovom sluqaju.

2◦ n je paran: Analogno, svaki igraq igra taqno n − 1 partija, xto je neparan broj.
Stoga, igraq ne mo�e imati sve partije nerexene, jer bi tada imao neparan broj
remija. Sa druge strane, najve�i paran broj koji je maǌi od n− 1 jeste n− 2, te svaki
igraq mo�e imati najvixe n− 2 nerexene partije.

Ovo se mo�e ostvariti tako xto, na primer, igraqe uparimo:

(1, 2), (3, 4), . . . , (n− 1, n),

i neka u svakom od ovih parova partija bude odluqena (nije nerexeno), dok su sve
ostale partije nerexene. Tada svaki igraq ima taqno jednu odluqenu partiju (pobeda
ili poraz) i n − 2 nerexene partije, xto je paran broj, te svi igraqi imaju ceo broj
poena. Dakle, u ovom sluqaju dobijamo da je n(n−2)

2 najve�i mogu�i broj nerexenih
partija.

4. Poxto se k1 i upisani krug dodiruju u taqki E to je prava AB tangenta na krug k1.
Sliqno, prava AC je tangenta na krug k2. Taqka A ima jednake potencije u odnosu na
krugove k1 i k2 i one iznose AE2 = AF 2.



Zato se A nalazi na radikalnoj osi ovih krugova, odnosno na pravoj HO. Ostaje
da doka�emo da je ∢AOI = 90. Kako je ∢AEO = ∢OHE = ∢OHF = ∢AFO (tangentni i
periferijski uglovi) qetvorougao OAFE je tetivan. Preqnik ǌegovog opisanog kruga
je AI, te je ∢AOI = 90 qime je dokaz zavrxen.

5. (a) Primetimo da se nakon svakog poteza, ostatak broja na tabli pri deǉeǌu sa 7
ne meǌa. Zaista, x + 7 ≡ x (mod 7), x + 1001 ≡ x (mod 7) i 210 = 1024 ≡ 2 (mod 7). Sa
druge strane, 20242024 + 2025 ≡ 12024 + 2 ≡ 3 (mod 7), te je odgovor ne.
(b) Da! Na primer, nakon prve minute umesto broja 2 zapixemo 210 = 1024, te nakon
druge minute zapisujemo 1024 + 1001 = 2025.
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1. Neka je B = A + 2024AT , B = [bij ]2023×2023, BT = [btij ]2023×2023. Tada je B + BT =

2025(A+AT ), odakle dobijamo da je bij ≡ −btij (mod 2025), i, j = 1, 2, . . . , 2023. Na osnovu
osobina determinanti, ako posmatramo sve elemente matrica po modulu 2025, sledi da
je detB = det(−I) det(BT ) = (−1)2023 detB = − detB, odnosno da je 2 detB ≡ 0 (mod 2025).
Dakle, detB je deǉivo sa 2025.

2. Dokaza�emo da su brojevi z = ±1 jedina rexeǌa. Posmatrajmo najpre brojeve sa
navedenom osobinom kod kojih je |z| > 1. Iz nejednakosti trougla imamo

|z|n +
1

|z|n ≥ |zn +
1

zn
| = |zn+1 +

1

zn+1
| ≥ |z|n+1 − 1

|z|n+1
,

odakle zbog |z| > 1 va�i |z|n+1 ≤ |z|n + 1
|z|n + 1

|z|n+1 < |z|n + 2. Dakle, za svaki prirodan
broj n va�i

|z|n <
2

|z| − 1
. (1)

Kako je |z| > 1, to veliqina |z|n, kada n prolazi skupom prirodnih brojeva nije odozgo
ograniqena, xto je u suprotnosti sa (1). Ovim smo dobili da ne postoje brojevi z sa
navedenom osobinom kod kojih je |z| > 1. Primetimo da je neki broj z rexeǌe zadatka
akko je 1

z rexeǌe zadatka. Zato ako bi neki broj z za koji je |z| < 1 bio rexeǌe
zadatka, onda bi i broj 1

z bio rexeǌe i za ǌega bi va�ilo | 1z | > 1. Me�utim, kako
smo ve� dokazali da nema rexeǌa me�u brojevima kojima je moduo ve�i od 1, odavde
zakǉuqujemo da nema rexeǌa ni me�u brojevima kojima je moduo maǌi od 1. Razmotrimo
jox sluqaj |z| = 1. Tada je z = |z|2

z = 1
z , te je |zn + 1

zn | = |zn + zn| = 2|Re(zn)|. Neka je
z = a+ bi, a, b ∈ R, pri qemu je a2+ br = 1. Sada iz jednakosti |z+ 1

z | = |z2+ 1
z2 | = |z3+ 1

z3 |
lako dobijamo da je |a| = |2a2 − 1| = |4a3 − 3a|. Rexavaǌem posledǌeg sistema nalazimo
da je a = ±1, qime je b = 0, odnosno z = ±1. Brojevi z = ±1 oqigledno jesu rexeǌa
zadatka, a iz svega navedenog zakǉuqujemo i da su jedina.

3. Po modulu 9 imamo 1 + 2y ≡ 0 (mod 9), 2y ≡ 8 (mod 9). Stepen broja 2 pri deǉeǌu
sa 9 daje ostatke, periodiqno, 2, 4, 8, 7, 5, 1, pa 3 deli y. Po modulu 7 imamo da je
5202 ≡ 1 (mod 7), 10x + 1 ≡ 1 (mod 7), te dobijamo da 7 deli 10x, xto je kontradikcija.

4. (PRVO REXEǋE) Primetimo da je i qetvorougao MECF paralelogram, i presek
ǌegovih dijagonala obele�imo sa X. Kako je MN i MP sredǌe linije trougla △ABC,
znamo da je i qetvorougao MNCP paralelogram, odnosno X je tako�e sredixte i du�i
NP . Sada znamo da je i qetvorougao NEPF paralelogram.



Da bismo dokazali tvr�eǌe zadatka dvoǉno je da doka�emo da je ∢NMP = ∢NFP ,
odnosno da je ∢NEP = ∢NCP . Posledǌa jednakost va�i jer je qetvorougao CPEN
tetivan, sa opisanim krugom koji je homotetiqan sa opisanim krugom trougla △ABC
kroz C sa koeficijentom 1

2 (E, N i P su redom sredixta du�i CD, CB i CA). Ovime
je tvr�eǌe zadatka dokazano.
(DRUGO REXEǋE) Sa H obele�imo presek dijagonala paralelograma MDEF .
Znamo da prava DF prolazi kroz sredixte te�ixne du�i trougla △MDC, pa zato
seqe ǌegovu stranicu MC u taqki T takvoj da je CT : MT = 2 : 1. Dakle, taqka T je
te�ixte trougla △ABC.

Daǉe, iz sliqnosti trouglova △FMT i △DCT dobijamo da je DT : FT = 2 : 1,
odnosno taqka F je slika taqke D pri homotetiji sa centrom u T i koeficijentom − 1

2 .
Kako je poznato da ova homotetija slika opisani krug trougla u ǌegov Ojlerov krug,
F se nalazi na Ojlerovom krugu trougla △ABC qime smo dokazali tvr�eǌe zadatka.



5. (PRVO REXEǋE) Konstruisa�emo tra�ena particionisaǌa indukcijom po k. U
sluqaju baze (k = 1), imamo a1 jednoqlanih skupova, pa koji god izabrali, postoja�e
taqno 1 element u ǌemu. Pretpostavimo sada da postoje tra�ena particionisaǌa
za neko k ∈ N. Ako je n0 = a1a2...ak, tada je n = n0ak+1. Da bismo od starih par-
ticionisaǌa napravili nova, u svaki od prethodno konstruisanih skupova treba da
dodamo jox po ak+1 − 1 elemenata, i treba da odradimo jox jedno particionisaǌe na
ak+1 skupova. To �emo jednostavno uraditi: u svaki od prethodnih skupova �emo svuda
gde se nalazio neki element izme�u 1 i n0 dodati sve elemente koji su sa ǌim jednaki
po modulu n0, a u novom particionisaǌu �emo skup {1, 2, ..., n} podeliti na skupove
oblika {m · n0 + 1,m · n0 + 2, ..., (m + 1) · n0} za m = 0, ak+1 − 1. Sada, za bilo kojih
odabranih k skupova iz prvih k particionisaǌa, zbog indukcijske hipoteze i naxe
konstrukcije imamo taqno odre�enu vrednost po modulu n0 koju uzimaju svi elementi
u ǌihovom preseku, a kada dodamo i posledǌi skup, presek postaje jednoqlan, jer u
svakom od skupova iz novog particionisaǌa imamo po taqno jedan element koji daje
svaki ostatak po modulu n0. Time je dokaz zavrxen.
(DRUGO REXEǋE) Uoqimo n k-torki prirodnih brojeva, gde i-ti element k-torke
uzima vrednosti iz skupa {1, 2, ..., ai} za svako i = 1, k. Primetimo da elemenata sa
fiksnom i-tom koordinatom ima n

ai
, za svako i = 1, k, te mo�emo ove k-torke deliti

u skupove po ǌihovim koordinatama. Dakle, u i-tom particionisaǌu j-ti skup �e
sadr�ati sve k-torke koje na i-toj poziciji imaju broj j, za sve i = 1, k i j = 1, ai.
Sada, za svaki odabir skupova, znamo taqno koje koordinate mora imati k-torka u
preseku svih tih skupova, pa je po konstrukciji jasno da postoji taqno jedna takva
k-torka za svaki odabir skupova. Kako je k-torki n, svakom broju �emo dodeliti po
taqno jednu k-torku, i umesto k-torki �emo posmatrati brojeve. Ovime je tvr�eǌe
zadatka dokazano.
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1. Ukupno ima
(
8
3

)
= 56 naqina da se izaberu tri razliqita temena kocke.

Pokaza�emo da su svi tako dobijeni trouglovi pravougli, osim onih koji su
saqiǌeni od tri dijagonale strana kocke.

Zaista, neka su izabrana tri razliqita temena A,B,C date kocke. Posmatrajmo
trougao ABC.

Ako je jedna od du�i AB,BC,CA ivica kocke, recimo da je to du� AB, tada su
taqke A i B susedna temena kocke. Tre�e teme C se nalazi u jednoj od strana kocke
koje sadr�e ivicu AB, ili u nekoj od preostalih strana koje sa ǌom nemaju zajedniqku
ivicu.

U oba sluqaja, jedna od du�i AC ili BC le�i u pravcu ivice kocke koja je nor-
malna na ivicu AB. Poxto su sve ivice kocke koje izlaze iz istog temena me�usobno
normalne, sledi da je jedan od uglova trougla ABC prav.

Prema tome, ako trougao ABC ima bar jednu stranu koja je ivica kocke, onda je taj
trougao pravougli.

Jedini preostali sluqaj je kada nijedna od du�i AB,BC,CA nije ivica, tj. kada su
sve tri du�i dijagonale nekih strana. To se dexava upravo kada su A,B,C tri temena
susedna nekom temenu kocke. Tada su AB,BC,CA tri dijagonale triju strana koje se
seku u pomenutom temenu kocke, te dobijeni trougao nije pravougli (on je jednakos-
traniqan). Stoga, za svako teme kocke postoji taqno jedan takav trougao, pa ih ima
taqno 8. Dakle, nepovoǉnih izbora je 8, pa je tra�ena verovatno�a

P = 1− 8(
8
3

) = 1− 8

56
=

6

7
.

O B

D

A

2. (PRVO REXEǋE:) Poqetni izraz mo�emo napisati u obliku

a log(1 + b) + b log(1 + c) + c log(1 + a) = log
(
(1 + b)a(1 + c)b(1 + a)c

)
.

Kako je funkcija f(x) = log x rastu�a, dovoǉno je na�i najve�u mogu�u vrednost izraza
unutar logaritma. Primenimo na taj izraz te�insku aritmetiqko–geometrijsku nejed-
nakost:

(1 + b)a(1 + c)b(1 + a)c ≤ a(1 + b) + b(1 + c) + c(1 + a)

a+ b+ c
= 1 + ab+ bc+ ca.



Najve�a mogu�a vrednost izraza ab+ bc+ ca je 1
3 . Zaista,

1 = (a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca+ 3(ab+ bc+ ca)

=
1

2

(
(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2

)
+ 3(ab+ bc+ ca) ≥ 3(ab+ bc+ ca).

Odavde dobijamo

S(a, b, c) ≤ log(1 + ab+ bc+ ca) ≤ log

(
4

3

)
,

pri qemu se obe nejednakosti posti�u upravo kada je a = b = c = 1
3 . Dakle, najve�a

mogu�a vrednost izraza je

log

(
4

3

)
.

(DRUGO REXEǋE:) Primetimo da je funkcija f(x) = log(1+x) konkavna na intervalu
definisanosti, tj. za x ∈ (−1,+∞). Poxto je a+b+c = 1, mo�emo primeniti Jensenovu
nejednakost na poqetni izraz (za sluqaj konkavne funkcije):

S(a, b, c) = af(b) + bf(c) + cf(a) ≤ f(ab+ bc+ ca) = log(1 + ab+ bc+ ca).

Jednakost se posti�e za a = b = c, te je nastavak isti kao i u prvom rexeǌu.

3. Iz nejednakosti nm = n! + n ⩾ 1 + 1 = 2 zakǉuqujemo da je n ⩾ 2.
Deǉeǌem obe strane sa n, dobijamo (n− 1)!+1 = nm−1, pa kako je nm−1 > 1, to je m ⩾ 2.
Iz ovog zapisa vidimo da n ∤ (n− 1)!, pa ako bi n bio oblika n = ab, za neke a ̸= b, pri
qemu su oba ve�a od 1 i maǌa od n, imali bismo ab | (n− 1)!, xto je kontradikcija, pa
n = a2 ili je n prost broj.
1◦ Neka je n = a2: Imamo a | nm−1 i a | (n − 1)!, pa a | 1, tj. a = 1 i n = 1. Me�utim,
pokazali smo da mora da va�i n ⩾ 2, pa u ovom sluqaju nema rexeǌa.
2◦ Neka je n prost broj: Za n = 2 dobijamo m = 2, za n = 3 imamo m = 2, dok za n = 5
dobijamo m = 3.
Neka je sada n ⩾ 7 prost broj. Tada je (n−1)! = 2·3 · · · (n−1) < nn−2, pa (n−1)!+1 ⩽ nn−2.
Kako va�i i nm−1 ⩽ nn−2, to je m < n. Kako je n ⩾ 7, to je 2 < n−1

2 < n − 1, pa
(n− 1)2 | (n− 1)!. Sada (n− 1)2 | nm−1 − 1, tj. (n− 1)2 | ((n− 1) + 1)m−1 − 1. Iz binomne
formule odavde sledi (n− 1)2 | (m− 1)(n− 1), tj. n− 1 | m− 1. Me�utim, kako smo ve�
pokazali da va�i n > m ⩾ 2, zakǉuqujemo da je nemogu�e da va�i n− 1 | m− 1.

Dakle, zadatak ima tri rexeǌa: (m,n) ∈ {(2, 2), (2, 3), (3, 5)}.
4. Dokaza�emo da je taqka H zapravo taqka G preslikana preko prave BC, odakle
direktno sledi tvr�eǌe zadatka. Izraqunajmo prvo par uglova. Znamo da je ∢AGB =
180◦ −∢AEB, kao i ∢AGC = 180◦ −∢AFC, pa kako je ∢EAF = 90◦ (taqka A je na krugu
sa preqnikom EF ), lako dobijamo da je i ∢BGC = 90◦.



Iz tetivnosti qetvorougla AEBG dobijamo ∢EGB = ∢EAB = ∢EAD −∢BAD = (90◦ −
∢ADB

2 )− (90◦ − ∢AOB
2 ) = ∢AOB−∢ADB

2 = ∢OBC
2 = θ. Sliqno dobijamo i ∢CGF = ∢CAF =

∢OCB
2 = θ. Obele�imo sada sa H ′ taqku dobijenu preslikavaǌem taqke G preko BC.

Znamo da je ∢BH ′F = ∢BGF = ∢BGC +∢CGF = 90◦ + θ, dok je s druge strane ∢BAF =
∢EAF − ∢EAB = 90◦ − θ. Dakle, ∢BAF + ∢BH ′F = 180◦, pa je qetvorougao ABH ′F
tetivan. Sliqno je i qetvorougao AEH ′C tetivan, pa je H ≡ H ′, qime smo dokazali
tvr�eǌe zadatka.

5. Fiksirajmo poqetak izlomǉene linije (postoji n naqina da to uradimo). Istu
�emo praviti iterativno poqev od datog poqetka. U svakom od narednih n − 2 kora-
ka potrebno je spojiti trenutni kraj izlomǉene linije sa novom taqkom preko du�i.
Kandidati za novi kraj su dve susedne taqke od krajeva skupa taqaka koje smo do sada
obixli. Napomiǌemo da je taj skup povezan. Ukoliko taj skup nije povezan, odnosno
nisu svi ǌegovi elementi susedni, onda nax proces mora napraviti izlomǉenu liniju
koja seqe samu sebe. U posledǌem n − 1-om koraku, spajamo trenutni kraj sa jedinom
preostalom taqkom. Broj naqina da izvrximo pomenuti proces je n · 2n−2. Primetimo
da odre�ena linija ne razlikuje svoj poqetak i posledǌi kraj, te smo svaku izbrojali
dvaput. Konaqan rezultat je n · 2n−3.
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Prvi razred - B kategorija

1. Uzmimo (a, b, c) = (−1, 0, 1). Tada je

I = a2 + b2 + c2 = 1 + 0 + 1 = 2.

Doka�imo da je uvek I ≥ 2. Poxto su a, b, c razliqiti celi brojevi, najvixe jedan od
ǌih mo�e biti nula. Prema tome, bar dva od brojeva a, b, c su nenula, te su ǌihovi
kvadrati najmaǌe 1. Otuda

I = a2 + b2 + c2 ≥ 1 + 1 = 2.

Dakle, najmaǌa mogu�a vrednost je 2 , i posti�e se za (a, b, c) = (−1, 0, 1) (i za bilo
koju ǌegovu permutaciju).

2. Krenimo sa preraqunavaǌem samih kompozicija da bismo uoqili pravilo. Imamo:

f2(x) =
−2x− 4

x
. Jednostavno se dobija

f3(x) = f(f2(x)) = x.

Sada je f4(x) = f(f3(x)) = f(x), xto implicira slede�e: f5(x) = f2(x), f6(x) =
f3(x), f7(x) = f(x), . . . .

Kako je 2025 deǉivo sa 3, sledi da je

f2025(2025) = f3(2025) = 2025.

3. Vidimo da 5 deli dati broj, te 25 deli mogu�i stepen, pa 25|a5, pa je a ∈ {2, 7}.
Sledi, ako je u pitaǌu barem tre�i stepen, 125 �e deliti dati broj, tj. 125|2a5, te a
ne mo�e biti niti jedan od prethodnih. Stoga, tra�eni broj mo�e biti samo potpun
kvadrat, te �e dati ostatak 0 ili 1 pri deǉeǌu sa 4. Sledi, a = 7 ne ispuǌava uslov
(75 ne daje ostatak 0 ili 1 pri deǉeǌu sa 4), te mo�e biti samo a = 2. Ispitujemo da
li je broj 2202225 kvadrat nekog prirodnog broja. Zbir cifara mu je 15, xto znaqi
da je deǉiv sa 3, ali ne i sa 9. Dakle, ne postoji takva cifra a.

4. Neka je ABCD dati pravougaonik i neka je O presek ǌegovih dijagonala.
Oznaqi�emo sa ℓ datu pravu. S obzirom da se u formulaciji zadatka jasno istiqu
reqi - ako i samo ako, rexeǌe sprovodimo u dva smera.

(⇐) Pretpostavimo da prava ℓ prolazi kroz taqku O i, bez ograniqeǌa opxtosti,
pretpostavimo da seqe ivice pravougaonika u taqkama P i Q, koje su razliqite od
temena datog pravougaonika (videti sliku). U ostalim sluqajevima, tj. ukoliko prava
ℓ, koja sadr�i taqku O, zauzme neki drugi polo�aj, tvr�eǌe u ovom smeru postaje
trivijalno.

Jasno je da su trouglovi BOQ i DOP podudarni, jer je BO = DO, ∠BOQ = ∠DOP
(unakrsni), ∠QBO = ∠PDO (naizmeniqni), odakle zakǉuqujemo da su du�i BQ i DP
podudarne, a samim tim i AQ i CP . Stoga, trapezi AQPD i CPQB su podudarni,
te imaju jednake povrxine. Napomenimo da bismo isti zakǉuqak dobili da smo oba
trapeza podelili odgovaraju�im normalama iz taqaka P i Q na prave AB i CD, re-
dom, na po jedan trougao i pravougaonik, koji su podudarni (trougao nastao deobom



O

ℓ

P

QA B

CD

prvog trapeza sa odgovaraju�im trouglom drugog trapeza, odnosno, pravougaonik nas-
tao deobom prvog trapeza sa odgovaraju�im pravougaonikom koji nastaje deobom drugog
trapeza).

(⇒) Neka sada prava ℓ deli pravougaonik na dva dela jednakih povrxina. Pretpostavi-
mo suprotno, tj. da prava ℓ ne prolazi kroz taqku O. Oznaqimo sa ℓ′ pravu koja sadr�i
taqku O i paralelna je sa pravom ℓ (videti sliku ispod). Prave ℓ i ℓ′ su razliqite,
jer ℓ ne sadr�i taqku O, pa je deo prave ℓ, tj. otvorena du� PQ, unutar jednog od
trapeza AQ′P ′D ili CP ′Q′B. Na osnovu prvog dela rexeǌa (prvi smer), prava ℓ′ deli
polazni pravougaonik na dva dela jednakih povrxina. Me�utim, i prava ℓ ima to svo-
jstvo, odakle �e slediti da figura koja pripada pojasu izme�u dve paralelne prave
ℓ i ℓ′ i koja se nalazi unutar pravougaonika ABCD, xto mo�e biti paralelogram
QQ′P ′P ili petougao QQ′P ′DP (ovo �e se desiti kada P pripada otvorenoj du�i AD)
ima povrxinu jednaku nula, xto je nemogu�e. Dakle, suprotna pretpostavka dovodi do
kontradikcije, odakle zakǉuqujemo da prava ℓ sadr�i taqku O.

O

ℓ

ℓ′

P

Q

P ′

Q′A B

CD

5. (PRVO REXEǋE) Brojevi (ai−i)2 su iste parnosti kao i ai−i, za svako 1 ⩽ i ⩽ 2025.
Kako je zbir svih ovih drugih brojeva nula (paran), jer je

S = (a1 − 1) + (a2 − 2) + · · ·+ (a2025 − 2025) =

2025∑
i=1

(ai − i) =

2025∑
i=1

ai −
2025∑
i=1

i = 0,

to je polazni izraz paran broj.
(DRUGO REXEǋE) Iz jednakosti

(a1 − 1)2 + (a2 − 2)2 + · · ·+ (a2025 − 2025)2 =



=

2025∑
i=1

a2i − 2

2025∑
i=1

iai +

2025∑
i=1

i2 = 2(

2025∑
i=1

i2 −
2025∑
i=1

iai),

jer je (a1, a2, . . . , a2025) permutacija od (1, 2, . . . , 2025), dobijamo da je polazni broj paran.
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Drugi razred - B kategorija

1. (PRVO REXEǋE) Razlikova�emo tri sluqaja:

1◦ Neka je a = 1. Tada jednaqina nije kvadratna, tj. postaje linearna, te ne mo�e
imati dva rexeǌa (za one koji to ne primete, sluqaj bi svakako otpao, jer u istom je
rexeǌe x = −2 ̸∈ (1, 2)).

Neka je a ̸= 1. U daǉem podrazumevamo da u sluqaju kvadratne jednaqine, ukoliko
je diskriminanta iste jednaka nula, da ona ima dva realna rexeǌa, koja su jednaka.
Razmatramo kvadratnu funkciju

f(x) = (a− 1)x2 + ax+ 2, x ∈ R, a ̸= 1.

Da bi polazna jednaqina imala dva realna rexeǌa mora biti D ≥ 0, gde je D =
a2 − 8(a− 1) = a2 − 8a+ 8 diskriminanta te jednaqine. Dakle, uslovi zadatka, za sada,
su D ≥ 0 i a ̸= 1 ⇐⇒ a2 − 8a+ 8 ≥ 0 i a ̸= 1 ⇐⇒ (a ≤ 4− 2

√
2 ili a ≥ 4 + 2

√
2)

i a ̸= 1.

1 x1 x2 2

−
a

2(a − 1)

x

y

2◦ Neka je sada a > 1. Da bi u ovom sluqaju jednaqina imala oba rexeǌa u intervalu
(1, 2) mora biti f(1) > 0, f(2) > 0, 1 < − a

2(a−1) < 2 (x koordinata temena parabole mora

pripadati intervalu (1,2)) i f(− a
2(a−1) ) ≤ 0, tj. a > − 1

2 , a > 1
3 , a ∈ ∅ i − D

4(a−1) ≤ 0, tj.
a ∈ ∅, jer nejednaqina 1 < − a

2(a−1) < 2 nema rexeǌa za a > 1.

1 x1 x2 2−
a

2(a − 1)

x

y



3◦ Neka je sada a < 1. Da bi u ovom sluqaju jednaqina imala oba rexeǌa u intervalu
(1, 2) mora biti f(1) < 0, f(2) < 0, 1 < − a

2(a−1) < 2 i f(− a
2(a−1) ) ≥ 0, tj. a < − 1

2 , a < 1
3 ,

a ∈ (23 ,
4
5 ) i − D

4(a−1) ≥ 0, odnosno, a < − 1
2 , a < 1

3 , a ∈ ( 23 ,
4
5 ) i a < 1, tj. a ∈ ∅.

Konaqno, polazna jednaqina ni za jedno realno a ne�e imati dva realna rexeǌa u
intervalu (1, 2) (ukǉuquju�i ona, dupla, koja su jednaka).
(DRUGO REXEǋE) Ako je a = 1, jednaqina ima jedno rexeǌe x = −2. U suprotnom,
za nule kvadratne funkcije f(x) = (a−1)x2+ax+2, na osnovu Vijetovih formula, va�i

x1x2 =
2

2(a− 1)
.

Kako je uslov zadatka da obe nule pripadaju intervalu (1, 2), to je ǌihov proizvod
pozitivan broj, pa a > 1 (zapravo, neophodno je da proizvod pripada intervalu (1, 4),
odakle dobijamo jaqu ocenu: a ∈

(
5
4 , 2

)
, xto �e se ispostaviti da nije neophodno u ovom

zadatku).
Jasno je da x-koordinata temena kvadratne funkcije f mora pripadati intervalu

(1, 2). Stoga, jednostavno dobijamo da je x-koordinata temena kvadratne funkcije f
jednaka xT = − a

2·(a−1) . Kako je a > 1, to je xT < 0. Kontradikcija!
Dakle, nijedan realan broj a ne ispuǌava uslove zadatka.

2. Standardno, stavimo da je z = x + iy, x, y ∈ R. Zamenom u polaznu jednaqinu i
grupisaǌem sabiraka dobijamo

(x3 + 3ix2y − 3xy2 − iy3) + (x2 + y2) + x = 0

(x3 − 3xy2 + x2 + y2 + x) + (3x2y − y3)i = 0,

odakle je x3 − 3xy2 + x2 + y2 + x = 0 i 3x2y − y3 = 0. Druga jednaqina je ekvivalentna
sa y(3x2 − y2) = 0, odnosno y = 0 ili y2 = 3x2. U prvom sluqaju, zamenom u jednaqinu
realnog dela dobijamo 0 = x3+x2+x = x(x2+x+1), odakle je x = 0 ili x2+x+1 = 0. No,
posledǌa jednaqina nema realnih rexeǌa, pa ostaje jedino x = 0. U drugom sluqaju,
zamenom u jednaqinu realnog dela nalazimo 0 = x3 − 9x3 + x2 + 3x2 + x = −8x3 + 4x2 + x,
odakle je x = 0 (i y = 0) ili 8x2 − 4x− 1 = 0. Rexeǌa posledǌe kvadratne jednaqine su
x = 1+

√
3

4 i x = 1−
√
3

2 . Konaqno, uslov y2 = 3x2 nam daje y = ±x
√
3 = ± 1±

√
3

4

√
3 = ±3±

√
3

4 .
Dakle, sva rexeǌa jednaqine su data parovima:

(x, y) ∈ {(0, 0), (1 +
√
3

4
,
3 +

√
3

4
), (

1 +
√
3

4
,−3 +

√
3

4
),

(
1−

√
3

4
,
3−

√
3

4
), (

1−
√
3

4
,−3−

√
3

4
)}.

3. Ako bi va�ilo n ⩾ 25, tada bi 55 | n! i 25 | n!, pa bi se broj zavxavao sa bar 5
nula, xto nije sluqaj. Sa druge strane, za n < 20 imamo 54 ∤ n!, xto tako�e nije sluqaj.
Dakle, 20 ⩽ n < 25.
Primetimo da n! mo�emo zapisati kao

n! = x ·
∏

0⩽i⩽3

(5i+ 1)(5i+ 2)(5i+ 3)(5i+ 4)(5i+ 5),

gde je x = n!
20! prirodan broj. Daǉe, n! = x ·54(1 ·2 ·3 ·4) ·

∏
0⩽i⩽3

(5i+ 1)(5i+ 2)(5i+ 3)(5i+ 4).

Po modulu 56 imamo da je 2432902008176640000 ≡ 640000 (mod 56), te je

640000 ≡ 54 · 24 · x ·
∏

0⩽i⩽3

(5i+ 1)(5i+ 2)(5i+ 3)(5i+ 4) (mod 56).



Kako je 640000 = 64 · 104 = 24 · 54 · 64, pa

56 | 54
64 · 16− 24 · x ·

∏
0⩽i⩽3

(5i+ 1)(5i+ 2)(5i+ 3)(5i+ 4)

 ,

pa 52 deli izraz u zagradi. Kako je

(5i+ 1)(5i+ 2)(5i+ 3)(5i+ 4) ≡ 24 + 5 · (1 · 2 · 3 + 1 · 2 · 4 + 1 · 3 · 4 + 2 · 3 · 4) · i ≡ 24 (mod 25),

to je
∏

0⩽i⩽3

(5i+ 1)(5i+ 2)(5i+ 3)(5i+ 4) ≡ 244 ≡ 1 (mod 25), pa je

64 · 16− 24 · x ·
∏

0⩽i⩽3

(5i+ 1)(5i+ 2)(5i+ 3)(5i+ 4) ≡ 14 · 16 + x ≡ x− 1 (mod 25).

Prema tome, mora da va�i 25 | x−1. S druge strane, x ∈ {1, 21, 21·22, 21·22·23, 21·22·23·24}.
Ovi brojevi su, redom, kongruentni sa 1,−4, 12,−24, 24 po modulu 25. Dakle, n = 20 ili
n = 23.

Ako bi va�ilo n = 23, tada bi va�ilo 3·1018 > 23! > 7!·8·9·1010 ·204 = 5040·72·1014 ·16,
xto je ekvivalentno sa 3 · 104 > 5040 · 72 · 16, a ovo nije taqno. Dakle, n = 20.

4. Neka je ∢PAB = α. Tada ∢XAB = π−α, kao i ∢XY B = α, jer je qetvorougao XY BA
tetivan (zbir naspramnih unutraxǌih uglova u tom qetvorouglu je π).

Otuda je △PAB sliqan sa trouglom

△PY X. Sledi da je
XY

BA
=

PX

PB
, tj. XY =

BA · PX

PB
= 18.

Napomenimo da smo na slici kru�nice k1 i k2 oznaqili sa c1 i c2, redom.

5. Zbir dva razliqita broja iz skupa A = {1, 2, . . . , 9} mo�e biti bilo koji ceo broj iz
skupa {3, 4, 5, . . . , 17}. Zabraǌeni su zbirovi koji su deǉivi sa 3, ili sa 5, ili sa 7, tj.
3, 5, 6, 7, 9, 10, 12, 14, 15. Prema tome, dozvo	eni zbirovi susednih brojeva su taqno:

4, 8, 11, 13, 16, 17.

Odredimo sada dozvoǉene susednosti (za broj x ∈ A tra�imo broj y ∈ A tako da je
x+ y ∈ {4, 8, 11, 13, 16, 17}):

1 ∼ 3, 7,

2 ∼ 6, 9,

3 ∼ 1, 5, 8,

4 ∼ 7, 9,

5 ∼ 3, 6, 8,

6 ∼ 2, 5, 7,

7 ∼ 1, 4, 6, 9,

8 ∼ 3, 5, 9,

9 ∼ 2, 4, 7, 8.



Kǉuqna tri broja koja imaju taqno dva mogu�a suseda su:

1 mora biti susedan sa 3 i 7; 2 mora biti susedan sa 6 i 9; 4 mora biti susedan sa 7 i 9.

Dakle, u kru�nom rasporedu nu�no va�e veze:

(1, 3), (1, 7), (2, 6), (2, 9), (4, 7), (4, 9).

Otuda, brojevi 7 i 9 ve� imaju po dva suseda (naime, 7 ima susede 1 i 4, a 9 susede
2 i 4), pa vixe ne mogu biti susedni ni sa jednim drugim brojem. Zato 6 ne mo�e
biti susedan sa 7 (jer je 7 ve� “popuǌen”), pa 6 mora biti susedan sa 5. Kako 8 mora
imati dva suseda iz skupa {3, 5, 9}, a broj 9 ve� ima dva suseda (to su brojevi 2 i 4),
sledi da broj 8 mora biti susedan sa 3 i 5. Stoga, kru�nica se jedinstveno zatvara,
te dobijamo raspored:

1, 3, 8, 5, 6, 2, 9, 4, 7

(u smeru suprotnom od kazaǉke na satu).

1

3

8

5

62

9

4

7

Na kraju, lako se proverava da su zbirovi susednih parova u tom rasporedu:

1+3 = 4, 3+8 = 11, 8+5 = 13, 5+6 = 11, 6+2 = 8, 2+9 = 11, 9+4 = 13, 4+7 = 11, 7+1 = 8,

pa nijedan nije deǉiv sa 3, 5 ili 7. Dakle, takav raspored postoji (videti sliku).
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1. Najpre uoqimo da je dati proizvod oblika (A−B)(A+B) = A2 −B2, gde je

A = 3 sinx− 10, B = 4 cosx, x ∈ R.

Zato va�i

f(x) = (3 sinx− 10)2 − (4 cosx)2 = (3 sinx− 10)2 − 16 cos2 x, x ∈ R.

Kako je cos2 x = 1− sin2 x, dobijamo

f(x) = (3 sinx− 10)2 − 16(1− sin2 x).

Neka je t = sinx, x ∈ R. Tada je t ∈ [−1, 1]. Stoga,

f(x) = (3t− 10)2 − 16(1− t2) = (9t2 − 60t+ 100)− 16 + 16t2 = 25t2 − 60t+ 84, t ∈ [−1, 1].

Dakle, minimizacija funkcije f svodi se na minimizaciju kvadratne funkcije

g(t) = 25t2 − 60t+ 84, t ∈ [−1, 1].

Dopunom do kvadrata binoma dobijamo

g(t) = 25t2 − 60t+ 84 = (5t− 6)2 + 48,

te, da nema ograniqeǌa t ∈ [−1, 1], minimum bi bio 48 i postizao bi se za t = 6
5 > 1,

ali to nije mogu�e, jer je | sinx| ≤ 1, tj. t ∈ [−1, 1]. Stoga, kako je grafik funkcije g
parabola otvorena navixe i kako je x koordinata temena iste ve�a od 1, to na segmentu
[−1, 1] ona opada, te minimum se posti�e u taqki t = 1. Zato je

min
t∈[−1,1]

g(t) = g(1) = 25− 60 + 84 = 49.

Dakle, min
x∈R

f(x) = 49 i isti se posti�e taqno kada je sinx = 1, tj. za x = π
2 + 2kπ, k ∈ Z.

2. Dati sistem jednaqina je definisan za x > 0 i y > 0. Kako va�i xln y = yln x = eln x ln y,
to iz prve jednaqine dobijamo eln x ln y = 1. Logaritmovaǌem obe strane posledǌe jed-
nakosti dobija se lnx ln y = 0, odakle je x = 1 ili y = 1.

Ukoliko je x = 1, tada iz druge jednaqine sistema imamo 1ln 1 + yln y = e+ 1, odakle
je yln y = e. Logaritmovaǌem dobijamo (ln y)2 = 1, odnosno ln y = ±1, odakle su rexeǌa
y = e ili y = e−1. Sluqaj y = 1 daje analogna rexeǌa (e, 1) i (e−1, 1).

Dakle, rexeǌa su: (1, e), (1, e−1), (e, 1), (e−1, 1).

3. Primetimo da ne mogu sva tri broja p, q i r biti neparna. Zaista, tada bi p2 + q3

bio paran broj, a r4 neparan. Kako je 2 jedini paran prost broj, barem jedan od p,q i
r mora biti jednak 2. Diskutujemo tri sluqaja.

1. p = 2: Va�i (r2−2)(r2+2) = r4−4 = q3. Kako je q prost broj, sledi {r2−2, r2+2} =
{q, q2} ili {r2 − 2, r2 + 2} = {1, q3}. Odavde sledi q2 − q = 4 ili q3 − 1 = 4. Za q = 2
ne va�i nijedno od navedenog. Za q ≥ 3 se dokazuje q2 − q > 4 i q3 − 1 > 4. U ovom
sluqaju nema rexeǌa.



2. q = 2: Va�i (r2 − p)(r2 + p) = r4 − p2 = 8. Odavde je r2 + p ≤ 8, xto daje mogu�nosti
p ∈ {2, 3, 5, 7} i r ∈ {2}. Direktnom proverom vidimo da nijedna kombinacija ne
daje rexeǌe.

3. r = 2: Imamo p2 + q3 = 16. Kako je p2 < 16 i q3 < 16, ostaju mogu�nosti p ∈ {2, 3} i
q ∈ {2}. Direktnom proverom vidimo da nijedna kombinacija ne daje rexeǌe.

4. Neka su du�ine stranica polaznog trougla AB = c, BC = a i CA = b. Koriste�i
kosinusnu teoremu, koju primeǌujemo na △TAQ i na △PBS, dobijamo:
(1) △TAQ : Imamo

TA = b, AQ = c, ∠TAQ = 180◦ − ∠CAB = 180◦ − α,

gde je α = ∠CAB, pa je

cos(∠TAQ) = cos(180◦ − α) = − cosα = −b

c
.

A

B

C

P

Q

R

S

TU

PS = 58

QT = 59

Kosinusna teorema nam daje:

QT 2 = TA2 +AQ2 − 2 · TA ·AQ · cos(∠TAQ).

592 = b2 + c2 + 2 · b · c ·
(
b

c

)
.

3481 = 3b2 + c2. (1)



(2) △PBS : Imamo

PB = c, BS = a, ∠PBS = 180◦ − ∠ABC = 180◦ − β,

gde je β = ∠ABC, te je

cos(∠PBS) = cos(180◦ − β) = − cosβ = −a

c
.

Kosinusna teorema nam, tada, daje:

PS2 = PB2 +BS2 − 2 · PB ·BS · cos(∠PBS).

582 = c2 + a2 + 2 · c · a ·
(a
c

)
.

3364 = c2 + 3a2. (2)

Konaqno, sabiraǌem jednakosti (1) i (2) nalazimo da je 3(a2 + b2) + 2c2 = 3c2 + 2c2 =
5c2 = 6845, tj. c2 = 1369, tj. c = AB = 37.

5. Odgovor: 2025 = 452.
Pretpostavimo da su �etoni tako postavǉeni da se nijedan ne mo�e ukloniti sa table.
Posmatrajmo proizvoǉan �eton sa table. S obzirom na to da se on ne mo�e ukloniti,
zakǉuqujemo da u ǌegovom redu postoji barem 45 �etona. Kako se nijedan od tih 45
�etona ne mo�e ukloniti, to u koloni svakog od tih 45 �etona postoji bar 45 �etona.
Prema tome, na tabli je ne maǌe od 45 · 45 = 2025 �etona.
Sa druge strane, popuǌavaǌem bilo koje podtable veliqine 45 × 45 sa 2025 �etona
(ostatak je prazan), lako vidimo da niti jedan od ǌih ne mo�emo ukloniti.
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Qetvrti razred - B kategorija

1. Neka prava p seqe ose Ox i Oy u taqkama M(x, 0) i N(0, y), redom, pri qemu je
prema postavci x > 0 i y > 0. Povrxina takvog trougla je P =

xy

2
. Iz odnosa

x : y = (x − 2) : 1 dobijamo y = x
x−2 , a kako je y > 0, to mora biti x > 2. Povrxina

je sada P = P (x) = x2

2(x−2) , a kako je P ′(x) = x(x−4)
2(x−2)2 i P ′(x) < 0, za x ∈ (2, 4), odnosno

P ′(x) > 0, za x > 4, to je taqka x = 4 minimum funkcije P . Povrxina trougla je tada
P (4) = 4, a tra�ena prava, koja prolazi kroz taqke A(2, 1) i M(4, 0), ima jednaqinu
x+ 2y − 4 = 0.

Napomena. Minimum funkcije P (x) se mogao odrediti i primenom nejednakosti izme�u
aritmetiqke i geometrijske sredine. Naime, jasno je da mora da va�i x > 2 i y > 1.
Primetimo da va�i

x2

2(x− 2)
=

1

2
· x

2 − 4 + 4

(x− 2)
=

1

2

(
x+ 2 +

4

x− 2

)
=

1

2

(
4 + (x− 2) +

4

x− 2

)
.

Za x > 2 je x − 2 > 0, te, na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske
sredine, va�i

(x− 2) +
4

x− 2
⩾ 2

√
4 = 4.

Odatle sledi
x2

2(x− 2)
⩾

1

2
(4 + 4) = 4,

pri qemu jednakost va�i za x− 2 = 4
x−2 , tj. x = 4 (rexeǌe jednaqine je i x = 0 koje ne

uzimamo u razmatraǌe zbog uslova x > 2).

2. Neka je z = x + iy ∈ C. Tada, iz z ∈ A = {z : z − z + i = 0} dobijamo da je
y = − 1

2 , tj. dobijamo da su u pitaǌu kompleksni brojevi oblika z = t − 1
2 i, t ∈ R.

Oni predstavǉaju pravu p : Im z = y = − 1
2 (paralelnu sa realnom osom) u kompleksnoj

ravni (videti sliku).



0 1 2−1

1

−1
p : Im z=− 1

2

Re

Im

0 1 2−1

1

−1

k : |z−1+ 1
2 i|= 1

2

Re

Im

Analogno, iz z ∈ B = {z : Im(
1

z − 1
) = 1} dobijamo da je 1

z−1 = 1
(x−1)+iy · (x−1)−iy

(x−1)−iy =

x− 1

(x− 1)2 + y2
+i

−y

(x− 1)2 + y2
. Stoga, jednaqina Im 1

z − 1
= 1 se svodi na

−y

(x− 1)2 + y2
= 1,

tj. (x − 1)2 + y2 = −y, tj. (x − 1)2 + y2 + y + 1
4 = 1

4 , odnosno (x − 1)2 + (y + 1
2 )

2 =
(
1
2

)2
,

xto znaqi da skup B = {z | Im 1

z − 1
= 1} u kompleksnoj ravni odre�uje kru�nicu k sa

centrom u taqki 1− 1
2 i i polupreqnika 1

2 (videti sliku iznad).

0 1 2−1

1

−1

k : |z−1+ 1
2 i|= 1

2

p : Im z=− 1
2

Re

Im

z1 z2

Dakle, rexeǌe polaznog sistema jednaqina z− z + i = 0 i Im 1

z − 1
= 1 je skup A∩B, a

to su kompleksni brojevi z1 = 1
2 − 1

2 i i z2 = 3
2 − 1

2 i.

3. (PRVO REXEǋE) Deǉeǌem obe strane jednaqine sa n dobijamo:

(n− 1)! + 1 = nn−1.

Prvo, primetimo da n = 1 nije rexeǌe, a n = 2 jeste rexeǌe. Daǉe, za n ⩾ 3 imamo

(n− 1)! = 1 · 2 · 3 · · · (n− 1) < (n− 1) · (n− 1) · (n− 1) · · · (n− 1) = (n− 1)n−1.

Sa druge strane va�i i

nn−1 − (n− 1)n−1 = nn−2 + nn−3(n− 1) + · · ·+ n(n− 1)n−3 + (n− 1)n−2.

Jasno je da je za n ⩾ 3 ovaj izraz ve�i od 1, pa drugih rexeǌa nema. Napomenimo da
smo ovde koristili poznati identitet:

ak − bk = (a− b)
(
ak−1 + ak−2b+ ak−3b2 + · · ·+ abk−2 + bk−1

)
, a, b ∈ R, k ≥ 2.

(DRUGO REXEǋE) Kao u prvom rexeǌu, jednaqina je ekvivalentna sa (n− 1)! + 1 =
nn−1. Doka�imo principom matematiqke indukcije da za n ⩾ 3 va�i

(n− 1)! + 1 < nn−1.

Baza: za n = 3 tvr�eǌe je taqno jer je (3− 1)! + 1 < 32.
Induktivna hipoteza: Neka za neko n ⩾ 3 va�i

(n− 1)! + 1 < nn−1.



Induktivni korak: Koriste�i induktivnu hipotezu dobijamo je

n! + 1 = n(n− 1)! + 1 < n(nn−1 − 1) + 1 = nn − n+ 1.

Kako je n ⩾ 3, to je −n+ 1 < 0, pa je nn − n+ 1 < nn. Konaqno, kako je nn < (n+ 1)n, to
spajaǌem prethodnih nejednakosti dobijamo

n! + 1 < nn − n+ 1 < nn < (n+ 1)n.

Dakle, na osnovu principa matematiqke indukcije zakǉuqujemo da za n ⩾ 3 va�i

(n− 1)! + 1 < nn−1.

Proverom sluqajeva n = 1 i n = 2 ustanovǉavamo da je n = 2 jedino rexeǌe zadatka.

4. Uvedimo standardne oznake za uglove trougla ABC: ∢BAC = α, ∢ABC = β i
∢ACB = γ. Tada je ∢ADE = ∢DAC + ∢DCA =

α

2
+ γ, kao spoǉaxǌi ugao trougla

ADC. S druge strane, kako je E na simetrali du�i AD, to je AE = DE, pa je ∢DAE =

∢ADE =
α

2
+ γ. Sada lako dobijamo ∢EAB = ∢DAE − ∢BAD = γ. Konaqno, kako je

∢EAB = ∢ACB = γ, to je AE tangenta opisanog kruga oko trougla ABC.

5. Za svakog takmiqara, broj poena je 1
2a + b, gde je a broj nerexenih partija koje je

igraq odigrao, a b broj pobeda, odatle sledi da takmiqar ima ceo broj poena ako i
samo ako je broj nerexenih partija paran. Daǉe rexeǌe zavisi od parnosti broja n,
tj. broja igraqa.
1◦ n je neparan: Tada svaki igraq igra ukupno n−1 partija, a broj n−1 je paran. Zato
je mogu�e da sve partije na turniru budu nerexene. U tom sluqaju, svaki igraq ima
paran broj remija, pa samim tim i ceo broj poena. Kako nema vixe partija od n(n−1)

2 ,
xto je ukupan broj partija na turniru, ovaj broj, tj. n(n−1)

2 , predstavǉa najve�i mogu�i
broj nerexenih partija u ovom sluqaju.
2◦ n je paran: Analogno, svaki igraq igra taqno n − 1 partija, xto je neparan broj.
Stoga, igraq ne mo�e imati sve partije nerexene, jer bi tada imao neparan broj
remija. Sa druge strane, najve�i paran broj koji je maǌi od n− 1 jeste n− 2, te svaki
igraq mo�e imati najvixe n− 2 nerexene partije.

Ovo se mo�e ostvariti tako xto, na primer, igraqe uparimo:

(1, 2), (3, 4), . . . , (n− 1, n),

i neka u svakom od ovih parova partija bude odluqena (nije nerexeno), dok su sve
ostale partije nerexene. Tada svaki igraq ima taqno jednu odluqenu partiju (pobeda
ili poraz) i n − 2 nerexene partije, xto je paran broj, te svi igraqi imaju ceo broj
poena. Dakle, u ovom sluqaju dobijamo da je n(n−2)

2 najve�i mogu�i broj nerexenih
partija.


