JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AITATAKA - TOOJATHO N3E0PHO TAKMNYEILE 3A VIMO 2024.

1. Cse myne momuuoma 20?4 4+ 1 cy 6pojesu £2F+1, k

Ilakise, cBe Hyse cy MehycobOHO paznuunre.

(a) Hexra je P(x) = c(z —eb)(x —&3) - ... (x — £2923), ¢ # 0. [locmaTpajmo mommsom Q(r) Koju
nMa CyIPOTaH penociel Koedpuuujenara y oquocy Ha noaunoM P(x). Cse merose Hye Cy pe-
IUIPOYHE BPEIHOCTHU CBUX Hysa moauHoma P(z). Oryna cy merose myme 1047 4045 52025
na je

— ‘e £ — cos < 4 gin T
= 0,2023, roe je € = oS 5557 + 1SN 5555 -

Qz)=c-et- &% .. 2Bz —20B) . (x — 2027) . . (x — 097).

Jacuo je ma moctoju m3Gop kKoHcTaHTe ¢, ¢ # 0, Tako ma mpousson mosuroMa P(xz) u Q(x)
Oyne MOHWYAH MOJWHOM. 3a Takas omabup komcramte c, Baknu P(z)Q(z) = 2292 + 1, umme
CMO IOKA3aiy IO3UTUBAH OArOBOD 3a meo mon (a).

(6) IIpernocraBumo ma GpojeBu ca HaBeIeHOM OCOOMHOM IOCTOje M HEKa je z IPOU3BOJbHA
myna nomuaoma P(z). Tanma je |z| = 1. Kako je Q(z) monamuOM ca CympOTHUM DemOCIENO0M
kKoepummjenara y omaocy Ha P(x), To je % merosa Hyna. MebyruMm, kakro je Q(z) momunOoM

. 1 : 1y 1 _ :
ca peajHUM KOe(pUIjeHTUMa, TO HeroBa HyJa . MHAyKyje Hydy (1) = z = z. 3aT0 je z u

Hysaa nosuaoMa @Q(z), te momuuoM P(z)Q(x) uma mHymy koja je Gap msBocrpyka. OBo je y
CYIPOTHOCTH Ca KOHCTATAIMjOM ma Ccy Hyse moimuoMma 29?4 4+ 1 jemmocrpyke.

2. Omrosop: Axo je n =1, omrosop je 1. ¥Ykounuro je n — 1 cremen nBojke, oarosop je 2. Y
CBUM OCTAQJIMM CJIy4YajeBUMa je OIrOBOpP 3.

Ouursenuo je 3a n = 1 omroBop 1. 3a cBe ocrane 6pojeBe, OUUTO MHUIMjAJIHU OpPOjeBU
Mopajy ma canpske 1 m n, ma je omroBop bapem 2. VMHAyKTMBHO BUAMMO Oa akKo Cy a 1 b
WHUNN]aJTHU OPOjeBU HA Tabiu, jeuHu OPOjeBU KOjU MOKEMO Aa MOOUjeMO Ol BUX Cy ODIUKa
w =b+ t(ézb), 3a Hero k < vy(a — b) m memapuo 0 < t < 2k U3 osora Bummumo na je
TakBUX OpojeBa va(a —b)+ 1, ma ako Cy Ha MOUYETKY HAIMCAHU CAMO 1 M 1, Ha KpPajy MOKEMO
nobutu Hajsumie vo(n—1)+1<n—1+1=mn, rae ce jeIHAKOCT DOCTUKE aKKO je n — 1 cremen
IBOJKE.

Hajzanm, mpeseHTyjeMo KOHCTPYKIUjy ca 3 WHWIMjadHa 6poja 3a cBako n. Heka je 2' majsehn
CTEIeH IBOjKE CTPOro MamM on n. Heka cy mHunujamso samucanu 6pojesu 1,2 4+ 1 u n. Ilo
apryMeHTUMa W3 MPEeTXOAHOI neja, O IpBa MBa Opoja MOXKEMO Ha TabJM HANUCATU CBe
6pojese mameby 1 u 2/ 4+ 1. Caza npermocrasumo na je y > 2' +1 > % majsehu 6poj koju
Huje vHanucan Ha Tabau. Ilocmarpajmo map 2y —n u n. Oumro je 0 < 2y —n < y, na
10 MUHUMAJHOCTH ¥y Taj Opoj Beh Ha Tabiu M OHIOA jeé OBO BAJUOAH MOTE3, IITO 3HAUU Oa
MOKEMO 13 HANUIIEMO U Y.

3. Heka npasa AE ceue omucanu kpyr tpoyriaa AABC mouoso y tauku K. 3a mouerak
hemo morkaszatm ma cy tauke H, K u J ronuueapue. C jemne crpawme, LAJH = /ZAIH =
/ZACB + /ZTAC. C gpyre crpane, LZAJK = ZACK = ZACB + /BCK = ZACB + /BAK.
Kako je ZTAC = /BAK, 3armyuyjemo na je ZAJH = ZAJK, na cMO I0OKa3aJiu KeJLEHY
KOJMHEAPHOCT.

Canma hemo morasaru na je (H,E;B,C) = —1. 3a 0BO je NOBOHO NOKA3aTU HA CE IPaBe
BG u CF ceky ua Bucuau AE tpoyraa AABC. Tlomro je ZAED = 90°, 3uamo na cy DE
u DG Bucune tpoyranosa AADB u AADC. Cana 3uamo: % = ttgg%, g—g = %, g—g = g—g.
Capna ce, mo YeBunoj Teopemu, npase AE, BG u CF 3aucra Cexky y jeqHOj TauvKu OIAKJIe
cjenu KeJheHO TBpheme.

Konauno, tBpbheme 3amarka hemo morasaru mpojerroBameMm mnpase BC Ha omucaHu KpyT

oko Tpoyria AABC kpo3 taury K. 306or morasame koaumuneapuoctu H — K — J ce Tauka




H cauka y tauky J, taurke B u C ocrajy ¢ukcHe, a tauka F ce ciamka y tauky A. Cana,
nomto cmo Beh moraszamu ma je (H, E;B,C) = —1, saamo u (J, 4; B,C) = —1, na je tauka J
Ha cumenujaru tpoyria AABC, mrto je u Tpebaio moKa3aTu.

4. Jlemal. 3a cBaku npuponasn 6poj n BaKu

n+1

1)l =
(n+ Db = 75

N,

opu yemy 5% || n+1, z € Ng.
Ioka3s: Heka cy sa(k) u s5(k), penom, majsehu crenenu 6pojesa 2 u 5 koju mese k!. Kako je
ounrsenuo sa(k) > s5(k), To je

(n+ 1)t ! 1055 nontl o
T 10ss(A) T 10ss(m) 1085 (ntD) nt+1) = 10v

(n+ 1)l nlo.

Jlema2. 3a cBaku mpupoman 6poj n BaKu
(n+2)ly > 2-nlg,

IpU YeMy 3HAK JeAHAKOCTU BaKU aKKO je n = 3.
Hoka3: Heka 5% || n+1, x € Ng u 5Y || n+ 2, y € Ny. Kopucrehu Jlemyl nmamo

n+2 n+1

NNy =
(n+2)o = == o

Axo je y > 0, onzna je z =0, ma u3 (x) nuMamo

n+2 oY oY —1

Y mpeTxomHOj HEejeAHAKOCTW 3HAK jeTHAKOCTU BAKM aKKO MCTOBPEMEHO BAKU N+ 2 = HY u
y_ . y_ P
52?, L — 2, ommocuO axko je n = 3 (momTo 52—/1 = 2 Basku camo 3a y = 1). Akoj je mak = > 0,

ouna je y =0, ma u3 (*) umamo

n+1 i 57 25
o7 nlp > (5" +1) - ——-nlg > — -nlp > 2-nly.

Iy = .

Y cayuajy x =y = 0 tBpheme ommax caemu u3 (x). OBUM je HOKa3 eMe KOMILIETUDPAH.

Jlema3. 3a cBaku mpuponan 6poj n u cBaku mpupogan 6poj k > 2, Baxku
(n+k)lo>2-nl,

IpY YeMy 3HAK jeIHAKOCTU BayKU aKKO je n =3 u k = 2.



Iokaz: Hemocpenno cnemu n3 Jleme 2, makon mokasa 3a k = 3 (mokas 3a k = 3 u3Boammo
ropucrehiu nperxomuy semy u usnsajajyhiu 6poj (n+ 1 unu n + 3) koju Huje memwuB ca 5.

Bes ymamema ommroctu Heka je a < b. Ako Ou Baxkuno ¢ > b+ 2, ouna Ou npema jgemMu3
Baskmio clg > 2-blg u cly > 2-aly, Te 6u 6uio cly > alp+bly. Y HaBemeHuM HejeAHAKOCTUMA, IO
jgeMu 3, 3HAK jeTHAKOCTU BayKU akkKO je a = b =3 u ¢ = 5. OTyna je jemHo perieme 3anarka
(3,3,5). Hamame mosxemo mpernocrasutu na je ¢ < b+ 1. Axo 6u Basumio ¢ < b — 2, onga
6u no aemuld ouino 2 - cly < bly, Te He Ou Moraa ma Baxku jemHarocT alg + blg = clp. 3aTo je
¢ >b—1. VI3 cBera mo cama HaBeIEeHOT MMAMO 14 je

ce{b—1,b+1}. (1)

Hera 3% || a! u 3° || bl. Ouuro je, 360r a < b, a < 3. Axo je a = 8 onna meby 6pojesuma
a+1,....b wema nemuBux ca 3, Te Mopa na Baxku b — a < 2. CaryHO OBOM, YKOJIMKO j€ TaK
a < B, ouna je ¢ —a < 2, e 360r (1) Basku b — 1 —a < 2. Tume je

ac{b—30b—20b—1,b} (2)

Kombunyjyhu cana 3armyure (1) u (2), ka0 1 HLUXOBO HOPEKIO, Pa3aukyjeMo ciaenehie ciayya-
jeBe:
1) e=b—1. Tana 5| b. Hera je b=5" -y, rme ¢y z,y € Nu 51y.

1.1. a="b. Umamo 2-bly = (b— 1)ly, omocuo 2+ 12 - (b—1)lg = (b — 1)ly, e je y =271,
Pemema osor ciydgaja cy cse ypebere tpojke u3 ckyma {(5-10%,5-10%5-10F —1) | k € Np}.

1.2. a =b— 2. Kako je cana aly = @ u bly = 10% - (b—1)!p, cpebuBamem jemnaunue
(b—2)lg 4+ blo = (b—1)ly mobujamo y - (b —2) = (b—3)-2%. Ilomro cy b—2 u b — 3 ysajamuo
npoctu, 10 5% -y — 2 = b — 2 | 2%. Tlocaenma memusocT HUje Moryha, momro je 5% — 2 > 2%,
Iakse, oBaj ciyuaj HEMA peIlema.

1.3. a=b—-3. Cununo kao y 1.2., cpebuBamem nonasue jequauune nobujamo y - (b — 2) -
b-3)=(b-2)-(b—3)—1)-2%. Homro cy b—2 u (b—2)(b—3) — 1 yzajamuo mpocTu, TO
57y —2=>b—2| 2% Ilocnenma memuBocT HUje Moryha, momro je 5% —2 > 2%, OTyna u oBaj
cay4daj HeMa pelemna.

2) c=b+1ub|b+1. Herajeb+1=>5" -y, rnecyz,y € Nubtfy. Tanma je (b+1)lg = % -blo.

2.1. a ="b. lmamo 2-bly = 5% - bly, Te je y = 22+1 omrocHo b = 2 - 10 — 1. Pemema oBor
caiyuaja cy cse ypebene Tpojke us ckyma {(2-10F —1,2-10* —1,2-10%) | k€ N}.

2.2. a € {b—1,b—2,b— 3} Karo meby Gpojesuma a,a + 1,...,b Hema memuBux ca 5,
moJa3Ha jeJHAYNHA j€ €KBUBAJICHTHA CA W +blg = % -bly. Cpebusamenm nocrenme
jemaaunue nobujamo 2% = (y —2%)-a-...- (b—1), e b—1|2%. OBO He MOke Ia BAKU IOUITO
jeb—1=5"-y—1>5%—2> 2% Opaj ciyvaj HEMA peEUIEHA.

3) c=b+1ub{b+1. Canaje (b+1)lg = (b+1)-bly, Te monasna jennaunsa nocraje aly = b-bly.

3.1. a=b. Imamo a = b =1, na je pememe (1,1,2).

3.2. a € {b—1,b—2,b—3}. Ha ocuoBy neme3 mopa 6utu a = b — 1. 3aucra, ako je
a <b-—2, onma je 2aly < bly < b-bly. Yromuro 51 b, ouna je alog = (b— 1)l < blyp < b-bly, ma
Hema pemema. Ocraje jom ciayuaj 5 | b. Heka je b =5% -y, rme ¢y z,y € Nu 51y. Tana je
b-1)ly = % “blg = b-bly, Te je 10° = 25 - 32, [locnemma jeJHAKOCT HE MOMKE Ia BAKHU, T€ U
OBaj ciydYaj HEMA peEIeHA.

N3 cBera HaBE€OCHOT MMaMO [a Cy CBa peliCiba IIOJIa3He je,I[Han/IHe ypeljeHe TpOjHe n3 CKYyIIO-
Ba {(5-10%5-10%5-10* — 1) | k € No}, {(2-10F —1,2-10* —1,2-10%) | k € Ny}, kao u
(3,3,5).



