
Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA - DODATNO IZBORNO TAKMIQEǋE ZA IMO 2024.

1. Sve nule polinoma x2024 + 1 su brojevi ε2k+1, k = 0, 2023, gde je ε = cos π
2024 + i sin π

2024 .
Dakle, sve nule su me�usobno razliqite.
(a) Neka je P (x) = c(x− ε1)(x− ε3) · ... · (x− ε2023), c ̸= 0. Posmatrajmo polinom Q(x) koji
ima suprotan redosled koeficijenata u odnosu na polinom P (x). Sve ǌegove nule su re-
ciproqne vrednosti svih nula polinoma P (x). Otuda su ǌegove nule ε4047, ε4045, ..., ε2025,
pa je

Q(x) = c · ε1 · ε3 · ... · ε2023(x− ε2025) · (x− ε2027) · ... · (x− ε4047).

Jasno je da postoji izbor konstante c, c ̸= 0, tako da proizvod polinoma P (x) i Q(x)
bude moniqan polinom. Za takav odabir konstante c, va�i P (x)Q(x) = x2024 + 1, qime
smo dokazali pozitivan odgovor za deo pod (a).
(b) Pretpostavimo da brojevi sa navedenom osobinom postoje i neka je z proizvoǉna
nula polinoma P (x). Tada je |z| = 1. Kako je Q(x) polinom sa suprotnim redosledom
koeficijenata u odnosu na P (x), to je 1

z ǌegova nula. Me�utim, kako je Q(x) polinom

sa realnim koeficijentima, to ǌegova nula 1
z indukuje nulu ( 1z ) = 1

z = z. Zato je z i
nula polinoma Q(x), te polinom P (x)Q(x) ima nulu koja je bar dvostruka. Ovo je u
suprotnosti sa konstatacijom da su nule polinoma x2024 + 1 jednostruke.

2. Odgovor: Ako je n = 1, odgovor je 1. Ukoliko je n− 1 stepen dvojke, odgovor je 2. U
svim ostalim sluqajevima je odgovor 3.
Oqigledno je za n = 1 odgovor 1. Za sve ostale brojeve, oqito inicijalni brojevi
moraju da sadr�e 1 i n, pa je odgovor barem 2. Induktivno vidimo da ako su a i b
inicijalni brojevi na tabli, jedini brojevi koji mo�emo da dobijemo od ǌih su oblika
ta+(2k−t)b

2k
= b + t(a−b)

2k
, za neko k ≤ v2(a − b) i neparno 0 < t < 2k. Iz ovoga vidimo da je

takvih brojeva v2(a− b)+ 1, pa ako su na poqetku napisani samo 1 i n, na kraju mo�emo
dobiti najvixe v2(n−1)+1 ≤ n−1+1 = n, gde se jednakost dosti�e akko je n−1 stepen
dvojke.
Najzad, prezentujemo konstrukciju sa 3 inicijalna broja za svako n. Neka je 2t najve�i
stepen dvojke strogo maǌi od n. Neka su inicijalno napisani brojevi 1,2t + 1 i n. Po
argumentima iz prethodnog dela, od prva dva broja mo�emo na tabli napisati sve
brojeve izme�u 1 i 2t + 1. Sada pretpostavimo da je y > 2t + 1 > n

2 najve�i broj koji
nije napisan na tabli. Posmatrajmo par 2y − n i n. Oqito je 0 < 2y − n < y, pa
po minimalnosti y taj broj ve� na tabli i onda je ovo validan potez, xto znaqi da
mo�emo da napixemo i y.

3. Neka prava AE seqe opisani krug trougla △ABC ponovo u taqki K. Za poqetak
�emo dokazati da su taqke H, K i J kolinearne. S jedne strane, ∠AJH = ∠AIH =
∠ACB + ∠IAC. S druge strane, ∠AJK = ∠ACK = ∠ACB + ∠BCK = ∠ACB + ∠BAK.
Kako je ∠IAC = ∠BAK, zakǉuqujemo da je ∠AJH = ∠AJK, pa smo dokazali �eǉenu
kolinearnost.
Sada �emo dokazati da je (H,E;B,C) = −1. Za ovo je dovoǉno dokazati da se prave
BG i CF seku na visini AE trougla △ABC. Poxto je ∠AED = 90◦, znamo da su DE

i DG visine trouglova △ADB i △ADC. Sada znamo: CG
GA =

tg α
2

tgγ ,
AF
FB = tgβ

tg α
2
, BE

EC = tgγ
tgβ .

Sada se, po Qevinoj teoremi, prave AE, BG i CF zaista seku u jednoj taqki odakle
sledi �eǉeno tvr�eǌe.
Konaqno, tvr�eǌe zadatka �emo dokazati projektovaǌem prave BC na opisani krug
oko trougla △ABC kroz taqku K. Zbog dokazane kolinearnosti H − K − J se taqka



H slika u taqku J , taqke B i C ostaju fiksne, a taqka E se slika u taqku A. Sada,
poxto smo ve� dokazali da je (H,E;B,C) = −1, znamo i (J,A;B,C) = −1, pa je taqka J
na simedijani trougla △ABC, xto je i trebalo dokazati.

4. Lema1. Za svaki prirodan broj n va�i

(n+ 1)!0 =
n+ 1

10x
· n!0,

pri qemu 5x || n+ 1, x ∈ N0.
Dokaz: Neka su s2(k) i s5(k), redom, najve�i stepeni brojeva 2 i 5 koji dele k!. Kako je
oqigledno s2(k) ≥ s5(k), to je

(n+ 1)!0 =
(n+ 1)!

10s5(n+1)
=

n!

10s5(n)
· 10s5(n)

10s5(n+1)
· (n+ 1) =

n+ 1

10x
· n!0.

Lema2. Za svaki prirodan broj n va�i

(n+ 2)!0 ≥ 2 · n!0,

pri qemu znak jednakosti va�i akko je n = 3.
Dokaz: Neka 5x || n+ 1, x ∈ N0 i 5y || n+ 2, y ∈ N0. Koriste�i Lemu1 imamo

(n+ 2)!0 =
n+ 2

10y
· n+ 1

10x
· n!0. (∗)

Ako je y > 0, onda je x = 0, pa iz (∗) imamo

(n+ 2)!0 =
n+ 2

10y
· (n+ 1) · n!0 ≥ 5y

10y
· (5y − 1) · n!0 =

5y − 1

2y
· n!0 ≥ 2 · n!0.

U prethodnoj nejednakosti znak jednakosti va�i akko istovremeno va�i n + 2 = 5y i
5y−1
2y = 2, odnosno akko je n = 3 (poxto 5y−1

2y = 2 va�i samo za y = 1). Akoj je pak x > 0,
onda je y = 0, pa iz (∗) imamo

(n+ 2)!0 = (n+ 2) · n+ 1

10x
· n!0 ≥ (5x + 1) · 5x

10x
· n!0 >

25x

10x
· n!0 > 2 · n!0.

U sluqaju x = y = 0 tvr�eǌe odmah sledi iz (∗). Ovim je dokaz leme kompletiran.

Lema3. Za svaki prirodan broj n i svaki prirodan broj k ≥ 2, va�i

(n+ k)!0 ≥ 2 · n!0,

pri qemu znak jednakosti va�i akko je n = 3 i k = 2.



Dokaz: Neposredno sledi iz Leme 2, nakon dokaza za k = 3 (dokaz za k = 3 izvodimo
koriste�i prethodnu lemu i izdvajaju�i broj (n+ 1 ili n+ 3) koji nije deǉiv sa 5.

Bez umaǌeǌa opxtosti neka je a ≤ b. Ako bi va�ilo c ≥ b + 2, onda bi prema lemi3
va�ilo c!0 ≥ 2 ·b!0 i c!0 ≥ 2 ·a!0, te bi bilo c!0 ≥ a!0+b!0. U navedenim nejednakostima, po
lemi 3, znak jednakosti va�i akko je a = b = 3 i c = 5. Otuda je jedno rexeǌe zadatka
(3, 3, 5). Nadaǉe mo�emo pretpostaviti da je c ≤ b + 1. Ako bi va�ilo c ≤ b − 2, onda
bi po lemi3 bilo 2 · c!0 ≤ b!0, te ne bi mogla da va�i jednakost a!0 + b!0 = c!0. Zato je
c ≥ b− 1. Iz svega do sada navedenog imamo da je

c ∈ {b− 1, b+ 1}. (1)

Neka 3α || a! i 3β || b!. Oqito je, zbog a ≤ b, α ≤ β. Ako je α = β onda me�u brojevima
a + 1, ..., b nema deǉivih sa 3, te mora da va�i b − a ≤ 2. Sliqno ovom, ukoliko je pak
α < β, onda je c− a ≤ 2, te zbog (1) va�i b− 1− a ≤ 2. Time je

a ∈ {b− 3, b− 2, b− 1, b} (2)

Kombinuju�i sada zakǉuqke (1) i (2), kao i ǌihovo poreklo, razlikujemo slede�e sluqa-
jeve:
1) c = b− 1. Tada 5 | b. Neka je b = 5x · y, gde su x, y ∈ N i 5 - y.

1.1. a = b. Imamo 2 · b!0 = (b − 1)!0, odnosno 2 · b
10x · (b− 1)!0 = (b − 1)!0, te je y = 2x−1.

Rexeǌa ovog sluqaja su sve ure�ene trojke iz skupa {(5 · 10k, 5 · 10k, 5 · 10k − 1) | k ∈ N0}.
1.2. a = b − 2. Kako je sada a!0 = (b−1)!0

b−2 i b!0 = b
10x · (b − 1)!0, sre�ivaǌem jednaqine

(b− 2)!0 + b!0 = (b− 1)!0 dobijamo y · (b− 2) = (b− 3) · 2x. Poxto su b− 2 i b− 3 uzajamno
prosti, to 5x · y − 2 = b − 2 | 2x. Posledǌa deǉivost nije mogu�a, poxto je 5x − 2 > 2x.
Dakle, ovaj sluqaj nema rexeǌa.

1.3. a = b− 3. Sliqno kao u 1.2., sre�ivaǌem polazne jednaqine dobijamo y · (b− 2) ·
(b − 3) = ((b − 2) · (b − 3) − 1) · 2x. Poxto su b − 2 i (b − 2)(b − 3) − 1 uzajamno prosti, to
5x · y− 2 = b− 2 | 2x. Posledǌa deǉivost nije mogu�a, poxto je 5x − 2 > 2x. Otuda i ovaj
sluqaj nema rexeǌa.
2) c = b+1 i 5 | b+1. Neka je b+1 = 5x · y, gde su x, y ∈ N i 5 - y. Tada je (b+1)!0 = y

2x · b!0.
2.1. a = b. Imamo 2 · b!0 = y

2x · b!0, te je y = 2x+1, odnosno b = 2 · 10x − 1. Rexeǌa ovog
sluqaja su sve ure�ene trojke iz skupa {(2 · 10k − 1, 2 · 10k − 1, 2 · 10k) | k ∈ N}.

2.2. a ∈ {b − 1, b − 2, b − 3}. Kako me�u brojevima a, a + 1, ..., b nema deǉivih sa 5,
polazna jednaqina je ekvivalentna sa b!0

a·(a+1)·...·(b−1) + b!0 = y
2x · b!0. Sre�ivaǌem posledǌe

jednaqine dobijamo 2x = (y − 2x) · a · ... · (b− 1), te b− 1 | 2x. Ovo ne mo�e da va�i poxto
je b− 1 = 5x · y − 1 > 5x − 2 > 2x. Ovaj sluqaj nema rexeǌa.
3) c = b+1 i 5 - b+1. Sada je (b+1)!0 = (b+1) ·b!0, te polazna jednaqina postaje a!0 = b ·b!0.

3.1. a = b. Imamo a = b = 1, pa je rexeǌe (1, 1, 2).
3.2. a ∈ {b − 1, b − 2, b − 3}. Na osnovu leme3 mora biti a = b − 1. Zaista, ako je

a ≤ b − 2, onda je 2a!0 ≤ b!0 < b · b!0. Ukoliko 5 - b, onda je a!0 = (b − 1)!0 < b!0 < b · b!0, pa
nema rexeǌa. Ostaje jox sluqaj 5 | b. Neka je b = 5x · y, gde su x, y ∈ N i 5 - y. Tada je
(b− 1)!0 = 10x

b · b!0 = b · b!0, te je 10x = 25x · y2. Posledǌa jednakost ne mo�e da va�i, te i
ovaj sluqaj nema rexeǌa.

Iz svega navedenog imamo da su sva rexeǌa polazne jednaqine ure�ene trojke iz skupo-
va {(5 · 10k, 5 · 10k, 5 · 10k − 1) | k ∈ N0}, {(2 · 10k − 1, 2 · 10k − 1, 2 · 10k) | k ∈ N0}, kao i
(3, 3, 5).


