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3. april 2024. godine

Prvi dan

1. Neka su 1 = d1 < d2 < d3 < ... < dk = n, gde je k > 4, svi pozitivni delioci datog
prirodnog broja n. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje postoji permutacija bro-
jeva d2 − d1, d3 − d2, d4 − d3, . . . , dk − dk−1, takva da oni qine konaqnu geometrijsku pro-
gresiju.

2. Turnir reda n, n ∈ N, se sastoji od 2n igraqa, koji su indeksirani brojevima od 1
do 2n, i n kola. U svakom kolu se preostali igraqi upare i obraqunaju se u mate-
matiqkom dvoboju i pobenik prolazi u naredno kolo. Pobednik n-tog kola se smatra
pobednikom turnira. Dva turnira se smatraju razliqitim ukoliko postoji dvoboj koji
se odvio u k-tom kolu jednog turnira, a nije u k-tom kolu drugog turnira, ili ukoliko
imaju razliqite pobednike. Odrediti koliko postoji razliqitih turnira reda n sa
svojstvom da za svako kolo va�i da su sume indeksa uqesnika u svakom dvoboju u tom
kolu me�usobne jednake.

3. Dato je 2n, n ∈ N, realnih brojeva a1, a2, . . . , an i b1, b2, . . . , bn. Dokazati da za
svako m ∈ {1, 2, . . . , n} postoje dva realna broja α i β, α2 + β2 > 0, takva da va�i
pm = min{p1, p2, . . . , pn}, gde je

pj =

n∑
i=1

|α(ai − aj) + β(bi − bj)|, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Predvi�eno vreme za izradu zadataka je 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 bodova.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi dan

4. Neka su taqke I i Ia, redom, centri upisane kru�nice i spoǉa pripisane kru-
�nice naspram temena A nejednakokrakog trougla ABC. Upisana kru�nica tog trougla
dodiruje stranice BC, AC i AB, redom, u taqkama D, E i F . Prave EF i BC se seku
u taqki P , a taqka X je sredixte du�i PD. Dokazati da je XI ⊥ IaD.

5. Neka je n > 3 fiksiran prirodan broj. Odrediti sve prirodne brojeve k za koje je
funkcija f : R→ R, koja je definisana sa

f(x) = cosk x+ cosk(x+
2π

n
) + cosk(x+

4π

n
) + . . .+ cosk(x+

2(n− 1)π

n
), za svako x ∈ R,

konstantna.

6. Odrediti sve nekonstantne polinome P , sa celobrojnim koeficijentima, i poziti-
vnim vode�im koeficijentom, takve da je broj P 2mn(m2) + n2 kvadrat celog broja, za
sve prirodne brojeve m i n (P k(x) = P (P (P (. . . P︸ ︷︷ ︸

k

(x) . . .))), x ∈ R, k ∈ N).

Predvi�eno vreme za izradu zadataka je 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 bodova.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


