
Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA - 18. SMO, Beograd 2024.

Prvi dan

1. (PRVO REXEǋE) Dokaza�emo da je broj n rexeǌe zadatka akko je n = pk−1, za ma
koji prost broj p.
Neka je neki prirodan broj n rexeǌe zadatka. Delilac d2 je prost broj, te neka je
d2 = p. Za svaki prirodan broj n va�i di ·dk+1−i = n, i = 1, k, te je, specijalno, dk−1 = n

p .
Najve�i od posmatranih brojeva je broj dk − dk−1, poxto je dk − dk−1 > n − n

2 > dk−1 >

di+1 − di, za svako i = 1, k − 2. Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da su
posmatrani brojevi pore�ani u strogo rastu�em poretku i neka je c > 1 koliqnik
geometrijske progresije (broj c je kao koliqnik dva prirodna broja racionalan, ali

ne nu�no i prirodan). Za neko i ∈ N va�i ci = dk−dk−1

d2−d1 =
n−n

p

p−1 = n
p ∈ N. Dakle, neki

stepen racionalnog broja c jednak je prirodnom broju, te i broj c mora biti prirodan
(poxto je i−ti koren prirodnog broja ili iracionalan broj ili prirodan broj). Sada
znamo da je c > 1 neki delilac broja n, poxto c | ci | np | n, te je c> p. Otuda je najmaǌa
od posmatranih razlika bax d2 − d1 = p− 1 (ukoliko ne bi bila, onda me�u razlikama
postoji i d2−d1

c < 1, xto nije ceo broj). Dakle, najve�a razlika je dk − dk−1, dok je
najmaǌa d2 − d1, te je

ck−2 =
dk − dk−1
d2 − d1

=
n

p
. (♦)

Zbir svih posmatranih razlika, izuzev najve�e dk − dk−1, sa jedne strane jednak je
dk−1− d1 = n

p − 1, dok je sa druge strane (kao geometrijska progresija sa prvim qlanom

d2−d1 i koliqnikom c) jednak (p−1) · c
k−2−1
c−1 . Zato sada, koriste�i (♦), dobijamo n

p −1 =

(p − 1) · c
k−2−1
c−1 = (p − 1) ·

n
p−1
c−1 , te je c = p. Ovim smo dokazali da su jedini kandidati

za rexeǌa zadatka brojevi oblika n = pk−1. Doka�imo da su ovakvi brojevi n zaista
rexeǌa zadatka. Zaista, ako je n = pk−1, tada je di = pi−1, i = 1, k, te je di+2−di+1

di+1−di =

pi+1−pi
pi−pi−1 = p, za svako i = 1, k − 2. Ovo svedoqi da za n = pk−1 postoji permutacija brojeva
d2 − d1, d3 − d2, d4 − d3, ..., dk − dk−1 tako da oni qine konaqnu geometrijsku progresiju.
(DRUGO REXEǋE) Delilac d2 broja n je prost broj, te neka je d2 = p. Za svaki
prirodan broj n va�i di · dk+1−i = n, i = 1, k, te je, specijalno, dk−1 = n

p i dk−2 = n
d3
.

Najve�i od posmatranih brojeva je broj dk − dk−1, poxto je dk − dk−1 > n − n
2 > dk−1 >

di+1 − di, za svako i = 1, k − 2. Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da su
posmatrani brojevi pore�ani u strogo rastu�em poretku i neka je c > 1 koliqnik
geometrijske progresije (broj c je kao koliqnik dva prirodna broja racionalan, ali

ne nu�no i prirodan). Za neko i ∈ N va�i ci = dk−dk−1

d2−d1 =
n−n

p

p−1 = n
p ∈ N. Dakle, neki

stepen racionalnog broja c jednak je prirodnom broju, te i broj c mora biti prirodan
(poxto je i−ti koren prirodnog broja ili iracionalan broj ili prirodan broj). Za

neko j ∈ Z va�i cj = dk−1−dk−2

d3−d2 =
n
p−

n
d3

d3−p = n
pd3

(mo�e se dokazati i da je j ∈ N0, ali to nije

va�no za rexeǌe). Sada je ci−j =
n
p
n

pd3

= d3, te kako je c > 1, to je d3 stepen prirodnog

broja c. Sada razlikujemo slede�e sluqajeve:
1◦ d3 je prost broj. Neka je d3 = q > p. Tada iz ci−j = q imamo da je c = q. Me�u
posmatranim brojevima najmaǌi je broj d2 − d1 = p − 1. Zaista, ukoliko to ne bi bio
sluqaj, onda bi broj d2−d1c = p−1

q < 1 bio neki od posmatranih brojeva, xto nije mogu�e
(svi posmatrani brojevi su prirodni). Zato sada jednakost ci = n

p postaje jednakost



qk−2 = n
p , te je n = p · qk−2. Me�utim, sada je k = τ(n) = 2(k − 1) = 2k − 2 ⇔ k = 2.

Kontradikcija.
2◦ d3 je slo�en broj. Svi delioci broja d3, maǌi od d3, dele broj n i pripadaju
skupu {1, p}. Zato je d3 = p2. Sada jednakost ci−j = d3 postaje jednakost ci−j = p2, te je
c ∈ {p, p2}. Na identiqan naqin kao u 1◦ zakǉuqujemo da je i sada me�u posmatranim
brojevima najmaǌi broj d2 − d1 = p − 1. Zato sada jednakost ci = n

p postaje jednakost
ck−2 = n

p , pa je n = pk−1 ili n = p2k−3. Druga mogu�nost otpada jer bi tada va�ilo k =

τ(n) = 2k−2>k+2. Ovim smo dokazali da su jedini kandidati za rexeǌa zadatka brojevi
oblika n = pk−1. Doka�imo da su ovakvi brojevi n zaista rexeǌa zadatka. Zaista, ako
je n = pk−1, tada je di = pi−1, i = 1, k, te je di+2−di+1

di+1−di = pi+1−pi
pi−pi−1 = p, za svako i = 1, k − 2.

Ovo svedoqi da za n = pk−1 postoji permutacija brojeva d2−d1, d3−d2, d4−d3, ..., dk−dk−1
tako da qine konaqnu geometrijsku progresiju.

2. Odgovor: n! · 2n. Stavimo da je [n] = {1, 2, . . . , n}. Fiksirajmo indeks pobednika
turnira 16 x6 2n. Dokaza�emo da postoji n! turnira u kojima on pobe�uje. Oznaqimo
sa Ai skup ǉudi koji su ostali na turniru posle i kola. Tada je An = {x} i A0 =
{1, 2, . . . , 2n}. Tvr�eǌe zadatka nam ka�e da za svako i ∈ {1, 2, . . . , n} postoji broj xi
tako da je Ai−1 = Ai ∪ (xi − Ai) (odnosno, ako je suma indeksa u svakom dvoboju xi,
tada, ako je a ∈ Ai, mora biti i {a, xi − a} ⊂ Ai−1). Kǉuqno tvr�eǌe u rexeǌu �e nam
biti da za svako i ∈ {1, 2, . . . , n} postoji ai tako da je Ai−1 = Ai ∪ (ai + Ai). Za i = n
je ovo oqigledno, tako da nas interesuju samo preostali sluqajevi. Primetimo da
je Ai = xi+1 − Ai, te je Ai−1 = Ai ∪ (xi − Ai) = Ai ∪ (xi − xi+1 + Ai), te, stoga, mo�emo
uzeti da je ai = xi − xi+1. Otuda, n-torke koje formiraju xi, koji odgovaraju validnim
rexeǌima, kao i n-torke formirane od ai, koji isto odgovaraju validnim rexeǌima,
su bijektivno ekvivalentne. Odavde sledi da moramo da izbrojimo koliko postoji
izbora n-torki (a1, a2, . . . , an), tako da kad definixemo An = {x} i Ai−1 = Ai ∪ (ai +Ai),
da je tada A0 = {1, 2, · · · , 2n}. Nije texko pokazati (principom matematiqke indukcije)
da �e skup A0 biti oblika

A0 = {x+
∑
i∈I

ai|I ⊂ [n]},

gde se prazna suma definixe kao 0. Ovo znaqi da a1, a2, . . . , an treba da budu takvi
celi brojevi tako da je svaki broj od −x+1 do 2n−x predstavǉiv na jedinstven naqin
kao suma nekih ai (jedinstvenost sledi jer je suma isto 2n). Dokaza�emo da je izbor
ovakvih brojeva jedinstven (do na permutaciju), te je odgovor zaista n!, za svako x,
odnosno n! · 2n ukupno, qime je dokaz zavrxen.

Doka�imo prethodno sluqaju kada je x = 1. Potrebno je da doka�emo da postoje
jedinstveni brojevi b1 < b2 < . . . < bn, takvi da se svaki broj od 1 do 2n − 1 mo�e
dobiti kao suma nekoliko ǌih. Primetimo da nijedan od bi nije negativan, jer nijedna
suma nije negativna. Doka�imo indukcijom da je bk = 2k−1, za svako k. Zaista, ako je
bi = 2i−1, za svako i < k, tada preko prvih k brojeva mo�emo dobiti sve brojeve od 1 do
2k − 1, tako xto ga napixemo u binarnom zapisu, te tada nijedan drugi broj maǌi od
2k ne mo�e biti me�u bi, zbog jedinstvenosti, a ako su preostali bi ve�i od 2k, onda
se 2k ne�e nikako mo�i predstaviti kao suma nekih bi. Ovime je indukcija zavrxena.

Sada, za generalno x, mora da postoji neki podskup C ⊂ {a1, . . . , an}, takav da je∑
c∈C c = −x + 1. Posmatrajmo, zatim, skup B, koji formiramo na slede�i naqin:

{a1, a2, . . . , an} \ C ⊂ B, kao i ako je c ∈ C, tada je −c ∈ B. Ako je B = {b1, b2, . . . , bn},
znamo da je tada −x+1+

∑
i∈I bi, za I ⊂ [n], uzima sve vrednosti izme�u −x+1 i 2n− x

(jer ”izbacivaǌe” nekog sabirka c ∈ C, poqevxi od 0, je isto kao dodavaǌe −c, poqevxi
od −x + 1). Me�utim, po prethodnom sluqaju je tada B = {1, 2, 4, . . . , 2n−1}, a one koje
treba pretvoriti u negativne su upravo oni koji uqestvuju u binarnom zapisu broja
x− 1 (jer je u pitaǌu najve�i negativan broj, te je suma svih negativnih brojeva).



3. Lema: Neka je f(x) funkcija oblika f(x) =
∑n
i=1 |x − xi| za neke x1 6 x2 6 · · · 6 xn.

Tada ona minimum dosti�e u medijani niza xi (u sluqaju neparnog n, svakako, dok za
parno n minimum se posti�e u svakoj taqki intervala [xbn+1

2 c
, xdn+1

2 e
], a u tom sluqaju

je madijana zapravo aritmetiqka sredina krajeva prethodno navedenog intervala, koja
pripada tom intervalu). Zaista, ako je x < x1, tada je f(x) > f(x1), dok za x > xn
je f(x) > f(xn), kao i da za x ∈ [xi, xi+1] va�i f(x) > min(f(xi), f(xi+1)), jer je na ovim
intervalima funkcija linearna. Stoga, vidimo da funckija f , na [xi, xi+1], dosti�e
minimum u jednoj od krajǌih taqaka tog intervala. Tako�e, jasno je da je nagib te
linearne funckije na intervalu [xi, xi+1] zapravo i − (n − i) = 2i − n, pa za i 6 n

2 va�i
f(xi) > f(xi+1), a za i > n

2 je f(xi) 6 f(xi+1). Iz ovoga sledi da se minimum, zaista,
dosti�e u xbn+1

2 c
, za n neparno, odnosno u bilo kojoj taqki intervala [xbn+1

2 c
, xdn+1

2 e
],

za parne n.
Bez umaǌeǌa opxtosti prepostavimo da je α2+β2 = 1 (skaliraǌem se nixta ne meǌa).
Posmatrajmo date u paru, tj. kao n taqaka u koordinatnom sistemu: (a1, b1), (a2, b2), · · · ,
(an, bn). Neka je ` prava koja prolazi kroz koordinatni poqetak, tj. taqku O = (0, 0), i
taqku M = (α, β) i neka je ci rastojaǌe od koordinatnog poqetka do projekcije iz taqke
(ai, bi) na ` (posmatramo orijentisane du�ine, xto znaqi da mogu biti i negativne,
tj. uze�emo da du�ina ci ide sa negativnim predznakom ako je vektor

−−→
OPi suprotnog

smera od vektora
−−→
OM , gde je Pi odgovaraju�a projekcija. Sada, kǉuqno je primetiti

da je αai+βbi =
(α,β)·(ai,bi)
||(α,β)|| = ci, pri qemu prva jednakost sledi iz definicije skalarnog

proizvoda i toga xto je α2 + β2 = 1, a druga je poznati naqin za raqunaǌe du�ine
projekcije na osnovu skalarnog proizvoda. Sada pj =

∑n
i=1 |ci − cj |, pa nam treba da

je cm medijana u nizu c1, c2, · · · , cn. Primetimo da je ovo ekvivalentno sa time da, ako
povuqemo normalu na ` u taqki (am, bm), da ima najvixe dn2 e taqaka sa obe strane te
prave.
Stoga, svakoj pravoj kroz (am, bm) mo�emo pripisati pravu ` normalnu na ǌu kroz
koordinatni poqetak i odgovaraju�e α i β, tako da nam je zadatak ekvivalentan sa
time da kroz (am, bm) postoji najvixe dn2 e taqaka sa obe strane te prave (taqke na
samoj pravoj nam nisu problem, jer je medijana jednaka cm ako je ispuǌen ovaj uslov).
Povucimo proizvoǉnu pravu kroz (am, bm) koja ne sadr�i nijednu drugu taqku iz skupa.
Sa jedne strane je vixe od pola ostalih taqaka, a sa druge maǌe od pola. Tada,
postepeno rotiramo pravu koriste�i diskretnu neprekidnost. Neka je sa leve strane
l taqaka, a sa desne te prave d taqaka. Zarad lakxeg zavrxetka, zamixǉajmo da kad
nam prava prolazi kroz vixe taqaka odjednom, da te taqke dodajemo jednu po jednu iz
jedne oblasti u drugu (ako nam se negde na pola ovog dodavaǌa dogodi |l − d|6 1, onda
�e nam biti sigurno dobra prava, jer te taqke na samoj pravoj se ne raqunaju, pa nije
bitno kojoj polovini ih pripisujemo, jer �e svakako biti maǌe od pola). S obzirom
da je na poqetku l > d, a na kraju l 6 d ili obrnuto, te u svakom trenutku se razlika
l − d meǌa za najvixe 2, postoja�e trenutak gde ima najvixe pola sa obe strane ove
prave, xto nam zavrxava dokaz.
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Drugi dan

4. (PRVO REXEǋE) Neka je Y drugi presek prave XI sa kru�nicom opisanom oko
trougla BIC. Dokaza�emo da je Y taqka tra�ene normalnosti. Prvo, znamo da je,
po Menelajevoj teoremi, ispuǌeno PB

PC
EC
EA

AF
FB = 1 =⇒ PB

PC = DB
DC , pa je (B,C;D,P )

harmonijski pramen. Sada, poznatno da je da se inverzijom u odnosu na Apololonijevu
kru�nicu taqke harmonijske qetvorke slikaju jedne u druge, odakle proizilazi da je
XB ·XC = XD2. Me�utim, sada je XD2 = XB ·XC = XI ·XY , pa, kako je ^XDI = 90◦,
znamo da je ^IY D = 90◦. Me�utim, kako znamo da je Ia tako�e na kru�nici opisanoj
oko trougla BIC (dijametralno suprotna taqka od taqke I), tada je ^IY Ia = 90◦, te su
taqke Y, Ia, D kolinearne, iz qega sledi tvr�eǌe.

(DRUGO REXEǋE) Neka je G podno�je visine iz taqke Ia na pravu BC. Dokaza�emo
da su trouglovi △IaGD i △XDI sliqni, iz qega �e nam rexeǌe direktno slediti.
Zaista, ako je Y presek XI i IaD, onda bi va�ilo ^XYD = ^Y XD+^XDY = ^DIaG+
^IaDG = 90◦. Sada nam je potrebno da doka�emo IaG

DG = XD
ID ⇐⇒ ra

b−c = XD
r . Du�inu

XD = 1
2PD raqunamo preko Menelajeve teoreme, kao i u prethodnom rexeǌu. Jasno je

da va�i PB
PC = DB

DC = a+c−b
a+b−c , a kako je PC − PB = a, to je

PC(1− a+ c− b

a+ b− c
) = a =⇒ PC =

a(a+ b− c)

2(b− c)
,

te je, konaqno,

PD = PC − CD =
a(a+ b− c)

2(b− c)
− a+ b− c

2
=

(a+ c− b)(a+ b− c)

2(b− c)
.

Sada nam se sliqnost svodi na to da je rra = a+b−c
2

a+c−b
2 , xto i nije texko videti

da je taqno, jer je △BID ∼ △IaGB, xto se trivijalno dobija na osnovu raqunaǌa
odgovaraju�ih uglova.

(TRE�E REXEǋE) Neka su N i M sredixta FD i FE redom. Poxto inverzija u
odnosu na upisani krug, xaǉe N i M u B i C redom, onda su polare taqaka N i
M redom zapravo spoǉne simetrale uglova ABC kod B i C. Me�utim, to znaqi da,
s obzirom da taqka Ia le�i na obe ove spoǉne simetrale, da je prava NM zapravo
polara taqke Ia. Zbog homotetije, znamo da su taqke X,N,M kolinearne. Tako�e, BC
je polara taqke D. Sa druge strane, taqka X le�i u preseku polara taqaka D i Ia, pa
je DIa polara taqke X, iz qega odmah sledi tvr�eǌe zadatka.



(QETVRTO REXEǋE) U ovom sluqaju �emo zadatak rexiti uz pomo� kompleksnih
brojeva. Neka je upisana kru�nica trougla ABC jediniqnna kru�nica ravni i ne-
ka taqkama A, B, C, D, E i F odgovaraju, redom, kompleksni brojevi a, b, c, d, e i f .
Koristi�emo poznate formule:

• Ia = 4def
(d+e)(d+f)

• P = d2(e+f)−2def
d2−ef .

Sledi, X = d2(d+e+f)−3def
2(d2−ef) i Ia − d = 3def−d2(d+e+f)

(d+e)(d+f) . Dakle, kako je ortogonalnost

ekvivalentna sa tim da je Ia−d
X = − 2(d2−ef)

(d+e)(d+f) qisto imaginaran kompleksan broj, dokaz
je zavrxen.

5. Ako je w ∈ C i va�i |w| = 1, onda je Re(w) = w+w
2 · ww = w2+1

2w .(∗) Neka je z = eix, ε = ei
2π
n

i K jediniqna kru�nica u kompleksnoj ravni qiji je centar u 0. Posmatrajmo funkciju
g : K → R, definisanu sa

g(z) = (z +
1

z
)k + (zε+

1

zε
)k + (zε2 +

1

zε2
)k + ...+ (zεn−1 +

1

zεn−1
)k, za svako z ∈ K. (†)

Zbog (∗) je oqigledno da je funkcija f konstantna akko je funkcija g konstantna. Ko-
riste�i binomnu formulu imamo da je g(z) = akz

k +ak−1z
k−1+ ...+a1z+a0+a1z

−1+ ...+
ak−1z

−(k−1) + akz
−k. Funkcija g je konstantna akko za neku konstantu c va�i jednakost

P (z) = akz
2k+ak−1z

2k−1+...+a1z
k+1+(a0−c)zk+a1z

k−1+...+ak−1z
1)+ak = 0, za svako z ∈ K.

Ako je P (z) = 0, za svako z ∈ K, onda P (z) ima beskonaqno mnogo nula, pa je identiqki
jednak nula polinomu. Kako obrat oqigledno va�i, dobijamo da je g konstantna akko
va�i ak = ak−1 = ... = a1 = 0. Neka je sada 0 < t 6 k. Primeǌuju�i binomnu formulu u
(†) imamo da je at = 0 ako je t ̸≡2 k, dok za t ≡2 k va�i

at =

(
k

k+t
2

)
(1 + εt + ε2t + ...+ ε(n−1)t). (♡)

Ukoliko je εt = 1, xto je ekvivalentno sa n | t, onda iz (♡) imamo da je at ̸= 0. Sa druge
strane, za sve t za koje je εt ̸= 1, odnosno kada n - t, imamo da je 1+ εt+ ε2t+ ...+ ε(n−1)t =
1−εnt

1−εt = 0, te je at = 0. Iz svega navedenog zakǉuqujemo da je broj k rexeǌe akko svaki
broj t, 0 < t 6 k, koji je iste parnosti sa k, nije deǉiv sa n. (!) Zato konaqno imamo
slede�a dva sluqaja:
1◦ n je paran: Parni brojevi k za koje va�i k > n, nisu rexeǌa, poxto t = n ne
zadovoǉava navedeni uslov (!). Svi neparni brojevi k, k > n, kao i svi brojevi k < n
zadovoǉavaju uslov (!), te jesu rexeǌa.
2◦ n je neparan: Neparni brojevi k za koje va�i k > n, nisu rexeǌa, poxto t = n ne
zadovoǉava navedeni uslov (!). Tako�e, ako je k paran i va�i k > 2n, on nije rexeǌe,
poxto t = 2n ne zadovoǉava navedeni uslov (!). U ovom sluqaju su rexeǌa svi brojevi
k za koje je k < n, kao i svi parni brojevi k ve�i od n i maǌi od 2n.

6. Ukoliko je P (x) − x = c konstantan polinom, broj m2 + 2mnc + n2 je kvadrat za sve
prirodne brojeve m i n, odakle je 1+2nc+n2 = (n+c)2+1−c2 uvek potpun kvadrat. Kako
je onda konstantan broj 1−c2 razlika kvadrata beskonaqno mnogo parova celih brojeva,
on mora biti 0 (imao bi beskonaqno mnogo celih delilaca). Dakle, u ovom sluqaju su
jedina rexeǌa P (x) = x ± 1, koja oqito isuǌavaju uslov, jer P 2mn(m2) + n2 = (m ± n)2

u tim sluqajevima. Doka�imo da drugih rexeǌa nema.



Ako polinom P (x)− x nije konstantan, to oqito nije ni Q(x) = P (x2)− x2, pa na osnovu
Xurove teoreme zakǉuqujemo da polinom Q ima beskonaqno mnogo prostih delilaca.
Dakle, postoji beskonaqno prostih brojeva p za koje postoji prirodan broj m takav
da va�i p | Q(m). Posmatrajmo ove parove. Kako je P (m2) ≡ m2 (mod p), jednostavnom
indukcijom (zbog P (a) ≡ P (b) (mod a−b), za sve cele brojeve a i b) zakǉuqujemo P l(m2) ≡
P l−1(m2) ≡ ...P (m2) ≡ m2 (mod p), za svako l ∈ N, odakle je P 2mn(m2) + n2 ≡ m2 + n2

(mod p). Zakǉuqili smo da ako p | Q(m), onda je a +m2 kvadratni ostatak po modulu
p za svaki kvadratni ostatak (0 smatramo kvadratnim ostatkom u ovom sluqaju) a
(mod p), odakle se, indukcijom, zakǉuquje da je a + tm2 kvadratni ostatak po modulu
p, za svaki prirodan broj t. Poqetnim uzimaǌem a = 0, zakǉuqujemo da je tm2 uvek
kvadratni ostatak po modulu p, odakle je p = 2 ili p | m (ukoliko drugo ne va�i, tm2

mo�e posti�i sve ostatke po modulu p, a kvadratnih je taqno 1+ p−1
2 = p+1

2 < p kada je
p > 2). Dakle, dokazali smo svojstvo: ako p | Q(m), onda je p = 2 ili p | m. Nazovimo
ovo svojstvo s.
Neka je, sada, Q(x) = xtR(x), t > 0 R(0) ̸= 0. Kako se svojstvo s oqigledno prenosi
i na polinom R (p | R(m) =⇒ p | Q(m) =⇒ s), on mora biti konstantan. Zaista, u
suprotnom bi, po Xurovoj teoremi, R imao proizvoǉno velike proste delioce. Kada bi
bilo p > |R(0)|, p > 2 i p | R(m), ne mo�e biti p | m, jer bi tada va�ilo R(m) ≡ R(0) ̸≡ 0
(mod p), xto je u kontradikciji sa svojstvom s. Dakle, R(x) = u je konstantan polinom,
odakle, na osnovu svojstva s, u mora biti stepen dvojke, u = ±2k, k ∈ N ∪ {0}. Dakle,
va�i P (x2) − x2 = Q(x) = ±2kxt, odakle je t = 2r paran nenegativan broj, tj. dobijamo
polinomski identitet, te je P (x) − x = ±2kxr, P (x) = x ± 2kxr. Primetimo da ovde,
pod pretpostavkom P (x)− x ̸= const, imamo r> 1, pa je, na osnovu pozitivnosti vode�eg
koeficijenta polinoma P , P (x) = x + 2kxr. Ako je k > 2, va�i P (v) ≡ v (mod 4) ∀v ∈ N,
P l(v) ≡ v (mod 4), za svako l ∈ N. Za m = n = 1, va�i P 2(1) + 1 ≡ 1+ 1 = 2 (mod 4), pa on
ne mo�e biti potpun kvadrat.
Dakle, na osnovu svega prethodnog, mo�e biti k = 0 ili k = 1, odnosno P (x) = x + xr

ili P (x) = x+ 2xr. Stepen r �emo odrediti na osnovu qiǌenice da je P 2(1) + 1 potpun
kvadrat. U prvom sluqaju je P (1) = 2, pa je P 2(1) + 1 = P (2) + 1 = 2r + 3, xto ne mo�e
biti potpun kvadrat ni za jedan prirodan broj r, jer za r> 2 va�i 2r +3 ≡ 3 (mod 4), a
r = 1 ne ispuǌava uslov. U drugom sluqaju je P 2(1)+1 = P (3)+1 = 2 ·3r+4 ≡ 2 (mod 4),
pa ni u ovom sluqaju nema rexeǌa. Dakle, tvr�eǌe je u potpunosti dokazano.


