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PEINTEIHBA 3AIATAEKA - 18. CMO, Beorpazx 2024.
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1. (TIPBO PEUIEILE) Ilokaszahemo na je 6poj n pememe 3amaTka akko je n = p*~1 3a ma

KOju mpocT O6poj p.

Heka je mexu npupoman 6poj n pememe 3amartka. Jleaumnar do je mpocTt Opoj, Te HEKa je
dy = p. 3a cBaku npuponan 6poj n Bawu d;-dyy1_; =n, i = 1, k, Te je, cnenujaano, dy_i = %.
Hajsehu on mocmarpanux Gpojesa je 6poj dy — di—1, momTo je dy —dg—12n— 5 >dp_1 >
di+1 — d;, 3a cBako ¢ = 1,k —2. Be3s ymamema ONmMTOCTH MOKEMO MNPETIOCTABUTU Oa CY
nmocmarpanu Opojesu mopebanm y crporo pacrylhiem mOpeTrky u HeKa je ¢ > 1 KOJIWYHUK
reoMeTpujcke mporpecuje (6poj ¢ je Ka0 KOJIWYHUEK [BA NMPUPOAHA OpOja PANVMOHANAH, AJK
He HY/XHO UM TpUpOMaH). 3a Heko i € N pawm ¢! = % = T;__f = % € N. akne, neku
CTENEeH PAIMOHAJHOT Opoja ¢ jemHak je mMpupoaHOM Opojy, Te 1 Opoj ¢ MOpa OUTU TPUPOAAH
(mowTo je i—Tu KOpeH NpUpOAHOr 6poja WiIKM UpauroHajan 6poj niu npuponas 6poj). Cana
3HaMO Za je ¢ > 1 mekm mesmmmar 6poja n, momTo ¢ | ¢t | 2 | n, Te je ¢ 2 p. OTyna je mHajuama
on nocMarpaHux pasiuka oam do —d; = p — 1 (ykoauko me 6u 6una, onga Meby paszaurama

IOCTOjU U dzizdl < 1, wro Huje neo 6poj). Iakne, majseha pasmura je dp — dg—1, IOK je

HajMama ds — dp, TE je

dp — dp— n
k-2 _ k k1:7. <>
dy —dy P @)

306up CcBUX mOCMATPaHUX pa3jiuka, m3y3eB HajBehe dip — dip_1, ca jemHe crpaHe jenHak je
dp—1—d; =2 —1, nok je ca gpyre crpane (Kao reOMETPHUjCKa IPOTPECUja Ca HIPBUM UIAHOM
n

P
. k—2_ .
dy —dy m KomumuEUKOM c) jemHak (p—1)- “— L. 3aro cana, kopucrehu ({), nobujamo T-1=

k2 1 . .
p—1)-—==@—1) £, e je ¢ = p. OBUM cMO mOKa3aJIM [a Cy jeAUHN KaHIUAATH

3a pemema 3amaTka O6pojeBu obmmka n = p~!. JlokamuMmo ma cy oBaKBM OpPOjeBM T 3amcTa

. _ . . . . diio—d;
pemema 3amaTka. 3amcTa, ako je n = p*~l rama je d; = p'~!, i = 1,k, Te je H =
i+1_ i . - . . .
P__—P —p 3acBako i = 1,k — 2. OBo cBemoun ma 3a n = p*~! mocroju mepmyranuja Gpojena

dpg ’ di,ds — dg,dy — d3, ...,dj, — d—1 TaKO ma OHM YMHE KOHAYHY I'€OMETPHUjCKY IPOTPECH]Y.

(IPYTO PEIIEWLE) Henunan do 6poja n je mpoct 6poj, Te Heka je do = p. 3a cBakru
npuponan 6poj n Baxu d; - dyp1—; = n, i = 1, k, Te je, cnemujanno, dp_; = % u dj_o = %
Hajsehum on mocmarpanux Gpojesa je 6poj dp — di—1, momTo je dy —dp—12n— 5 >dp_1 >
diy1 — d;, 3a cBako i = 1,k —2. Be3 ymamema ONMITOCTH MOXKEMO IPETHOCTABUTHU Oa CY
nmocmarpanu 6pojesu mopebanm y crporo pacrylhiem moperky u Heka je ¢ > 1 KOJIWYHUK
reomerpujcke nporpecuje (6poj ¢ je Ka0 KOJUYHUK ABA OPUPOJHA OpOja DAIMOHAJAH, AJU
He Hy’KHO U MPUPOJaH). 3a HeKo i € N Bawu ¢! = % = 7;:? = % € N. Ilakne, Hekn
CTENEeH PaIUOHAJIHOT Opoja ¢ jeAHaK je MpupoaHoM Opojy, Te u Opoj ¢ MOpa OBUTU TPUPOAAH
(momTo je i—Tu KOpeH NpUPOAHOr OpPOja WM UpanMOHAJaH OPOj miu npuposan 6poj). 3a

. i dy_1—dp_ D d . .
J = k—1 k=2 frng P 3 — _n_
HEKO j € Z BaKU C  — Tmp = pis (Moke ce mokaszatu u ga je j € Ny, anu To auje
Ba:kHO 3a pememe). Cana je ¢7 = —2— = ds, Te kako je ¢ > 1, 10 je d3 cTemeH npupomHOT

o
6poja c. Canma pasauryjemo cienelie pcjlyqajeBe:

1° d3 je mpoct 6poj. Hexa je d3 = ¢ > p. Tama u3 ¢/ 7 = ¢ umamo ma je ¢ = ¢q. Meby
mocMaTpaHrM OpojeBumMa HajMamu je O0poj do — dy = p — 1. 3amcra, YKOINKO TO He O6u O6uo
ciyuaj, onga 6u 6poj =4 — % < 1 6uo Hekwm o1 mocMaTpaHux OpojeBa, MTO HUje MOTylie

C

(cBu mocMmaTpaHu GPOjeBUM Cy NPUPOIHU). 3aTO Cala jeTHAKOCT ¢' = % mocTaje je IHAKOCT



g2 = 2, Te je n = p-¢*2. Mebytum, cama je k = 7(n) = 2(k—1) =2k -2 < k = 2.
Kourpamuknnuja.

2° ds je cmoxken 6poj. Csu mesnmorm Opoja ds, mamu on ds, mexe Opoj n M mpunanajy
crymy {1,p}. 3aro je d3 = p?. Cana jemmaroct ¢~7 = ds nmocraje jemmarxoct ¢~/ = p?, Te je
¢ € {p,p*}. Ha unenruyan maums kao y 1° sakmydyjemo ma je m cama meby mocmarpammm
BpojeBuMa HajMamu 0poj do —d; = p — 1. 3aro cama jemmakoct ¢ = % mocraje jeaHaKOCT

Ck72 _n k—1

=, ma jen=p unn n = p?*~3. JIpyra moryhuocr otnana jep 6m tama Baxsmio k =
7(n) = 2k—2>2k+2. OBUM CMO HOKA3aJM Oa CY jeJUHU KAHAUIATHU 38 PElleHha 3a1aTKa 6pojeBu
o6mumka n = p*~!. lokamuMmo ma Cy OBAKBU OPOjeBM n 3aMCTa PEIICHa 3aJaTKA. 3aKUCTa, aKo
. _ . i . — . o—d il i ]

jen =pk 1 rama je d; = p'~t, i = 1k, Te je dji” dity — P DL — ) 3a cpako i = 1,k — 2.
OsBo cBemoun na 3an = p

it1—d; pi—pi=t
E—1
TaKO Ia YMHE KOHAUHY I'€OMETPUjCKY IPOrPEeCcHjy.

nocroju nepmyramuja opojeBa do—dy,ds—ds, dy—ds, ..., dp —dg_1

2. Ogrosop: n!-2". Crasumo na je [n] = {1,2,...,n}. Purcmpajmo mHIeKC mOGenHUKA
rypuupa 1 <x < 2". Jlokazahiemo nma moctoju n! Typrupa y Kojuma ou mobebyje. Osnaummo
ca A; CKyI JbyIM KOJU Cy OCTaidu Ha TYpHUDY mHocuae ¢ koxa. Tana je A, = {z} u Ay =
{1,2,...,2"}. Tepbeme 3amaTka mam kaske ma 3a cBako i € {1,2,...,n} nocroju Gpoj x;
rako ma je A;—1 = A; U (x; — A;) (omHOCHO, ako je cymMa WMHIEKCa y CBaKOM IBOBOJY X;,
Tana, ako je a € A;, mopa 6utu un {a,z; —a} C A;—1). Kmyuno tBpbheme y pememy e nam
butu na 3a cBako i € {1,2,...,n} nocroju a; Tako ma je A;—1 = A; U (a; + A;). Bai=n
je OBO OUWIJIeTHO, TAKO A HAC WHTEPECYjy CaMO MPEOCTAJU ciydyajeBu. llpumermmo ma
je Aj = miy1 — A;, e je A1 = A; U (z; — A;) = AU (x; — o1 + 4;), Te, cTora, MOMKEMO
y3eTu ma je a; = x; — x;11. OTyma, n-Topke Koje dopMupajy &;, KOju OAroBapajy BaJIUIHUM
pememuMa, Kao0 U N-TOPKe GopMuUpaHe O a;, KOju MCTO OACOBAPA]Y BAJIUIHUM DeEIIeHUMa,
cy OujektuBHO ekBuBaJsienTHe. QOmnmaBme cienu mga MOPaMO 18 U3DPOjUMO KOJUKO MOCTOjU
u3bopa n-topru (ai,as,...,a,), Tako na kan gedpuaumemo A, = {z} u A;_; = A; U (a; + A;),
na je tama Ag = {1,2,---,2"}. Huje Temko nokazaru (IPUHIUIOM MaTEMATHYIKE UHIYKIU]E)
na he ckyn Ag Outu oGiuka
Ag={x+ Zai\l C [n]},
il

rae ce mpas3Ha cyma peduuumime kao 0. OBo 3Haum ga aq,dq,...,a, Tpeba ga Oyay TakBu
neau OpojeBu Tako Ha je cBaku Opoj om —z+ 1 mo 2" —x mpencTaB/bUB HA jeQUHCTBEH HAYNH
Kao cyMa HeKux a; (jemmHcTBeHOCT cienu jep je cyma ucrto 2"). Ilokazaliemo ma je u3bop
oBakBUX OpojeBa jeauHCTBEeH (IO Ha mepMyTanujy), Te je OAroBop 3aucra n!, 3a CBaKO T,
omuocHO n! - 2" YyKyIHO, YMMe je MOKa3 3aBpIIeH.

Hoxraxkumo mperxonno ciay4ajy kana je ¢ = 1. IlorpebHO je ma mokaskeMo Oa MOCTOje
jemuacTBeHU OpojeBu by < by < ... < b,, TakBU ma ce cBaku 6poj om 1 mo 2" — 1 moke
OOOUTH Kao CyMa HEKOJWKO muX. IIpuMeruMo mna HujemaH on b; HUje HeraTUBAaH, jep HUjeaHa
cyMa Huje HeraTuBHA. JlokaskuMo mHAyKDUjoM ma je by = 271 3a csako k. 3amcra, ako je
b; = 271 3a cBako i < k, Taga npeko npsux k 6pojeBa MoseMo moGuTu cBe 6pojese on 1 10
2% — 1, Tako mTO ra HAIMIIEMO y OMHAPHOM 3ammucy, T€ TaJa HUjedaH APYTru OpPOj Marmu O
2% me moxe Gurm meby by, 360r jemumHCTBEHOCTH, a ako cy mpeoctanu b; sehu on 2F, omna
ce 2F mehe Huraxo Mohum mpeacTaBuTH Kao cyma Hekux b;. OBUMe je MHIyKIWja 3aBpIICHA.

Capna, 3a remepasino x, Mopa xa mnocroju Heku noackyn C' C {ai,...,a,}, Takas ma je
Yecc¢ = —x + 1. Tlocmarpajmo, 3armm, ckynm B, koju dgopmupamo Ha ciremehu Hadmm:
{a1,a2,...,a,} \ C C B, xao u ako je ¢ € C, Tana je —c € B. Axo je B = {b1,bs,...,b,},
3HaMO na je tama —x + 1+ Ziel b;, 3a I C [n], y3uma cBe Bpensoctu uameby —x+1 u 2" —x
(jep "usbamuBame” mexor cabupka ¢ € C, mouesmu o1 0, je UCTO KAO HOLABAHE —C, IIOYEBIIN
on —x +1). Mebyrum, no mperxommoM caydajy je tama B = {1,2,4,...,2"" !} a ome xoje
Tpeba TpeTBOPUTU y HETATWBHE Cy yIPaBO OHU KOJU yUECTBY]y y OwmHApHOM 3amucy Opoja
z —1 (jep je y nuramy najseliu neratusan 6poj, Te je CyMa CBUX HEraTUBHUX OpojeBa).



3. Jlema: Heka je f(z) ¢pynrmmja obmura f(z) = Y . |z — ;| 3a Here 21 < 2o < -+ < Ty
Tana oHA MUHUMYM ODOCTUWKE y MeIUjaHu HU3a T; (y Ciydajy HEIapHOT 1, CBAKAKO, IOK 3a
MApHO 7 MUHUMYM C€ TOCTU/KE y CBAKO] TAYKM MHTEPBAJIA [anTﬂj,xrnTﬂ]}, a 'y TOM CIydJajy
je MaaujaHa 3alpPaBO APUTMETUYKA CPEIMHA KPajeBa IPETXOMHO HABEAECHOT UHTEPBAJA, KOja
opunaza TOM WHTEpBaly). 3aucTta, ako je ¢ < xp, tama je f(x) > f(x1), mok 3a = > x,
je f(x) > f(zn), ka0 u ma 3a x € [, xiy1] Basku f(x) = min(f(x;), f(x;+1)), jep je HA oBUM
MHTepBadUMa QyHENUja auHeapHa. Crora, BummMo na ¢yHUEWja f, Ha [2;, Ti11], DOCTURE
MUHIMYM V jeqHO] OJ KpajibuX Tadyaka TOr mHTepBaJsa. Takobe, jacHo je ma je marmub Te
JuHEeapHe (YHIKUje HA WHTEPBAMLY [T, Tii1] 3ampaBo i — (n —i) = 2i —n, ma 3a i < § BaKM
f(xi) = f(xig1), a 3a i > § je f(x;) < f(wi41). W3 oBora cremm ma ce MUHMMYM, 3amCTa,
MOCTUAKE Y | ngl|, 3 7 HEMAPHO, OJMHOCHO Y OMIIO KOjOj TAUKM MHTEPBAJIA [mL%J,xr%lﬂ,
3a mapHe n.

Bes yMamema ONIITOCTH TIpernocTaBuMo aa je o + 3% = 1 (ckaaupameM ce HUIITA He Mema ).
ITocmaTpajMo maTe y mapy, Tj. Kao n Tadaka y KOODIAMHATHOM cucreMy: (ai,by), (ag,b2), - -,
(an,bn). Hera je ¢ mpaBa koja mpoJiasu Kpo3 KOOpAMHATHU modeTak, Tj. Tauky O = (0,0), u
tauky M = (a, ) u HEKa je ¢; pacTojame 01 KOOPAWHATHOL MOYETKa A0 IPOjeKIuje U3 TauKe
(a;,b;) HA £ (moCMATpaMO OpUjeHTHCAHE NY’KUHE, IITO 3HAYM 4 MOT'Yy OUTU U HEraTHBHE,

Tj. y3zehemo ma mysEwmHA ¢; MOe ca HEMaTWBHUM MPEA3HAKOM AKO j€ BEKTOD 07% CYyIpPOTHOT
cmepa ox Bekropa OM, rme je P; omrosapajyha mpojeknuja. Cana, KbYyYHO je IPUMETUTH
na je aa; + B8b; = % = ¢;, IPU YeMy IPBa jeAHAKOCT CJIeIV M3 Ne(QUHUINje CKAJapPHOT
nmpomsBona m Tora mMTO je a’ + B2 = 1, a mpyra je MO3HATM HAUMH 3a padyHame IyKUHE
IpojeKnmje Ha OCHOBY CKanapHOr mpoussoma. Cama p; = > ., |¢; — ¢;|, ma Ham TpebGa ma
je ¢y MenmujaHa y HU3Y C1,C2,- - ,Cp. lIpuMeTMMO na je OBO €KBHMBAJICHTHO Ca THUME Ia, aKO
IOBYyYeMO HOPMAJy Ha { y Tauku (@m,bm), Aa uMa HajBume [ | Tadaka ca obe cTpaHe Te
mpase.

Crora, cBakoj mpaBoj Kpo3 (@m,bm) MokeMo mpummucatu npasy ¢ HOPDMAJHY Ha BY KPO3
KOODAMHATHM HodYeTak m oxrosapajyhe a m [, Tako ma HaM je 3alaTak CKBUBAJICHTAH Ca
TUME A KPO3 (Gm,bm,) HOCTOju HajBume [%| Tauaka ca obe cTpaHe Te mpase (Tadke Ha
caMoj mpaBoj HAM HUCY OpobieM, jep je MeaujaHa jeQHAKA C,, aKO je UCIYHEH OBaj yCJOB).
[ToBynuMO TPOU3BOJBHY IPaBY KPO3 (A, by ) KOja HE cAOPKU HUjeAHY APYTY TAUKY U3 CKyIa.
Ca jemme cTpaHe je BuIle OJ HOJa OCTAJAX Tadvaka, a ca Apyre Mame O moja. Tlana,
IIOCTEIEHO pOoTHpaMo npaBy ropucrehm muckperny mHempermaHoct. Heka je ca meBe cTpane
| Tauaka, a ca mecHe Te mpaBe d Tavaka. 3apaj JIAKIIEr 3aBPIIETKA, 3aMUNLIBAJMO A KA
HaM IIpaBa MPOoJa3u KPO3 BUIIE Tadyaka ONjelHOM, Na Te€ TadvKe MOAajeMO jelHY IO jeAHYy U3
jemse obusacty y Apyry (AaKO HaM ce Herje Ha moJa OBOI monasama moroau |l —d| <1, onma
he mam Outw curypuo mobOpa mpaBa, jep Te Tauyke Ha caMOj IpaBOj Ceé He pauyHajy, 1a Huje
OUTHO KOjOj MOJOBMHU UX mpunucyjemo, jep he csakako Outu Mame ox moiaa). C o63upom
na je Ha moueTky | > d, a Ha kpajy | < d nnm oOpPHYTO, T€ ¥y CBAKOM TPEHYTKY C€ Da3JIdKa
| — d mema 3a HajBume 2, nmocrojahe TpeHyTak rie umMma HajBuile IoJa ca obe cTpaHe OBe
mpaBe, IITO HAM 3aBPIIABA HOKA3.



JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIMIEIHA - 18. CMO, Beorpan 2024.

Jpyru nan

4. (IIPBO PEIIEIE) Hera je Y apyru npecek npase X1 ca KPYKHUIIOM ONMCAHOM OKO
tpoyrana BIC. Ilokazahemo na je Y rmauka Tpaskene mopMmasmoctu. IIpBo, 3HaMo ma je,
mo MenenajeBoj TeopeMu, UCIYHEHO %%% =1 = g—g = g—g, na je (B,C;D,P)
xapMmonujcku npames. Caga, MTO3HATHO Ia je [a Ce MHBEP3UjOM y OTHOCY Ha AIOJIOJIOHU]EBY
KPY’KHUIY TaYKe XapMOHUjCKe YETBODKE CIWKAjy jeqHe Yy Apyre, Oakjae MPOU3MIIa3n Oa je
XB-XC = XD? MebyruMm, cama je XD? = XB-XC = XI-XY, na, xako je <XDI = 90°,
3amo na je /YD = 90°. Mebyrum, rako 3mamo na je I, takobhe HAa KPYRKHUIM ONKCAHO]
oko tpoyraa BIC (mujamerpanno cynporHa tauka on tauke [ ), taxa je <IY I, = 90°, re cy
Tauke Y, I,, D KonuHeapHe, U3 yera cienu TBpDhHeme.

(OIPYTO PEIIEIHLE) Heka je G nomnoskje Bucune u3 tauke I, Ha npasy BC. Ilokazahiemo
na cy tpoyraosu Al,GD u AXDI cnuunu, mu3 dvera hie HAM pememe IUPEKTHO CJEAUTH.
3awucra, ako je Y npecek X1 u I, D, ouna 6u Baskuio <XY D = <Y XD+ <XDY =<DI,G+

<,DG = 90°. Cama HaMm je mOTpebHO ma TOKaKeMO ID“g = % = = XD Tysmuny

T

XD = %PD pauyHaMmo npeko MeHesnajeBe TeopeMe, KA0 M y NPETXOAHOM pemIewny. JacHo je

PB _ DB _ atc=b ; _ - :
la BERN 55 = HE = qyp—c» & Kako je PC — PB =a, 10 je

ala+b—c)

_a+c—b
2(b—c)

PC(1 PP —

)=a — PC=

Te je, KOHAYHO,

2(b— ¢) 2 2(b — c)

PD = PC —CD - ala+b—c) a+bdb-c (a+0—b)(a+b—c).

Cama HAM ce CIMYHOCT CBOOM Ha TO Ha j€ TT, = , MITO U HUjE TEIMKO BUIOETU
na je tauno, jep je ABID ~ AI,GB, mro ce TpuBuUjasHO m0OUja HA OCHOBY padyHaHa

onroBapajyhux yriosa.

(TPERE PEIIEIHGE) Heka cy N u M cpemumra FD n FE penom. Ilomro muBEp3uja y
omuocy Ha ynucanu kKpyr, mame N u M y B u C pemom, ouma cy mojape tavaka N u
M pemom sampaso cmnossHe cuMmerpadtie yraosa ABC konm B u C. Mebyrum, to 3mauwm na,
¢ ob3upoMm ma Tauka I, Jgekym Ha o0e OBe cHmoJsbHE cuMerpadtie, ma je mpasa NM 3ampaso
mosmapa tauke I,. 36or xomoreruje, 3uaMo na cy tauke X, N, M komuneapue. Tarobe, BC
je momapa Tauke D. Ca mpyre crpane, Tauka X JIeKU y Ipeceky mnoJsapa tavaka D u I,, na
je DI, nmonapa tauke X, u3 vera omMax ciemu TBpheme 3amaTka.

a+b—c at+c—b
2 2



(UETBPTO PEIIEIHLE) ¥ osom cayuajy hiemo 3amarak pemmTu y3 moMONl KOMIJIEKCHUX
6pojesa. Hera je ymucama xpyskaumna tpoyriaa ABC jenuHuYHHA KPYKHULA PABHUA U HE-
ka raukama A, B, C, D, F u F oarosapajy, pemoMm, KOMIUIEKCHU OpojeBu a,b,c,d,e u f.
Kopucrtuhemo noszuare dpopmyie:

_ 4def
* Lo = Gro@rn

_ d*(etf)—2def
L] P = W

2 2
Cunemu, X = % ul,—d= %W. Ilakme, KAKO je OPTOTOHAJIHOCT

. _ 2(d?— .
€KBUBAJICHTHA Ca TUM Ja Je Li—d _ 2 ef) YUCTO UMATUHAPAH KOMIIJIEKCAH OpOj, MOKa3

) X (d+e)(d+f)
je 3aBpIeH.

— 2 . o
5. Axo je w € C n Bam |w| = 1, ongna je Re(w) = “E2. 2 = 241 (x) Heka je z = €', ¢ = e
u K jenuHndHa KPYKHUIA Y KOMIJIEKCHO] paBHU unju je nerrap y 0. [locmarpajmo dpyuEITjY

g: K — R, nepunucany ca

1

ZEn_l

1 1 1
g(z) = (2 + ;)k + (ze + ;)k + (2% 4+ —= )+ (e )k, 3a cBaro z€ K. (1)

2e2
36or (*) je ouurnenHo na je ¢pyHrmuja f KOHCTAHTHA aKKO je QYHKIMja ¢ KOHCTAHTHA. Ko-
pucrehu GuroMEY popmyTy mMamo na je g(z) = apz® +ap_12" 1+ tarz+agtarz .+
ap_12~ %D 4 g2z %. dynrmmja ¢ je KOHCTAHTHA AKKO 3a HEKY KOHCTAHTY C BAYKU j€IHAKOCT

P(z) = akz2k+ak_122k*1+...+a1zk+1+(aofc)zk+alzk*1+...+ak_1zl)+ak =0, 3a crako z € K.

Axko je P(z) =0, 3a cBako z € K, ouna P(z) uMa GeCKOHAYHO MHOIO HyJa, [ je WICHTUYIKA
jemHak HyJa moaumHOMY. Kako oOpar ouumriemHo Basky, moOMjaMo Oa je g KOHCTAHTHA AKKO
BN Ay = Gp—1 = ... = a1 = 0. Heka je cana 0 < t < k. [Ipumenyjyhu 6unomuy dhopmyny y
(1) mmamo ma je a; = 0 aro je t %4 k, 00k 3a t = k Basku

k
ay = (,C_H)(l—l—st+52t+...+5(”_1)t). (@)
2

Yxomuko je et = 1, mro je exksuBasentro ca n | t, onna uz (©) umamo na je a; # 0. Ca apyre
cTpame, 3a cBe t 3a Koje je ! # 1, omHOCHO Kama n ft, mmamo ma je 1+t +e2t . 4=t =
Tf: =0, e je a; = 0. VI3 cBera HaBemeHOr 3akbydyjeMo na je 6poj k pememe akKO CBaKU
6poj t, 0 < t <k, koju je mcre mapuoctu ca k, auje memus ca n. (!) 3aTo KoHAUHO UMAMO
cneneha mBa cayuaja:

1° n je mapam: Ilapum OpojeBu k 3a kKoje Basku k > m, HUCY pelIema, MOMTO t = n HE
3amoBosbaBa HaBenenu ycios (!). Csu menapuu Gpojesu k, k > n, kao u cBu 6pojesu k < n
3an0BosbaBajy ycios (1), Te jecy pemema.

2° n je memapam: Hemapuu OpojeBu k 3a Koje Basku k > n, HUCY pelnema, MOMTO t = n He
3anoBosbaBa HaBenenu ycuos (!). Takobe, ako je k mapan u Basku k > 2n, OH HUje pememe,
nomto t = 2n He 3a0BOmaBa Hasenenu yciaos (1). Y oBoMm cayuajy cy pemema cBU OpojeBu
k 3a koje je k < n, kao u cBu napuau 6pojeBu k Behu ox n 1 mamu oxn 2n.

6. Yromaro je P(r) — z = ¢ KoHCTaHTaH moamHOM, 6poj m? + 2mnc + n? je kBagpar 3a cBe
npupoare 6pojese m u n, onakae je 1+2nc+n? = (n+c)?+1—c? ysex mormyn ksagpar. Kako
je omma KoHCTaHTaH 6poj 1—c? pasauka KBaxpara OECKOHAYHO MHOIO IIAPOBa IeInX OpojeBa,
on Mopa 6utu 0 (nMao 6u 6eCKOHAYHO MHOIO LeJux xejauiana). akiae, y oBOM ciayuajy cy
jemnma pemema P(x) = x + 1, Koja ounTo mcymasajy ycios, jep P2 (m?) +n? = (m 4 n)?
y TUM ciaydajeBuMa. [{OKaKMMO Ia OPYyrUX Peliemha HeMa.



Axo nomunom P(z) — x Huje KoHCTaHTaH, TO ounTo HUje HU Q(x) = P(2?) — 2%, ma ma ocHOBY
[IypoBe Teopeme 3akmbyuyjeMo ma MOJUHOM () mMa OECKOHAUYHO MHOIO IPOCTUX AEIUJIAIA.
Ilakne, mocToju OECKOHAYHO HPOCTUX OpojeBa p 3a KOje MOCTOju mpUpomaH OPOj m Takas
na Bazxn p | Q(m). Ilocmarpajmo ose mapose. Kako je P(m?) = m? (mod p), jemmocraBrOM
urayknujom (360r P(a) = P(b) (mod a—b), 3a cBe mese 6pojese a u b) sakmyuyjemo Pl(m?) =
P=1(m?) = ..P(m?) = m? (mod p), 3a ceako | € N, omakmne je P?>™"(m?)+ n? = m? + n?
(mod p). Barmyunmiau cmo ma axo p | Q(m), oBma je a + m? KBaApaTHU OCTATAK TIO MOIYJITY
p 3a cBaku KBanpaTHu octarak (0 cMaTpaMoO KBaApPATHUM OCTATKOM y OBOM CJIy4ajy) a
(mod p), omakme ce, MATYKIMjOM, 3aKbydyje ma je a + tm? KBaApaTHW OCTATaK IO MOMIYIY
p, 3a cBaku mpupomad 6poj t. IlouermuM y3umamem a = 0, 3akmyuyjemMo ma je tm? yBek
KBAJPATHNA OCTATaK TI0 MOAYJIY P, Ofakie je p =2 umu p | m (YKOIWKO APYTO He Baku, tm?
MOsKe TToCcTUNM CBe OCTAaTKe MO MOMIYJy P, & KBaApaTHUX je TadHo 1 -+ % = p—;l < p kaza je
p > 2). Ilaknie, nokazaau CMO CBOjcTBO: ako p | Q(m), onna je p = 2 unu p | m. Hazosumo
OBO CBOjCTBO S.

Hexa je, cana, Q(z) = z'R(z), t >0 R(0) # 0. Kako ce CBOjCTBO § OUUTJIEIHO MPEHOCHU
n Ha noauEoM R (p | R(m) = p | Q(m) = s), oH MOpa OUTH KOHCTAHTaH. 3aucra, y
cynporaoM 6u, o [IlypoBoj Teopemu, R mMao TpomM3BOBLHO BEJIMKE IPOCTe meauoiie. Kana ou
6uso p > |R(0)|, p > 2 u p | R(m), He Mo:xe OGutu p | m, jep 6u rtana Bakuio R(m) = R(0) £ 0
(mod p), mro je y koETpamuEnMju ca cBojctBoM S. Jlakne, R(x) = u je KOHCTAHTAH IOJIUHOM,
oNaKJIe, Ha OCHOBY CBOJjCTBA s, u MOpa OuTu cremen mBojke, u = +2F k € NU {0}. Iaxkue,
Basgy P(z?) — 22 = Q(z) = +2%2!, omakne je t = 2r mapan HeHmeraTusan 6poj, Tj. m06GUjaMo
IOJMMHOMCKY maeHTUTeT, Te je P(r) —x = +2F2", P(z) = z 4+ 2¥2". Tlpumerumo na omge,
nox npernoctaBkoM P(x) — x # const, umamo r > 1, na je, Ha 0CHOBY mosutuBHOCTH Bogeher
roedumujenta nomuroma P, P(z) = z + 2F2". Axo je k> 2, Baxu P(v) = v (mod 4) Vv € N,
PlY(v) =v (mod 4), 3a ceako [ € N. Bam=n =1, pasu P}(1)+1=1+1=2 (mod 4), ma on
HE MO;K€ OUTH NOTIYH KBaApaT.

Ilakse, HA OCHOBY CBera mperxomHor, Moske Owrtu k = 0 wnu k = 1, omaocuo P(z) = z + a”
unu P(x) = z + 22". Crenen r hemo onpenuTu Ha OCHOBY uumenure na je P?(1)+ 1 mormyn
kBagpat. Y mpsoM ciayuajy je P(1) =2, ma je P?(1) +1 = P(2) + 1= 2" + 3, mTo HE MOske
OUTU NOTIYH KBAIPAT HU 3a jeJaH npuponan 6poj r, jep 3a r >2 saxu 2" +3 =3 (mod 4), a
r = 1 me ucnymasa ycaos. Y mpyroum ciaydajy je P2(1)+1=P(3)+1=2-3"+4 =2 (mod 4),
Ia HA y OBOM CJiiyuajy Hema pemema. Jlakiae, TBpheme je y MOTIyHOCTH MOKA3aHO.



