
Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA DR�AVNOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Novi Pazar, 20. april 2024.

Prvi razred - B kategorija

1. Prvo �emo odrediti pozicije na kojima se nalaze te tri cifre nula. Kako nula
ne mo�e biti na poqetku broja, kao ni na kraju (jer je cifra jedinica prost broj),
od preostalih pet pozicija biramo tri, na kojima �emo postaviti nule. To mo�emo
uqiniti na 5·4·3

3! = 10 naqina (ovde smo podelili sa 3! = 3 · 2 · 1, jer nam nije bitno
kojim redosledom biramo pozicije). Kada fiksiramo pozicije gde su cifre nula, kako
su sve ostale cifre me�usobno razliqite, tada cifru jedinica mo�emo odrediti na
qetiri naqina (jer su proste cifre 2, 3, 5 i 7), odakle, za preostale tri cifre imamo
8 · 7 · 6 = 336 mogu�nosti. Dakle, ukupnan broj tra�enih sedmocifrenih brojeva je
10 · 4 · 336 = 13440.

2. Pretpostavimo da polinom P (x), sa navedenim osobinama, postoji i da je, ne uma-
ǌuju�i opxtost c = max{a, b, c}, tj, neka je c najve�i me�u ǌima. Kako je P (x) sa
celobrojnim koeficijentima, tada, za bilo koja dva razliqita cela broja x i y, va�i
x − y | P (x) − P (y). Specijalno, c − b | P (c) − P (b) = a − c, c − a | P (c) − P (a) = a − b i
b−a | P (b)−P (a) = c− b. Kako je a < c i b < c, to je c− b6 c−a, jer c− b | c−a = −(a− c),
tj. va�i a 6 b, odnosno, a < b, jer su razliqiti. Analogno, c − a 6 b − a, jer b − a > 0
i c − a | b − a = −(a − b). Sledi, c 6 b, odnosno c < b, jer su razliqiti, xto je u
kontradikciji sa maksimalnox�u broja c. Analogno se zadatak rexava ukoliko se
pretpostavi da je broj b najve�i, kao i u sluqaju kada je broj a najve�i me�u datim
celim brojevima.

3. Dokaza�emo da trougao ABC ne mora biti jednakokrak. Neka je ABC proizvoǉan
pravougli trougao, sa pravim uglom kod temena C. Kako je ∠EDF = ∠EDC + ∠FDC =
1
2 (∠ADC +∠BDC) = 90◦, to je ∠EDF +∠ECF = 180◦, te je qetvorougao DECF tetivan.
Kako jednakim periferijskim uglovima, u nekoj kru�nici, odgovaraju jednake tetive,
iz jednakosti uglova ∠DCE i ∠DCF imamo jednakost DE = DF. Time smo dokazali da
je trougao DEF jednakokrak, pri qemu poqetni trougao nije jednakokrak.

4. Rexeǌa su n = 3 ili n = 4. Zaista, kako je d(m) pozitivno za sve m, imamo da je
(d(n), d(n+ 1)) ∈ {(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1)}. Tako�e, jedino za m = 1 imamo da je d(m) = 1.
Otuda, ako je d(n) = 1, tada je n = 1, ali d(2) = 2 ̸= 4, dakle d(n) = ̸= 1. Ako je
d(n + 1) = 1, tada je n + 1 = 1. Sledi n = 0, xto nije mogu�e. Dakle, (d(n), d(n + 1)) je
(2, 3) ili (3, 2).
Primetimo, sada, da d(m) = 2 ako i samo je m prost broj. Ako je d(m) = 3, tada je
m slo�en. Me�utim, m ne mo�e biti proizvod dva razliqita prirodna broja a, b ̸=



1, otuda 1, a, b,m jedino mogu biti prirodni delioci od m, odakle proizilazi da je
d(m) > 4. Jedini prirodni brojevi m za koje je d(m) = 3 su kvadrati prostih brojeva.
Otuda, ako je (d(n), d(n+ 1)) = (3, 2), tada je n kvadrat prostog broja i n+ 1 je prost.
Ako je d(n) = 2 i d(n + 1) = 3, tada n = p i n + 1 = q2, za neke proste brojeve p i q,
odakle sledi da je p = (q − 1)(q + 1). Kako je p prost broj, q − 1 = 1, tj. q = 2. Sledi
n + 1 = q2 = 4, tj. n = 3. Proverom dobijamo da je za n = 3, d(3) + d(4) = 5. Ako je
d(n) = 3 i d(n+ 1) = 2, tada je n = p2 i n+ 1 = q, za neke proste brojeve p i q. Odavde
sledi da je q = p2 +1. Ako je p neparan, tada je p > 3. Otuda, q je paran prirodan broj
ve�i ili jednak od 10, xto znaqi da je q slo�en, xto je u kontradikciji sa tim da je
q prost. Dakle, p je paran, tj. p = 2, odakle je n = p2 = 4. Proverom dobijamo da je
n = 4 rexeǌe, tj. va�i d(4) + d(5) = 5.

5. Matematiqar mo�e da proizvoǉno izabere jednog od prisutnih nauqnika. Oznaqimo
ga sa x. Zatim, matematiqar treba da pita nauqnika x da za svakoga od preostalih 2023
nauqnika odgovori na pitaǌe ”Ko je on?” (ukupno postavǉa 2023 pitaǌa). Oznaqimo
grupu nauqnika, koji su po izjavi nauqnika x, hemiqari sa H, a alhemiqari sa A. Ako
nauqnik govori istinu, tada je skup H ∪ {x} brojniji od skupa A, pa je H ∪ {x} skup
hemiqara, dok je A skup alhemiqara. U suprotnom, H ∪ {x} je skup alhemiqara, dok je
skup A skup hemiqara.
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1. Neka su x1 i x2 rexeǌa polazne kvadratne jednaqine. Tada je x1 + x2 = −a, kao i
x1x2 = b+ 1, jer je x2 + ax+ b+ 1 = (x− x1)(x− x2). Sada, lako dobijamo da je

a2 + b2 = (x1 + x2)
2 + (x1x2 − 1)2 = x2

1 + x2
2 + x2

1x
2
2 + 1 = (x2

1 + 1)(x2
2 + 1).

Primetimo da, ako je jedno od rexeǌa polazne jednaqine ceo broj, na primer x1, tada
je i drugo rexeǌe jednaqine, tako�e, ceo broj, jer je, u ovom sluqaju, x2 = −a− x1 ∈ Z.
Daǉe, kako je b ̸= −1, imamo da je x1x2 ̸= 0, te je x2

1> 1 i x2
2> 1 (kvadrati celih brojeva

razliqitih od nule su prirodni brojevi), tj. x2
1+1 > 2 i x2

2+1 > 2. Dakle, broj a2+ b2

se mo�e zapisati kao proizvod dva qinioca koji su ve�i od 1, odakle sledi da je broj
a2 + b2 je slo�en.

2. Jasno je da jednaqina ima smisla samo za x > 0. Kako je 8 = 23 i 24 = 23 · 3, to je
jednaqina mo�e zapisati u obliku

23 log x + 31−log x · 23 log(10x) · 3log(10x) = 23 log x + 23 log(10x) · 31−log x+log(10x) = 73.

Stavimo da je t = log x ∈ R. Tada, jednaqina postaje

23t + 23(1+t) · 32 = 73,

jer je log(10x) = log 10 + log x = 1 + t, odakle dobijamo

23t(1 + 72) = 73,

jer je 23(1+t) = 23+3t = 23 · 23t = 8 · 23t. Dakle, va�i 23t = 1, tj. 3t = 0, tj. t = 0. Konaqno,
kako je t = log x, dobijamo da je x = 100 = 1 (nulti stepen broja 10) rexeǌe polazne
jednaqine, xto se proverom ispostavǉa da jeste.

3. Neka je d = NZD (a, b) ∈ N. Tada je a = md i b = nd, za neke prirodne brojeve
m i n. Sledi, broj md+1

nd + nd+1
md = m2d+m+n2d+n

mnd je prirodan, odakle sledi da d deli
m2d+m+ n2d+ n, tj. d mora da deli m+ n. To znaqi da je d6m+ n, odakle se dobija
da je d6 a

d + b
d , tj. d2 6 a+ b, tj. d6

√
a+ b.

4. Uvedimo standardne oznake za uglove trougla ABC: ^BAC = α, ^ABC = β i
^ACB = γ. Kako su taqke D i E sredixta lukova koji odgovaraju tetivi AB opisane
kru�nice oko trougla ABC (sa E smo oznaqili taqku koja je sa druge strane prave
AB u odnosu na taqku C), to je prava DE simetrala du�i AB. Daǉe, kako je trougao
AFB jednakokrak i kako je AF simetrala ugla α, to je ^DFB = 90◦ +

α

2
.

Primetimo da je du� DE, zapravo, preqnik kru�nice opisane oko trougla ABC, pa
je ^DCE = 90◦. Kako je prava CE simetrala ugla γ, imaju�i u vidu ^DCE = 90◦,
dobijamo da je prava CD simetrala spoǉaxǌeg ugla kod temena C trougla ABC.



Jasno je da je taqka G na simetrali unutraxǌeg ugla α, pa je jednako udaǉena od pravih
odre�enih du�ima AC i AB. S druge strane, taqka G je na simetrali spoǉaxǌeg ugla
kod temena C, pa je jednako udaǉena od pravih odre�enih du�ima CB i AC. Dakle,
taqka G jednako udaǉena od pravih odre�enih du�ima BC i AB, iz qega proizilazi
da taqka G pripada simetrali spoǉaxǌeg ugla kod temena B.

Sada lako raqunamo ^BCG = 90◦ − γ

2
i ^CBG = 90◦ − β

2
, pa je ^DGB = ^CGB =

180◦ − (90◦ − γ

2
+ 90◦ − β

2
) =

β

2
+

γ

2
.

Konaqno, ^DFB + ^DGB = 90◦ +
α

2
+

β

2
+

γ

2
= 180◦, pa je qetvorougao DFBG tetivan,

xto je i trebalo pokazati.

5. Poznato je da je broj je deǉiv sa 25 ako mu je dvocifreni zavrxetak deǉiv sa 25,
tj. ako je jednak 00, 25, 50 ili 75.
(a) Ako mu je cifra stotina deǉiva sa 5, to znaqi da je ona 0 ili 5, te kako se cifre ne
ponavǉaju, dvocifreni zavrxetak ne mo�e biti ni 00, niti 50, ve� mora biti 25 ili 75.
Odavde, odmah, zakǉuqujemo da cifra stotina mora biti jednaka 0, xto nam olakxava
odre�ivaǌe I cifre). Stoga, prva cifra mo�e biti bilo koja cifra razliqita od
posledǌe 3 (imamo 7 mogu�nosti), druga bilo koja razliqita od I, V, VI i VII (imamo
6 mogu�nosti), itd. Dakle, ukupn broj takvih brojeva je 7 · 6 · 5 · 4 · 1 · 2 · 1 = 1680.

2
0 7 5

7 · 6 · 5 · 4 · 1 · 2 · 1 = 1680.
(b) Ako cifra stotina jednog takvog sedmocifrenog broja, pri deǉeǌu sa 6, daje osta-
tak 2, to znaqi da je ona 2 ili 8. Stoga, zadatak �emo uraditi razmatraju�i dva
odvojena sluqaja: 1◦ cifra stotina je 2 ili 2◦ cifra stotina je 8, u okviru kojih �emo
razmatrati odgovaraju�e podsluqajeve, vode�i raquna o qiǌenici da se cifre ne mogu
ponavǉati.
1◦ (a) Ako je trocifreni zavrxetak 250, imamo:

2 5 0

7 · 6 · 5 · 4 · 1 · 1 · 1 = 840.
1◦ (b) Ako je trocifreni zavrxetak 275 imamo (na poqetku ne mo�e nula, te imamo
samo 6 mogu�nosti):

2 7 5

6 · 6 · 5 · 4 · 1 · 1 · 1 = 720.
Dakle, u 1◦, tj. kada je cifra stotina 2, �emo imati ukupno 840 + 720 = 1560 tra�enih
brojeva.



2◦ (a) Ako je trocifreni zavrxetak 825 imamo (na poqetku ne mo�e 0, te i tu imamo 6
mogu�nosti):

8 2 5

6 · 6 · 5 · 4 · 1 · 1 · 1 = 720.
2◦ (b) Ako je trocifreni zavrxetak 850 imamo:

8 5 0

7 · 6 · 5 · 4 · 1 · 1 · 1 = 840.
2◦ (v) Ako je trocifreni zavrxetak 875 imamo (na poqetku ne mo�e 0, te i ovde imamo
6 mogu�nosti):

8 7 5

6 · 6 · 5 · 4 · 1 · 1 · 1 = 720.
Dakle, u 2◦, tj. kada je cifra stotina 8, �emo imati ukupno 720 + 840 + 720 = 2280
brojeva.

Konaqno, ukupan broj sedmocifrenih prirodnih brojeva sa zahtevanim osobinama ima
1560 + 2280 = 3840.
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1. Koordinate qetvrtog temena mogu biti: D1(2, 8) (tada je
−−→
AD1 =

−−→
BC i

−−→
CD1 =

−−→
BA)

ili D2(8, 0) (tada je
−−→
BD2 =

−→
AC i

−−→
CD2 =

−−→
AB) ili D3(−4,−4) (tada je

−−→
AD3 =

−−→
CB i

−−→
BD3 =

−→
CA). Kako je u svakom od dobijena tri sluqaja povrxina paralelograma jednaka

dvostrukoj povrxini trougla △ABC, jer dijagonala AC paralelograma deli povrxinu
tog paralelograma na dva jednaka dela, to �e u sva tri sluqaja povrxine biti jednake.
Povrxinu trougla △ABC najlakxe raqunamo ako iz kvadrata MNPC, gde su M(−1, 4),
N(−1,−2) i P (5,−2), oduzmemo povrxine pravouglih trouglova △MAC, △NAB i
△PBC. Stoga, va�i

P△ABC = P2MNPC − P△MAC − P△NAB − P△PBC =

= 6 · 6− 6 · 2
2

− 3 · 4
2

− 3 · 6
2

= 36− 6− 6− 9 = 15,

pa je povrxina paralelograma P = 2 · P△ABC = 30.

2. Determinanta sistema je D = (|a+2024|−1)2, dok su odgovaraju�e determinante, koje
odgovaraju promenǉivim x, y i z, redom, jednake: Dx = (|a+2024|−1)(a|a+2024|−a− b),
Dy = a(|a+2024|−1) i Dz = (b−a)(|a+2024|−1). Stoga, razmotri�emo slede�e sluqajeve:
1◦ a ̸= −2023 i a ̸= −2025: U ovom sluqaju je D ̸= 0, te sistem ima jedinstveno rexeǌe,
tj. ure�enu trojku brojeva(

a|a+ 2024| − a− b

|a+ 2024| − 1
,

a

|a+ 2024| − 1
,

b− a

|a+ 2024| − 1

)
.

2◦ a = −2023: Tada je prva jednaqina sistema x + y + z = −2023, a druga postaje
x+ y + z = −4046, xto je nemogu�e, te sistem u ovom sluqaju nema rexeǌa.
3◦ a = −2025: Tada, iz prve jadnaqine je x + y + z = −2025, a druga jednaqina postaje
x+ y + z = −4050, pa sistem, ponovo, nema rexeǌa.

3. Neka je a(a−b)+b(b−c)+c(c−a)
2 = d2, gde je d neki prirodan broj ili nula, x = a − b,

y = b− c i z = c− a. Tada je, oqigledno,

(1) x+ y + z = 0, x2 + y2 + z2 = 4d2.

U sluqaju da je neki od x, y ili z jednak nula, na primer x = 0, tada je, na osnovu
prethodnog, z = −y, odakle je y2 + z2 = y2 + (−y)2 = 2y2 = 4d2, tj. y2 = 2d2. Ako je d = 0,
tada je i y = 0, te je i z = 0, odakle dobijamo a = b = c, xto se i tvrdilo. U suprotnom,
tj. ako bi bilo d ̸= 0, tada bi va�ilo 2 = y2

d2 , tj.
√
2 = |y|

d , xto je nemogu�e, jer je
√
2

iracionalan broj (ne mo�e se predstaviti kao koliqnik celog i prirodnog). Dakle, u
sluqaju x = 0 va�i tvr�eǌe (analogno va�i i u sluqajevima y = 0 ili z = 0).
Stoga, pretpostavimo da je x · y · z ̸= 0, tj. neka su svi razliqiti od nula (tada je
d prirodan, tj. ne mo�e biti nula). Doka�imo da je ovaj sluqaj nemogu�. Zaista,
kako kvadrati celih brojeva, pri deǉeǌu sa 4, mogu davati samo ostatke 0 ili 1,
xto je trivijalno proveriti, sledi da su brojevi x2, y2 i z2 deǉivi sa 4, xto znaqi
da brojevi x, y i z moraju biti parni celi brojevi. Neka je sada x = 2u · x1, y =



2v · y1 i z = 2ω · z1, pri qemu su u, v i ω prirodni brojevi (to su, zapravo, maksimalni
stepeni dvojke u faktorizaciji celih brojeva x, y i z, redom), a x1, y1 i z1 su neparni
celi brojevi (iz ovog razloga je izdvojen sluqaj kada je neki od x, y ili z jednak
nula). Zbog simetriqnosti jednakosti zapisanih u (1), bez umaǌeǌa opxtosti, mo�emo
pretpostaviti da je 16 u6 v 6 ω. Tada je iz x2 + y2 + z2 = 4d2 ispuǌeno

(2u · x1)
2 + (2v · y1)2 + (2ω · y1)2 = 4d2,

tj.
4u · x2

1 + 4v · y21 + 4ω · z21 = 4d2,

tj.

(2) 4u−1(x2
1 + 4v−u · y21 + 4ω−u · z21) = d2,

ali va�i i x + y + z = 2u · x1 + 2v · y1 + 2ω · z1 = 2u(x1 + 2v−u · y1 + 2ω−u · z1) = 0, tj.
x1 + 2v−u · y1 + 2ω−u · z1 = 0. Iz posledǌe jednakosti trivijalno zakǉuqujemo da taqno
jedan od brojeva 2v−u · y1 ili 2ω−u · z1 mora biti neparan, a drugi mora biti paran, jer
je x1 neparan ceo broj. Kako je u6v6ω, mora biti prvi neparan, tj. v−u = 0, tj. v = u,
ali i ω > u = v. Dakle, za neparne cele brojeve x1, y1 i z1 va�i: x1 + y1 + 2ω−u · z1 = 0
i 4u−1(x2

1 + y21 + 4ω−u · z21) = d2. Ako je u = 1, tada je x2
1 + y21 + 4ω−u · z21 = d2, te kako je

tada ω > 2, to broj na levoj strani dobijene jednakosti daje ostatak 2 pri deǉeǌu sa
4 (x1 i y1 su neparni celi), dok broj na desnoj strani iste mo�e dati 0 ili 1. Dakle,
2 6 u < ω i v = u. U ovom sluqaju je ispuǌeno u − 1 > 0, te 4u−1 | d2, tj. 2u−1 deli
d, jer je broj 2 prost. Stoga, d = 2u−1d1, za neki prirodan broj d1, te je d2 = 4u−1d21,
odakle sledi, koriste�i jednakost (2), x2

1 + y21 +4ω−u · z21 = d21. Ponovo, kako je ω > u, to
broj na levoj strani posledǌe jednakosti daje ostatak 2 pri deǉeǌu sa 4, dok ostatak
koji mo�e dati desna strana, tj. broj d21, mogu biti 0 ili 1. Dakle, ne mo�e da va�i
x · z · z ̸= 0, odakle, na osnovu dokazanog u prvom delu, mora biti x = y = z = 0, odnosno
a = b = c.

4. Upravda nema pobedniqku strategiju, jer Nabor mo�e da osigura bar nerexen ishod.
Naime, Nabor u prvom svom potezu bira proizvoǉnu taqku S i daǉe igra centralno
simetriqno Upravdi u odnosu na taqku S. Zaista, kako je k parno, ukoliko Upravda
odigra potez na nekoj pravoj, koja sadr�i taqku S, Nabor �e svakako biti u prilici da
nakon ǌe odigra svoj potez na toj pravoj, dok za pravu koja ne sadr�i taqku S, Nabor
igra na ǌoj paralelnoj pravoj, koja je centralnosimetriqna u odnosu na taqku S, i
samim tim, ako je Upravdin potez bio korektan, takav je i Naborov. S druge strane,
ni uslov za l taqaka koje se vide ne mo�e spreqiti Naborov potez. Naime, ukoliko je
Upravda odigrala korektan potez, nakon ǌega je u ravni najvixe l−1 izabranih taqaka
koje se sve vide. Pretpostavimo da Nabor ne mo�e da odigra centralno simetriqno
Upravdi. To bi znaqilo da bi izbor te taqke doveo do toga da postoji skup A od l
taqaka koje se vide, me�u kojima je i novoizabrana taqka. Ali me�u tih l taqaka ne
mogu postojati dve centralnosimetriqne u odnosu na taqku S, jer bi taqka S spreqila
ǌihovu vidǉivost. Samim tim, skup od l taqaka centralnosimetriqnih taqkama skupa
A u odnosu na taqku S i sam predstavǉa skup od l taqaka koje se sve me�usobno vide i
koje su sve bile izabrane ve� i nakon posledǌeg Upravdinog poteza (jer je Naborova
taqka u skupu A i razliqita je od taqke S, koja je jedina fiksna taqka), xto je suprotno
pretpostavci da je Upravdin potez bio korektan. Prema tome, Nabor uvek mo�e da
odgovori na Upravdin potez i samim tim ǌegov potez nikad nije posledǌi, odnosno
Nabor ne gubi igru.

5. Broj M , zapravo, predstavǉa zbir euklidskih rastojaǌa izma�u pojedinih taqaka
u koordinatnoj ravni.



Zaista, broj
√
a2 + 1 predstavǉa rastojaǌe od taqke (0, 0) do taqke (a, 1). Analogno,

broj
√
(a− b)

2
+ 4 je rastojaǌe od taqke (a, 1) do taqke (b, 3),

√
(b− c)

2
+ 1 je rastojaǌe

od taqke (b, 3) do taqke (c, 4), dok je broj
√

(c− 6)
2
+ 16 rastojaǌe od taqke (c, 4) do

taqke (6, 8) te ravni. Konaqno, kako je M zbir du�ina du�i, on je najmaǌi mogu� kada
su krajevi tih du�i kolinearne taqke, tj. M je po nejednakosti trougla broj ve�i
ili jednak, tj. ne maǌi, od rastojaǌa taqke (6, 8) od koordinatnog poqetka. Dakle,
M >

√
(6− 0)2 + (8− 0)2 =

√
100 = 10.

Doka�imo da postoje pozitivni realni brojevi a, b i c takvi da je M = 10. Da bi se
dostigla jednakost, taqke (a, 1), (b, 3) i (c, 4) moraju da se nalaze na du�i koja spaja
taqku (6, 8) i koordinatni poqetak. Jednaqina prave koja spaja pomenute taqke je y =
4

3
x. Stoga, odgovaraju�e taqke su

(
3

4
, 1

)
,
(
9

4
, 3

)
i (3, 4). Zamenom dobijenih vrednosti,

tj. stavǉaju�i a =
3

4
, b =

9

4
i c = 3, dobijamo da je minimalna vrednost datog izraza,

zaista, jednaka 10, jer se ista dosti�e za a =
3

4
, b =

9

4
i c = 3.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA DR�AVNOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Novi Pazar, 20. april 2024.

Qetvrti razred - B kategorija

1. (a) Ne mora. Zaista, posmatrajmo polinom P (x) = x + 2, x ∈ R. Neka je a = 4 i
b = 6. Tada, a | P (b), jer 4 | 8, kao i b | P (a), jer 6 | 6. Me�utim, a · b = 24 ne deli
P (a+ b) = P (10) = 12.
(b) U sluqaju kada su a i b uzajamno prosti, tj. kada je NZD (a, b) = 1, tvr�eǌe,
svakako, va�i. Zaista, kako je P polinom sa celim koeficijentima, tada za bilo koja
dva razliqita cela broja α i β va�i α − β | P (α) − P (β). Stoga, stavǉaju�i, prvo,
α = a+ b i β = b, dobijamo da va�i α−β = a | P (α)−P (β) = P (a+ b)−P (b). Kako a | P (b),
to mora va�iti i a | P (a + b). Analogno, stavǉaju�i α = a + b i β = a, dobijamo da
va�i α−β = b | P (α)−P (β) = P (a+ b)−P (a). Kako b | P (a), to mora va�iti i b | P (a+ b).
Dakle, a | P (a+ b) i b | P (a+ b), te kako su a i b uzajamno prosti, to a · b | P (a+ b).

2. Neka je taqka M sredixte du�i BC, O centar spoǉa pripisane kru�nice trougla
ABC, koja odgovara stranici AB, T dodirna taqka ove kru�nice i prave BC, a = BC,
b = AC, c = AB, s poluobim trougla ABC i r = OT , tj. polupreqnik date spoǉa
pripisane kru�nice. Kako je BT = s − a (mo�e se izvesti posmatraǌem tangentnih
du�i iz taqaka C, A i B na pomenutu spoǉa pripisanu kru�nicu ili koristiti gotova
formula), dobijamo da je MT = s − a

2 . Oqigledno je OM = r + a
2 , jer se, po uslovu

zadatka, spoǉa pripisana kru�nica i kru�nica konsruisana nad du�i BC, kao nad
preqnikom, dodiruju. Sada, iz pravouglog trougla OTM dobijamo relaciju(

r +
a

2

)2

= r2 +
(
s− a

2

)2

,

odakle je ar = s(s− a). Znamo da je r = P
s−c , gde je P povrxina trougla ABC (formula

se mo�e dobiti primenom formula za povrxine trouglova △OBC, △OAC i △OAB,
uzimaju�i one formule koje ukǉuquju visine tih trouglova du�ine r i relacije POAC+
POBC − POAB = P , a mo�e se koristiti i gotova formula).

Ako iskoristimo Heronov obrazac, dobijamo da je P = a(s − b). Kako a, b i c qine
uzastopne qlanove nekog aritmetiqkog niza, mo�emo zapisati da je a = b− d, c = b+ d,
za neko d ∈ R. Sada je s = 3b

2 , s − a = b
2 + d, s − b = b

2 , s − c = b
2 − d. Ako ove izraze

uzmemo u obzir i zamenimo ih u relaciji P = a(s−b), te, ponovo, iskoristimo Heronov



obrazac, dobijamo jednaqinu

(b− d)2 = 3

(
b2

4
− d2

)
,

koja ima jedinstveno rexeǌe d = b
4 . Otuda, za stranice trougla ABC �e va�iti da je

a = 3b
4 , c =

5b
4 . Me�utim, kako je, sada, a2 + b2 = c2, zakǉuqujemo da je ^ACB = 90◦.

3. Primetimo da za svako n ∈ N va�i 1+2+ . . .+n = n(n+1)
2 , xto se trivijalno dokazuje

principom matematiqke indukcije.
Daǉe, na�imo prvo broj N(B). Ukupan broj trouglova, kojima taqka B nije teme, �e
biti

(
2023
3

)
, jer taqku B ne uzimamo u obzir, tj. iz skupa od 2023 taqke biramo tri.

Sliqno, ukupan broj konveksnih qetvorouglova �e biti
(
2023
4

)
, jer taqku B, ponovo, ne

uzimamo u obzir, tj. iz skupa od 2023 taqke biramo qetiri. Analogno, ukupan broj
konveksnih petouglova qija su temena na datoj kru�nici i razliqita su od taqke B
je

(
2023
5

)
, itd. Postupak nala�eǌa broja N(B) zavrxavamo time xto na kraju iz datog

skupa od 2023 taqke (B je izbaqena) biramo taqno 2023, koje �e odre�ivati temena
konveksnog 2023-tougla, xto mo�emo uqiniti na

(
2023
2023

)
= 1 naqin. Dakle, va�i

N(B) =
2023∑
k=3

(
2023

k

)
.

Analogno, radi odre�ivaǌa broja S(B), tj. ukupanog broja posmatranih konveksnih
mnogouglova kojima je jedno od temena istaknuta taqka B, krenu�emo od broja trou-
glova. Kako je taqka B ve� jedno od temena, to �e ukupan broj trouglova, sa temenima
u datim taqkama, biti jednak

(
2023
2

)
, jer je taqka B izabrana, te iz skupa od 2023 taqke

biramo, zapravo, samo dve. Sliqno, ukupan broj konveksnih qetvorouglova kojima su
temana date taqke, pri qemu je jedno teme taqka B, �e biti

(
2023
3

)
, jer je taqka B iza-

brana, te, stoga, iz skupa od 2023 taqke biramo tri. Analogno, ukupan broj konveksnih
petouglova qija su temena na datoj kru�nici, a jedno od temena je taqka B, je

(
2023
4

)
,

itd. Postupak nala�eǌa broja S(B) zavrxavamo time xto na kraju iz datog skupa
od 2023 taqke (B je, kao i ranije, ve� izabrana) biramo taqno 2023, koje �e, zajedno
sa taqkom B, odre�ivati temena jednog jedinog konveksnog 2024-tougla, xto mo�emo
uqiniti na

(
2023
2023

)
= 1 naqin. Dakle, va�i

S(B) =
2023∑
k=2

(
2023

k

)
.

Konaqno,

S(B)−N(B) =

2023∑
k=2

(
2023

k

)
−

2023∑
k=3

(
2023

k

)
=

=

(
2023

2

)
=

2023 · 2022
2

= 1 + 2 + 3 + . . .+ 2022 =
2022∑
k=1

k.

Inaqe, koriste�i Binomnu formulu, tj. qiǌenicu da je

2n = (1 + 1)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
,

trivijalno nalazimo da je N(B) = 22023 − 1 − 2023 − 2023·2022
2 = 22023 − 2024 − 2023 · 1011,

kao i S(B) = 22023 − 1 − 2023 = 22023 − 2024, tj. S(B) − N(B) = 2023 · 1011 = 2023·2022
2 =

1 + 2 + 3 + . . .+ 2022.



4. Dokaza�emo da posmatrana jednaqina ima taqno dva realna rexeǌa. U tom ciǉu,
posmatrajmo funkciju f : R → R, definisanu sa f(x) = 4x − 2x + x4 − x2, za svako x ∈ R.
Lako nalazimo da je f ′(x) = 4x ln 4−2x ln 2+4x3−2x = (22x+1−2x) ln 2+2x(2x2−1), x ∈ R.
Neka je, sada, x < −1. Oqigledno je lim

x→−∞
f(x) = lim

x→−∞
(4x − 2x + x2(x2 − 1)) = +∞ i

f(−1) = − 1
4 < 0, te kako je u ovom sluqaju i 2x+ 1 < x, to je 22x+1 < 2x, tj. 22x+1 − 2x <

0. Sa druge strane, za x < −1 va�i i 2x2 − 1 > 1 > 0, odakle zakǉuqujemo da je za
x < −1 ispuǌeno f ′(x) < 0, te je posmatrana funkcija f na intervalu (−∞,−1) strogo
opadaju�a. Zato ona na intervalu (−∞,−1) mo�e imati taqno jednu realnu nulu, jer
je neprekidna. Zapravo, kako je f(−2) > 0 i f(−1) < 0, zbog neprekidnosti funkcije
f, zakǉuqujemo da se pomenuta nula nalazi u intervalu (−2,−1). Ovim je dokazano da
posmatrana jednaqina ima taqno jedno rexeǌe na skupu (−∞,−1], jer je f(−1) ̸= 0. Za
x ∈ (−1, 0) va�i x2 > x4 i 2x > 4x, te polazna jednaqina nema rexeǌa na (−1, 0). Sliqno
ovom, za brojeve x > 1 va�i 4x > 2x i x4 > x2, te polazna jednaqina nema rexeǌa ni
na skupu [1,∞). Trivijalno, rexeǌe polazne jednaqine je i x = 0. Doka�imo jox da
nema rexeǌa na intervalu (0, 1). Neka je g : (0, 1) → R, definisana sa g(x) = 4x3 − 2x,
x ∈ (0, 1). Kako je g′(x) = 12x2 − 2 = 2(6x2 − 1) = 2(

√
6x − 1)(

√
6x + 1), x ∈ (0, 1), to je

g′(x) < 0, za 0 < x < 1√
6
, dok je g′(x) > 0, za 1√

6
< x < 1, te na posmatranom intervalu, tj.

na (0, 1), ǌen minimum se dosti�e u taqki x = 1√
6
i iznosi g( 1√

6
) = − 4

3
√
6
. Za x ∈ (0, 1)

va�i i 22x+1−2x = 2x(2x+1−1) > 1. Dakle, iz svega navedenog imamo da za x ∈ (0, 1) va�i
(22x+1−2x) ln 2+2x(2x2−1) = (22x+1−2x) ln 2+g(x) > ln 2− 4

3
√
6
> 2

3 −
4
3·2 = 0, te je f ′(x) > 0

za x ∈ (0, 1), tj. f strogo raste na (0, 1). Otuda, zbog f(0) = 0, polazna jednaqina na
(0, 1) nema drugih rexeǌa. Ovim je pokazano da posmatrana jednaqina ima taqno dva
realna rexeǌa.

5. Dokaza�emo da je odgovor potvrdan. Neka se izbacivaǌem kartice na kojoj je zapisan
broj n, n ∈ {1, 2, . . . , 2024}, dobija broj an. Kako je 104 ≡101 1, a time i 104k ≡101 1, za
proizvoǉno k ∈ N, imamo da za 10006 n6 2023 va�i

an+1 − an = −1 · 104·(2023−n) ≡101 −1. (♡)

Iz (♡) zakǉuqujemo da brojevi a1924, a1925, a1926, ..., a2023 i a2024 pri deǉeǌu sa 101, redom,
daju iste ostatke kao i brojevi a1924, a1924 − 1, a1924 − 2, ..., a1924 − 99 i a1924 − 100. Kako
ovde imamo uzastopne cele brojeve i to taqno ǌih 101 uzastopnih, to je taqno jedan
od ǌih deǉiv sa 101. Time smo dokazali da se izbacivaǌem neke od kartica sa brojem
1923, 1924, ..., 2023 ili 2024 dobija broj koji je deǉiv sa 101.


