JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AIJATARKA IP;KABHOI' TAKMUYEIHA 13 MATEMATURE

Beorpan, 24. mapt 2024.
IIpBu pa3pen - A Kareropuja

1. Hpumerumo na je <BIC =90° 4 § = 120°, <BOC = 2a = 120° u <BA'C = <BAC = 60°.
Cana je jacuo ma tauke O m A’ nesxe ma Kpy:KuHUIM OMMCcano] Oko Tpoyraa BIC. Ospauumo
nentap ose kpy:xkaumne ca S. Cama je SA’ = SO = SI. Tarobe, mosmaro je (a m mako ce
MOKe TTOKA3aTH jeHOCTABHUM DAdYyHOM yriosa) na cy tauke A, ] m S rosmueapre. 3HAMO
na je <IAO = <IAA’, omakne ciaemu ma je Tauka S y mpeceky cumerpaJe yriaa <A’ AO

n cumerpate crpamune A'O, Te je S cpemumre ayka A’O Kpy:KHWIE ONMCaHEe OKO TPOYTJIA
AA’O, koju ve canpsu Tauky A. MebyTum, To, 3ajeqno ca yumenunoM aa je ST = SO = SA’
u ma je I ma mpaBoj AS, mam maje ma je I cpemumre ynucame KpyskHune tpoyriaa AOA’.
Otyna je npasa OI cumerpana yria AOA’.

2. Joxaszahemo ma axo je n = 2k, k € N, na je rana oxrosop k2, 1ok je 3a n = 2k + 1,
k € N, omrosop, taxobe, k2. Ilpso, mera je n = 2k, k € N. Ilomenumo xBanpat 2k x 2k ma
k? xampaTa muMensuje 2 x 2. C 063upoM 1a cy cBU GpPOjeBU pa3IMuUTH, a KBaApaTu Mehy-
COOHO OUCjyHKTHU, MaKCUMaJIHe BPEAHOCTU yHyTap CBUX TUX KBampara he 6utu mehycobuo
pasnuunte, ma ux je yeex bapem k2. Octaje mam ma mabemo npumep. O60juMo CBaKOM O
oBux k? KBampara IOme DECHO TOJbe IPHOM 0O0joM, a ocraja moJsba Gesom. Cama, y mpHA
nmoma crasumo k? majsehmx Gpojesa, a y ocrana, Geia ToJba, CTABUMO OCTaje OGpojese.
Bumumo na he makcnmasnu 6poj y O0uiao koM 2 X 2 KBagpary OuTtm Opoj y IPHOM IOJbY, Ia
je 6poj Pa3IMUNTUX MAKCHMAJHUAX BPEIHOCTU KBAJPATa TAuHO k2.

Heka je, cama, n = 2k + 1, k € N. Ilogemumo nosnasen kBagpat Ha k% kBamparuha, rae cy
CBa MOJba y MOCJEIH0j BPCTUA U MOCJIEIH0j KOIOHHU IPAa3Ha, a OCTala IPUIaLajy KBaApaTUMa
mavensuje 2 x 2. Kaxo je Twx kBanpara k?, Ha aHAJOTaH HAYMH MMAMMO WCTY OIEHY Kao
y IPEeTXOAHOM ciy4dajy. KoHauyHO, Kao ImpuMep, 000jUMO IOHOBO CBAKO IOHE NECHO IOJLE
OBUX KBAJpaTa IPHOM 60jOM. 3aTuUM, IIOHOBO y IpHA IIOJba MOkeMo ymucaru k? majBehux
opojeBa. Bummvmo na he makcumanan 6poj y cBakoMm 2 X 2 kBamgpary oOutw Opoj ymwmcan y
I[PHO IOJbEe, OJAKJIE CIEAU Ia je PA3IUUYNTAX MAKCUMAJHUX BPEIHOCTU U Y OBOM CIIYYajy
Tauno k2.

3. IlpumeTumo ma je moma JATWUM YCJIOBOM HEjeTHAKOCT KOjy Tpeba MOKa3aTU €KBUBAJIEHTHA
ca

(a1, az]+(a1, a2))+((az, az)+laz, as])+...4+([a2023, a2024]+ (2023, a2024) ) +([a2024, a1]+[a2024, a1]) >

>(a1 + az) + (a2 + a3) + ... + (a2023 + a2024) + (a2024 + a1). (1)

YKonmukO Ou 3a mpoOM3BOJLHE mpuponHe Opojese a u b Baskuia Hejemmaroct (a,b) + [a,b] >
a+b, onna 6u BaKWIO [a1,as] + (a1,a2) > a1 + aa, (az,as) + [az,as] > as + as, ..., (a2012,a1) +
[a2012, a1]>ag012+a1, a cabupameM CBUX OBUX HejeqHakocTy nobujaMo nejeauaxoct (1), unme
6u moka3 TpaxkeHe HejemHakocTu 6uo 3aBpmen. Crora, 3a moka3 HejemHakocTu (1) moBOsbHO
je morasaTm ma 3a MpOM3BOJLHE IPUPOIHE Opojese a u b Basku Hejemnaroct (a, b)+ [a, bl >a+b.
JToKa;KUMO [1a OHA 3a;McTa Basku. Y TOM muiby, Heka je (a,b) = d. Tana je a =da’ n b= db,
npu ueMy cy npuponHu 6pojesu o’ u b ysajamuo mpoctu. 3ato je [a,b] = da'b’, ma Baxm

[y

[a,b] + (a,b) —a—b=dad't/ +d—da" —db' =d(a'V) —a' =0 +1)=d(a’ —1)()' — 1) > 0.

OBuM cMO IOKa3aJu na 3a MPOM3BOJLHE MpUpomHe 6pojese a u b BaxkuM HejemTHAKOCT [a,b] +
(a,b) > a+ b, yume je KOMILIETUPAH OKA3 TPasKeHE HEjeTHAKOCTH.



IlokymajmMo cama ma KOHCTPYUIIEMO jedaH TpuMep OpojeBa ai,asg, ..., 02024 3a KOje BaKU
3a0aTU yCJOB, T€ Oa y MOKA3aHO] HEjeTHAKOCTU BaKU 3HAK jemHakocTu. VI3 mokasa He-
jemmakoctu [a,b] + (a,b) > a + b BumUMO na 3HAK jemgHAKOCTH Basku akko je ¢/ = 1 wim,
nag, b = 1. Aro je @' = 1, onma je a = d, ommocuo a | b. Comuno, y cayuajy b = 1,
nvmaMo b | a. Hakne, y Hejenmaroctu [a,b] + (a,b) > a + b 3HAK jeNHAKOCTH BAasKU AKKO je
jeman on 6pojeBa a mim b gmemus apyruMm. OBaj ycCHOB eJleraHTHUjE MOMKEMO 3aduCaTU
y obauky min{a,b} | max{a,b}. 3aro y Hejemnarkoctu (1) 3HAK jeIHAKOCTM BasKM AKKO WC-
ToBpeMeno Baku min{aj,as} | max{ai,as}, min{as,as} | max{as,as}, ...,min{asg2s,az024} |
max{agpes, @2024 }, min{agpa4, a1} | max{aspaes, a1 }. llpu KOHCTPYKUMjU TpUMEPA UMAMO HA YMY
Oa 3a pasjauuure OpojeBe ai,ds, ..., d2023,A2024 TPeda ma Baxku u 3amatu ycioB. V3 cBera
HABENEHOT 3aKJLYUyjeMO 1a je MOBOJLHO (He M Hy:KHO) omabpartu 6pojeBe aj, da, ..., 42023, 42024
TAKO & BaXKU a2 | a1, a2 | a3, aq | az,aq | a5, ..., 02024 | a2023, Go2024 | @1. Jemam rtakaB on-
abup je ap = 211012 gp — 9l qo = 92410125 92 g 9101241012 o0 91012
(agp_1 = 2KH1012 gy = 2K 3a k = 1,1012). OBuM cMO mOKA3aJU A2 y HEjeTHAKOCTH KOjy
CMO IOKA3aJM MOKE BAKUTU 3HAK jeIHAKOCTH.

4. Jlorazahemo ma Tpaskeno n nocroju u na je n = 11. [lpumerumo najupe ma BpegrHocT 6poja
aop He yTmue Ha Opoj Hyzna ¢ysrmuje f. 3amcra, Kako je (pyHKIUja Koja Opojy x momemyje
6poj = — ag ounrsenuo Gujexnuja, To jennauuna f(x) = 0 uma jemHak OpoOj pemema Kao U
jemHaunHa,

oollyl = a1] = az = .| = an—1] = a. (1)

Kako jemmaumua |z| = ¢ mema pemema 3a a < 0, 10k je 3a a >0 ekBUBaJeHTHA ca z = +a, TO
cy cBa pemema jemuauuse (1) 6pojesu

y = z1(22(-v2n—2(2n-1(2nan + an—1) + an_2) + ... + a2) + a1), (2)

3a Koje je an =20, zpan + an—1 20, zp_1(2nan + an_1) + an—2 20, ..., 20(...2n—2(zn_1(zna, +
ap—1) + @p—2) + ... + az) + a1 = 0, mpm wemy je z1,29,...,2, € {—1,1}. 3a Purcupano n, y3
nomoh jemmakoctu (2), mepunucano je 2" GpojeBa (Tako meuHMCaHM OpPOjeBU Cy jenUHU
,EkapmunaTu’ 3a pemema jemmauumue (1)), Te ma 6um (1) mmamna 2023 pemema HEOUXOIHO je
na Basku HejemHaroctT 27 > 2023, omuocuo n > 11. llorkazahemo na 3a n = 11 moctoju omabup
6pojesa ai,as,...,a;; TakaB ma (1) mma tayno 2023 pemema. IIpumermmo ma je 2023 =
211 — (2% + 2% 4+ 1), ma 6pojese aiy,ai,...,a; OUPaMO TAKO Aa O CBUX OpPOjeBa OMMCAHUX
ca (2) ombammmo 2% 6pojeBa HakoH omabupa GpojeBa aiq,...,as (IMTO 3HAUM Aa jemaH O
oarosapajyhux pesyarara HakoH omabupa OpojeBa aii,...,as Tpeba ma Oyae HyJaa, OAHOCHO
JOBOJBHO je 1a Ba:KM a5 = 11 +a1g + ... + Gg), 0X0AIUMO 23 Bpojesa HakoH omabupa aii,..., a4
(mwro 3HAauM na jeman ox oarosapajyhiux pesyiarara HAKOH ogabupa 6pojesa aqq, ..., as Tpeba
na 6yme Hysia, ONHOCHO JOBOJBHO je Ia BaKU a4 = G11+0a10+...+as) 1 ogbanumo 1 6poj HakoH
omabupa aii,dio,...,a1 (IITO 3HAYM Ha jemaH ox oarosapajylux pesyiarara HAKOH onabupa
6pojesa ajy,...,a; Tpeba ma Oyme HyJa, OOHOCHO HOBOJLHO je Ia BaKU a1 = d11+aig—+...+az).
IIpu ceemy OBOM, CBe ocTajle CyMe OmmcaHe HakoH (2) Tpeba ma Oyany mosurusHe. Jenan
u30op OpojeBa aiq,aig, ..., a1 KOJjU 33q0BOJLABA CBE OIMCAHE YCIOBE je: aj; = 1, ajg =2, ag =
4, ag = 8, ay = 16, ag = 32, a5 = 63, a4 = 126, a3 = 253, ay = 507 u a; = 1012. Kako
HejeIHAKOCT a) = a1l + ... + ay1, BaE:d 3a cBako k = 1,10, a 3HaK jeIHAKOCTM BasKW CaMO 32
k € {5,4,1}, To ce dpopmynom (2), Hakon ombammBama 2% + 23 4+ 1 Gpojesa, nobujajy samcra
2023 paznuuuTa 6poja.



JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AIJATARKA IP;KABHOI' TAKMUYEIHA 13 MATEMATURE

Beorpan, 24. mapt 2024.
Ipyru pa3pen - A kKareropuja

1. Joraxkumo na je majsehm moryhu Opoj cabupaka koje mokeMo obpucaru, Tako na Oymy
3a0BOJLEHU yCJOBU 3aIaTKa, jeAHak Tpu. Y Bobhemem cmene y = x + 14, koja je Oujernuja
u3 R y R, 3amaTu ycaoB je ekBuBaJieHTaHn ca OpucameM HajBeher moryher 6poja cabupaka
ca JieBe CTpaHe HejeTHAKOCTU

(y—14)% + (y — 13)® + ... + (y + 13)% + (y + 14)* > 2024 (s5)

Tako ma HOBOLOOUjeHa HejemHAKOCT Oyle TauHa 3a CBaku peasan 0poj y. Heka je f(y) =
LR =292 4 2 141529 — 2942 4 2030 n Heka ce HakoH Opucama cabupaka
(y +n1)2, ..., (y + n;)?, 3a mere —14 < ny < ng < ... < n; < 14, uz f(y), nobuja dynrnuja
g(y). Hda 6u HOBOZOOUjEeHA HEjeNHAKOCT Ba:kujIa HOTPEOHO je (aau HE U HOBOJLHO) HA BAXKU
nejemnaroct g(0) = 2030 — (n? +...+n;)? >2024. OTyna je meonxonno na Bazku 6 >n3 + ... +n?.
Hajsehu Gpoj ¢ 3a KOju MOMke BaskUTH OBa HejeOHAKOCT je i = 4 (momto je 36up KBagparta
Ma KOjUX IeT pasnnuutux OpojeBa u3 ckymna {-14,-13,...,13,14} sehu ox 6) u 10 camo y

cayuajeBuMa n; = —2, ne = —1,nzg = 0,nqy = 1, omOoCHO N1 = —1, ng =0, ng =1, ng = 2.
Mebytum, y oba ciayuaja koepunmjent y3 y y ¢(y) je pasnuuur ox Hyse, Te (yHKOUja ¢
nocTwske MUHUMYM Koju je Mmamuy ox spemaoctu ¢(0) = 0. Oryna, me moske 6utu ¢ = 4.

Bpucamem cabupaka (y — 1), 9% u (y + 1)? nobujamo g(y) = 264> + 2028 > 2024. OBuM cmMO
nokaszaiau na je najpehm moryhwm Opoj cabupaka Koju ce MOxke 0OpHCAaTH, TAKO 1a Baike
HaBEIEHU YCJIOBU, jeTHAK TPU.

2. Tokom pemema hemo 3a mBa YoBeka pehm ma Cy mcTe BpPCTE YKOJUKO 00DOjUIla roBOpe
ucTuHy uiau obojuna Jaky, a mHade hemo pehu ma cy paszaumuure Bpcre. [Ipumernmo mpBo
na he HEKM YOBEK 3a HEKOT APYIOr YOBEKA M3jaBUTU Ja IOBOPU UCTUHY aKO M CaAMO aKO CY
BUX IBOjUIlA UCTEe BPCTE, JNOK he M3jaBUTU na JazKe aKO U CaMO aKO Cy PAa3JIMUYUTe BPCTE.
Jbynmu ce 3a cTonoM MOry pacmopenuTu Ha 2" CYMTUHCKUA PA3JIMUYNTUX HAUMHA - HA CBAKOj
CTOJIUIN MOYKE Ia CeIV YOBEK KOju FOBOPU UCTUHY, MM YOBEK KOjU jJaske. Kako m3jaBe by au
TOBOpE CaMO O TOME na JU Cy OHM MCTE WM PAa3JIUYUTE BPCTE, MOKEMO NPUMETUTH na he
KOMILIEMEHTAPHU paciopeiu (pacunopenu Cy KOMILIEMEHTaPHU YKOJIMKO 3a cBako 1 < i< n
Ha CTOJUIM ca OpojeM i y MOCMATPAHUM DPACIOPEIMMa Ceme 0CODEe PAa3IMduTe BPCTE) pe-
3yJATOBATU MCTOM IPOJIA3HOM PEYjy Ha Kpajy HOCTYIKA OMUCAHOT Y 3aAaTKy. Y OUMMO Cana
IPOM3BOJBHY MPOJA3Hy pPeY. Y KOJIMWKO MPETIOCTABMMO KOje je BPCTE YOBEK Ha CTOJIUIM Ca
6pojem 1 (ma nu roBopy UCTUHY WM Jaske), onxa upaliemeM npsux n — 1 ciaoBa y mocMma-
TPAaHO] peun, Ha jJeIUHCTBEH HAYUH MOKEMO KOHCTPYUCATHU PACIOpEN JbYIU KOJU je MOTao Ia
pe3yJiTyje OBOM IPOJIA3HOM peYjy. 3a;ucTa, YKOJUKO je Ha MO3ULUjU i y MOCMaTPaHOj pedu
cnoso JI, ouna he mynu wHa cronunama i u ¢+ 1 Gurtm pasauyuTe BPpCTe, MOK YKOJIUKO je Ha
T0j nosunuju caoBo U, ouna he onn 6urtu ucrte Bpcre. Kako 3HaMO KOje je BpCTe YOBEK Ha
IIPBOj CTOJIMIN, OBaj IIPOILEC 3aMCTa jeIWHCTBEHO Ne(UHUIIEe PACIOPENR Jby Al Ha CTOJIUIAMA.
OBuMe CMO [OKa3aJM Oa CBAKO] MPOJA3HO] Pedr MOTY OAroBapaTy HAjBUIIE IBA PACIOpena
(y 3aBucHOCTH O M3G0pa BPCTE YOBEKa Ha NpBOj cromunn). MebyruMm, kako Mopa mocrojaTu
jemaH TakaB pacrmopen jep je ped mpoJsa3Ha, a Tala e U BheMy KOMIUIEeMEHTapHU paclopen
OATOBAPATHU UCTOj TOj peYu, 3HAMO Aa CBAKO] IPOJIA3HO] PeUMd OAroBapajy TadyHO ABA pa-
cmopena Jbyad Ha cTojunama. Kako je moryhux pacmopemna 27, 3aKbydyjeMo na MPOJIA3HUX
peun mocToju 2" L.



3. Ilokazahemo ma cy cBa pemema 0pojesu n = 7-172-pl, rue je p mpousBoman npoct 6poj
Behu ox 17, kao u 6pojesu n = 23 - 11 - 232, ogmocuo n = 3% - 53,

Heka je n = p{* -py?-...-pp*, kKaHOHCKA (akTopu3zamuja Gpoja n (mpu yemy cy p1 < p2 < ... < P
npocTtu GpojeBu u a, Qa, ..., € N). Ilokaxkumo na je

n

f(n) = — —(ox = 1). (@)

Pk

YROMUKO je ap = 1 moBOJBHO je m3bamuTu cBe Opojese ox 1 10 n KOju Cy OEJbUBU CA Py, MOIITO
Ta a HOBOmOOMjeHu nmpowm3Bond Hehe OUTU mebuB ca Pr, & TUME HU ca N. TakBux OpojeBa je
pﬂk = pﬂk — (o, — 1). Axo je ap > 1 noBomHO je m3baumtu cBe Gpojese om 1 mo n koju cy
eJbUBU Ca Pi, ocuM 6pojesa 1 - pg, (pr + 1) pr, 2ok + 1) - py oo, (e — 2)pi + 1) - pi.. Tana he
HOBOIOOMjeHn Ipou3BOL GuTH HesbuB ca py" — 1, anu He u ca pp*, a TuMe Hu ca n. HaBeneno

n3banuBame je 3amcrta Moryhe y4mHATH, IOMTO je
((ar = 2)pr + 1) - e 2%%72 - pj + pp 20473 pf 42973 pf = 2972 pR Cpitk <.

OBuM je morazano ma je f(n) < plk — (ag — 1). HocmarpajMo cana Ma Koje uzbanuBame rue
je m3baueHo pﬂk — Qf W JOKAKMMO Ja je HOBOHOOWjeHum mpom3Bom mebuB ca n. To hemo
YUMHU TaKO IITO HPOBEPUMO N4 je mpu TakBoM usbanmsamy ocraio (Huje m3baueHo) MO

bap «; OpojeBa Koju Cy HELUBU ca P;, 3a cBako ¢ = 1,k. Kako OpojeBa Koju HUCY NELUBU

ca p; UMa N — -, NOBOJLHO je HPOBEPUTU Ia 3a CBako ¢ = 1,k Basu HejemHakocT (n —
i
(plk —ag)) — (n— pﬂ) > a;. 3a i = k HejemHAKOCT OUMIJIEOHO BasKU, HOK 3a 1 < k mMaMo
i
n _ n PE=Pi , g > 1 . > 1 Ok > {11‘*1>2ai—1> ) BUM i K H .
Pi Pk +o > PiDk nz PiDk nz DiDk Pi P ZD; = = 0. 0] Jje OOKa3aHO »Oa Je

u f(n) > 5o — Qp, A je JOKa3 jeJHAKOCTH (@) roMmeTupan.

Ompemmo cana momohy (@) Tpasene Gpojese n. 3a aj = 1 umamo n = 2023py, = 7- 172 - py,
ma je n = 7-17? - p', rme p mpousBosban mpoct 6poj Behu ox 17. 3a ap = 2 uMaMo n =
2024p, = 2% - 111 - 23! . py,, ma xaxo p; || n, Mmopa Gutn py = 23, omocno n = 23 - 111 . 232 3a
ap = 3 mmamo n = 2025p;, = 3*- 5% py, na kako p} || n, Mopa Gutu py = 5, ogrocno n = 3* - 53
IoxkasxmMo na y ciaydajy ap > 4 Hema pemema. Y KOIUKO 6m 6mio aj > 4, oHga Ou BayKUIO
2022+ ay, = pﬂk >pg’“71 >2%~1 mro je mcnymeno camo 3a af <11 (MaTeMaTUUKOM MHIYKIjOM
TPUBMjaTHO MOKa3yjeMo ma je 2%+ ~1 > 20224y, 3a ax>12). 3aTo je 2033>2022+ay = ﬁ}pi,
Te je u pi < 13. HemocpemaoM mpoBepoM JIaKo je yCTaHOBUTHU 1a He nocTtoju 4<a, <11, pp <11
3a KOje BarKu pg’“_l | 2022 + ay. Ha oBaj HauumH je HOKa3aHO Ha Cy CBa pellema OpojeBu
n=7-17?-p!, rme je p mpousBoman npoct 6poj Behu ox 17, kao u 6pojesu n = 23 - 11 - 232,
omaocHO n = 3% - 53

4. W3 ycuosa 3anatka <SBC + <SCB = <ABC + <ACB — <BAC, onarne je <BSC =
2 - «BAC, na je uwerBopoyrao BCOS rteruBau. Kako je <CAX = <ACS, 3mamo ma cy
npase C'S u AX cumerpuune npeko cumerpate nysxu AC. Ca F obene:kuMO TIpecek mpaBuUX
CS n AX, xoju ce omma Mopa HagasuTu u Ha cumerpaiu ny:xu AC. Hera je cama S’
Tayka CUMETpUUYHa Tauku S y omHocy Ha cumerpaiy ay:xku AC. Ilo mperxommom, Tauka
S’ ce manasu mHa mpasoj AX. Ilpu mocMaTpaHO] cuMeTpuju, Npeko cumerpaje myxu AC
ce tauke O u F camrajy came y cebe, e mmamo <OSF = <OS’'F, mOK U3 TETUBHOCTHU
yerBopoyria BSOC mvmamo <OSF = <OBC. Rakxo je u <OBC = <OCB, 3aripby4dyjemo
na je <OS'F = «<OCB, onmakne ciemu na je dersopoyrao XS'CO rerusan. Tawxobe, mpwm
IOCMAaTPAHO] cuMeTpuju, npexko cumerpase ayxku AC ce tauka O caumka y camy cebe, a
tauka A ce cimka y tauky C, e je <SAO = <5’CO, a u3 terusnoctu dyersopoyraa XS'CO
je <S'CO = <AXO, onarae mobujamo <SAO = <AXO, mTo je u Tpebaso MOKA3ATH.



IpymrBo maremarunuapa Cpouje
PEINTEIHA 3AITATARKA NPKABHOI' TAKMUWYEIHLA 13 MATEMATURE

Tpehu pa3zpem - A kareropuja

1. CopTupajMo QUCKOBE IO BEJUYMHU MOJSyIpevHnka u pagumo cienehie: IIpso, hemo yzeru
muck Hajeher nmogxynpevnnka 1 OOpUCaATU CBE QUCKOBE KOjU HUCY AWCjYHKTHU ca BuM. Hakon
TOra, Y3MUMO OUCK HajBeher moaympedHuKa KOju je OCTao W OOPUIMMO OHE KOju HUCY TUC-
JYHKTHZ ca BUM, X TaKO Jajhe. 3a CBAKM AUCK mocToju muck D Beher mosynpeunuka kKoju
UMa 3aje THUYKUX TadyaKa Ca UM, T€ Ce OH HaJa3u y AUCKY 3D, Tj. MUCKY ca MCTUM IMEHTPOM
kao D, amu tpu myta BehuMm noaynpeunuka. OBUM je HOKa3 3aBPIIEH.

2. Ilpucernmo ce popmyne 3a 6Gpoj menmiaana: ako je n = p{' - py* npocra paxropusanuja
6poja n, Tana je 6poj memmmana 7(n) = (a1 + 1)(ag + 1) -+ (e + 1). locmaTpajmo BpemrOCT
n = 271 3a moBomHO Benmkm mpocT 6poj p. JemmocTaBHO Tama BUAMMO Aa je T(n) = p.
OsBo 3naun na je 7(a,) = p. Ilpumernmo ma ako a, uMma GapeMm gBa mpocTta (GaxTopa, Tana
7(an), mo ropwmo]j popmynu, uma Gapem gBa meauona Beha ox 1, mro mmje moryhe, jep je
npoct 6poj. 36or Tora a, Mopa Gutu obmuka ¢P~', rme je ¢ mpoct 6poj. MebyTum, axo
q # 2, onna je a, > 3P~'. Ca mpyre crpame je a, < kn = k2P~!. 3a moBosLHO BesuKO p je
(%)p_1 > k, aau oBo Huje moryhe. Onasne cienu na je ase—1: = 2P, 3a cBe HOBOJLHO BeJIHKE
p. Tarkobe, u3 mocaemmer OUPEKTHO CJenu na je G, = M, 38 CBAKO N, jep je a, = n, ITO
3aKJ/BYyUyjEMO Ha CHOBY UWHEHUIE J& je HU3 MOHOTOHO pacTyhu, a jemHAKOCT MOMKe Ia ce

[OCTUTHE OECKOHAYHO MHOIO IIyTa CaMO YKOJIHMKO 3a HU3 BaxKd a, =N, n € N.

3. IIpumermmo, majupe, na npase AD u BC mucy napasense. 3awucra, ako 6u 6uno AD ||
BC, rana 6u ABCD 6uo jennakokparu Tparmes ca ocuoBunama AD u BC, Te 6u ce Kpy:KHUIE
onucane oko Tpoyriosa APD u BPC nomupusadie, mTo HUje Cayuaj 360r mepuHunuje Taure
Q. Heka je k xkpy:xuuna onucana oko uderBopoyriaa ABCD, a ki u ko, penoM, Kpy:KHUIE
ormmcane oko tpoyrioBa APD u BPC. Heka je R npeceuna taurka npasux AD u BC. Kaxo je
npasa AD panuransa oca 3a k u ki, a npaBa BC' pamukansa oca 3a k u kg, T0o je Taura R,
Kao0 MpeCeK TUX PaIuKaJHUX 0Ca, YjeIoHO U paauKaJHu IHeHTap 3a k,k, u ks. 3aT0 ce Tauka
R mana3m 1 Ha paaMKAIHO] OCU KpyskHUIA k1 U ke, Te mpaBa P() mponasu kpo3 R.



Tokaskumo na cy npase AB u C'D nmapasenne. IIpermocTtaBumMo cynmpoTHO U KPpO3 Tauky Y
KOHCTPYUIMUMO TpaBy mapaienny ca AB. Kako ta npasa muje napasenna ca C'D, Heka oHa
npase AD u BC, pemom, ceue y E u F, npu uemy je E # D u F # C. Cana, kopucrehn
TamecoBy Teopemy U naTu yCJIOB 34(% = eg, UMaMO J1a BarKy % = 34(% = %. W3 nocaenme
jemIHaKoCTH je % = %, a xako je u <EY D = <FYC, tpoyraosu EYD u FYC cy cnuunn.
W3 oBe camunoctu mobujamo ma je <EDY = <FCY, onakne caemu na cy npase ED u FC
napaJsiense. Kourpamukinuja!

Kako cy npase AB u C'D napasienne, to je uerBopoyrao ABCD jemnakokpaku Tpames, Te
3000 CUMETPUYHOCTU CJIUKE y OJHOCY Ha cuMeTpaily ocHoBuie AB, 3akmbydyjeMo na mpaBa
PQ nonosu nysxku AB u CD. Onarne je, 3aucra, AX +YC = XB + DY, wto je u Tpebaio

JOKa3aTU.

4. Jacwo je ma cy unanosu oba mmsa mosmrusEU. Hera je x, = 7=, n € N. U3 ycmosa
n

3a0aTKA je Tyl = an+“i = opltyr = 2—" = %, Tj. Tpt2 = Ty, 32 cBarO n € N.
B anpnts n n
0 : _ _ _ — 1 b =2 H j = ayb
JdaBae J€ T2023 — L2021 — ... — L1 — ?, T€ OTyOa 02023 — 402023 €Ka Je, cala, pPn = ApOp,

n € N. Umamo: pnpi1 = (bn+$)(an+a) = pn+2+i > pp+2, n € N, onakne, jemaocTaBHOM

VHIYKIZjoM, no0ujaMo na je p, > p1+2(n—1) = 2n, 0oqHOCHO pages > 2-2023. U3 npeTxomHor
2

je B2 — posos > 4046, Te je bagaz > 2v/2023.




JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AIJATARKA IP;KABHOI' TAKMUYEIHA 13 MATEMATURE

YerpTH; pa3pen - A kareropuja

1. Ioka:xMMO Ia Cy jequHa pellema 3amaTka n = 3+ -52 — 1 = 2024 u n = 32 - 5* = 5624.
Heka je n mero pememe 3agatka. Kopuctuhemo ummbenuiry ga ako cy 1 =t < tg < ... <ty =
m cBu meawonu 6poja m, oHna je t; -ty 1-; = m 3a cBako i = 1, k. 3aro je n+ 1 = Dg - Ds,
Te Kako 6pojesu Dg — 1 u Dg + 1 meme D2 — 1 = n, Basm Dg — 1,Dg + 1 € {dy,ds,...,d16}.
Meby maposuma {di,dis},{d2,d15}, ..., {ds,d9}, KOju y mpomssony majy m, HajMama pasiauka
Gpojesa y mapy je xox napa {ds,dg}. OTryna, kaxo Dgfn = D2 —1u (Dg+1) — (Dg—1) = 2,
3akmpyuyjemo ma je Dg —1 = dg u Dg + 1 = dy. OBum cmo mokazanu ma je Dg — dg = 1.
Pasmorpumo ciyuajeBe y 3aBUCHOCTH O mMapHOCTU Opoja n.

1° n je menapan: Capna cy Gpojesu di,ds, ...,d1g Henapuu, a 36or ycuaosBa (Dg —dg) - (D3 —
ds) - (D4 — dy) = 1 6pojesu Dy, D3 m D4y Mopajy 6uru napuu. Hajupe Bazkm Do = 2. Ako je
D;,i > 1, merkm menunar 6poja n + 1, orma ce cBu meauomnu 6poja D;, u3y3eB mera caMmor,
Hasaze MeDhy 6pojeBuma D, ..., D;_1. Otyna, kako cy D3 n Dy napuau 6pojeBu, 3aKbydyjeMo
oa je D3 = 22 n D4 = 23 3aro us (DQ*dQ)'(Dg*dg)'(DAlfdzl) = 1 umamo oa je d2 = 3,d3 =5
u dy = 7. Cana, Ha OCHOBY (opMmyse 3a 7(n) mmamo ma je n € {33.51.71 31.53. 71 31.51. 731
wm je n = 3' -5 .71 . p! 3a mexkm mpoct 6poj p, p > 7. Jlako mpoBepaBaMo ma 3a n €
{3%.51 .71 3.5 .71 3L .50 . 73} paskm n =4 1, Te 4 { n + 1, mTO je y cympoTHOCTH ca
D3 = 4. Ilakne, jemuHa pelrema y OBOM CJIydajy MOy OUTH €BEHTYAJHO OpPOjeBU OOJIMKA
n=31.51. 7. pl 3a mexm mpoct 6poj p, p > 7. Ha ocrnoBy popmyne 3a 7(n+ 1), smajyhu na
23 | n+ 1, mako yrephyjemo ma je n+ 1= 2" umu n+ 1 =2*.¢2, rae je ¢ mern mpoct 6poj
Behwm on 7 (¢ 0o63upom ma cy Gpojesu n u n+ 1 ysajamuo mpocrtu, a n je nemuso ca 3,5 u 7).
Kako 3a n = 24 —1 pasu n =5 —2, omsocuo 51 n, To on HUje pememe. [IpeocTaje na pemmumMo
jemmaunny 105p = 16¢® — 1, rne cy p u ¢ mpocTtu 6pojesu Behnu on 7. Bpojesu 4¢ — 1 u 4q + 1
Cy, Ka0 y3aCTOIIHM HemapHU OpOjeBH, y3ajaMHO IpPOCTU, Te je Oap jemaH on HBUX y3ajaMHO
npoct ca npocrtuM Gpojem p. Oryma, u3z jemmakoctu (4g — 1)(4q + 1) = 105p noGujamo na
4g—1105 nnu 4¢+1 | 105. Mebhyrum, onasne, kako je 4g+1 >4g—1>4-11 —1 = 43, umamo
na je 4¢g — 1 =105 nm 4q + 1 = 105. OmaBae je q = 52—1 uu g = 26, mro Huje Mmoryhe. OBuMm
CMO IOKa3aJu Ja y CIydajy Oa je n HemapaH HeMa DeIlema.

2° n je mapam: Cagna cy Gpojesu D1, Do, ..., Dig menapuu, a 36or ycaoa (Dy — ds) - (D3 —
ds)- (D4 —dy) = 1 6pojeBu dg, ds u dy Mopajy OuTu napHu. AHAIOrHO, KAO y IPBOM CIyUajy,
sakmyuyjemo aa je dy = 2, d3 = 2% u dy = 23. 3arto, u3 (Dy—ds)-(D3—d3)-(Ds—ds) = 1 mmamo
na je Dy =3,D3 =5u Dy =09. Iakne, 6poj n + 1 nma 6ap nsa npocra ¢akropa (3 u 5), Te
Kako je 7(n+1) = 15 jemune moryhmoctu cy n+1 = 3*-52 = 2025 u n+1 = 32.5% = 5625. Jlaxo
npoBepaBaMo na OpojeBu n = 2024 u n = 5624 3aucra 3aI0BOJBABA]Y CBE YCJIOBE 3aJATKE, T€
Cy OHU jeIVHA PelleHna.

2. Heka je P nupecek npasux BC u EF. Tana, u3 norenrnuja taue Py onHOCY HA KPY/KHUIE
ormmcane oko tpoyriaosa ABC, BCI u EDF,| penom, HAIa3uMo 1a je

PX -PY = PB-PC = PE - PF = PD?,

oJakie 3aKkmbydyjeMo na je upasa PD, onaocro BC, TanreHTa Ha KPYXKHUIY k OIMCAHY OKO
Tpoyria XDY y rauru D.

Capma mako BUAMMO jeIHAKOCT TpasKeHUX yriosBa. Hamwme,
ako je K npyra rtaura mpeceka mpaBe XD m ymnucane
kpy:kauie ki tpoyraa ABC, a L gpyra tauka mnpece-
Ka mpaBe Y M TMOMEHyTe yOUCAHE KPYKHUIE, Tana je




<KDB = <KLD, xa0 TaHI'€HTHU U NePUYEPUjCKU yTao
reruBe KD rpysxuune k. Tarobe je <XDB = <XYD,
OIeT, KA0 TAHMEHTHU U NepUPEepPUjCKu yrao, OBOI IIyTa
reruBe XD kpyxkuune k. Crora, 3akbydyjeMo na je
<KLD = <XYD, re je XY || KL, omaocuo, EF || KL
u KLFFE je jemmakokparku tpame3. [lakae, <XDFE =
<KDE =<LDF = <Y DF, mto ce u TBpAUIO.

3. Iloraszahemo na cy jemmHa pemema a = —1, ogHocHO a = —2023.
OxpemmMo HajTpe MOHWYAH MOJUHOM umje cy cBe HyJe Gpojesu y; = z3,i = 1,2023. Hexra je
e =¢'%. Tana je

P(.Z‘) = (1‘ — xl) L (1‘ — $2023),

T T T 1
P(g) = (g — .’1}1) et (g — .’1,‘2023) = (3’5 — 3?18) T (3’5 — 3?20235) . m,
z z z 1
P(?) = (&‘72 — xl) HETTI (? - .’E2023) = (il' - xlsz) HETT ({E - 1'202362) . m

Kaxo je cy 3a Ma koje z € C cBu Tephu koperu u3 23 6pojesu z, ze u ze?, MEOXEeNM IpeTX01HE
Tpu jemHarkocTtu u Kopucrehu €3 = 1, nmamo:

x x
P@)- P2 Py = (07— ad) - (07— iag) = Q7). (%)
rae je Q(t) = (t —a$) - ... - (t — 23p93) ( Wmerose cBe Hyme cy x3,...,1393). V3 (), momurOM

P(x)-P(%£)-P(%) je momuuoM o x* (Te Cy CBU BEroBU KOCQUIM]EHTH y3 CTEICHE KOJU HUCY

IEJLUBU Ca 3 JeHAKU HYJIN), 1I1a je:

z Ty _ (.2023 Ty2023 , ¥ L \2023 x _
L 3202 1 1 1 2.2023+1, 2, L 1 1 2023+1+1
=~ 32027 +a(€2023€2 T 22003 T ;202322023 )z +a (Q+ 220232 | ;22023 )z +

1
+a3—2x3+b3 — (m3)2023+3a(m3)1349+3a2(:1c3)675+a3x3—|—b3,
e

te je Q(t) = t2°% + 3at'34 + 3a%t57° + a3t + b3. Cse myme momunoma Q(t) cy v;,i = 1,2023, Te
cy cse Hyae noiunoma Q(t — 1) 6pojesu z; = y; + 1,7 = 1,2023. [Tocmarpana cyMma jemuaka je
30Upy penunpodYHUX BPETHOCTH OpojeBa z;,t = 1,2023, Te je na ocHoBy BujeToBux dopmyia
jemHaka KONWYHUKY y3 JUHeapaH U caobonaH diaH, TOMHOkeHO ca (—1) (maBenmenu roedu-
nujertu cy 3a nmomuaoM Q(t — 1)). Kako je, Ha ocHoBy GuHOMHE (GOPMYJIEe, KOX MOJUHOMA
Qt—1) = (t—1)292 1 3a(t—1)"349 +3a%(t —1)57 +a3(t — 1) +b® KoedunMjenT y3 MUHEApAH UTAH
jenmax 20234 3a-1349+3a2-675+a>, nox je cnobonan unan —1—3a—3a’—a®+b%, To je BpemHOCT

. . 2 3
ImocMaTpaHe CyMe JeaHaKa 2023+3a(;§ﬁ9);r§%3 675+a . BpeILHOCT Iocuenmer n3pa3a He 3aBUCH O

b, b # a+1, akkxo 2023 +3a-1349 +3a?-675+a® = 0. Ouurnenso pemene MOCICIHE jeTHAUNHE
je a = —1, Te pactaBmamem mobujamo ma je 2023 +3a-1349+3a?-675+a® = (a+1)?(a+2023).
Oryna cy jemuna pemema a = —1, ogHocHo, a = —2023.

4. Kako ce mapoBu TeHMCEpPa KOjU UTPajy MeY y CBAKOM TPEHYTKY OMpajy IpOU3BOJLHO, Oe3
yMamema ONIITOCTU MOYKEMO NPETIOCTABUTUA Aa je yuraB kpeb onpaben mpe mpsor koua.
I pyrum peumma, TYPHUP MOKEMO IPEICTABUTU MOMONY KOMIIETHOT OWMHAPHOr crabiia riae
KODEH Caap:KU PAaHr NOoDEeNHWKA TypPHUPA, HBECOBU MOTOMIN PAHIOBE (PUHAJIUCTA, UTH.

YouaBaMoO ma CBaKU YBOP KOjU HUjE JUCT OArOBapa Meuy m3MeDhy CBOjUX MOTOMAKA, OX KOjUX
jelaH mMa MCTH PaHr Kao W yOueHM UBOp. llpermocraBuMo na je y maroMm (IpOu3BOJLHOM)
TypHUpy HajBeha pasmuka panrosa y mMedy N, mTO je, IO IPETXOAHOM, yjenHo u HajBeha
pasanka usmeDy uUBOpa W HErOBOI HOTOMKA, OMHOCHO HajBeha pasiamka yBopoBa Ha 00a



kpaja jemue rpane. Hexka je zory ...y (jemuncTBenn) myT y crabiy m3meby snmcra panmra 1
u sucra panra 2" (yMecTo Kao 4BOpOBe, x; [eMO mocMarpaTu Kao oarosapajylie panrose,
1j. o =1 u x, = 2"). Tana je |z — xo| < |2k — Tp—1| + [Tp—1 — Tp—2| + -+ + |21 — 20| < EN.
IIpuToM ce mpBU 3ajeqHUYKHN TPEIaK IOCMAaTPAHUX JUCTOBA jeIWHU IMTOjaBbyje ca obe cBoje
rpaHe y IOCMAaTpPaHOM IIyTy, & KaKO je jeJaH Ol EeroBUX IIOTOMAaKa KCTOI PaHra Kao U OH
caM, TO je Bap jemaH O 4JAHOBA y MPETXOAHOM 30upy curypHO 0, T€ MOKEMO HAIVCATU U
2" —1=|op—x9|<(E—1)N, 1j. N> % Hajseha Bpemmoct mysskuna myrta k ZOCTIKE Kaua
Ce UPBU U TNOCJIEIHEPAHIMPAHN JUCT HAJAa3€ y Pa3InduTUM KpajeBuMa crabia, OIHOCHO,
Kala MM je IPBU 3ajeIHUYKN Mpemak caM KopeH crabia, u Ttana je k = 2n. Ilpema Towme,
3a TPOU3BOJLAH TYpHUP Basku N > %, omakJe, ako mocMmarpamo TypuHup ca N = M,
3akpyuyjeMo ma je M > g;j

ITokaxkumo canma ropwy oneny 3a M. 3a 1o je noBosHO na HahemMo mpumep TypHUpa y KOME
je HajBeha pasnuka panrosa N = (MT/LQJ) u y xkoMe nobebyje nmocnenmeniacupasu TEHUCED.

3aucra, YKOJIUKO OBAKaB TYPHUP IOCTOJU 3a CBAKO N, Aa OMCMO moOwiuM 3a HUjaHCY OOy
OlleHy HaTy y 3aIaTKy, JOBOJGHO je Ma y3MeMO TakKBa OBa TypHHUpa ca mo 27! wurpaua,
paHroBe jemHor om mux omysmemo on 2" + 1 (tama octajy paHroBm 2=l 4 1...2" u Ha
nortypuupy nobebyje Hajéosmennacupanu TeHUCED ), U ABA MOTTYPHUPA CIHOJUMO (PUHAIHIM
MeYOM HUXOBUX ToOemamka (umja je pasimka y panry cazma (2"~ !4 1) —2"~! =1). Tana,
Hajseha pasjuka y paHry Ha IMeJOM TYPHUPY OCTaje jemHaka HajBenoj pasjunu y HEKOM O
IOTTYPHUPA, ONHOCHO, (L(n”:l)l/%).

Koucrpynmumo cana TypHup ca 2" TeHucepa, MAaKCUMAaJHOM Pa3uKOM y panry N = (m?zj)
U TIOCJIEIHEIIACUPDAHUM TEHUCEPOM Kao mobenunkoM. lIpencraBuMo omner TypHUD IPEKO CTa-
omna. Nneja je mna mobemHuK CBAKOr Meva Oyme MeCHU MPeak U 1a MEUEBE UTPAjy UCKILYIUBO
TEHUCEePU U3 CYCEeTHUX ,,CiiojeBa”, OMHOCHO OHU YMjU C€ PAHr HEe PA3JIMKyje MHOro. KoHkpe-
THO, Ka:KUMO J1a KOPEH IPUIaa HYJTOM CJIO0jy, a CJIOjeBe Hajbe PEKYP3UBHO Iep(PUHUIIEMO:
aKO IPOU3BOJLHU YBODP KOjU HUje JIUCT IpUnana k-TOM CJIOjy, HErOB HECHU MPENaK IPUIaia
ucroM caojy, a aesu (k + 1)-Bom caojy. Ha Taj mauumn mobujamo n caojeBa (n-ToM CIojy
OpUIana CaMo HajJIeBJbU YBOP), U HPUTOM cBaku Tenucep u3 (k + 1)-Bor csoja urpa tavso
jemHOM ¢ HeKuMM TeHUcepoM u3 k-Tor cioja (jep Taj Meu rybu, a CBe HpPETXOIHE, KOje UI'Da
¢ Teaucepuma u3 (k + 2)-ror ciuoja, je mobemuo).

Crabuo nonymasamo Ha cienehu maumn. Ha mouerky ynumemo pasr 2™ y cBa MecTa onpe-
Dena 3a mynTu cioj (mecHa cTpaHa KOCTypa), a daJbe MOMYyHaBAMO PEKYP3UBHO: HAKOH IITO
CMO MOIYHUJIM 110 k-Tu ci0j, mocmarpamo auctose (k+1)-Bor cioja, Te HA]OEMBU JUCT KOJU
HeMa IPeTKa M3 CBOr cioja (M KOju Jakjie OPBU W jeQUHU Med UI'pDa HPOTUB k-TOr cioja),
y mera ymucyjemo npsu ciaeznehin ciobonan pasr (Tako na je pa3iMKa y PaHTY y TOM Meuy
HEKO T'j41,0 U HOTOM y cBe aucToBe (k + 1)-BOr cioja KOju HeMajy HIpeTKa U3 CBOL CIOja
YIOUCYjeMO PaHT 3a Thy1,0 MamU O paHra terucepa us (k+ 1)-Bor cioja ¢ KOjuUM Urpa Med.
Vcro moraBmaMo 3a ocTajle JUCTOBE: y HajNelIlmM, KOJU MMa TAYHO jeTHOT IPETKa U3 CBOT
caoja, ynucyjemo npBu ciaenehu ciobomaH paHr, TaKO Oa je pas3inka y HEroBOM jeaMHOM
Medy NPOTHUB IPETXOTHOL CJI0ja HEKO Ti41,1 X IOTOM y CBe ocrase jucrose u3 (k + 1)-Bor,
KOjU uMMajy TA4HO JeJHOT IPeTKa M3 CBOL CJOja, YIUCYjeMO PaHT 3a Th41,1 MabU O PaHTa
TeHucepa m3 k-tor cisoja ¢ rojuMm wmrpa Med. OBO HACTABHAMO [0 IONYHABAA JIMCTOBA
(k + 1)-Bor cuoja, HakoH yera y cBaku npeocranu usop (k + 1)-Bor cioja ynmucyjemo ucrtu

PaHr KOjU MMa HerOB JeCHU npenak (KOju je y UCTOM CJ0jy).
1|23 7|48 |aa]17] 5] 9 |12]18[14]20]|23]|27| 6 [10]13]19]|15]|21|24]28]16]22]25]|29]26]30]31]32
2 7 8 | 17 9 | 18 20 27 10 19 21 28 22 | 29 30 | 32
7 17 18 27 19 28 29 32
17 27 28 32
27 32
32

VHnyKTUBHO, JIAKO NOKAa3yjeMO na ce y k-TOM CJIOjy HaJla3W TadHO (Z) suctoBa. IIpurom
je paznmka y paHry OBa TeHHCepa U3 cycemHux ciojeBa k m k + 1, koju urpajy med mo
KOHCTPYKIMjU, KOHCTAHTHA y OKBUDY KOJIa Y KOME Ce UI'Da MeY U PacTe IITO je BHUIIEe KOJIO,



ma je caMuM TUM HajBeha y Medy Koju omurpaBajy HajOOLepAHTUPAHU TEHUCEPU U3 Ta IBA
cioja (Taj Meu je yBeK C JIeBe CTPaHe KOCTypa), & Ta Pa3JrKa je jenHaka Opojy TeHucepa y
(k + 1)-Bom caojy. Kako je Taj 6poj jenHak HekoMm oJ OMHOMHUX KOe(puuujeHaTa, HAJBUIIE je
jemnak mHajBeheM mehy muMa, meHTpPAIHOM, OMHOCHO N = (Ln72J)' Tume je mokas 3aBpIieH.



