
Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA DR�AVNOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Beograd, 24. mart 2024.

Prvi razred - A kategorija

1. Primetimo da je ^BIC = 90◦ + α
2 = 120◦, ^BOC = 2α = 120◦ i ^BA′C = ^BAC = 60◦.

Sada je jasno da taqke O i A′ le�e na kru�inici opisanoj oko trougla BIC. Oznaqimo
centar ove kru�nice sa S. Sada je SA′ = SO = SI. Tako�e, poznato je (a i lako se
mo�e pokazati jednostavnim raqunom uglova) da su taqke A, I i S kolinearne. Znamo
da je ^IAO = ^IAA′, odakle sledi da je taqka S u preseku simetrale ugla ^A′AO

i simetrale stranice A′O, te je S sredixte luka
⌢

A′O kru�nice opisane oko trougla
AA′O, koji ne sadr�i taqku A. Me�utim, to, zajedno sa qiǌenicom da je SI = SO = SA′

i da je I na pravoj AS, nam daje da je I sredixte upisane kru�nice trougla AOA′.
Otuda je prava OI simetrala ugla AOA′.

2. Dokaza�emo da ako je n = 2k, k ∈ N, da je tada odgovor k2, dok je za n = 2k + 1,
k ∈ N, odgovor, tako�e, k2. Prvo, neka je n = 2k, k ∈ N. Podelimo kvadrat 2k × 2k na
k2 kvadrata dimenzije 2× 2. S obzirom da su svi brojevi razliqiti, a kvadrati me�u-
sobno disjunktni, maksimalne vrednosti unutar svih tih kvadrata �e biti me�usobno
razliqite, pa ih je uvek barem k2. Ostaje nam da na�emo primer. Obojimo svakom od
ovih k2 kvadrata doǌe desno poǉe crnom bojom, a ostala poǉa belom. Sada, u crna
poǉa stavimo k2 najve�ih brojeva, a u ostala, bela poǉa, stavimo ostale brojeve.
Vidimo da �e maksimalni broj u bilo kom 2× 2 kvadratu biti broj u crnom poǉu, pa
je broj razliqitih maksimalnih vrednosti kvadrata taqno k2.
Neka je, sada, n = 2k + 1, k ∈ N. Podelimo polazni kvadrat na k2 kvadrati�a, gde su
sva poǉa u posledǌoj vrsti i posledǌoj koloni prazna, a ostala pripadaju kvadratima
dimenzije 2 × 2. Kako je tih kvadrata k2, na analogan naqin imammo istu ocenu kao
u prethodnom sluqaju. Konaqno, kao primer, obojimo ponovo svako doǌe desno poǉe
ovih kvadrata crnom bojom. Zatim, ponovo u crna poǉa mo�emo upisati k2 najve�ih
brojeva. Vidimo da �e maksimalan broj u svakom 2 × 2 kvadratu biti broj upisan u
crno poǉe, odakle sledi da je razliqitih maksimalnih vrednosti i u ovom sluqaju
taqno k2.

3. Primetimo da je pod datim uslovom nejednakost koju treba dokazati ekvivalentna
sa

([a1, a2]+(a1, a2))+((a2, a3)+[a2, a3])+...+([a2023, a2024]+(a2023, a2024))+([a2024, a1]+[a2024, a1])>

>(a1 + a2) + (a2 + a3) + ...+ (a2023 + a2024) + (a2024 + a1). (1)

Ukoliko bi za proizvoǉne prirodne brojeve a i b va�ila nejednakost (a, b) + [a, b] >
a+ b, onda bi va�ilo [a1, a2] + (a1, a2)> a1 + a2, (a2, a3) + [a2, a3]> a2 + a3, ..., (a2012, a1) +
[a2012, a1]>a2012+a1, pa sabiraǌem svih ovih nejednakosti dobijamo nejednakost (1), qime
bi dokaz tra�ene nejednakosti bio zavrxen. Stoga, za dokaz nejednakosti (1) dovoǉno
je dokazati da za proizvoǉne prirodne brojeve a i b va�i nejednakost (a, b)+[a, b]>a+b.
Doka�imo da ona zaista va�i. U tom ciǉu, neka je (a, b) = d. Tada je a = da′ i b = db′,
pri qemu su prirodni brojevi a′ i b′ uzajamno prosti. Zato je [a, b] = da′b′, pa va�i

[a, b] + (a, b)− a− b = da′b′ + d− da′ − db′ = d(a′b′ − a′ − b′ + 1) = d(a′ − 1)(b′ − 1)> 0.

Ovim smo dokazali da za proizvoǉne prirodne brojeve a i b va�i nejednakost [a, b] +
(a, b)> a+ b, qime je kompletiran dokaz tra�ene nejednakosti.



Pokuxajmo sada da konstruixemo jedan primer brojeva a1, a2, ..., a2024 za koje va�i
zadati uslov, te da u dokazanoj nejednakosti va�i znak jednakosti. Iz dokaza ne-
jednakosti [a, b] + (a, b) > a + b vidimo da znak jednakosti va�i akko je a′ = 1 ili,
pak, b′ = 1. Ako je a′ = 1, onda je a = d, odnosno a | b. Sliqno, u sluqaju b′ = 1,
imamo b | a. Dakle, u nejednakosti [a, b] + (a, b) > a + b znak jednakosti va�i akko je
jedan od brojeva a ili b deǉiv drugim. Ovaj uslov elegantnije mo�emo zapisati
u obliku min{a, b} | max{a, b}. Zato u nejednakosti (1) znak jednakosti va�i akko is-
tovremeno va�i min{a1, a2} | max{a1, a2}, min{a2, a3} | max{a2, a3}, ...,min{a2023, a2024} |
max{a2023, a2024}, min{a2024, a1} | max{a2024, a1}. Pri konstrukciji primera imamo na umu
da za razliqite brojeve a1, a2, ..., a2023, a2024 treba da va�i i zadati uslov. Iz svega
navedenog zakǉuqujemo da je dovoǉno (ne i nu�no) odabrati brojeve a1, a2, ..., a2023, a2024
tako da va�i a2 | a1, a2 | a3, a4 | a3, a4 | a5, ..., a2024 | a2023, a2024 | a1. Jedan takav od-
abir je a1 = 21+1012, a2 = 21, a3 = 22+1012, a4 = 22, ..., a2023 = 21012+1012, a2024 = 21012

(a2k−1 = 2k+1012, a2k = 2k, za k = 1, 1012). Ovim smo dokazali da u nejednakosti koju
smo dokazali mo�e va�iti znak jednakosti.

4. Dokaza�emo da tra�eno n postoji i da je n = 11. Primetimo najpre da vrednost broja
a0 ne utiqe na broj nula funkcije f. Zaista, kako je funkcija koja broju x dodeǉuje
broj x − a0 oqigledno bijekcija, to jednaqina f(x) = 0 ima jednak broj rexeǌa kao i
jednaqina

||...||y| − a1| − a2| − ...| − an−1| = an. (1)

Kako jednaqina |z| = a nema rexeǌa za a < 0, dok je za a> 0 ekvivalentna sa z = ±a, to
su sva rexeǌa jednaqine (1) brojevi

y = z1(z2(...zn−2(zn−1(znan + an−1) + an−2) + ...+ a2) + a1), (2)

za koje je an > 0, znan + an−1 > 0, zn−1(znan + an−1) + an−2 > 0, ..., z2(...zn−2(zn−1(znan +
an−1) + an−2) + ... + a2) + a1 > 0, pri qemu je z1, z2, ..., zn ∈ {−1, 1}. Za fiksirano n, uz
pomo� jednakosti (2), definisano je 2n brojeva (tako definisani brojevi su jedini
,,kandidati” za rexeǌa jednaqine (1)), te da bi (1) imala 2023 rexeǌa neophodno je
da va�i nejednakost 2n > 2023, odnosno n> 11. Dokaza�emo da za n = 11 postoji odabir
brojeva a1, a2, ..., a11 takav da (1) ima taqno 2023 rexeǌa. Primetimo da je 2023 =
211 − (24 + 23 + 1), pa brojeve a11, a10, ..., a1 biramo tako da od svih brojeva opisanih
sa (2) odbacimo 24 brojeva nakon odabira brojeva a11, ..., a5 (xto znaqi da jedan od
odgovaraju�ih rezultata nakon odabira brojeva a11, ..., a5 treba da bude nula, odnosno
dovoǉno je da va�i a5 = a11+a10+ ...+a6), odbacimo 23 brojeva nakon odabira a11, ..., a4
(xto znaqi da jedan od odgovaraju�ih rezultata nakon odabira brojeva a11, ..., a4 treba
da bude nula, odnosno dovoǉno je da va�i a4 = a11+a10+...+a5) i odbacimo 1 broj nakon
odabira a11, a10, ..., a1 (xto znaqi da jedan od odgovaraju�ih rezultata nakon odabira
brojeva a11, ..., a1 treba da bude nula, odnosno dovoǉno je da va�i a1 = a11+a10+ ...+a2).
Pri svemu ovom, sve ostale sume opisane nakon (2) treba da budu pozitivne. Jedan
izbor brojeva a11, a10, ..., a1 koji zadovoǉava sve opisane uslove je: a11 = 1, a10 = 2, a9 =
4, a8 = 8, a7 = 16, a6 = 32, a5 = 63, a4 = 126, a3 = 253, a2 = 507 i a1 = 1012. Kako
nejednakost ak > a11 + ...+ ak+1, va�i za svako k = 1, 10, a znak jednakosti va�i samo za
k ∈ {5, 4, 1}, to se formulom (2), nakon odbacivaǌa 24 + 23 + 1 brojeva, dobijaju zaista
2023 razliqita broja.
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1. Doka�imo da je najve�i mogu�i broj sabiraka koje mo�emo obrisati, tako da budu
zadovoǉeni uslovi zadatka, jednak tri. Uvo�eǌem smene y = x + 14, koja je bijekcija
iz R u R, zadati uslov je ekvivalentan sa brisaǌem najve�eg mogu�eg broja sabiraka
sa leve strane nejednakosti

(y − 14)2 + (y − 13)2 + ...+ (y + 13)2 + (y + 14)2 > 2024 (∗∗)

tako da novodobijena nejednakost bude taqna za svaki realan broj y. Neka je f(y) =∑14
k=−14(y + k)2 = 29y2 + 2 · 14·15·29

6 = 29y2 + 2030 i neka se nakon brisaǌa sabiraka
(y + n1)

2, ..., (y + ni)
2, za neke −14 6 n1 < n2 < ... < ni 6 14, iz f(y), dobija funkcija

g(y). Da bi novodobijena nejednakost va�ila potrebno je (ali ne i dovoǉno) da va�i
nejednakost g(0) = 2030− (n2

1+ ...+ni)
2>2024. Otuda je neophodno da va�i 6>n2

1+ ...+n2
i .

Najve�i broj i za koji mo�e va�iti ova nejednakost je i = 4 (poxto je zbir kvadrata
ma kojih pet razliqitih brojeva iz skupa {-14,-13,...,13,14} ve�i od 6) i to samo u
sluqajevima n1 = −2, n2 = −1, n3 = 0, n4 = 1, odnosno n1 = −1, n2 = 0, n3 = 1, n4 = 2.
Me�utim, u oba sluqaja koeficijent uz y u g(y) je razliqit od nule, te funkcija g
posti�e minimum koji je maǌi od vrednosti g(0) = 0. Otuda, ne mo�e biti i = 4.
Brisaǌem sabiraka (y − 1)2, y2 i (y + 1)2 dobijamo g(y) = 26y2 + 2028 > 2024. Ovim smo
dokazali da je najve�i mogu�i broj sabiraka koji se mo�e obrisati, tako da va�e
navedeni uslovi, jednak tri.

2. Tokom rexeǌa �emo za dva qoveka re�i da su iste vrste ukoliko obojica govore
istinu ili obojica la�u, a inaqe �emo re�i da su razliqite vrste. Primetimo prvo
da �e neki qovek za nekog drugog qoveka izjaviti da govori istinu ako i samo ako su
ǌih dvojica iste vrste, dok �e izjaviti da la�e ako i samo ako su razliqite vrste.
ǈudi se za stolom mogu rasporediti na 2n suxtinski razliqitih naqina - na svakoj
stolici mo�e da sedi qovek koji govori istinu, ili qovek koji la�e. Kako izjave ǉudi
govore samo o tome da li su oni iste ili razliqite vrste, mo�emo primetiti da �e
komplementarni rasporedi (rasporedi su komplementarni ukoliko za svako 1 6 i 6 n
na stolici sa brojem i u posmatranim rasporedima sede osobe razliqite vrste) re-
zultovati istom prolaznom reqju na kraju postupka opisanog u zadatku. Uoqimo sada
proizvoǉnu prolaznu req. Ukoliko pretpostavimo koje je vrste qovek na stolici sa
brojem 1 (da li govori istinu ili la�e), onda pra�eǌem prvih n − 1 slova u posma-
tranoj reqi, na jedinstven naqin mo�emo konstruisati raspored ǉudi koji je mogao da
rezultuje ovom prolaznom reqju. Zaista, ukoliko je na poziciji i u posmatranoj reqi
slovo L, onda �e ǉudi na stolicama i i i+ 1 biti razliqite vrste, dok ukoliko je na
toj poziciji slovo I, onda �e oni biti iste vrste. Kako znamo koje je vrste qovek na
prvoj stolici, ovaj proces zaista jedinstveno definixe raspored ǉudi na stolicama.
Ovime smo dokazali da svakoj prolaznoj reqi mogu odgovarati najvixe dva rasporeda
(u zavisnosti od izbora vrste qoveka na prvoj stolici). Me�utim, kako mora postojati
jedan takav raspored jer je req prolazna, a tada �e i ǌemu komplementarni raspored
odgovarati istoj toj reqi, znamo da svakoj prolaznoj reqi odgovaraju taqno dva ra-
sporeda ǉudi na stolicama. Kako je mogu�ih rasporeda 2n, zakǉuqujemo da prolaznih
reqi postoji 2n−1.



3. Dokaza�emo da su sva rexeǌa brojevi n = 7 · 172 · p1, gde je p proizvoǉan prost broj
ve�i od 17, kao i brojevi n = 23 · 11 · 232, odnosno n = 34 · 53.
Neka je n = pα1

1 ·pα2
2 ·...·pαk

k , kanonska faktorizacija broja n (pri qemu su p1 < p2 < ... < pk
prosti brojevi i α1, α2, ..., αk ∈ N). Doka�imo da je

f(n) =
n

pk
− (αk − 1). ( c⃝)

Ukoliko je αk = 1 dovoǉno je izbaciti sve brojeve od 1 do n koji su deǉivi sa pk, poxto
tada novodobijeni proizvod ne�e biti deǉiv sa pk, a time ni sa n. Takvih brojeva je
n
pk

= n
pk

− (αk − 1). Ako je αk > 1 dovoǉno je izbaciti sve brojeve od 1 do n koji su
deǉivi sa pk, osim brojeva 1 · pk, (pk + 1) · pk, (2pk + 1) · pk, ..., ((αk − 2)pk + 1) · pk. Tada �e
novodobijeni proizvod biti deǉiv sa pαk

k − 1, ali ne i sa pαk

k , a time ni sa n. Navedeno
izbacivaǌe je zaista mogu�e uqiniti, poxto je

((αk − 2)pk + 1) · pk 6 2αk−3 · p2k + pk 6 2αk−3 · p2k + 2αk−3 · p2k = 2αk−2 · p2k 6 pαk

k 6 n.

Ovim je dokazano da je f(n) 6 n
pk

− (αk − 1). Posmatrajmo sada ma koje izbacivaǌe gde
je izbaqeno n

pk
− αk i doka�imo da je novodobijeni proizvod deǉiv sa n. To �emo

uqini tako xto proverimo da je pri takvom izbacivaǌu ostalo (nije izbaqeno) po
bar αi brojeva koji su deǉivi sa pi, za svako i = 1, k. Kako brojeva koji nisu deǉivi
sa pi ima n − n

pi
, dovoǉno je proveriti da za svako i = 1, k va�i nejednakost (n −

( n
pk

− αk)) − (n − n
pi
) > αi. Za i = k nejednakost oqigledno va�i, dok za i < k imamo

n
pi

− n
pk

+ αk > pk−pi

pipk
· n> 1

pipk
· n> 1

pipk
· pαi

i pαk

k > pαi−1
i > 2αi−1 > αi. Ovim je dokazano da je

i f(n) > n
pk

− αk, pa je dokaz jednakosti ( c⃝) kompletiran.
Odredimo sada pomo�u ( c⃝) tra�ene brojeve n. Za αk = 1 imamo n = 2023pk = 7 · 172 · pk,
pa je n = 7 · 172 · p1, gde p proizvoǉan prost broj ve�i od 17. Za αk = 2 imamo n =
2024pk = 23 · 111 · 231 · pk, pa kako p2k || n, mora biti pk = 23, odnosno n = 23 · 111 · 232. Za
αk = 3 imamo n = 2025pk = 34 · 52 · pk, pa kako p3k || n, mora biti pk = 5, odnosno n = 34 · 53.
Doka�imo da u sluqaju αk > 4 nema rexeǌa. Ukoliko bi bilo αk > 4, onda bi va�ilo
2022+αk = n

pk
>pαk−1

k >2αk−1, xto je ispuǌeno samo za αk611 (matematiqkom indukcijom
trivijalno dokazujemo da je 2αk−1 > 2022+αk, za αk>12). Zato je 2033>2022+αk = n

pk
>p3k,

te je i pk < 13. Neposrednom proverom lako je ustanoviti da ne postoji 46αk611, pk611
za koje va�i pαk−1

k | 2022 + αk. Na ovaj naqin je dokazano da su sva rexeǌa brojevi
n = 7 · 172 · p1, gde je p proizvoǉan prost broj ve�i od 17, kao i brojevi n = 23 · 11 · 232,
odnosno n = 34 · 53.

4. Iz uslova zadatka ^SBC + ^SCB = ^ABC + ^ACB − ^BAC, odakle je ^BSC =
2 · ^BAC, pa je qetvorougao BCOS tetivan. Kako je ^CAX = ^ACS, znamo da su
prave CS i AX simetriqne preko simetrale du�i AC. Sa F obele�imo presek pravih
CS i AX, koji se onda mora nalaziti i na simetrali du�i AC. Neka je sada S′

taqka simetriqna taqki S u odnosu na simetralu du�i AC. Po prethodnom, taqka
S′ se nalazi na pravoj AX. Pri posmatranoj simetriji, preko simetrale du�i AC
se taqke O i F slikaju same u sebe, te imamo ^OSF = ^OS′F , dok iz tetivnosti
qetvorougla BSOC imamo ^OSF = ^OBC. Kako je i ^OBC = ^OCB, zakǉuqujemo
da je ^OS′F = ^OCB, odakle sledi da je qetvorougao XS′CO tetivan. Tako�e, pri
posmatranoj simetriji, preko simetrale du�i AC se taqka O slika u samu sebe, a
taqka A se slika u taqku C, te je ^SAO = ^S′CO, a iz tetivnosti qetvorougla XS′CO
je ^S′CO = ^AXO, odakle dobijamo ^SAO = ^AXO, xto je i trebalo dokazati.
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1. Sortirajmo diskove po veliqini polupreqnika i radimo slede�e: Prvo, �emo uzeti
disk najve�eg polupreqnika i obrisati sve diskove koji nisu disjunktni sa ǌim. Nakon
toga, uzmimo disk najve�eg polupreqnika koji je ostao i obriximo one koji nisu dis-
junktni sa ǌim, i tako daǉe. Za svaki disk postoji disk D ve�eg polupreqnika koji
ima zajedniqkih taqaka sa ǌim, te se on nalazi u disku 3D, tj. disku sa istim centrom
kao D, ali tri puta ve�im polupreqnika. Ovim je dokaz zavrxen.

2. Prisetimo se formule za broj delilaca: ako je n = pα1
1 · · · pαt

t prosta faktorizacija
broja n, tada je broj delilaca τ(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αt + 1). Posmatrajmo vrednost
n = 2p−1 za dovoǉno veliki prost broj p. Jednostavno tada vidimo da je τ(n) = p.
Ovo znaqi da je τ(an) = p. Primetimo da ako an ima barem dva prosta faktora, tada
τ(an), po gorǌoj formuli, ima barem dva delioca ve�a od 1, xto nije mogu�e, jer je
prost broj. Zbog toga an mora biti oblika qp−1, gde je q prost broj. Me�utim, ako
q ̸= 2, onda je an > 3p−1. Sa druge strane je an < kn = k2p−1. Za dovoǉno veliko p je
( 32 )

p−1 > k, ali ovo nije mogu�e. Odavde sledi da je a2p−1 = 2p−1, za sve dovoǉno velike
p. Tako�e, iz posledǌeg direktno sledi da je an = n, za svako n, jer je an > n, xto
zakǉuqujemo na snovu qiǌenice da je niz monotono rastu�i, a jednakost mo�e da se
dostigne beskonaqno mnogo puta samo ukoliko za niz va�i an = n, n ∈ N.

3. Primetimo, najpre, da prave AD i BC nisu paralelne. Zaista, ako bi bilo AD ∥
BC, tada bi ABCD bio jednakokraki trapez sa osnovicama AD i BC, te bi se kru�nice
opisane oko trouglova APD i BPC dodirivale, xto nije sluqaj zbog definicije taqke
Q. Neka je k kru�nica opisana oko qetvorougla ABCD, a k1 i k2, redom, kru�nice
opisane oko trouglova APD i BPC. Neka je R preseqna taqka pravih AD i BC. Kako je
prava AD radikalna osa za k i k1, a prava BC radikalna osa za k i k2, to je taqka R,
kao presek tih radikalnih osa, ujedno i radikalni centar za k, k1 i k2. Zato se taqka
R nalazi i na radikalnoj osi kru�nica k1 i k2, te prava PQ prolazi kroz R.



Doka�imo da su prave AB i CD paralelne. Pretpostavimo suprotno i kroz taqku Y
konstruiximo pravu paralelnu sa AB. Kako ta prava nije paralelna sa CD, neka ona
prave AD i BC, redom, seqe u E i F, pri qemu je E ̸= D i F ̸= C. Sada, koriste�i
Talesovu teoremu i dati uslov AX

XB = DY
Y C , imamo da va�i EY

Y F = AX
XB = DY

Y C . Iz posledǌe
jednakosti je EY

YD = FY
Y C , a kako je i ^EYD = ^FY C, trouglovi EYD i FY C su sliqni.

Iz ove sliqnosti dobijamo da je ^EDY = ^FCY, odakle sledi da su prave ED i FC
paralelne. Kontradikcija!
Kako su prave AB i CD paralelne, to je qetvorougao ABCD jednakokraki trapez, te
zbog simetriqnosti slike u odnosu na simetralu osnovice AB, zakǉuqujemo da prava
PQ polovi du�i AB i CD. Odatle je, zaista, AX + Y C = XB +DY, xto je i trebalo
dokazati.

4. Jasno je da su qlanovi oba niza pozitivni. Neka je xn = an

bn
, n ∈ N. Iz uslova

zadatka je xn+1 =
bn+

1
an

an+
1
bn

=
anbn+1

an
anbn+1

bn

= bn
an

= 1
xn

, tj. xn+2 = xn, za svako n ∈ N.

Odavde je x2023 = x2021 = . . . = x1 = 1
2 , te otuda b2023 = 2a2023. Neka je, sada, pn = anbn,

n ∈ N. Imamo: pn+1 = (bn+
1
an

)(an+
1
bn
) = pn+2+ 1

pn
> pn+2, n ∈ N, odakle, jednostavnom

indukcijom, dobijamo da je pn > p1+2(n−1) = 2n, odnosno p2023 > 2 ·2023. Iz prethodnog

je b22023
2 = p2023 > 4046, te je b2023 > 2

√
2023.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA DR�AVNOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Qetvrti razred - A kategorija

1. Doka�imo da su jedina rexeǌa zadatka n = 34 · 52 − 1 = 2024 i n = 32 · 54 = 5624.
Neka je n neko rexeǌe zadatka. Koristi�emo qiǌenicu da ako su 1 = t1 < t2 < ... < tk =
m svi delioci broja m, onda je ti · tk+1−i = m za svako i = 1, k. Zato je n + 1 = D8 ·D8,
te kako brojevi D8 − 1 i D8 + 1 dele D2

8 − 1 = n, va�i D8 − 1, D8 + 1 ∈ {d1, d2, ..., d16}.
Me�u parovima {d1, d16}, {d2, d15}, ..., {d8, d9}, koji u proizvodu daju n, najmaǌa razlika
brojeva u paru je kod para {d8, d9}. Otuda, kako D8 - n = D2

8 − 1 i (D8 +1)− (D8 − 1) = 2,
zakǉuqujemo da je D8 − 1 = d8 i D8 + 1 = d9. Ovim smo dokazali da je D8 − d8 = 1.
Razmotrimo sluqajeve u zavisnosti od parnosti broja n.
1◦ n je neparan: Sada su brojevi d1, d2, ..., d16 neparni, a zbog uslova (D2 − d2) · (D3 −
d3) · (D4 − d4) = 1 brojevi D2, D3 i D4 moraju biti parni. Najpre va�i D2 = 2. Ako je
Di, i > 1, neki delilac broja n + 1, onda se svi delioci broja Di, izuzev ǌega samog,
nalaze me�u brojevima D1, ..., Di−1. Otuda, kako su D3 i D4 parni brojevi, zakǉuqujemo
da je D3 = 22 i D4 = 23. Zato iz (D2−d2) ·(D3−d3) ·(D4−d4) = 1 imamo da je d2 = 3, d3 = 5
i d4 = 7. Sada, na osnovu formule za τ(n) imamo da je n ∈ {33 · 51 · 71, 31 · 53 · 71, 31 · 51 · 73}
ili je n = 31 · 51 · 71 · p1 za neki prost broj p, p > 7. Lako proveravamo da za n ∈
{33 · 51 · 71, 31 · 53 · 71, 31 · 51 · 73} va�i n ≡4 1, te 4 - n + 1, xto je u suprotnosti sa
D3 = 4. Dakle, jedina rexeǌa u ovom sluqaju mogu biti eventualno brojevi oblika
n = 31 · 51 · 71 · p1, za neki prost broj p, p > 7. Na osnovu formule za τ(n+1), znaju�i da
23 | n + 1, lako utvr�ujemo da je n + 1 = 214 ili n + 1 = 24 · q2, gde je q neki prost broj
ve�i od 7 (s obzirom da su brojevi n i n+1 uzajamno prosti, a n je deǉivo sa 3, 5 i 7).
Kako za n = 214−1 va�i n ≡5 −2, odnosno 5 - n, to on nije rexeǌe. Preostaje da reximo
jednaqinu 105p = 16q2 − 1, gde su p i q prosti brojevi ve�i od 7. Brojevi 4q− 1 i 4q+ 1
su, kao uzastopni neparni brojevi, uzajamno prosti, te je bar jedan od ǌih uzajamno
prost sa prostim brojem p. Otuda, iz jednakosti (4q − 1)(4q + 1) = 105p dobijamo da
4q−1 | 105 ili 4q+1 | 105. Me�utim, odavde, kako je 4q+1 > 4q−1>4 ·11−1 = 43, imamo
da je 4q − 1 = 105 ili 4q + 1 = 105. Odavde je q = 51

2 ili q = 26, xto nije mogu�e. Ovim
smo dokazali da u sluqaju da je n neparan nema rexeǌa.
2◦ n je paran: Sada su brojevi D1, D2, ..., D16 neparni, a zbog uslova (D2 − d2) · (D3 −
d3) · (D4− d4) = 1 brojevi d2, d3 i d4 moraju biti parni. Analogno, kao u prvom sluqaju,
zakǉuqujemo da je d2 = 2, d3 = 22 i d4 = 23. Zato, iz (D2−d2)·(D3−d3)·(D4−d4) = 1 imamo
da je D2 = 3, D3 = 5 i D4 = 9. Dakle, broj n+ 1 ima bar dva prosta faktora (3 i 5), te
kako je τ(n+1) = 15 jedine mogu�nosti su n+1 = 34 ·52 = 2025 i n+1 = 32 ·54 = 5625. Lako
proveravamo da brojevi n = 2024 i n = 5624 zaista zadovoǉavaju sve uslove zadatke, te
su oni jedina rexeǌa.

2. Neka je P presek pravih BC i EF . Tada, iz potencija taqe P u odnosu na kru�nice
opisane oko trouglova ABC, BCI i EDF , redom, nalazimo da je

PX · PY = PB · PC = PE · PF = PD2,

odakle zakǉuqujemo da je prava PD, odnosno BC, tangenta na kru�nicu k opisanu oko
trougla XDY u taqki D.

Sada lako vidimo jednakost tra�enih uglova. Naime,
ako je K druga taqka preseka prave XD i upisane
kru�nice k1 trougla ABC, a L druga taqka prese-
ka prave Y D i pomenute upisane kru�nice, tada je



^KDB = ^KLD, kao tangentni i periferijski ugao
tetive KD kru�nice k1. Tako�e je ^XDB = ^XYD,
opet, kao tangentni i periferijski ugao, ovog puta
tetive XD kru�nice k. Stoga, zakǉuqujemo da je
^KLD = ^XYD, te je XY ∥ KL, odnosno, EF ∥ KL
i KLFE je jednakokraki trapez. Dakle, ^XDE =
^KDE = ^LDF = ^Y DF , xto se i tvrdilo.

3. Dokaza�emo da su jedina rexeǌa a = −1, odnosno a = −2023.
Odredimo najpre moniqan polinom qije su sve nule brojevi yi = x3

i , i = 1, 2023. Neka je
ε = ei

2π
3 . Tada je

P (x) = (x− x1) · ... · (x− x2023),

P (
x

ε
) = (

x

ε
− x1) · ... · (

x

ε
− x2023) = (x− x1ε) · ... · (x− x2023ε) ·

1

ε2023
,

P (
x

ε2
) = (

x

ε2
− x1) · ... · (

x

ε2
− x2023) = (x− x1ε

2) · ... · (x− x2023ε
2) · 1

ε2·2023
.

Kako je su za ma koje z ∈ C svi ter�i koreni iz z3 brojevi z, zε i zε2, mno�e�i prethodne
tri jednakosti i koriste�i ε3 = 1, imamo:

P (x) · P (
x

ε
) · P (

x

ε2
) = (x3 − x3

1) · ... · (x3 − x3
2023) = Q(x3), (z)

gde je Q(t) = (t− x3
1) · ... · (t− x3

2023) (i ǌegove sve nule su x3
1, ..., x

3
2023). Iz (z), polinom

P (x) ·P (xε ) ·P ( x
ε2 ) je polinom po x3 (te su svi ǌegovi koeficijenti uz stepene koji nisu

deǉivi sa 3 jednaki nuli), pa je:

P (x) · P (
x

ε
) · P (

x

ε2
) = (x2023 + ax+ b)((

x

ε
)2023 + a

x

ε
+ b)((

x

ε2
)2023 + a

x

ε2
+ b) =

=
1

ε3·2023
x3·2023+a(

1

ε2023ε2
+

1

εε2·2023
+

1

ε2023ε2·2023
)x2·2023+1+a2(

1

εε2
+

1

ε2023ε2
+

1

εε2·2023
)x2023+1+1+

+a3
1

εε2
x3 + b3 = (x3)2023 + 3a(x3)1349 + 3a2(x3)675 + a3x3 + b3,

te je Q(t) = t2023 + 3at1349 + 3a2t675 + a3t+ b3. Sve nule polinoma Q(t) su yi, i = 1, 2023, te
su sve nule polinoma Q(t− 1) brojevi zi = yi +1, i = 1, 2023. Posmatrana suma jednaka je
zbiru reciproqnih vrednosti brojeva zi, i = 1, 2023, te je na osnovu Vijetovih formula
jednaka koliqniku uz linearan i slobodan qlan, pomno�eno sa (−1) (navedeni koefi-
cijenti su za polinom Q(t − 1)). Kako je, na osnovu binomne formule, kod polinoma
Q(t−1) = (t−1)2023+3a(t−1)1349+3a2(t−1)675+a3(t−1)+b3 koeficijent uz linearan qlan
jednak 2023+3a·1349+3a2·675+a3, dok je slobodan qlan −1−3a−3a2−a3+b3, to je vrednost
posmatrane sume jednaka 2023+3a·1349+3a2·675+a3

(a+1)3−b3 . Vrednost posledǌeg izraza ne zavisi od
b, b ̸= a+1, akko 2023+3a ·1349+3a2 ·675+a3 = 0. Oqigledno rexeǌe posledǌe jednaqine
je a = −1, te rastavǉaǌem dobijamo da je 2023+3a ·1349+3a2 ·675+a3 = (a+1)2(a+2023).
Otuda su jedina rexeǌa a = −1, odnosno, a = −2023.

4. Kako se parovi tenisera koji igraju meq u svakom trenutku biraju proizvoǉno, bez
umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da je qitav �reb odra�en pre prvog kola.
Drugim reqima, turnir mo�emo predstaviti pomo�u kompletnog binarnog stabla gde
koren sadr�i rang pobednika turnira, ǌegovi potomci rangove finalista, itd.
Uoqavamo da svaki qvor koji nije list odgovara mequ izme�u svojih potomaka, od kojih
jedan ima isti rang kao i uoqeni qvor. Pretpostavimo da je u datom (proizvoǉnom)
turniru najve�a razlika rangova u mequ N , xto je, po prethodnom, ujedno i najve�a
razlika izme�u qvora i ǌegovog potomka, odnosno najve�a razlika qvorova na oba



kraja jedne grane. Neka je x0x1 . . . xk (jedinstveni) put u stablu izme�u lista ranga 1
i lista ranga 2n (umesto kao qvorove, xi �emo posmatrati kao odgovaraju�e rangove,
tj. x0 = 1 i xk = 2n). Tada je |xk − x0|6 |xk − xk−1|+ |xk−1 − xk−2|+ · · · + |x1 − x0|6 kN .
Pritom se prvi zajedniqki predak posmatranih listova jedini pojavǉuje sa obe svoje
grane u posmatranom putu, a kako je jedan od ǌegovih potomaka istog ranga kao i on
sam, to je bar jedan od qlanova u prethodnom zbiru sigurno 0, te mo�emo napisati i
2n−1 = |xk −x0|6 (k−1)N , tj. N > 2n−1

k−1 . Najve�a vrednost du�ina puta k dosti�e kada
se prvi i posledǌerangirani list nalaze u razliqitim krajevima stabla, odnosno,
kada im je prvi zajedniqki predak sam koren stabla, i tada je k = 2n. Prema tome,
za proizvoǉan turnir va�i N > 2n−1

2n−1 , odakle, ako posmatramo turnir sa N = M ,
zakǉuqujemo da je M > 2n−1

2n−1 .
Poka�imo sada gorǌu ocenu za M . Za to je dovoǉno da na�emo primer turnira u kome
je najve�a razlika rangova N =

(
n

⌊n/2⌋
)
i u kome pobe�uje posledǌeplasirani teniser.

Zaista, ukoliko ovakav turnir postoji za svako n, da bismo dobili za nijansu boǉu
ocenu datu u zadatku, dovoǉno je da uzmemo takva dva turnira sa po 2n−1 igraqa,
rangove jednog od ǌih oduzmemo od 2n + 1 (tada ostaju rangovi 2n−1 + 1 . . . 2n i na
potturniru pobe�uje najboǉeplasirani teniser), i dva potturnira spojimo finalnim
meqom ǌihovih pobednika (qija je razlika u rangu sada (2n−1 + 1) − 2n−1 = 1). Tada,
najve�a razlika u rangu na celom turniru ostaje jednaka najve�oj razlici u nekom od
potturnira, odnosno,

(
n−1

⌊(n−1)/2⌋
)
.

Konstruiximo sada turnir sa 2n tenisera, maksimalnom razlikom u rangu N =
(

n
⌊n/2⌋

)
i posledǌeplasiranim teniserom kao pobednikom. Predstavimo opet turnir preko sta-
bla. Ideja je da pobednik svakog meqa bude desni predak i da meqeve igraju iskǉuqivo
teniseri iz susednih ,,slojeva”, odnosno oni qiji se rang ne razlikuje mnogo. Konkre-
tno, ka�imo da koren pripada nultom sloju, a slojeve daǉe rekurzivno derfinixemo:
ako proizvoǉni qvor koji nije list pripada k-tom sloju, ǌegov desni predak pripada
istom sloju, a levi (k + 1)-vom sloju. Na taj naqin dobijamo n slojeva (n-tom sloju
pripada samo najlevǉi qvor), i pritom svaki teniser iz (k + 1)-vog sloja igra taqno
jednom s nekim teniserom iz k-tog sloja (jer taj meq gubi, a sve prethodne, koje igra
s teniserima iz (k + 2)-gog sloja, je pobedio).
Stablo popuǌavamo na slede�i naqin. Na poqetku upixemo rang 2n u sva mesta odre-
�ena za nulti sloj (desna strana kostura), a daǉe popuǌavamo rekurzivno: nakon xto
smo popunili ceo k-ti sloj, posmatramo listove (k+1)-vog sloja, te najdexǌi list koji
nema pretka iz svog sloja (i koji dakle prvi i jedini meq igra protiv k-tog sloja),
u ǌega upisujemo prvi slede�i slobodan rang (tako da je razlika u rangu u tom mequ
neko rk+1,0 i potom u sve listove (k + 1)-vog sloja koji nemaju pretka iz svog sloja
upisujemo rang za rk+1,0 maǌi od ranga tenisera iz (k + 1)-vog sloja s kojim igra meq.
Isto ponavǉamo za ostale listove: u najdexǌi, koji ima taqno jednog pretka iz svog
sloja, upisujemo prvi slede�i slobodan rang, tako da je razlika u ǌegovom jedinom
mequ protiv prethodnog sloja neko rk+1,1 i potom u sve ostale listove iz (k + 1)-vog,
koji imaju taqno jednog pretka iz svog sloja, upisujemo rang za rk+1,1 maǌi od ranga
tenisera iz k-tog sloja s kojim igra meq. Ovo nastavǉamo do popuǌavaǌa listova
(k + 1)-vog sloja, nakon qega u svaki preostali qvor (k + 1)-vog sloja upisujemo isti
rang koji ima ǌegov desni predak (koji je u istom sloju).

Induktivno, lako pokazujemo da se u k-tom sloju nalazi taqno
(
n
k

)
listova. Pritom

je razlika u rangu dva tenisera iz susednih slojeva k i k + 1, koji igraju meq po
konstrukciji, konstantna u okviru kola u kome se igra meq i raste xto je vixe kolo,



pa je samim tim najve�a u mequ koji odigravaju najboǉerangirani teniseri iz ta dva
sloja (taj meq je uvek s leve strane kostura), a ta razlika je jednaka broju tenisera u
(k+ 1)-vom sloju. Kako je taj broj jednak nekom od binomnih koeficijenata, najvixe je
jednak najve�em me�u ǌima, centralnom, odnosno N =

(
n

⌊n/2⌋
)
. Time je dokaz zavrxen.


