
Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA SA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Prvi razred - A kategorija

1. Jasno je da vayhi x ϱ y
def
⇐⇒ x2 − 3xy + 2y2 = 0 ⇔ (x− y)(x− 2y) = 0 ⇔ x = y ili

x = 2y.
(a) Relacija jeste refleksivna, jer x2 − 3x2 + 2x2 = 0, za svako x ∈ R (odnosno x = x).
Relacija nije simetriqna, jer 2 ϱ 1, a 1 ̸ϱ 2. Daǉe, relacija jeste antisimetriqna,

jer x ϱ y ⇔

{
x = y

x = 2y.
, a y ϱ x ⇔

{
y = x

y = 2x.
, xto je mogu�e samo za x = y. KOnaqno,

relacija ϱ nije tranzitivna, jer iz 4 ϱ 2, 2 ϱ 1, oqigledno, ne sledi 4 ϱ 1, jer ne va�i
4 = 1 niti 4 = 2 · 1 = 2.
(b) i (v): Relacija ϱ nije tranzitivna, pa samim tim ϱ nije ni relacija ekvivalencije,
ni relacija poretka.

2. Dokaza�emo da je jedino za r = −1 mogu�e na�i takvo jedno a. Vidimo da je p(x) =
x3 + (a+ r)x2 + (ar+ 1)x+ a, pa �elimo na�i sve realne brojeve r za koje postoji taqno
jedan realan broj a takav da su istovremeno zadovoǉene slede�e tri nejednakosti:

a ≥ 0 (slobodni qlan)

ar + 1 ≥ 0 (koeficijent uz x)

a+ r ≥ 0 (koeficijent uz x2) .

Ako je r > 0, tada svako a > 0 zadovoǉava sve tri nejednakosti, pa pozitivni realni
brojevi r sigurno nisu rexeǌe zadatka. Razmotrimo, sada, sluqaj r < 0. Tada, posled-
ǌa nejednakost trivijalno implicira prvu, pa ǌu ne moramo ni razmatrati. Druge
dve nejednakosti u sluqaju r < 0 su ekvivalentne sa:

a6−1

r
a>−r.

Dakle, tra�imo sve vrednosti r < 0 za koje taqno jedan realan broj a zadovoǉava

−r 6 a6−1

r
.

Jasno, ovo je mogu�e ako i samo ako va�i −r = − 1
r . Jednakost −r = −1

r je mogu�a samo
za r = ±1. Kako smo ranije zakǉuqili da mora biti r < 0, imamo da je jedina preostala
mogu�nost r = −1. U tom sluqaju jedinstven realan broj a koji zadovoǉava posmatrane
nejednakosti je a = 1. Lako se da proveriti da u tom sluqaju imamo polinom

(x+ 1)
(
x2 − x+ 1

)
= x3 + 1,

koji zaista ima sve nenegativne koeficijente.

3. Stavimo da je pq+r + qp+r + rq+p = a2, za neki neparan prirodan broj a. Izraz na
levoj strani je simetriqan, te mo�emo pretpostaviti da va�i 2 6 r 6 q 6 p. Ako je
p = 2, tada vidimo da mora biti q = r = 2, xto ne mo�e. Stoga, pretpostavimo da je
p neparan prost broj. Jasno je da r ne mo�e biti neparan prost, jer bi u tom sluqaju
(q>r) i q bio takav. Kako su tada brojevi q+r, p+r i q+p parni, izraz na levoj strani



bi se sveo na zbir kvadrata tri neparna prirodna broja, te kako kvadrati neparnih
prirodnih brojeva daju ostatak 1 pri deǉeǌu sa 4, to bi izraz na levoj strani dao
ostatak 3 pri deǉeǌu sa 4, dok bi onaj na desnoj davao ostatak 1, xto je nemogu�e.
Dakle, r = 2. Istim argumentom i broj q ne mo�e biti neparan, te je q = 2. U tom
sluqaju (q = r = 2) polazni izraz postaje

p4 + 2p+3 = a2.

Pretpostavimo da je p > 3. Na osnovu male Fermaove teoreme, broj p2 �e davati
ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3, te i p4. Tako�e, p+3 je paran, pa va�i da 2p+3 daje ostatak
1 pri deǉeǌu sa 3, odakle sledi da u ovom sluqaju leva strana daje ostatak 2 pri
deǉeǌu sa 3, xto nije sluqaj i sa desnom stranom (kvadrati prirodnih brojeva pri
deǉeǌu sa 3 daju ostatke 0 ili 1). Dakle, p = 3. Me�utim, proverom vidimo da p = 3
nije rexeǌe. Stoga, takvi prosti brojevi ne postoje.

4. Primetimo da Margita nikako ne mo�e uve�ati broj neparnih brojeva koji se
pojavǉuju na tabli: naime, ukoliko svoj potez odigra na dva parna, odnosno parnom i
neparnom broju, na tabli ostaju opet dva parna, odnosno paran i neparan broj, dok u
sluqaju da potez odigra na dva neparna broja, na tabli ostaju neparan i paran broj.
Kako je na poqetku na tabli taqno k neparnih brojeva, zakǉuqujemo da Margita sme
igrati iskǉuqivo poteze prva dva tipa, i pritom je svaki potez nakon kog ostaje novo
pojavǉivaǌe broja n Margita morala igrati nad parnim i neparnim brojem, jer je to
jedini tip dozvoǉenih poteza koji meǌa neparne brojeve.

Neka su a i b brojevi nad kojima je Margita odigrala neki potez nakon koga se
je na tabli ostalo novo pojavǉivaǌe broja n. Tada mora biti a + b = n i ukoliko
je a, b > 1, to je ab > a + b = n, pa oba novonastala broja ostaju neupotrebǉiva za
daǉe korix�eǌe (oba su bar n, te ih Margita ne mo�e upotrebiti da dobije novu
kopiju n). S druge strane, ukoliko je a = 1 (analogno b = 1), to je b nu�no n − 1 i
nakon odigravaǌa poteza na tabli ostaju n − 1 i n, koji su opet oba neupotrebǉiva
za dobijaǌe novih pojavǉivaǌa n, jer nema vixe jedinica s kojima bi se n − 1 jedino
moglo upariti. Kako na poqetku nema niti jedne kopije broja n (jer je n > 2k−1) i kako
bi nakon eventualnog dobijaǌa (k − 1)-vog pojavǉivaǌa broja n svi brojevi na tabli
sem najvixe jednog ostali neupotrebǉivi, zakǉuqujemo da Margita mo�e napraviti
najvixe (k − 1) kopiju broja n i nikako ǌih taqno n.

5. Oznaqimo sa O centar opisanog kruga trougla ABC i unutraxǌe uglove △ABC
sa α, β i γ. Definiximo taqku H ′ kao taqku simetyriqnu taqki D u odnosu na O.
Kako je O sredixte DH ′, B sredixte DE i C sredixte DF , zakǉuqujemo da je trougao
EH ′F sliqan sa trouglom BOC, pa je H ′E = H ′F i ^EH ′F = 2α. Kako je ^EGA = γ i
^FGA = β, znamo da je ^EHF = 2α. Kako je i HE = HF , a H i H ′ su sa iste strane
prave BC, zakǉuqujemo da je H ′ ≡ H, qime je tvr�eǌe zadatka dokazano.

Figure 1:



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA SA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Drugi razred - A kategorija

1. Pretpostavimo da je n osoba u datoj grupi. Posmatrajmo jednu osobu mo�u ǌima.
Oznaqimo je sa C. Ona ima taqno tri prijateǉa me�u ostalim qlanovima grupe. Kako
iz pretpostavke svaki prijateǉ ǌegovih prijateǉa ima tako�e tri prijateǉa, tada
ukupan broj prijateǉa od prijateǉa ne mo�e biti ve�i od 3·2, jer je za svakog prijateǉa
od osobe C prijateǉstvo sa osobom C ve� uraqunato (zato je 3 · 2, a ne 3 · 3). Stoga,
maksimalan broj osoba u pomenutoj grupi je 1+ 3+3 · 2 = 10, tj. n6 10. Napomenimo da
smo u ekstremalnom sluqaju, tj. kada je n = 10, raqunali da se prijateǉi od prijateǉa
i osoba C ne poznaju. Na slici je dat primer poznanstava u sluqaju grupe od n = 10
osoba, koji ispuǌava uslove zadatka.

Figure 2:

2. Kako su obe nule x1 i x2 u (0, 1), to znaqi da su f(0), f(1) ̸= 0 (i celi brojevi), pa
va�i |f(0) · f(1)| > 1. Funkciju mo�emo zapisati kao f(x) = a(x − x1)(x − x2), pa uslov
|f(0) · f(1)|> 1 postaje a2x1x2(1−x1)(1−x2)> 1. Iz A-G nejednakosti, za x ∈ (0, 1), imamo

da je
1

2
=

x+ (1− x)

2
>
√
x(1− x), te kad kvadriramo dobijamo

1

4
>x(1−x), tj. x(1−x)6 1

4
,

pri qemu jednakost va�i kada su jednaki, tj. kada je x = 1− x = 1
2 . Dakle, kako su obe

nule x1 i x2 iz (0, 1), dobijamo da va�i x1(1−x1)6
1

4
i x2(1−x2)6

1

4
, pa kad pomno�imo

ove nejednakosti dolazimo do x1x2(1 − x1)(1 − x2) <
1
16 (ovde va�i stroga nejednakost,

jer ne mogu biti i x1 i x2 jednaki 1
2 , s obzirom da kvadratna funkcija f(x) ima 2

razliqite nule). Iz a2x1x2(1 − x1)(1 − x2) > 1 i x1x2(1 − x1)(1 − x2) < 1
16 , sledi da je

a2 > 16, a kako je a prirodan broj mora biti a> 5, xto je i trebalo pokazati.
Za a = 5 imamo primer funkcije f(x) = 5x(1 − x) + 1 = 5x2 − 5x + 1 koja ispuǌava

uslove zadatka.

3. Neka su k1(O1, R) i k2(O2, R), redom, osnosimetriqne slike kruga k u odnosu na
tetive AB i CD. Neka je S dodirna taqka preslikanih lukova iz formulacije zadatka,
a time i krugova k1 i k2. Taqka S nalazi se u unutraxǌosti kruga k (ne mo�e biti na
samoj kru�nici k, poxto bi tada tetive AB i CD imale zajedniqku taqku). Neka je
AB = 2x, CD = 2y i neka je rastojaǌe taqke O od tetiva AB i CD, redom, jednako z
i t. Razmotrimo najpre sluqaj kada taqke O1, O i O2 nisu kolinearne. Kako je O1O2 =
2R,OO1 = 2z, OO2 = 2t, a OS je te�ixna du� u trouglu O1O2O i OS < R, imamo



R2 > OS2 = 2·(2z)2+2·(2t)2−(2R)2

4 , te je

R2 > z2 + t2. (1)

U sluqaju da su taqke O1, O i O2 kolinearne, imamo da je 2R = O1O2 = O1O + O2O =
2z + 2t, pa je R = z + t, odnosno R2 = z2 + t2 + 2zt > z2 + t2. Ovim nejednakost (1) va�i i
u tom sluqaju. Na osnovu Pitagorine teoreme imamo da je R2 = z2 + x2 i R2 = t2 + y2,
te je 2R2 = x2 + y2 + z2 + t2. Odavde, na osnovu (1), dobijamo nejednakost R2 < x2 + y2,
odnosno 4R2 < AB2 + CD2.

4. Imamo 2024x = y2 − 1 = (y − 1)(y + 1). Kako je desna strana ceo broj, to mora biti
i izraz 2024x, pa je x > 0. Ako je x = 0, trebalo bi da va�i y2 = 2, xto nije mogu�e..
Dakle, nadaǉe rexavamo jednaqinu za x ∈ N. Jasno je da je y ̸= 0. Sada �emo, bez
umaǌeǌa opxtosti, pretpostaviti da je y > 0. Znamo da je 2024 = 23 · 11 · 23, pa kako je
NZD(y − 1, y + 1) ∈ {1, 2}, i kako je 2024 paran broj, znamo da su i y − 1 i y + 1 parni,
to jest da je NZD(y − 1, y + 1) = 2. Daǉe, 11x se nalazi u faktorizaciji jednog od
qinilaca y − 1 i y + 1, a isto va�i i za 23x. Sada, kako je y2 = 2024x + 1 > 1936x + 1,
znamo da je y − 1 >

√
1936x = 44x, a kako je y2 = 2024x + 1 6 2025x, y 6 45x. Ako bi 11x i

23x delili isti qinilac, on bi bio deǉiv sa 253x, pa bi bio ve�i ili jednak od 253x,
ali kako je y + 1 < 45x + 1 < 253x, ovo je nemogu�e. Ako bi 23x i 23x−1 delili isti
qinilac, on bi bio deǉiv sa 23x · 23x−1, pa bi bio ve�i ili jednak od 23x · 23x−1, ali
y+1645x+1646x = 23x ·2x < 23x ·23x−1, pa je i ovo nemogu�e. Dakle, kako od delilaca
23x, 11x i 23x−1 bar dva dele isti qinilac, dokazali smo da to moraju biti 11x i 23x−1.
Zbog toga je neki qinilac deǉiv sa 88x

2 , pa je y+1> 88x

2 , a ve� znamo da je y+1645x+1.
Dakle, mora va�iti 2 · (45x + 1)> 88x, a indukcijom lako dokazujemo da ovo ne va�i za
x > 1. Za x = 1 nalazimo jedina rexeǌa zadatka (x, y) ∈ {(1, 45), (1,−45)}.

5. Ukoliko je n potpun kvadrat pobe�uje Boban, dok u suprotnom pobe�uje Ana. U
svakom potezu se eksponenti prostih delilaca broja na tabli smaǌuju za 0 ili 1.
Zbog toga, ako broj koji se nalazi na tabli u nekom trenutku nije potpun kvadrat,
igraq koji je na potezu mo�e da izabere delilac takav da nakon ǌegovog poteza bude
potpun kvadrat. Zaista, sve neparne eksponente smaǌi za 1 (ovakav je barem 1 poxto
broj nije kvadrat), dok parne ne meǌa. Neka n nije potpun kvadrat. Anina strategija



je da nakon svakog ǌenog poteza broj na tabli bude kvadrat. Ovo je u prvom potezu
mogu�e prema prethodnoj diskusiji. Nakon Bobanovog poteza broj na tabli ne�e biti
kvadrat (morao bi eksponent nekog prostog broja da smaǌi bar za 2, xto ne sme da
uradi), pa �e Ana uvek mo�i da prati svoju strategiju. Kako se broj stalno smaǌuje i
nakon svakog Bobanovog poteza broj na tabli nije kvadrat, pa je samim tim razliqit od
1, Ana pobe�uje. Ukoliko je n kvadrat, nakon prvog Aninog poteza vixe nije kvadrat.
Poxto je sada Boban na potezu (on ima ulogu prvog igraqa), na osnovu prethodno
ura�enog on ima pobedniqku strategiju.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA SA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Tre�i razred - A kategorija

1. Neka je A karakteristiqni zbir magiqnog kvadrata 3× 3, tj. zbir po kolonama, tj.
vrstama, odnosno, dijagonalama. Jasno je da je 3A = S, a A = 3e (videti sliku).

a b c

d e f

g h i

.

Tada je D =

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
A A A

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a b A
d e A
A A 3A

∣∣∣∣∣∣ = A ·

∣∣∣∣∣∣
a b A
d e A
1 1 3

∣∣∣∣∣∣ = 3A ·

∣∣∣∣∣∣
a b e
d e e
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ . Kako je

determinanta koja ima sve elemente cele brojeve, tako�e ceo broj, pokazali smo da je
D deǉivo sa 3A = S, tj. D : S je ceo broj, za S ̸= 0.

2. Dokaza�emo da Branko ima pobedniqku strategiju. Branko, najpre, dokle god je to
mogu�e, brixe ma koji sabirak qiji je stepen neparan. Nakon toga brixe ma koji od
preostalih sabiraka, samo ne sabirak 1. Doka�imo da Branko zaista mo�e da sprovede
ovu strategiju i da je ona pobedniqka. Neka je nakon nekog Acinog poteza na tabli
polinom A(x), koji nema realnu nulu (ako ima realnu nulu, onda je Aca ve� izgubio
igru). Zato je polinom A(x) konstantnog znaka i kako je A(0) = 1, to za svako x ∈ R
va�i A(x) > 0. Ukoliko polinom A(x) sadr�i ma koji sabirak oblika x2k−1, za neko
k ∈ {1, 2, ..., 1012}, Branko brisaǌem sabirka x2k−1 dobija polinom A(x)−x2k−1. Za x6 0
va�i A(x)−x2k−1>A(x) > 0, dok za x > 0 oqigledno va�i A(x)−x2k−1 > 0 (poxto u svakom
trenutku, osim ako je tabla prazna, na tabli stoji polinom qiji su sabirci pozitivni
za svako pozitivno x). Na ovaj naqin, nakon Brankovog poteza, polinom na tabli nema
realnu nulu. Ukoliko su pak svi sabirci u polinomu A(x) parnog stepena, ǌih ima
parno mnogo (zakǉuqno sa Acinim potezom ukloǌeno ne ukupno neparno mnogo sabiraka,
a u poqetku ih je tako�e neparno mnogo) i zato Branko mo�e obrisati ma koji od ǌih,
ali da to nije sabirak 1. Time novodobijeni polinom (nakon ovog Brankovog poteza)
ima sabirke samo parnog stepena, te nema realnu nulu (poxto je uvek pozitivan). Na
ovaj naqin Branko uvek ”ima odgovor”, te �e Aca izgubiti igru ili do�i u poziciju
da izbrixe i posledǌi sabirak, qime se dobija nula polinom koji ima realnu nulu
(i time Aca, opet, gubi igru).

3. Potencije taqke D u odnosu na krugove opisane oko trouglova ACE i ABF su
jednake i iznose po 2 · DB · DC, odakle sledi da se taqka G nalazi na pravoj AD i
DA ·DG = 2 ·DB ·DC. Iz potencije taqke D u odnosu na krug opisan oko trougla AEF
znamo da je DA ·DH = 4 ·DB ·DC. Iz ovoga zakǉuqujemo da je DH = 2 ·DG, te kako su D,
G i H kolinearne, zakǉuqujemo i da je DG = GH, qime je tvr�eǌe zadatka pokazano.

4. Dokaz vrximo indukcijom po n, pri qemu je baza za n = 2 trivijalna. Primetimo da
smemo proizvoǉno da meǌamo mesta kolonama i redovima i da pritom dobijemo prob-
lem ekvivalentan zadatku. Izaberimo red ili kolonu koja sadr�i najvixe obojenih
poǉa. Neka je, bez umaǌeǌa opxtosti, u pitaǌu red. Zamenimo mesta uoqenom redu i
posledǌem redu table (ukoliko uoqeni red ve� nije bio posledǌi). U ovom redu prema
uslovu zadatka postoji barem jedno neobojeno poǉe. Ukoliko ono nije u prvoj koloni,
zamenimo mesta odgovaraju�im kolonama tako da je sada u doǌem levom �oxku table
neobojeno poǉe. Ovo poǉe izaberemo kao jedno od n koje �elimo i izbriximo prvu



Figure 3:

kolonu i posledǌi red table. Ostaje da proverimo da za preostalu tablu stranice
n − 1 va�e uslovi zadatka, odakle tvr�eǌe sledi indukcijom. Prvo, izbrisani red
sadr�i barem dva obojena poǉa osim kada je n = 3 i u svakom redu i svakoj koloni
postoji taqno jedno obojeno poǉe u kom je sluqaju lako izabrati �eǉena 3 poǉa. U
suprotnom, u ostatku table ima najvixe 2n−5 obojenih poǉa. Daǉe, ne postoji nijedan
red ili kolona koji su potpuno obojeni jer bi onda i posledǌi red poqetne table imao
barem n− 1 obojeno poǉe pa bi na poqetnoj tabli bilo barem n− 1+n− 1 = 2n− 2 obo-
jenih poǉa suprotno uslovu zadatka. Dakle, mo�emo primeniti indukcijsku hipotezu
na tablu stranice n − 1 i izabrati n − 1 poǉa koje zajedno sa jednim ve� izabranim
qine tra�enih n poǉa. Ovim je indukcija zavrxena.

5. Dodefiniximo niz tako da je a2 = a1 + 3 · a0 i a1 = a0 + 3 · a−1. Time je a0 = 0.
Koriste�i jednakost an+2 = an+1 + 3an, za svako n ∈ N va�i

an+6 ≡ an+5 + 3an+4 ≡ 4an+4 + 3an+3 ≡ 7an+3 + 4an+2 ≡ 3an+2 + 5an+1 ≡ an(mod 8).

Otuda je a2024 ≡8 a2+337·6 ≡8 a2 ≡8 1. (1) Sliqno prethodnom imamo da za svako n ∈ N
va�i

an+12 ≡ an+11 + 3an+10 ≡ 4an+10 + 3an+9 ≡ 7an+9 + an+8 ≡ 8an+8 + 10an+7 ≡ 7an+7 + 2an+6 ≡

≡ 9an+6+10an+5 ≡ 8an+5+5an+4 ≡ 2an+4+2an+3 ≡ 4an+3+6an+2 ≡ 10an+2+an+1 ≡ 8an (mod 11),

te odavde, koriste�i a8 = 217, nalazimo da je

a2024 ≡11 a8+168·12 ≡11 a8 ·8168 ≡11 217 ·8168 ≡11 8169 ≡11 2507 ≡11 (210)50 ·27 ≡11 150 ·128 ≡11 7.
(2)

Opet, koriste�i jednakost an+2 = an+1 + 3an, za svako n ∈ N0 va�i

an+22 ≡ an+21+3an+20 ≡ 4an+20+3an+19 ≡ 7an+19+12an+18 ≡ 19an+18+21an+17 ≡ 17an+17+11an+16 ≡

≡ 5an+16+5an+15 ≡ 10an+15+15an+14 ≡ 2an+14+7an+13 ≡ 9an+13+6an+12 ≡ 15an+12+4an+11 ≡

≡ 19an+11 − an+10 ≡ 19(19an − an−1)− (15an + 4an−1) ≡ 346an ≡ an (mod 23).

Zato je a2024 ≡23 a0+92·22 ≡23 a0 ≡23 0. (3)
Posmatrajmo sistem kongruencija, koji se sastoji od jednaqina (1), (2) i (3). Po Ki-
neskoj teoremi o ostacima taj sistem ima jedinstveno rexeǌe po modulu 8·11·23 = 2024.
Lako proveravamo da je jedno ǌegovo rexeǌe broj 161, odakle zakǉuqujemo da a2024 pri
deǉeǌu sa 2024 daje ostatak 161.
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Qetvrti razred - A kategorija

1. Ubacivaǌem a = b = 1 u datu deǉivost, zakǉuqujemo da 2f(1)|f(1) − 1, pa je jedina
mogu�nost f(1) = 1. Sada �emo indukcijom dokazati da je f(n) = n, za svaki prirodan
broj n. Baza, za n = 1 je ve� dokazana. Pretpostavimo da je f(n−1) = n−1, za neko n>2
i doka�imo da je f(n) = n. Ubacivaǌem a = n− 1 i b = n u datu deǉivost dobijamo da
va�i n− 1+ f(n)|(n− 1)2−n2, odnosno n− 1+ f(n)|2n− 1. Kako je n− 1+ f(n) > (2n− 1)/2
mora bitie n − 1 + f(n) = 2n − 1, odnosno f(n) = n, qime je dokaz indukcijom zavrxen.
Lako se proverava da funkcija f(n) = n, za svako n ∈ N, zadovoǉava uslove zadatka.

2. Neka je (a, b, c) ∈ N3 neko rexeǌe jednaqine, L = 10a + 2b i D = 2024c. Ako bi broj c
bio paran, onda, posmatraǌem jednaqine po modulu 3, dobijamo 3 | 2a, xto nije taqno.
Dakle, broj c je neparan. Razmotrimo slede�e sluqajeve:
1◦ a > b : Tada, 2b || L i 23c || D, te je b = 3c. Sada je L ≡9 1+8c, a D ≡9 8c, te zbog L = D
imamo 1 ≡9 0. Kontradikcija.
2◦ a = b : Kako je L = 2a(5a + 1) i 5a + 1 ≡4 1 + 1 ≡4 2, to 2a+1 || L. Sa druge strane
23c || D, te je a + 1 = 3c. Me�utim, sada je 2024c = 10a + 2a < 2 · 10a < 2 · 103c = 2 · 1000c,
pa je 2 < 2024

1000 6 ( 20241000 )
c < 2. Kontradikcija.

3◦ a < b : Tada, 2a || L i 23c || D, te je a = 3c. Skra�ivaǌem jednaqine sa 23c dobijamo
53c + 2b−3c = 253c, odnosno 2b−3c = 253c − 125c. Sada bi za c > 1 va�ilo

2b−3c = 253c − 125c = (253− 125)(253c−1 + 253c−2 · 125 + ...+ 253 · 125c−2 + 125c−1).

Odavde, kako broj 253c−1+253c−2 ·125+ ...+253 ·125c−2+125c−1 ve�i od 1 predstavǉa zbir
neparno mnogo neparnih brojeva (broj sabiraka je c, a dokazano je da je c neparno), on
je neparan broj ve�i od 1 koji deli 2b−3c. Kontradikcija. Konaqno, za c = 1 imamo
2b−3 = 253 − 125, te je b = 10. Iz svega navedenog zakǉuqujemo da je jednino rexeǌe
jednaqine ure�ena trojka (a, b, c) = (3, 10, 1), xto se trivijalno proverava.

3. Doka�imo da za brojeve x i y va�i x = y. Pretpostavimo suprotno. Zbog simet-
riqnosti sistema, bez gubǉeǌa opxtosti, mo�emo pretpostaviti da je y > x. Kako je
y = sinx + cosx =

√
2(cosx · cos π

4 + sinx · sin π
4 ) =

√
2 cos(x − π

4 ) ∈ [−
√
2,
√
2] ⊂ (−π

2 ,
π
2 ),

to za brojeve x i y va�i x, y ∈ (−π
2 ,

π
2 ). Oduzimaǌem jednakosti y =

√
2 cos(x − π

4 ) i
x =

√
2 cos(y − π

4 ) dobijamo

L = y − x =
√
2 · (−2 · sin x− y

2
· sin(x+ y

2
− π

4
)) = D. (1)

Poxto je x < y, to zbog x, y ∈ (−π
2 ,

π
2 ), imamo

x−y
2 ∈ (−π

2 , 0), te je sin x−y
2 < 0. Odavde,

na osnovu (1), poxto je L > 0, imamo sin(x+y
2 − π

4 ) > 0. Iz posledǌe nejednakosti, kako

je x+y
2 − π

4 ∈ (−3π
4 , π

4 ), imamo da je x+y
2 − π

4 ∈ (0, π
4 ), te je | sin(x+y

2 − π
4 )| <

√
2
2 . Na osnovu

ove nejednakosti, koriste�i poznatu nejednakost | sin t| < |t|, za svako t ∈ R \ {0}, iz (1)
sledi

|L| = |D| = 2
√
2 · | sin x− y

2
| · | sin(x+ y

2
− π

4
)| < 2

√
2 · |x− y

2
| ·

√
2

2
= |x− y| = |L|,

xto je kontradikcija. Ovim je dokazano da va�i sinx + cosx = x. Kako za x ∈ (−π
2 , 0]

va�i sinx > x i cosx > 0, to je sinx + cosx > x. Zato je x ∈ (0, π
2 ). Koriste�i poznatu



nejednakost cos t> 1− t2

2 , koja va�i za svako t ∈ R, imamo

x = sinx+ cosx =
√
2 cos(x− π

4
)>

√
2(1−

(x− π
4 )

2

2
),

odakle, nakon sre�ivaǌa, dobijamo da je x2+(
√
2− π

2 )x+
π2

16 − 2 > 0. Lako je ustanoviti
da kvadratna funkcija f(t) = t2 + (

√
2 − π

2 )t +
π2

16 − 2 ima dve realne nule t1 < t2. Pri
tome je iz Vijetovih formula t1t2 = π2

16 − 2 < 0, te je t1 < 0 < t2. Zato iz f(x) > 0 imamo
da je x < t1 ili je x > t2. Prvu mogu�nost odbacujemo, poxto smo dokazali da je x > 0,
a t1 < 0. Ukoliko doka�emo da je t2 > 5

4 , dokaz nejednakosti x > 5
4 �e biti kompletiran.

Dovoǉno je proveriti da va�i f( 54 ) < 0. Posledǌa nejednakost je zaista zadovoǉena s
obzirom da je

f(
5

4
) =

25

16
+

5

4
· (
√
2− π

2
) +

π2

16
− 2 <

25

16
+

5

4
· (1, 42− 1, 57) +

10

16
− 2 = 0.

4. Neka su O1 i O2 centri krugova ω1 i ω2, a presek ǌihovih zajedniqkih tangenti
taqka O′. Primetimo da postoji homotetija u taqki O′ koja xaǉe krug ω1 u ω2. Stoga,
taqke O1, O2 i O′ su kolinearne. Neka prava O′A seqe ω2 drugi put u taqki F . Tada
je ^O′FO2 = ^O′AO1. Poxto je AO2 = FO2, onda je ^FAO2 = ^O′FO2 = ^O′AO1.
Primetimo sada da je ^AO′D = 2^AO′O1 = 2(^AO1O2 − ^O′AO1) = ^AO1D − (180◦ −
^O1AO2) = 2^ABD − (180◦ − (90◦ − ^ABD + 90◦ − ^ACD)) = ^ABC − ^ACB.

Figure 4:

Tako�e, ^AOD = 2^AED = 2(^ABC−^EAB) = 2(^ABC−(90◦−^BAC
2 )) = ^ABC−^ACB.

Primetimo da va�i AO = DO i AO′ = DO′ i ^AO′D = ^AOD. Dakle, zakǉuqujemo da
je O = O′, qime je zadatak rexen.

5. Me�uplanetarnih poznanstava postoji taqno n prema uslovima zadatka, dok un-
utarplanetarnih ima u zbiru n(n−1)

2 jer tamo gde na DMS2024 ne postoji poznanstvo,
postoja�e po uslovima na DMS2024’, i obratno. To daje ukupno n(n−1)

2 + n = n(n+1)
2

poznanstava. Da bi dato postavǉaǌe za okrugli sto uopxte bilo mogu�e, potrebno je
da postoji bar 2n poznanstava, odnosno 2n6 n(n+1)

2 , xto nakon sre�ivaǌa daje 36 n.
Za n = 3, moraju za stolom biti iskorix�ena sva poznanstva, odnosno sva tri me�u-

planetarna. Ovo, pak, nije mogu�e, jer obilaze�i sto poqev od proizvoǉnog stanovni-
ka planete DMS2024, svaki put kad nai�emo na me�uplanetarno poznanstvo dolazimo
naizmeniqno do stanovnika planete DMS2024’ i DMS2024, a kako se na kraju moramo



vratiti do stanovnika planete DMS2024, to i broj me�uplanetarnih poznanstava mora
biti paran, a samim tim i razliqit od 3. Kontradikcija.

Za parno n = 2k, k>2, jedno mogu�e smextaǌe oko stola je slede�e: 1, 1′, 2′, 2, ..., (2k−
1)′, 2k′, 2k, 1, dok je za neparno n = 2k + 1, k > 3, mogu�i raspored: 1, 1′, 2k + 1′, 2′, 2, 2k +
1, 3, , ..., 2k − 1, 2k − 1′, 2k′, 2k, 2k + 1, 1. Lako proveravamo da ovako data poznanstva ne
pobijaju uslove zadatka.

Time ostaje sluqaj n = 5. Sliqno kao u sluqaju n = 3 zakǉuqujemo da za stolom mora
biti paran broj me�uplanetarnih poznanstava, i pritom je taj broj strogo pozitivan
jer obilaskom stola u bar jednom trenutku od stanovnika planete DMS2024 dolazimo
do stanovnika DMS2024’. Prema tome, broj me�uplanetarnih poznanstava za stolom
je ili 2 ili 4. Za 2 me�uplanetarna poznanstva, mo�emo bez umaǌeǌa opxtosti uzeti
da su to ona izme�u 1 i 1′, odnosno 5 i 5′, a da su preostali susedi ǌih dvoje 2 i 4
(moraju biti sa DMS2024). Ove dve osobe po pretpostavci nemaju suseda iz DMS2024’,
pa ǌihov preostali sused za stolom mo�e biti jedino osoba 3, xto daje raspored
1′, 1, 2, 3, 4, 5, 5′, dok izme�u 1′ i 5′ prostaju samo stanovnici DMS2024’. Pritom su zbog
poznanstava 3 − 2 i 3 − 4 jedini mogu�i susedi 3′ upravo 1′ i 5′, xto onemogu�uje da
izme�u 1′ i 5′ smestimo i 2′ i 4′, kontradikcija. Ako bi, pak, 1 i 5 imali preostalog
poznanika zajedniqkog, neka je to bez umaǌeǌa opxtosti 3 (mora biti sa DMS2024).
Ali tada bi 2 i 4 me�u stanovnicima DMS2024 za poznanika mogli imati samo jedan
drugog, a kako po pretpostavci ne sede pored svojih poznanika sa DMS2024’, to ostavǉa
samo jedno dostupno poznanstvo za ǌih, iako su bar dva potrebna za smextaǌe oko
stola, kontradikcija.

Konaqno, za 4 me�uplanetarna poznanstva, uzmimo bez umaǌeǌa opxtosti da su u
pitaǌu 1 − 1′, 2 − 2′, 3 − 3′ i 4 − 4′. Kako nema drugih me�uplanetarnih poznanstava,
raspored mora biti (bez umaǌeǌa opxtosti) oblika 1, 1′, . . . , 2′, 2, . . . , 3, 3′, . . . , 4′, 4, . . . 1,
i negde su na mestima tri taqke 5 i 5′. Kako oni oni me�usobno nisu susedi, oba
ǌihova suseda moraju biti sa sopstvene planete, neka su za 5 to 2 i 3. To kao jedine
mogu�e susede 5′ ostavǉa 1′ i 4′, ali to nije mogu�e dodati u raspored. Kontradikcija.

Prema tome, n = 5 nije rexeǌe, xto kao rexeǌa ostavǉa n = 4 i n> 6



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA SA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Prvi razred - B kategorija

1. Pretpostavimo da postoji trougao ABC sa te�ixnim du�ima AA1 = 1, BB1 = 2 i
CC1 = 3, pri qemu su taqke A1, B1 i C1, redom, sredixta stranica BC, CA i AB tog
trougla. Oznaqimo sa T taqku preseka tih te�ixnih du�i, tj. te�ixte trougla ABC.
Neka je, daǉe, A′

1 taqka na pravoj odre�enoj te�ixnom du�i AA1 takva da je taqka A1

sredixte du�i TA′
1 (taqke T i A′

1 su simetriqno raspore�ene u odnosu na taqku A1 na
pravoj AA1, tj. TA1 = A′

1A1 = 1
3AA1 = 1

3). Kako je qetvorougao BA′
1CT paralelogram,

jer mu se dijagonale me�usobno polove, to je BA′
1 = TC = 2

3CC1 = 2. Posmatrajmo sada
trougao BA′

1T . ǋegove stranice su du�ina BA′
1 = 2, A′

1T = A′
1A1 + A1T = 2

3AA1 = 2
3

i TB = 2
3BB1 = 4

3 . Kako je u svakom trouglu zbir du�ina ma koje dve stranice tog
trougla strogo ve�i od du�ine tre�e stranice, to mora va�iti 2 = 6

3 = A′
1T + TB >

BA′
1 = 2, xto nije mogu�e. Dakle, takav trougao ne postoji.

2. Xestocifrenih brojeva koji imaju taqno jednu cifru 1 ima: 95+5·8·94 = 94 ·(9+40) =
49 · 94 (ako je jedinica na prvom mestu, ǌih je 95, dok, ako je jedinica na nekom drugom
mestu - takvih mesta ima 5, brojeva sa tom osobinom �e biti 5 · 8 · 94, jer na prvom
mestu ne mo�emo staviti nulu). Sa druge strane, brojeva sa taqno jednom cifrom 1
koji u svom zapisu ne sadr�e niti jednu parnu cifru ima 6 · 45 (biramo poziciju za
cifru 1, a za ostalih 5 mesta imamo taqno 4 mogu�nosti). Dakle, brojeva sa navedenim
osobinama ima 49 · 94 − 6 · 45 = 315345.

3. Uvedimo smenu y = x−c. Kako je c ceo broj, to je x ceo broj akko je y ceo broj i pritom
svakom broju y odgovara taqno jedan broj x. Odavde, broj celobrojnih rexeǌa (po x)
nejednaqine ||x−c|−b| < a jednak je broju celobroj rexeǌa (po y) nejednaqine ||y|−b| < a.
Posledǌa nejednaqina ekvivalentna je sa −a < |y| − b < a, odnosno sa b− a < |y| < a+ b.
Kako je {a, b, c} = {2, 3, 2024}, to je a+ b6 2027, te nejednaqina b− a < |y| < a+ b ne mo�e
imati vixe od 2 · 2026 + 1 = 4053 celobrojnih rexeǌa (po y). Odabirom a = 2024, b = 3
i c = 2 nejednaqina b − a < |y| < a + b postaje −2021 < |y| < 2027 i ima taqno 4053
celobrojna rexeǌa (po y). Ovim je dokazano da je najve�i mogu�i broj celobrojnih
rexeǌa polazne nejednaqine jednak 4053.

4. Oznaqimo sa (u, v) najve�i zajedniqki delilac celih brojeva u i v. Kako je, na
osnovu uslova zadatka, (a + b)2 = a2 + b2 + 2ab ceo, takav je i broj 2ab. Sledi, broj
(a − b)2 = a2 + b2 − 2ab je tako�e ceo, kao razlika dva cela broja. Doka�imo, sada, da
je i broj a− b ceo. Kako je on racionalan, oblika je u

v , gde je u ∈ Z i v ∈ N, (u, v) = 1.
Dakle, (a − b)2 = u2

v2 = k, za neki nenegativan ceo broj k. Sledi, u2 = kv2, pa v | u2,
tj. v | u, jer va�i (u, v) = 1. Dakle, v = (u, v) = 1, odakle je a − b = u ∈ Z, te kako je i
a + b ceo broj, to su celi i brojevi 2a = (a + b) + (a − b) = k i 2b = (a + b) − (a − b) = l,
za neke k, l ∈ Z. Dovoǉno je dokazati da su brojevi k i l parani celi brojevi, tj. da
ne mogu biti neparani. Zaista, ukoliko bi va�ilo k = 2k1 − 1 i l = 2l1 − 1, za neke
cele brojeve k1 i l1, tada bismo imali a = k1 − 1

2 , kao i b = l1 − 1
2 , odakle dobijamo

a2 + b2 = k21 − k1 +
1
4 + l21 − l1 +

1
4 = k21 − k1 + l21 − l1 +

1
2 ∈ Z, tj. 1

2 ∈ Z, xto je nemogu�e.
Dakle, a i b su celi brojevi.

5. Na osnovu Pitagorine teoreme, koju primeǌujemo na trougao ABD, jasno je da je
BD = 5. Zbog invarijantnosti povrxine tog trougla imamo da je AB ·AD = BD ·AH, te
je AH = 12

5 . Tako�e, primenom Pitagorine teoreme na trouglove ABH i AHD nalazimo
da je BH = 16

5 i HD = 9
5 , odakle zakǉuqujemo da je poznato u kom odnosu taqka H



deli du� BD. Stoga, va�i
−−→
AH =

−−→
AD +

−−→
DH =

−−→
AD + 9

25

−−→
DB =

−−→
AD + 9

25 (
−−→
AB −

−−→
AD) =

9
25

−−→
AB + 16

25

−−→
AD. Sa druge strane, oqigledno va�i

−−→
AM = 1

2

−−→
AH + 1

2

−−→
AB, kao i

−−→
AN =

1
2

−→
AC+ 1

2

−−→
AD = 1

2 (
−−→
AB+

−−→
BC)+ 1

2

−−→
AD = 1

2

−−→
AB+

−−→
AD, jer je

−−→
BC =

−−→
AD. Kako je

−−→
MN =

−−→
AN−

−−→
AM ,

to je
−−→
MN = 1

2

−−→
AB +

−−→
AD − 1

2

−−→
AH − 1

2

−−→
AB =

−−→
AD − 1

2

−−→
AH = − 9

50

−−→
AB + 17

25

−−→
AD.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA SA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Drugi razred - B kategorija

1. Kako je p − 1 jednako apsolutnoj vrednosti realnog broja, mora biti p − 1 > 0,
odnosno p > 1. Dva para rexeǌa dobijamo razmatraǌem dva sluqaja. Prvi sluqaj:
Neka je x2−px−2p+1 = p−1, odnosno x2−px−3p+2 = 0. Primenom Vijetovih formula
dobijamo da je x2

1+x2
2 = p2+6p−4. Drugi sluqaj: Neka je x2−px−2p+1 = 1−p, odnosno

x2 − px− p = 0. Iz Vijetovih formula, u ovom sluqaju, dobijamo da je x2
3 + x2

4 = p2 +2p.
Ako sada iskoristimo uslov x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 = 20, dobijamo da je 2p2 + 8p − 4 = 20,

odnosno p2 + 4p − 12 = 0. Na osnovu posledǌe jednaqine zakǉuqujemo da je p = −6 ili
p = 2. Kako smo na poqetku zakǉuqili da mora biti p> 1, dobijamo jedinu mogu�nost
p = 2. Direktnom proverom se dobija da za p = 2 data jednaqina ima 4 razliqita
rexeǌa, koja ispuǌavaju postavǉeni uslov.

2. (PRVO REXEǋE) Primetimo da je x = −2024 jedno rexeǌe jednaqine, poxto je

3
√
−2024 + 2023 + 3

√
−2024 + 2024 + 3

√
−2024 + 2025 = 3

√
−1 +

3
√
0 +

3
√
1 = −1 + 0 + 1 = 0.

Kako je funkcija f : R → R, definisana sa f(t) = 3
√
t za svako t ∈ R, strogo rastu�a,

imamo da za x > −2024, redom, va�i 3
√
x+ 2023 > 3

√
−2024 + 2023 = −1, 3

√
x+ 2024 >

3
√
−2024 + 2024 = 0 i 3

√
x+ 2025 > 3

√
−2024 + 2025 = 1. Otuda za x > −2024 va�i

3
√
x+ 2023 + 3

√
x+ 2024 + 3

√
x+ 2025 > 0, te posmatrana jednaqina nema rexeǌa me�u

brojevima x za koje je x > −2024. Analogno prethodnom, za brojeve x < −2024, dokazu-
jemo nejednakost 3

√
x+ 2023 + 3

√
x+ 2024 + 3

√
x+ 2025 < 0, te posmatrana jednaqina nema

rexeǌa ni me�u brojevima x za koje je x < −2024. Ovim je dokazano da je jedino rexeǌe
jednaqine x = −2024.
(DRUGO REXEǋE) Uvo�eǌem smene y = x + 2024 dobijamo jednaqinu 3

√
y − 1 + 3

√
y +

3
√
y + 1 = 0, odnosno

3
√
y − 1 + 3

√
y + 1 = − 3

√
y. (1)

Neka je y neko rexeǌe jednaqine (1). Stepenovaǌem jednaqine (1) na tre�i stepen dobi-
jamo jednaqinu y−1+3 3

√
y − 1 3

√
y + 1( 3

√
y − 1+ 3

√
y + 1)+y+1 = −y. Odavde, kako je y rex-

eǌe jednaqine (1) i time va�i 3
√
y − 1 + 3

√
y + 1 = − 3

√
y, imamo 2y + 3 3

√
y2 − 1(− 3

√
y) = −y.

Odavde je 3
√
y2 − 1 3

√
y = y, odnosno 3

√
y3 − y = 3

√
y3, te je y = 0. Ovim smo dokazali da

ukoliko jednaqina (1) ima rexeǌa, onda je y = 0. Zbog implikacijske metode koju smo
koristili neophodno je proveriti da li je y = 0 zaista rexeǌe jednaqine (1). Lako
proveravamo da je y = 0 zaista rexeǌe jednaqine (1), qime smo ustanovili da polazna
jednaqina ima jedinstveno rexeǌe x = 0− 2024 = −2024.



3. Obele�imo uglove trougla △ABC sa ^CAB = α, ^ABC = β i ^BCA = γ. Sada
uslovi iz zadatka postaju α = 2γ i 2β = α + γ, a uz uslov α + β + γ = 180◦ lako
raqunamo α = 80◦, β = 60◦ i γ = 40◦. Primetimo sada da je ^CEA = β + γ

2 = 80◦, pa je
trougao △ACE jednakokraki sa vrhom u C, odakle zakǉuqujemo da je CF visina trougla
△ACE, pa je ^CFA = 90◦. Kako je i ^ADC = 90◦, zakǉuqujemo da je qetvorougao AFDC
tetivan sa preqnikom AC, odnosno sa sredixtem AC kao centrom opisanog kruga. Kako
se centar kruga mora nalaziti na simetrali svake ǌegove tetive, zakǉuqujemo da se
sredixte AC nalazi na simetrali DF , qime smo dokazali da je M sredixte stranice
AC, odnosno AM = MC.

4. Najpre, lako uoqavamo da ne mo�e biti y 6 0, kao i da je za y = 1 svaka trojka
(2z + 1, 1, z), za z ∈ {0, 1, 2, . . .}, rexeǌe date jednaqine. Neka je y > 1. Tada je |x| > 1,
z > 1, x je neparan broj i va�i

(x− 1)(xy−1 + xy−2 + . . .+ x+ 1) = 2z.

Odavde zakǉuqujemo da je xy−1 + xy−2 + . . . + x + 1 paran broj, pa je y − 1 = 2k + 1, za
neki nenegativan ceo broj k. Dakle, prethodnu jednakost mo�emo zapisati u obliku

(x− 1)(x+ 1)(xy−2 + xy−4 + . . .+ 1) = 2z.

Iz posledǌe jednakosti sledi da je (x − 1)(x + 1) stepen dvojke, a to je mogu�e ako i
samo ako je x ∈ {−3, 3}. Za x = 3 dobijamo

9k + 9k−1 + . . .+ 1 = 2z−3

i
2z = 9k+1 − 1 = (3k+1 − 1)(3k+1 + 1).

Odavde, lako vidimo da je k = 0, tj. y = 2 i z = 3, pa je trojka (3, 2, 3) rexeǌe date
jednaqine. Na sliqan naqin, za x = −3, dobijamo da je trojka (−3, 2, 3), tako�e, rexeǌe
polazne jednaqine.

5. Niz mo�e imati najvixe 300 qlanova. Zaista, posmatrajmo niz koji se sastoji od
100 jedinica na prvih 100 mesta, zatim 100 nula i ponovo 100 jedinica na posledǌih
100 mesta. Lako se vidi da u ovom nizu me�u svakih 200 uzastopnih qlanova se nalazi
jednako nula i jedinica, ali me�u svakih 202 uzastopnih qlanova niza broj nula i je-
dinica nije jednak. Neka je a1, a2, . . . , an niz koji ispuǌava uslov zadatka. Posmtarajmo
skupove

{ak, ak+1, . . . , ak+199} i {ak, ak+1, . . . , ak+201} ,

za svako k za koje su ovi skupovi definisani, tj. za 1 6 k 6 n − 201. Prvi skup
sadr�i jednako nula i jedinica, ali nije u drugom, odakle zakǉuqujemo da mora va�iti
ak+200 = ak+201. Ova jednakost je taqna za svako k iz navedenog intervala, odakle za-
kǉuqujemo da va�i a201 = a202 = . . . = an. Ako je n > 300, tada u nizu od 200 uzastopnih
qlanova

an−199, an−198, . . . , an,

vixe od pola ǌih je jednako an, xto je u kontradikciji sa uslovom zadatka. Dakle,
niz koji ispuǌava uslove zadatke mo�e imati najvie 300 qlanova.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA SA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Tre�i razred - B kategorija

1. Determinanta datog sistema jednaqina je D =

∣∣∣∣∣∣
1 cos a 1
1 1 cos a
1 cos2 a 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 + cos2 a+ cos2 a−

1 − cos3 a − cos a = 2 cos2 a − cos3 a − cos a = − cos a(1 − 2 cos a + cos2 a) = − cos a(1 − cos a)2.
Lako se raqunaju i odgovaraju�e determinante, koje odgovaraju nepoznatim x, y i z.
Dobijamo:

Dx =

∣∣∣∣∣∣
1 cos a 1
1 1 cos a

cos a cos2 a 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 + cos3 a+ cos2 a− cos a− cos a− cos3 a

= 1− 2 cos a+ cos2 a = (1− cos a)2,

Dy =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 1 cos a
1 cos a 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 + cos a+ cos a− 1− cos2 a− 1

= 2 cos a− cos2 a− 1 = −(1− cos a)2,

Dz =

∣∣∣∣∣∣
1 cos a 1
1 1 1
1 cos2 a cos a

∣∣∣∣∣∣ = cos a+ cos a+ cos2 a− 1− cos2 a− cos2 a

= 2 cos a− 1− cos2 a = −(1− cos a)2.
Razlikova�emo dva sluqaja.

1◦ D = − cos a(1 − cos a)2 ̸= 0, tj. cos a(1 − cos a)2 ̸= 0, xto je ekvivalentno sa cos a ̸= 0
i cos a ̸= 1, tj. a ̸= −π

2 i a ̸= π
2 i a ̸= 0, jer a ∈ (−π, π): U ovom sluqaju sistem ima

jedinstveno rexeǌe x = Dx

D = − 1
cos a , y =

Dy

D = 1
cos a i z = Dz

D = 1
cos a .

2◦ D = − cos a(1− cos a)2 = 0, tj. cos a(1− cos a)2 = 0, xto je ekvivalentno sa cos a = 0 ili
cos a = 1, tj. a = −π

2 ili a = π
2 ili a = 0, jer a ∈ (−π, π): U ovom sluqaju za a = −π

2
ili a = π

2 (tu je D = 0, Dx = 1 i Dz = Dz = −1) va�i da sistem nema rexeǌa, jer prva
jednaqina postaje x + z = 1, a tre�a x + z = 0, xto je nemogu�e. U sluqaju da je a = 0
sistem postaje x + y + z = 1 (sve tri jednaqine sistema se svode na istu), koji ima
beskonaqno mnogo rexeǌa koja su oblika (x, y, z) = (u, v, 1− u− v), u, v ∈ R.
Dakle:

- za a ̸= −π
2 i a ̸= π

2 i a ̸= 0 va�i x = − 1
cos a , y = 1

cos a i z = 1
cos a ,

- za a = 1 je x = u, y = v i z = 1− u− v, gde su u i v proizvoǉni realni brojevi,
- za a = −π

2 ili a = π
2 sistem nema rexeǌa.

2. Neka je I(a, b) = |20a − 23b|. Doka�imo da je I(a, b) > 3. Pretpostavimo suprotno.
Tada, kako je broj I(a, b) oqigledno neparan, va�i I(a, b) = 1, te je 20a − 23b = 1 ili je
20a − 23b = −1, za neke a, b ∈ N. Posmatraǌem desne strane jednaqine 20a = 23b + 1 po
modulu 12 dobijamo da je 20a ≡12 0 ili 20a ≡12 2, pa 3 | 20a ili 4 | 20a−2. Kontradikcija.
Posmatraǌem jednaqine 20a = 23b − 1 po modulu 11, dobijamo 20a ≡11 0. Kontradikcija.
Ovim je dokazano da za svako a, b ∈ N va�i I(a, b)> 3, a kako je I(1, 1) = 3, to je tra�ena
najmaǌa vrednost jednaka 3.

3. Neka je M = A1B ∩ KB1 i KB = x. Iz sliqnosti trouglova KBM i A1MB1

sledi da je MB : A1M = KB : A1B1, odakle je A1M · x = MB. Sa druge strane,
A1M+MB = A1B =

√
2, kao dijagonala kvadrata ABB1A1. Uzimaju�i u obzir posledǌe

dve relacije dobijamo da je MB = x
√
2

x+1 . Oznaqimo sa V zapreminu piramide KBCB1.



Tada je V = 1
3PKBCBB1 = x

6 . Oznaqimo sa L podno�je normale iz taqke B na ravan
KCB1. Izrazimo sada zapreminu V u obliku V = 1

3PKCB1H, gde je H du�ina visine
BL piramide KBCB1 na ravan KCB1. Ugao od 60◦ koji prava AB zaklapa sa ravni
KCB1 je ugao izme�u pravih AB i ML (ML je normalna projekcija prave AB na ravan
KCB1). Iz trougla MBL dobijamo da je BL

MB = sin 60◦, odnosno H = x
√
6

2(x+1) . Kako je

B1K = CK =
√
x2 + 1 (kao hipotenuze odgovaraju�ih pravouglih trouglova) i B1C =

√
2

(kao dijagonala kvadrata BCC1B1), dobijamo da je povrxina jednakokrakog trougla

KCB1 jednaka PKCB1
=

√
2x2+1
2 . Zato je V =

x
√

6(2x2+1)

12(x+1) . Uzimaju�i u obzir oba dobijena

izraza za zapreminu V , dobijamo da je x
6 =

x
√

6(2x2+1)

12(x+1) , odakle je x = 1
2 , a zatim i da

je V = 1
12 . Neka je B′ podno�je normale iz taqke B na pravu KC. Dakle, KC ⊥ BB′,

a kako je B1B ⊥ KBC, onda je KC ⊥ B1B. Onda je KC ⊥ B′B1, xto znaqi da prava
B′B1 sadr�i visinu trougla KCB1 na stranicu KC. Sada je BB′ = 1√

5
, kao visina na

hipotenuzu pravouglog trougla KBC sa katetama 1
2 i 1. Ugao B1BB′ je prav, zato iz

pravouglog trougla B′BB1 dobijamo da je tgα = tg]BB′B1 = BB1

BB′ =
√
5.

4. Primetimo najpre da je log14 2 + log14 98 = log14 196 = 2, te je log14 2 = 2 − b. Odavde,
korix�eǌem osnovnih osobina logaritama, imamo:

log28 490 =
log14 490

log14 28
=

log14 98 + log14 5

log14 14 + log14 2
=

b+ log2 5
log2 14

1 + 2− b
=

b+ a(2− b)

3− b
=

2a+ b− ab

3− b
,

xto je i trebalo dokazati.

5. Ako su pet posmatranih brojeva 1, 2, 3, 4, 5, proizvod razlika je

1 · 1 · 1 · 1 · 2 · 2 · 2 · 3 · 3 · 4 = 288.

Posmatrajmo proizvoǉnih 5 celih brojeva a, b, c, d, e. Doka�imo da �e 288 sigurno
deliti P , gde je P proizvod 10 razlika parova ovih brojeva. Dokaza�emo, prvo, da
25 deli P . Po Dirihleovom principu, barem 3 od ovih brojeva su iste parnost. Bez
umaǌeǌa opxtosti neka su to a, b, c. Ponovo, po Dirihleovom principu mo�emo zakǉu-
qiti da barem dva od ovih brojeva, bez umaǌeǌa opxtosti neka su to a i b, daju isti
ostatak pri deǉeǌu sa 4. Sada je proizvod |a− b|· | a− c| · |b− c | deǉiv sa 24, a samim
tim je P . Ako su d i e iste parnosti, tada je |d− e| parno, odakle sledi da 25 deli P .
U suprotnom, d i e su razliqite parnosti, pa je jedan od ǌih, bez umaǌeǌa opxtosti
neka je to d, iste parnosti kao xto su a, b, c. Dakle, razlika |a − d| je parna, odakle
sledi da je P deǉivo sa 25 i u ovom sluqaju.
Doka�imo, sada, da 32 deli P . Po Dirihleovom principu mo�emo zakǉuqiti da barem
dva od ovih brojeva, bez umaǌeǌa opxtosti neka su to a i b, daju isti ostatak pri
deǉeǌu sa 3. Tada je razlika |a−b| deǉiva sa 3, a samim tim je i P . Ako preostala tri
broja daju sve razliqite ostatke pri deǉeǌu sa 3, neki od ǌih, bez umaǌeǌa opxtosti
neka je to c, daje isti ostatak pri deǉeǌu sa 3 kao a i b. Tada je razlika |a− c| deǉiva
sa 3, odakle sledi da je P deǉivo sa 9. U suprotnom, preostala 3 broja nisu svi



razliqiti po modulu 3, te po Dirihleovom principu su neka dva od ǌih, bez umaǌeǌa
opxtosti neka su to c i d, daju isti ostatak pri deǉeǌu sa 3. Tada je razlika |c − d|
deǉiva sa 3, odakle zakǉuqujemo da je P deǉivo sa 32 i u ovom sluqaju.
Kako je proizvod P deǉiv i sa 25 i sa 32, koji su uzajamno prosti, zakǉuqujemo da je
deǉiv sa 25 × 32 = 288.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA SA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Qetvrti razred - B kategorija

1. Na osnovu formulacije zadatka odmah zakǉuqujemo da dati polinom, jer je sa real-
nim koeficijentima, ima i koǌugovano kompleksan broj kao nulu, tj. broj x3 = 1 − 2i,
odakle, iz Vietove formule x1 + x2 + x3 + x + 4 = 1, dobijamo da je preostala nu-
la x4 = −4. Sada, tra�ene koeficijente najlakxe dobijamo iz jednakosti P (x) =
((x−x2) · (x−x3)) · ((x−x1) · (x−x4)) = (x2 − 2x+5) · (x2 +x− 12) = x4 −x3 − 9x2 +29x− 60,
odakle je p = −9, q = 29 i r = −60.

2. Neka je A karakteristiqni zbir magiqnog kvadrata 3× 3, tj. zbir po kolonama, tj.
vrstama, odnosno, dijagonalama. Jasno je da je 3A = S, a A = 3e (videti sliku), gde je
S zbir svih brojeva u kvadratu.

a b c

d e f

g h i

.

Jasno je da je da mora biti n > 1, pa je n oblika n = pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαk

k , za neke prirodne
brojeve α1, α2, . . . αk, k ∈ N. Sledi, da broj n ima taqno (α1 +1) · (α2 +1) · . . . · (αk +1) = 9

pozitivnih delilaca, jer je svaki delilac oblika pβ1

1 ·pβ2

2 · . . . ·pβk

k , 06βi6αi, 16i6k. Iz
prethodnog, jedine mogu�nosti su da je n = p2q2, za neke proste brojeve p i q, odnosno,
n = r8, za neki prost broj r.
1◦ n = p2q2: U ovom sluqaju su logaritmi (prirodni logaritmi) delilaca od n oblika
0, ln p, 2 ln p, ln q, 2 ln q, ln p+ln q, ln p+2 ln q, 2 ln p+ln q, 2 ln p+2 ln q. Ukoliko bi sa ǌima mogao
da se popuni magiqni kvadrat, imali bismo da je u tom sluqaju zbir S = 9 ln p+ 9 ln q,
A = 3 ln p + 3 ln q, te je element u sredixtu e = ln p + ln q. Lako se proverava da je u
ovom sluqaju mogu�e popuniti magiqni kvadrat na slede�i naqin: U ovom sluqaju je
mogu�e popuniti magiqni kvadrat (videti sliku).

ln p+ 2 ln q 2 ln p ln q

0 ln p+ ln q 2 ln p+ 2 ln q

2 ln p+ ln q 2 ln q ln p

.

2◦ n = r8: U ovom sluqaju su logaritmi (prirodni logaritmi) delilaca od n obli-
ka 0, ln r, 2 ln 2, . . . , 8 ln r. U ovom sluqaju je mogu�e popuniti magiqni kvadrat (videti
sliku).

3 ln r 2 ln r 7 ln r

8 ln r 4 ln r 0

ln r 6 ln r 5 ln r

.

Dakle, rexeǌe zadatka je n = p2q2, za neke proste brojeve p i q, odnosno, n = r8, za
neki prost broj r.

3. U svakom setu koji se zavrxio Novakovim osvajaǌem 6 gemova, on je dobio posledǌi
gem u setu, npr. u II je pre 6:1 bilo 5:1, pa je rezultat u ovom setu mogao da se kre�e na(
6
1

)
(biramo od prvih 6 odigranih gemova onaj koji je dobio Federer, jer tada automat-

ski znamo da je ostale dobio �okovi�). Sliqno, u IV je pre 6:2 bilo 5:2, pa je rezultat



u ovom setu mogao da se kre�e na
(
7
2

)
naqina. U ostala 3 seta je rezultat ixao do 5:5.

To mo�e na
(
10
5

)
naqina, a onda je jedan od ova dva igraqa dobio posledǌa 2 gema.

Dakle N =
(
6
1

)
·
(
7
2

)
·
(
10
5

)3
= 27 ·38 ·74 = 2016379008. Sledi, broj delilaca broja N = 27 ·38 ·74

je τ(N) = 8 · 9 · 5 = 360.

4. Neka je D podno�je visine iz temena A, trougla ABC, O centar kru�nice k i h = AD.
Pri rasporedu taqaka A−D−O va�i OD = 2R−h, dok pri rasporedu taqaka A−O−D
va�i OD = h− 2R, te bez obzira na raspored taqaka va�i OD = |h− 2R|.

Primenom Pitagorine teoreme na trougao BOD imamo da je BD =
√

R2 − (h− 2R)2,

te je PABC = h
√
R2 − (h− 2R)2. Razmotrimo zato sada funkciju f : (R, 3R) → R, defin-

isanu sa f(h) = h
√
R2 − (h− 2R)2, za svako h ∈ (R, 3R). Va�i

f ′(h) =
√
R2 − (h− 2R)2+h

−2(h− 2R)

2
√

R2 − (h− 2R)2
=

R2 − (h− 2R)2 − h(h− 2R)√
R2 − (h− 2R)2

=
−2h2 + 6Rh− 3R2√

R2 − (h− 2R)2
.

Lako nalazimo da su sva rexeǌa nejednaqine f ′(h) > 0 (uz uslov h ∈ (R, 3R)) brojevi
h ∈ (R, 3+

√
3

2 R), te funkcija f raste na (R, 3+
√
3

2 R) i opada na ( 3+
√
3

2 R, 3R). Otuda se

ǌen maksimum posti�e za h = 3+
√
3

2 R, te za svako h ∈ (R, 3R) va�i f(h) 6 f( 3+
√
3

2 R) =
(3+

√
3) 4√12
4 R2. Ovim je dokaz tvr�eǌa kompletiran.

5. Neka je T ′ druga preseqna taqka CS i opisanog kruga. Kako je simetrala ^ACB
ujedno i simetrala ^TCT ′, zakǉuqujemo da se sredixta lukova AB i TT ′ poklapaju, a
samim tim i simetrale AB i TT ′, pa su T i T ′ simetriqne u odnosu na OS, a sliqno
i C i C ′, gde je C ′ druga preseqna taqka opisanog kruga i TS.

Sada jednostavnim raqunom uglova dobijamo:

180◦ − ^COS =
1

2
^COC ′ = ^CTC ′ = ^CTS

odakle vidimo da C,O, S, T qine temena tetivnog qetvorougla.


