JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AITATAKA CA OKPYKHOI' TAKMUNYEIHLA 13 MATEMATHURE

IIpBu paspen - A kKareropuja

(]

1. Jacuo je nma Banixu x 9y <ﬂ:(b> 22 -32y+2°2=0 & (v—y)(z—-2y) =0 =y mwm
T = 2y.
(a) Penamuja jecte pediexcusna, jep x2 — 3z2 + 222 = 0, 3a cBako ¥ € R (omHOCHO T = T).
Penamuja muje cumerpuuna, jep 201, a 1 g 2. Ilame, penanuja jecre aHTUCUMETPUUIHA,
jep z oy & r=Y Layor & y= , mTo je moryhe camo 3a z = y. KOmauno,

T = 2y. Yy =2x.
penanuja o HUje TpaH3UTUBHA, jep U3 4 02,2 p 1, ouuraenno, He caenu 4 o 1, jep He Baku
4d=1wumm4=2-1=2.
(6) u (B): Penamuja g Huje TpAaH3UTUBHA, IIa CAMUM TUM 0 HUje HU PeJalnja eKBUBAJICHIN]E,
HU peJlanuja MOpPeTKA.

2. ITorazahiemo ma je jenuno 3a r = —1 moryhe mahu takso jemuo a. Bumumo na je p(x) =
23+ (a+1r)2% + (ar + 1)x + a, na swenumo mahu cBe peasHe Gpojese T 3a KOje TOCTOJU TAUHO
jemam peasaH OpOj G TAKAB Ia Cy MCTOBPEMEHO 3aI0BOJLeHe caenehe Tpu HejenmaxocTu:

a>0 (crnobonHu unaH)

ar+1>0 (roepuunujesr ys x)

a+r>0 (koepurmjent y3 x?) .
Axo je r > 0, Tama cBako a > 0 3a10BOJbaBa CBE TPU HEjETHAKOCTU, NA MO3UTUBHU PEAIHU
OpojeBU r CUI'yPHO HUCY pelleme 3amarka. Pasmorpumo, cana, caydaj r < 0. Tana, mocien-

BHa HEjeIHAKOCT TPWBUjaJHO UMIIMIVPA IPBY, IIa BY HE MOpaMo HU pa3dMmarpartu. Jlpyre
IBe HejeNHAKOCTH y ciydajy r < 0 cy eKBUBaJIeHTHE ca:

N

a

=N |

az=-—r.

Iakne, Tpaskumo cBe Bpemnoctu 7 < 0 3a KOje Ta4HO jenaH peaJsiaH OpPOj a 3aI0BOJbABA

1
—-r<a< —-—.
r

N

Jacuo, oBO je Moryhe ako m caMO aKO BaRU —T = —%. Jemnakoct —r = —% je moryha camo
3ar = £1. Kako cMmo panuje 3akmpyunian na mMopa outuy r < 0, mMaMoO Oa je jeauHa mpeocTasia
moryhuoct r = —1. ¥ ToM ciayuajy jeIUHCTBEH peaJiai 6poj a KOju 3aI0BOHABA TOCMATPAHE
HejemHakoctu je a = 1. Jlako ce ma mpoBepuUTHU ma Y TOM CIYYajy MUMAMO MOJIUHOM

(z+1) (2 —2+1) =2°+1,

KOjU 3alCTa MMa CBe HEHeraTUBHEe KOe(UIWjeHTe.

3. Crasumo zma je p?T" + ¢Pt" 4+ r4+P = 2, 3a merm menmapam mpupozar 6poj a. M3pa3 Ha
JIEBOj CTPaHU je CUMETPUYAH, T€ MOYKEMO IIPETIOCTaBUTH Ha Baku 2 < r < ¢ < p. Axo je
p = 2, Tamga BUAUMO Oa Mopa Outu g = r = 2, mTo He Moske. CTOora, MpeTmnocTaBUMO Ia je
p HemapaH npocT 0poj. JacHo je ma r He MO:ke OMTU HemapaH IPOCT, jep Ou y TOM ciay4dajy
(¢=r) n q 6uo Takas. Kako cy rana 6pojesu ¢+r, p+7r u ¢+p napHu, u3pas Ha JIEBOj CTPAHU



Ou ce cBeo Ha 30uUp KBaJpara TPU HEMapHA TPUPOAHA OpOja, Te KAKO KBAAPATH HEMAPHUX
npuponHux OpojeBa majy ocrarak 1 mpu nesmemy ca 4, To Ou m3pas Ha JIEBOj CTPAHU A0
ocTaTak 3 mpu mesbemy ca 4, MoK OM OHAj Ha MEeCHO] MaBao ocrarak 1, mro je Hemoryhe.
Hakne, r = 2. Wcrum aprymenToM m Opoj ¢ He MO:ke Ourum Hemapal, Te je ¢ = 2. Y ToM
caydajy (¢ =r = 2) nonassHu u3pas mocraje

pt 2P = g2,

IIpernocraBuMo ma je p > 3. Ha ocmoBy mane ®epmaose Teopeme, 6poj p? he masaru
ocrarak 1 mpu mememy ca 3, Te u p*. Taxobe, p+ 3 je mapan, ma Baxu ma 2PT3 maje ocrarax
1 mpu memewmy ca 3, omakie cieau Oa Y OBOM CIIydajy JeBa CTpaHa Jaje OoCTaTak 2 IpU
neJbelby ca 3, INTO HUje Clydyaj M ca HeCHOM cTpaHoM (KBaApaTy NPUPOAHUX OpojeBa mpu
memeny ca 3 majy ocrarke 0 mnm 1). Hakae, p = 3. Mebyrum, nposepom Buammo na p = 3
Huje pemewme. CrTora, TakBU IPOCTU OPOjEBU HE MOCTOjeE.

4. IIpumermmo ma Maprura mukako He Mo:ke yBehartm Opoj HemapHUx OpojeBa KOju ce
ojaB/byjy Ha Tabuu: HaumMe, YKOJIUKO CBOj IOTE3 OOWUTpa Ha ABa MapHAa, OMHOCHO HAPHOM U
HemapHOM Opojy, Ha Tabau ocTajy OmeT aBa mapHa, OQHOCHO MapaH M HemapaH Opoj, MOK y
ciIydajy na moTe3 ogurpa Ha OBa HemapHa Opoja, Ha Tabim ocTajy HemapaH ¥ mapaH 6poj.
Kako je ma mouerky ma Tabau tauno k HemapHuxX OpojeBa, 3akbydyjeMo ma Maprura cme
Ur'PATU UCKJbYYMUBO MOTE3€ IPBa [BA TUIA, U IPUTOM j€ CBAKU MOTE3 HAKOH KOI' OCTaje HOBO
nojaBspuBame 6poja n Maprura MopaJia UrpaTtm Hal HAPHUM ¥ HEOapHUM Opojem, jep je To
jeouHu TUI JO3BOJLEHUX IMOTEe3a KOjU MeHa HemapHe Opojese.

Herka cy a u b 6pojeBu mam rojuma je Maprura omurpaja HEKM MOTE3 HAKOH KOra Ce
je Ha Tabuu OCTaJI0O HOBO INOjaBibuBame Opoja m. Tama mopa 6utu a +b = n U yKOJIUKO
je a,b > 1, To je ab > a +b = n, nma oba HOBOHacTana Opoja ocrajy HeymorpebsmuBa 3a
name gopumbieme (06a cy 6ap n, tre ux Maprura me Moke ymorpeburtu ma nobuje HOBY
rkonujy n). C mpyre crpane, ykoauko je a = 1 (amanormo b = 1), To je b uysxkuo n — 1 u
HAKOH OJWTPaBama MoTe3a Ha Tabam octajy n — 1 m n, Koju cy omeTr oba meymoTpebLuBa
3a mobujame HOBUX MOjaBJHUBAMA N, jep HEMAa BUIIE jeAMHUINA C KojuMa ou ce n — 1 jemmHo
Morio ynaputn. Kako Ha modeTKy HeMa HUTH jenHe konuje O6poja n (jep je n > 2k—1) un karo
6u HakOH eBeHTyaJsHOr nobujama (k — 1)-Bor mojasmusama Opoja n cBu 6pojeBu HA TAGIM
CceM HajBUIIE jeIHOT OCTAJMW HeynoTpebmuBU, 3akmbydyjemMo ma Maprura MosKe HAIPABUTHU
Hajsume (k — 1) kouujy 6poja n ¥ HUKAKO HBUX TAYHO N.

5. Osmauymmo ca O menrtap omucanor kpyra tpoyraa ABC u ymyrpamme yriose AABC
ca a, B u . Hepuaumumo tauxy H' kao Tauxy cuMmernipuuny Ttauku D y ommocy uHa O.
Kaxko je O cpemumre DH', B cpemumre DE u C cpemumre DF| 3akmbydyjeMo ma je TpOyTrao
EH'F cnuuan ca tpoyraom BOC, na je H'E = H'F u <FH'F = 2a. Kako je <FGA=~vn
<FGA = 3, 3mamo na je <EHF = 2a. Kako jemu HE = HF, a H u H' cy ca ucre crpane
npase BC, 3akmyuyjemo na je H' = H, uume je TBpheme 3amaTka TOKa3aHO.

Figure 1:



JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AITATAKA CA OKPYKHOI' TAKMUNYEIHLA 13 MATEMATHURE

Ilpyru pa3spen - A kareropuja

1. IIpermocraBumo na je n ocoba y maroj rpymnu. Ilocmarpajmo jemny ocoby mobhy muma.
Osnaunmo je ca C. Ona mma TavyHO Tpu npujaresa MeDy ocranum dyiraHoBrMa Ipyne. Kako
13 TPETIOCTABKE CBAKMU NMpUjaTeh HErOoBUX IpHjaTesba MMa Takohe Tpu mpujaTesba, Tama
yKyIaH Opoj npujaTesma O npujaresba He Moxke outu Behim o 3-2, jep je 3a cBakor npurjaressa
oxn ocobe C mpujareisctBo ca ocobom C Beh ypauynaro (3aro je 3-2, a me 3-3). Crora,
MakcuMaJiaH O0poj ocoba y momenytoj rpymu je 1 +3+3-2 =10, tj. n<10. Hamomenumo na
CMO y €KCTPEMAaJIHOM CJIy4ajy, Tj. Kana je n = 10, pauyHaau na ce IpUjaTesbu O MIPUjATeba
u ocoba C' He mo3najy. Ha cuumnu je mat mpumep mo3HamcTaBa y ciaydajy rpyme ox n = 10
ocoba, KOju MCIyHkaBa yCJIOBE 331aTKA.

Figure 2:

2. Kako cy obe myne x1 u 22 y (0,1), o 3maun ma cy f(0), f(1) # 0 (u nenu Gpojesu), na
Baskn |f(0) - f(1)| > 1. Pysrumjy moxkemo 3amucaru kao f(x) = a(z — x1)(x — z2), ma yciaos
|£(0)- £(1)| > 1 mocTaje a?z1z2(1 —21)(1 —22) > 1. Uz A-T" mejenmaroctu, 3a = € (0,1), mmamo

1 1-— 1 1
na je — = M}y/x(l — z), Te KaI KBaapupamo nobujamo Z}m(l—x), Tj. :c(l—x)éz,
1

2 2
NpU YeMy jeJHAKOCT BakKM Kala Cy jelHaku, Tj. Kama je ¥ = 1 —x = 5. Ilakme, kako cy obe

1 1
myse 1 u 29 u3 (0,1), nobujamo na Baskm x1(1—21) < Ve x2(1 —z9) < —, ma KaJ TOMHOMKUMO

47
oBe HejenHakocTH nonasmmo Ao z172(1 — x1)(1 — z2) < 7z (OBIe Bamm cTpora HejemHAKOCT,
jep He MOry OUTH U T W T jeOHAKU %, ¢ 003upoM na kBazparHa ¢yHkimja f(x) uma 2
pasmraure Hyne). W3 a’ziwa(l — 21)(1 — 22) 21 u z12a(1l — 1) (1 — 22) < 15, crenw ma je
a® > 16, a Kako je a mpupoaaH 6poj Mopa GuTu a > 5, mWTO je m Tpebato MoKa3aTH.

3a a = 5 umamo mpumep ¢ymkmaje f(z) = 5x(1 —x) + 1 = 522 — 5 + 1 koja ucmymana

ycCJaoOB€E 3aJaTKa.

3. Hera cy k1(0O1,R) u ky(O2, R), penoM, oCHOCUMETPUYHE CJIUKEe Kpyra k y omHocy Ha
tetuse AB u C'D. Heka je S momupHa Tauvka OPECIVKAHUX TYKOBA U3 GOpMyJianuje 3a1aTKa,
a TuMe U Kpyrosa ki u ko. Tauka S Hamasu ce y yHyrpammoctu Kpyra k (He Moske OuTy HaA
camoj kpyxkHuUmM k, momro 6u tana tetuse AB u CD mmasie 3ajemunuky taury). Heka je
AB =2z, CD = 2y u Hera je pacrtojame tauke O on retuBa AB u CD, pemom, jemHako z
u t. Pasmorpumo majupe ciayuaj kana tauke 01,0 u Oy Hucy romuneapue. Kako je 0105 =
2R,00, = 2z, OO0, = 2t, a OS je rexwumna nyx y tpoyriay O10.0 m OS < R, umamo



, T€E je

2-(22)2+42-(2¢)2—(2R)?
R2>052: (22) (4) (2R)

R2 > 22 4% 1)

Y cayuajy ma cy tauke O1,0 u O Koauneapue, umamo na je 2R = 0105 = 010 + 0,0 =
2z + 2t, ma je R =z +t, ommocno R? = 22 + 2 + 22t > 22 + t2. OBum mejemnaroct (1) Basku u
y ToM cayudajy. Ha ocroBy Iluraropume Teopeme mMamo ma je R? = 22 + 22 u R? = 2 + 92,
Te je 2R? = 22 + y? + 22 + t2. Omasge, wa ocuoBy (1), mobujamo mejemmarkoct R? < 12 + 32,
omaocHo 4R? < AB? + CD?.

4. Nmamo 2024 = y?> —1 = (y — 1)(y + 1). Kako je mecma crpama meo 6poj, To Mopa GuTH
u m3pas 2024%, ma je 2 > 0. Axo je x = 0, Tpebaso 6u ma Baxku y? = 2, mTo HUje Moryhe..
Harne, naname pemasamo jennauuny 3a ¢ € N. Jacwo je ma je y # 0. Cana hemo, Ges
yMamemha ONIITOCTH, IPETIOCTABUTH 1a je y > 0. 3mamo zma je 2024 = 23 - 11-23, ma kaxo je
H3O(y — 1,y + 1) € {1,2}, u rako je 2024 napan 6poj, 3uamo na ¢y u y — 1 u y + 1 napuu,
to ject ma je H3I(y — 1,y + 1) = 2. Hame, 11* ce Hanasu y (akTopusanuju jeIHOT O
umanIana y — 1 u y + 1, a ucro Bazxku u 3a 23%. Cana, kako je y? = 2024% + 1 > 1936% + 1,
3uaMo ma je y — 1 > 1/1936% = 447, a kako je y? = 2024% + 1 < 20257, y < 45%. Axo 6u 11* u
23% menuau UCTU YMHWUIAIL, OH 6u Ouo memus ca 253”7, ma 6u Ouo Behu mum jemmak ox 2537,
am Kako je y + 1 < 45% +1 < 253%, oo je memoryhe. Axo 6um 23% u 23! nemmmm mctm
YMHMIIAI, OH Ou O6mo memus ca 237 - 23””’1, na 6m Ouo Behm mnm jemmak om 23% - 23“”1, aau
y+1<45% +1<46% = 23727 < 237 - 237”*1, na je u oBo Hemoryhe. Jlakie, KAKO O HeJIUJIaIa
237, 11% u 23*~! Gap mBa mese MCTU YMHMIIALL, HOKA3aJM CMO Jda TO MOpajy omrm 117 1 2371,
3060r Tora je HeKV YMHUJIAI JEJLUB Ca %, na jey+1> %, a Beh 3namo ma je y+1<45% +1.
Iakme, mopa Baskutu 2 - (45% + 1) > 88%, a MHEAYKIU]OM JAKO MOKA3yjeMO Ia OBO HE BaKU 3a
x> 1. 3a x =1 Hana3uMo jenuua pemema 3anarka (z,y) € {(1,45), (1, —45)}.

5. Yroauko je n mornyH kBampar mobebyje Bobam, mok y cympornoMm mobebyje Ama. Y
CBaAKOM IIOTE€3y Ce€ EeKCIOHEHTW NPOCTUX Aeimiana Opoja Ha Tabiau cMmawyjy 3a 0 mmm 1.
306o0r Tora, ako OpOj KOju ce Haja3um Ha TabAM y HEKOM TDPEHYTKYy HUje MOTILYH KBAIpaT,
urpadv Koju je Ha moTe3y MoKe Ja m3abepe meauiall TakaB [a HAKOH HEroBOr ImoTe3a Oyne
NOTIYH KBAAPAT. 3anCTa, CBe HEMApHe eKCIOHeHTe cMamu 3a 1 (oBakas je Gapem 1 momTo
6poj Huje KBaIpaT), HOK MapHe He Mema. Heka n Huje TMOTIyH KBaapaT. AHUHA CTpATEruja



je la HaKOH CBAaKOI HeHOr more3a Opoj Ha Tabsau Oyme kBagpar. OBO je y INPBOM IOTE3y
moryhe npema nperxonuoj muckycuju. Hakow Bobanosor moresa 6poj na tabau mehe Gurtu
kBaapar (Mopao OM EKCIIOHEHT HEKOr HPOCTOr Opoja Aa cMamu 0ap 3a 2, mWTO HE CMe 1A
ypamu), na hie Ana ysex molim na nparu cBojy crparerujy. Kako ce 6poj cranno cmamyje u
HaKOH CBakoT bobamoBor more3a O6poj Ha TAbAM HUje KBAAPAT, Ia jé CAMUM TUM PA3JIUYUUT O
1, Ana nmobebyje. Ykonuko je n KBamgpar, HAKOH OIPBOT AHWHOI IIOTE3a BUIIE HUj€ KBAAPAT.
IMomTo je cama BobGam Ha more3y (OH MMa yJOry NPBOr Wrpada), HA OCHOBY MPETXOIHO
ypabenor oH nMma nobeqHUYKY CTPATErU]Y.



JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AITATAKA CA OKPYKHOI' TAKMUNYEIHLA 13 MATEMATHURE

Tpehu pa3zpem - A kareropuja

1. Heka je A rapakrepucTuyny 30Up MaruyHor kBagpara 3 X 3, Tj. 30Up IO KoJoHAMa, Tj.
BpCTaMa, OAHOCHO, aujaroHajgaMa. JacHo je na je 3A =S5, a A = 3e (Bumetu cauky).

alb|c

~

e

h|i
a b ¢ a b ¢ a b A a b A a b e
Tanaje D=1|d e fl=|d e fl=|d e A|=A-d e Al =3A-|d e e|. Kako je
g h 1 A A A A A 3A 1 1 3 1 1 1

IeTepMUHAHTA KOja MMa CBe ejJeMeHTe Ieje OpojeBe, Takobhe 1meo Opoj, moka3zaam cMO 1a je
D pmemuso ca 3A =S5, tj. D : S je neo 6poj, 3a S # 0.

2. [orazahemo ma Bpanro mMma mobemauuky crparerujy. Bpamko, Hajupe, mOkJe rox je To
moryhe, Opume Ma Koju cabupak umMju je cTemeH Hemapan. Hakom Tora Opuime mMa KOju O
mpeocranux cabupara, camo He cabupax 1. Joxaxknmo na BpaHko 3aucta MOke Ia CIpoBene
OBy cTpaTerujy u ma je oHa mobemumuka. Heka je HakoH Hekor AnmHOr more3a Ha Tabian
nonuuaoM A(x), Koju Hema peasHy Hyiay (ako mMa peasHy Hydy, oHza je Amna seh m3rybuo
urpy). 3ato je monmHoM A(z) roHcTanTHOr 3Haka u kKako je A(0) = 1, To 3a cBako z € R
Baskn A(r) > 0. Yrommuro momuuom A(z) canpsm ma koju cabupak obmmka z2F71) 3a mewo
k € {1,2,...,1012}, Bpanko Gpucamem cabupra x2*~! nobuja momumom A(x) — 2?71 3a <0
Basky A(x)—2?*~1>A(z) > 0, nok 3a > 0 ounraenno sasku A(r)—r2*~1 > 0 (momro y carom
TPEHYTKY, OCUM aKoO je Tabja mpa3Ha, Ha TabJIu CTOjU MOJUHOM UUjU Cy CADUPIU MO3UTUBHU
3a CBakKO mo3uTUBHO x). Ha oBaj Hauumn, HakoH BpaHKOBOr moTe3a, MOJUHOM Ha Tabau HeMa
peasHy HyJdy. YKOJIUKO Cy IaK CBU cabupuu y noauHoMy A(x) mapHOr CTeleHa, HUX UMa
HapHO MHOT'O (3aK/bYUHO Ca AIUHMM HOTE30M YKJIOHEHO He YKYIHO HellapHO MHOIO cabupaka,
a y moueTky ux je takobhe memapuo MHOro) m 3ato DpaHko Moske oGpucaT Ma KOju O HUX,
anmu na To Huje cabupak 1. Tume HOBOMOOUjeHN TOMMHOM (HAKOH OBOI BPAHKOBOr IOTE3a)
rMa cabupKe caMo MApHOI CTENeHa, Te HeMa PeaJHy HyJy (momTo je yBek mo3utusan). Ha
oBaj HauuH bpanko ysek "uma omrosop”, te he Ama u3ryburty urpy win qohu y mosumujy
na m3bpurre m nocienmu cabupak, unMe ce mqobuja HyJsia MOJUMHOM KOjU MMa PEajHy HYJIy
(u Tume Amna, oner, rybu urpy).

3. Iorennuje Tauke D y omHocy Ha Kpyrose omucame oko TpoyrioBa ACE u ABF cy
jemnake m usHoce 1o 2 - DB - DC, omakie cuemu na ce tauka G Hajasu Ha npaBoj AD u
DA-DG =2-DB-DC. N3 norennuje tauke D y omHOCy Ha KpPyr omnucad oko tTpoyria AEF
saamo na je DA-DH = 4-DB-DC'. V3 oBora 3akmyuyjemo na je DH = 2- DG, Te kako cy D,
G u H xonmueapse, 3akipydyjemo u na je DG = GH, unme je tBpheme 3amaTra MOKa3aHo.

4. JToxa3 BpPIIMMO MHAYKIMjOM IO N, IPX YeMy je 0a3a 3a n = 2 rpuByrjanna. [Ipumernmo na
CMeMO IPOM3BOJLHO 4 MEHAMO MECTa KOJOHAMA W PEeJOBUMA U Ja IPUTOM T00mjeMo mpob-
JIeM EeKBUBAJICHTAH 3a0aTKy. V3abeprMo pen Wiy KOJIOHY KOja Cagp:Ky HajBuine o00OjeHnX
mosra. Heka je, Oe3 ymMamema ONIITOCTH, Y IUTAKY Pel. 3aMEHUMO MeCTa YOUEHOM Deny U
nocuenmeM peny tabie (ykouuko youenu pen Beh uje 6mo mocienmu). Y 0BOM peny Ipema
YCJIOBY 3aaTKa MOCTOju DapeM jemaHo HeoOOjeHO mMoJjbe. Y KOJIMKO OHO HUje y MPBOj KOJOHWU,
3aMEHMMO MecTa oAroBapajynuMm kKosoHaMa Tako Oa je caza y DOHeM JieBOM homky tabie
Heobojeno mose. OBO mosbe m3abepeMo Kao jemHo OX 71 KOje KeJIUMO Y U3OPUIUMO TIPBY



Figure 3:

KOJIOHY U mocienwmu pexn tabme. Ocraje ma OIpoBepuMO Oa 3a MpeocTalty Tabiy CTpaHule
n — 1 Baske ycioBUM 3anaTKa, omakie TBpheme ciaemu muayknujom. IIpBo, m3bpucanu pen
canp:ku Dapem aBa 000jeHa MOJba OCUM KaJa je M = 3 W y CBAKOM PEAYy W CBAKOj KOJOHU
IIOCTOjU TAYHO jenHO ODOjeHO MOJbe y KOM je Ciiydajy JIako m3abdparu :kejbeHa 3 mosma. &
CYIPOTHOM, y OCTATKy Tabise nma HajBuime 2n—5 obojenux noma. Jlame, He mocToju HUjenaH
pen uiau KOJIOHA KOjU CYy MOTIYHO 000jenu jep 6u oHOa M MOCTETHU pPe moveTHe Tabiie mMao
Gapem n — 1 oGojeno mosme na 6m Ha mouyeTHO] Tabau Ouso Gapem n—1+n—1=2n—2 o6o-
jEHUX IMOoJba CYNPOTHO yCJOBY 3amarka. [lakie, MOKEMO NMPUMEHUTU UHIYKIU]CKY XUIOTE3Y
"a Tabay crpanune n — 1 m m3abparu n — 1 mosba Koje 3ajemHo ca jemuuM Beh wm3abpanum
urHe TPaskeHuX N mo/ba. OBUM je MHAYKIMja 3aBpIIeHA.

5. JlomepuHMIIMMO HU3 TaKO Ha je ay = a1 +3-a9 U a1 = a9+ 3 - a—_;. Tume je a9 = 0.
Kopucrehn jemnakocT an492 = ant1 + 3ay, 3a cBako n € N Baxkn

Unt6 = Ants + 3anta = 4anig + 3ant3 = Tants + dania = 3ant2 + Sant1 = an(mod 8).

Oryma je aso24 =8 a24337.6 =8 a2 =g 1. (1) Cunruno nperxomHoM uMamo na 3a cBako n € N
BaKU

Opt12 = App11 + 3An110 = 40n110 + 30049 = Tany9 + angg = 8anys + 10a, 17 = Tan 17 + 2an416 =

= 9a,16+10an15 = 8ani5+5a, 14 = 2051 4+20013 = 4a,13+6a, 12 = 10a,12+a,11 = 8a, (mod 11),
Te omaBne, kopucrehu ag = 217, Hanasumo ma je

_ _ 168 _ 168 o169 _ o507 _ 10\50 o7 _ 150 _
(2024 =11 Ag4168.12 =11 a8 -8 00 =11 217-8° =11 8% =11 27" =11 (27)77-2" =, 177128 = 7.

(2)

Omner, kopucrehu jemHAKOCT Api2 = Apt1 + 3Gy, 32 cBakO n € Ny Baku
Ont22 = Gpy21 130120 = 4an120+300 110 = Tan10+12a, 118 = 19a, 118+21an 117 = 1Tan 17+ 11an 116 =

= ban416+5an+15 = 10ap4+15+1500 414 = 2ap414+ 700413 = Yan+13+6014+12 = 15an+12+4an4+11 =
= 19ap+11 — Gnt10 = 19(19ay, — an—1) — (15a, + 4a,—1) = 346a,, = a, (mod 23).

3aTo je ao24 =23 G0+92.22 =23 o =23 0. (3)

IMocmarpajMo cucTeM KOHIpyeHIMja, Koju ce cacroju on jemuauuna (1),(2) u (3). IIo Ku-
HECKO] TeOPEMU O OCTallMa Taj CUCTEM UMa je IMHCTBEHO pelleme Io Monyiry 8-11-23 = 2024.
Jlako mpoBepaBaMo na je jeaHO HeroBo pememe 6poj 161, omakiae 3aKbYyUyjeMO Aa (2024 TPU
nememny ca 2024 maje ocratak 161.



JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AITATAKA CA OKPYKHOI' TAKMUNYEIHLA 13 MATEMATHURE

YerpTH; pa3pen - A kareropuja

1. Y6amuBamem a = b = 1 y mary memusoct, 3akmyuyjemo ma 2f(1)[f(1) — 1, ma je jemuna
moryhuocr f(1) = 1. Cana hiemo unnykmujom nokaszaru xa je f(n) =mn, 3a CBAKU NPUPOAAH
6poj n. Basza, 3a n =1 je el mokaszana. IIpernocrasumo na je f(n—1) =n—1, 3a Hero n>2
u pora:kuMo na je f(n) =n. YbauuBamem a =n — 1 u b=mn y mary gepusBoct gobujaMo na
Basku n— 1+ f(n)|(n—1)2—n?, omrocro n— 1+ f(n)|2n—1. Kako je n—1+ f(n) > (2n—1)/2
Mopa butue n — 1+ f(n) = 2n — 1, omsocuo f(n) = n, yuMe je DOKA3 MHIYKIU]jOM 3aBPIIEH.
Jlako ce mposepasa na ¢pyurnmja f(n) =n, 3a cBako n € N, 3a10B0/baBa yCIOBe 3aaTKA.

2. Hexka je (a,b,c) € N3 mero pememe jemmaumne, L = 10% + 2 u D = 2024°. Axo 6u 6poj ¢
6uo napaH, oHAA, IOCMATPAkEM jeAHAUMHE IO MOAyILy 3, mobujamo 3 | 2%, mTo HUje TAJHO.
Haxmne, 6poj ¢ je menapan. Pazmorpumo ciaemehe ciaydajese:

1°a>b: Tana, 2° || L u 2%¢ || D, te je b =3c. Cama je L =9 1+8°, a D =g 8¢, Te 360r L = D
umamo 1 =g 0. Kourpamukmnuja.

2°a=5b:Karo je L =2°5+1)mb5*+1=41+1=42 1o 2% || L. Ca apyre crpane
23¢ || D, Te je a + 1 = 3c. Mebytum, cama je 2024¢ = 10% +2¢ < 210 < 2 - 103¢ = 2 - 1000°,
ma je 2 < 221 . (2224)¢ < 2. Konrpaauknuja.

3°a<b: Tanma, 2¢ || L u 23¢ || D, te je a = 3c. Ckpahusamem jenmauune ca 23¢ mobujamo
5dc 4 2b=3¢ — 953¢ onmmocuo 2073¢ = 253¢ — 125°. Cana 6u 3a ¢ > 1 BasKUIO

2b=3¢ = 953¢ — 125¢ = (253 — 125)(253°7 ! 4 253°72 - 125 + ... + 253 - 12572 + 1257 1),

OnaBge, kako 6poj 253°7 1 4+253°72.125+ ...+ 25312572+ 125! sehu ox 1 mpencrasma 36up
HemapHO MHOTO HemapHux 0pojesa (6poj cabupakra je ¢, a MOKa3aHO je Ha je ¢ HEMApHO), OH
je memapan 6poj Behu ox 1 xoju memm 2°73¢. Komrpammkmuja. Komaumo, 3a ¢ = 1 umamo
20=3 — 253 — 125, Te je b = 10. 13 cBera HaBeAEHOT 3aKDydyjeMO da je jeTHHHO PeIIeHe
jemmauuue ypebena Tpojra (a,b,c) = (3,10, 1), mTo ce TpuBUjaIHO HpPOBEpABA.

3. IlorasxkmMmo na 3a OpojeBe x m y Basku T = y. lIpermocraBuMo cynpoTHo. 300r cumer-
PUYHOCTU crcTeMa, 0e3 ryb/pema ONIITOCTY, MOKEMO IPETIOCTABUTH Aa je y > x. Rako je

y = sinz + cosz = V2(cosz - cos T +sinz -sinT) = V2cos(z — I) € [-V2,V2] C (-%, %),
5 u

To 3a 6pojese x u y Baxm x,y € (—%,%). Omysumamem jemmarxoctu y = V2 cos(x — %)
= V2cos(y — T) mobujamo

L:yfx:vﬁmfzﬁnx;yﬁmﬁ7 - =b. 1)

IMomTo je x < y, To 360r x,y € (=5, %), mmamo ¥ € (=7,0), te je sin 5% < 0. Onasze,

HA OCHOBy (1), momro je L > 0, mmamo sm(I;ry — %) > 0. 13 mocnenme HejeaHAKOCTH, KaKO
je T¥ — 2 e (=32 7)) umamo ma je LY — T € (0,%), Te je |sin(EHL — T)| < % Ha ocuoBy

oBe HeJeLLHaHOCTM rkopucrelin no3HaTy He_]eILHaHOCT |sint| < |t|, 3a cBako ¢t € R\ {0}, u3z (1)
caenu
V2

- =le—yl= L)

. T+ m
L] = |D| = 2v2- | sin =] - [sin(~—~ - D)| <

2

mTo je koHTpamuknuja. OBuUM je mOKa3zaHO Oa Bayku sinx + cosx = z. Kako 3a x € (—g,O]
BakU sinx > x u cosz > 0, To je sinx + cosx > z. 3aTo je = € (0, g) Kopuctehu mosumarty



. 2
Hejemmaroct cost > 1 — &

5, KOja BaykM 3a cBako t € R, mmamo

x =sinz 4 cosz = V2 cos(z — %) >V2(1 - f),

. . 2 .
onakie, HaKOH cpebuBama, mobujamo ma je x2 + (\/5— 5)x+ 15 —2 > 0. Jlako je ycramosuTn
. 2
na kBampatHa (Gyssmaja f(t) = t2 + (V2 — )t + 15 — 2 uma mBe peamme mHyise t; < to. Ilpnm
. . 2 .

Tome je u3 BujeroBux popmyna tity = fz —2 <0, Te je t; <0< tp. Baro u3 f(r) > 0 mmamo
na je x <ty uau je x > ty. lIpBy moryhuoct onbamyjemo, momro cMo mokaszanu aa je x > 0,
a t; < 0. YKROIUKO mokrakeMo ma je to > g, JIOKa3 HejeTHAKOCTU T > % he Outw KoMIIETUPAH.
JI0BOJBHO je MPOBEPUTHU O BaKU f(g) < 0. ITocnenma HejemqHaKOCT je 3amcTa 3a0BOJLEHA C
ob63upoM 1a je

5. 25 5 . w2 25 5 10
D=2 (V22— )+ — —2< 242 (1,421 — _—2=0.
P =1%"1 (V2 LTI TR 57+ 7 0

4. Hera cy O; m Oy meHTPU KPYyroBa wi U Wy, & IPECEK HUXOBUX 3ajeTHUYKUX TAHTCHTU
rauka O'. IlpuMmeTumo ma moctoju xoMmoreTuja y Taukn O’ Koja maJsbe Kpyr wy y wp. Crora,
rauke O1,02 u O’ cy ronuneapue. Hera mpasa O'A ceue wy apyru myt y tauku F. Tana
je <O'FOy = <0'AO;. Tlomto je AOy = FO,, onga je <FAOy, = <O'FOy = <0'AO;.
IMpumernmo cama na je <AO'D = 2<9A0’'0O; = 2(<AO,049 — <O'A0;) = <A01D — (180° —
<101AO3) = 2<ABD — (180° — (90° — <ABD + 90° — <ACD)) = <ABC — <ACB.

Figure 4:

Taxobe, <AOD = 24AED = 2(<ABC—<EAB) = 2(<ABC—(90°— <BAC)) — ABC—<ACB.
IMpumerumo na Bazxku AO = DO u AO' = DO’ u <AO'D = <AOD. Ilakne, 3akbydyjeMo na
je O = O', uume je 3amaTak pemeH.

5. MebynnamerapHux mO3HAHCTABA MOCTOjA TAYHO N NPEMa YCIOBUMAa 3a0aTKa, OOK yH-

(n=1)
2

yTapIIaHeTaPHAX UMa y 36upy - jep Tamo rme ma IIMC2024 He mocTOju MO3HAHCTBO,

. . -1 1
nocrojahie mo ycmosuma ma JIMC2024°, u obparmo. To maje yKymHO ”(RT) +n = %
no3naHcTaBa. /la 6u maTo mocraBibame 3a OKPYIJM CTO yommre Ouiao moryhe, morpebHO je
. n(n+1) .

na moctoju 6ap 2n MO3HAHCTaBa, OJHOCHO 2n < ——5—, MTO HakOH cpebuBama maje 3 < n.
3a n = 3, Mopajy 3a cToJIOM OuTH HCKOpUINNeHa CBa MO3HAHCTBA, OJMHOCHO CBa Tpu Mehy-
mranerapraa. OBo, nak, auje moryhe, jep obunaszehu cTo moyes o1 TPOU3BOBHOI CTAHOBHU-
ka miaanere JIMC2024, cBaku myT kanq Hanbhemo Ha MeDhyriaaHeTapHO MO3HAHCTBO OJIA3UMO

HaM3MEHUYHO 10 cranoBHuka miaanHere JIMC2024° u JIMC2024, a kako ce Ha Kpajy MOPaMo



BpaTuTu 10 craHoBHuka mianere /JIMC2024, To u 6poj mehynimanerapHux mo3HancTasa Mopa
OuTU mapaH, a CaMUM THUM W PA3JIAYUT On 3. KOHTpaaukimja.

3a napuo n = 2k, k>2, jenno moryhie cmemrame oko croaa je cuemehe: 1,1',2 2, ... (2k—
1)/,2k',2k,1, mox je 3a menmapuo n = 2k + 1, k > 3, moryhwm pacnopem: 1,1’,2k+1',2/,2, 2k +
1,3,,...,2k — 1,2k — 1/,2K',2k,2k + 1,1. Jlako mposepaBaMO Ha OBaKO JaTa IIO3HAHCTBA He
nobujajy ycaoBe 3amaTKa.

Tume ocraje cayuaj n = 5. CauyHo Kao y ciyvajy n = 3 3aK/bydyjeMo Ja 3a CTOJIOM MOPa
buTtu napan 6poj mMehymianerapHUX MO3HAHCTABA, W MPUTOM je Taj OpPOj CTPOTrO HO3UTUBAH
jep obuiackoMm crosia y 6ap jeaHOM TPEHYTKy On cTaHoBHUKa miranere JIMC2024 momaszumo
no cranoBamka /IMC2024’. Ilpema Tome, 6poj mehymmaneTapHUX MO3HAHCTABA 38 CTOJIOM
je man 2 wnm 4. 3a 2 mehymmanerapHa MO3HAHCTBA, MOKEMO 0€3 yMamema ONIITOCTU yY36TU
nma cy to oHa maMmeby 1 m 1/, omrocro 5 m 5, a ma cy mpeocranau cycemu mux asoje 2 u 4
(Mopajy 6uru ca JIMC2024). Ose mBe ocobe no npermnocrasuu Hemajy cycena uz JIMC2024’,
Ia BUXOB IPEOCTANU CyCen 3a CTOJIOM MOKe OuTu jemmuo ocoba 3, ImTO maje pacmopen
1/,1,2,3,4,5,5, nok mameby 1’ u 5’ mpocrajy camo cranosaumu JIMC2024°. Ilputom cy 360r
nosHaHcTaBa 3 — 2 u 3 — 4 jemuru moryhu cycemu 3' ynpaso 1’ u 5/, mro omemoryhyje na
mameby 1’ u 5 cmectumo u 2’ u 4/, xkourpamuknuja. Ako 6u, mak, 1 1 5 UMaau TpeocTaJor
NO3HAHUKA 3a)eHUYKOT, HEeKa je To 0e3 yMamema omnmroctu 3 (Mopa butu ca JIMC2024).
Amu rana 6u 2 u 4 meby cramosuuiuma /IMC2024 3a mMO3HAHUKA MOTJIU MUMATUA CAMO jeIaH
APYTOr, & KAKO II0 IPETIOCTABIU HE cele Iopeln cBojux no3nanuka ca JIMC2024’, To ocrasimba
caMO jemHO MOCTYHHO MO3HAHCTBO 3a HWUX, MAKO Cy 6ap aBa moTrpebHA 3a CMemTame OKO
CTOJIA, KOHTPAAUKILjA.

Komauno, 3a 4 mebhyniamerapHa mo3HAHCTBa, y3MUMO 0e3 yMamema ONIITOCTUA Aa CY Y
muramy 1 —1', 2 -2, 3 -3 n 4 — 4. Kako mema npyrux mehymmameTapHuX NO3HAHCTABA,
pacmopen mopa 6utn (6e3 ymamema ommrocTn) obmuka 1,17,...,2//2,...,3,3" ...,4' 4 ...1,
¥ Herme cy Ha MecTmMa Tpu Tauke b u 5. Kako omm omm mebycobmO Hmcy cycemu, oba
BUXOBA Cycena MOpajy OUTH ca CONCTBEHE IJIaHeTe, HekKa cy 3a 5 1o 2 u 3. To kao jenuue
moryhe cycene 5’ ocrasma 1’ u 4', anu to nuje moryhe monatu y pacnopen. Konrpammknuja.

IIpema Tome, n = 5 Huje pememe, MTO KAO pemema ocTaBiba n =4 un>6



JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AITATAKA CA OKPYKHOI' TAKMUNYEIHLA 13 MATEMATHURE

IlpBu paspen - b kareropuja

1. IlpernocraBumo ma moctoju tpoyrao ABC ca rtexumunMm ny:xuma AA; =1, BB =2
CC;y = 3, upu uemy cy tauke Ay, By u C1, penom, cpenumra crpanuna BC, CA u AB Tor
Tpoyraa. O3uauumo ca T Tauky Ipeceka TUX TERUITHUX AY3KU, Tj. Teskumre Tpoyraa ABC.
Hexka je, mame, A} Ttaura ma npasoj onpebenoj rexxumuom ny:xmu AA; taxsa ma je tauka A;
cpemumre nysxu T A} (tauke T u A} cy cumerpuuno pacnopebene y omsocy Ha Taurky A; Ha
npasoj AA;, tj. TA; = AjA; = %AAl = %) Kako je werBopoyrao BA|CT napasenorpam,
jep My ce mmjaromase mebhycobuo mosose, To je BA] =TC = %C’C’l = 2. Ilocmarpajmo cana
tpoyrao BA|T. Hoeroee crpamune cy myswuma BA| = 2, A|T = AjA) + AT = %AAl = %
ulB = %BBl = %. Kako je y cBakom Tpoyray 30up Oy:kuHA Ma KOje ABE CTPAHUIE TOT
Tpoyraa crporo Behu on my:kuHe Tpehe cTpaHUIle, TO MOPA BaKUTU 2 = % =AT+TB >
BA} =2, wrro nuje moryhe. Ilakne, TakaB TPOyrao HE MOCTOjU.

2. llecronudperux 6pojesa Koju umajy Tadno jemsy mudpy 1 uma: 9°+5-8:9% = 91.(94+40) =
49 -9* (ako je jemuEWIA Ha TPBOM MeCTy, BUX je 9°, IOK, aKO je jeIMHUIa Ha HEKOM APYTOM
MeCTy - TakBUX MecTa umMa 5, GpojeBa ca ToM ocobusoMm he Gurtu 5- 8- 9% jep ma mpsom
MecTy He MOoxkeMo craButu Hydy). Ca apyre crpame, 6pojeBa ca TadHO jemnHoM nuppom 1
KOjU y CBOM 3amuCy He caap:e HATHU jelHy TmapHy mappy uMma 6 - 4° (6upamo mosurujy 3a
mdpy 1, a 3a ocramux 5 Mmecta umamo Tauno 4 moryhuocru). Jlakie, 6pojeBa ca HaBeICHUM
ocoburama umMa 49 - 9* — 6 - 45 = 315345,

3. ¥YBemumo cmeny y = x—c. Kako je ¢ ieo 6poj, To je x meo 6poj akKkKo je y 1eo 6poj u mpuToM
cBaKOM Opojy y oarosapa Tauno jeman 6poj x. Omasme, 6poj menoOpojHux permema (o )
Hejennaunne ||z —c|—b| < a jennax je 6pojy nesnobpoj pemema (1o y) nejequauune ||y|—b| < a.
[Tocanenma HejenHaurHa €KBUBAJIEHTHA je ca —a < |y| — b < a, omrocuo ca b—a < |y| < a+ 0.
Kaxo je {a,b,c} = {2,3,2024}, 1o je a + b < 2027, Te mejemnaumna b —a < |y| < a + b me mMoke
nmaru Bume ox 2 - 2026 + 1 = 4053 nenobpojaux pemema (no y). Omabupom a = 2024, =3
u ¢ = 2 mejemmaumna b —a < |y| < a + b mocraje —2021 < |y| < 2027 m uma Tauno 4053
nenobpojua pemema (mo y). OsBuM je mokaszano na je majsehwu moryhu 6poj memobpojuux
pememna mosasne Hejennauwmue jemHar 4053.

4. Osumaummo ca (u,v) majsehu 3ajenuuuku mesuian ueiaux 6pojesa w u v. Kako je, Ha
OCHOBY ycioBa 3amatka, (a + b)? = a? + b? + 2ab neo, takas je m 6poj 2ab. Cmemu, 6poj
(a —b)? = a® + b?> — 2ab je Takobe 1meo, Kao pazmuka mBa meaa 6poja. llokaskumo, cama, ma
je m 6poj a — b neo. Kako je on panmonasnan, obnuxka je ¥, rae jeu € Zu v e N, (u,v) = 1.
Hakne, (a —b)? = Z—; = k, 3a Hexu HeHeraTwsaH meo 6poj k. Caemu, u? = kv?, ma v | u?,
1j. v | u, jep Bawku (u,v) = 1. IHarxe, v = (u,v) = 1, omakae je a —b =wu € Z, Te Kako je u
a + b neo 6poj, To cy uean u 6pojesu 2a = (a+b)+ (a—b) =k u 2b = (a+b) — (a —b) =1,
3a Heke k,l € Z. IloBosHO je mokasatu ma cy OpojeBu k m | mapanu neau OpojeBu, Tj. Aa
He MOI'y OWTW HemapaHu. 3ancTta, YKOJIWKO Ou Baxkuiao k = 2k; — 1 u [ = 2]; — 1, 3a Heke
nene 6pojese ki u ly, Tama Gucmo mmanu a = ki — %, Kao u b = [ — %, omakie mobumjamo
A2+ =kl-k+1+3-L+i=kl-k+8B-lL+31€Z 1j. L+ €Z, mro je nemoryhe.
Haxrne, a u b cy nenu 6pojesu.

5. Ha ocmoBy Iluraropune teopeme, Kojy nmpuMmemyjemo Ha Tpoyrao ABD, jacuo je ma je
BD = 5. 360r nHBapMjaHTHOCTY MTOBPIIUHE TOr Tpoyria nMamo na je AB-AD = BD-AH, e

je AH = 12, Taxobe, nmpumenom Iluraropune teopeme na Tpoyriose ABH u AH D uvana3umo

9
na je BH = 1—56 u HD = %, OmaKJIe 3aKbYydyjeMO na je MO3HATO Y KOM OnmHOCy Tauka H



neau nysxx BD. Crora, Bammﬁ—;l—[_)) ‘—ﬁ—ﬁ—i— ‘E—Xﬁ E Xﬁ

9 E + 16@ Ca mpyre crpaHe, OUUIJIENHO BasKU AM = 11@ + 1f§ Kao u m =
11@ /@4—3? 1@ 11@—1—@ ‘]ep‘]eB? E HaKOJe—N} m AM

TOJeW—l,@+E E} A_é AD — 1AH = — 2 AB + XAD.



JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AITATAKA CA OKPYKHOI' TAKMUNYEIHLA 13 MATEMATHURE

Ilpyru pa3pen - B kareropuja

1. Karo je p — 1 jemmako amcoJiyTHOj BpemHOCTU peaJyiHor Opoja, mopa outum p — 1 > 0,
omaocHo p > 1. [IBa mapa pemema mobumjamMo pa3MmarpameM OBa ciaydaja. lIpBu ciyuaj:
Hexka je 22 —pr—2p+1 =p—1, ommocuo 22 —pr —3p+2 = 0. Ilpumenom Bujerosux dpopmyna
nobujamo ma je 3 +x3 = p?+6p—4. Ilpyru cayuaj: Heka je 22 —pr—2p+1 = 1—p, ogrocuo
22 —pr —p = 0. U3 Bujetosux ¢popmya, y oBoM cayuajy, nobujamo ma je x3 +x3 = p* + 2p.
AKo casa MCKOPUCTUMO yCJOB x3 + 73 + 23 + 27 = 20, mobujamo ma je 2p* + 8p — 4 = 20,
omuoCHO p? +4p — 12 = 0. Ha ocHOBY mocienme jeqHaumne 3aKbydyjeMo na je p = —6 miu
p = 2. Karo cMo Ha moveTKy 3akpyduiam na Mopa oburu p > 1, nobujamo jemuuy mMorynHOCT
p = 2. IuperrHOM HIpOBEepoM ce mobuja ma 3a p = 2 mara jegHadymHa uMa 4 paszaudnTa
pelema, Koja UCIYHhaBajy IMOCTABJLEHU YCJIOB.

2. (IIPBO PEIIEILE) IIpumerumo na je x = —2024 jenno pememe jeIHAUMHE, MOMTO je

2024 + 2023 + /—2024 + 2024 + V/—2024 + 2025 = /1 4+ 0+ V1 =—-1+0+1=0.

Kako je ¢dymsmumja f : R — R, medummcana ca f(t) = v/t 3a cako t € R, cTrporo pacryha,
nMamMo ga 3a x > —2024, pemom, Baskm x + 2023 > /—2024 + 2023 = —1, Jx+ 2024 >
V/=2024+2024 = 0 mw Vo +2025 > /—2024+2025 = 1. Oryma 3a = > —2024 Bau
Vo +2023 + Vx +2024 + Vx +2025 > 0, Te mocMaTpaHa jefHaUMHA HeMa pelema Meby
6pojeBuMma x 3a koje je x > —2024. Amanoruno mperxomaHoM, 3a 6pojeBe x < —2024, mokasy-
jemo mejemmaroct /T + 2023 + ¢z + 2024 + /z + 2025 < 0, Te HoCMATpaHa jeJHAUMHA HEMA,
pemema vzu Melhy 6pojeBuma x 3a koje je x < —2024. OBuM je mOKa3aHO Ia je jeIUHO pelleHme
jemnauune r = —2024.

(APYTO PEIIEILE) Ysobemenm cumene y = x 4 2024 mobujamo jemmaumuy /y — 14 ¢y +

Yy +1=0, omrocuo

Vy—1+y+1=-Yy. (1)
Heka je y mero pememe jemnauunne (1). Crenenosamenm jennauune (1) ma rpehu crenen no6u-
jamo jemmauwmuy y— 1433y — 13y + 1(y — 1+ 3y + 1) +y+1 = —y. Onasne, kako je y pem-
eme jenmaunne (1) m tume Baknm /y — 1+ {/y + 1 = — ¢y, mmanmo 2y + 33/y2 — 1(—¢y) = —v.
Omasne je y/y? —1¢y = y, omsocro /y3 —y = Y/y3, e je y = 0. OBum cmo mOKa3amM 1a
yKOIuKO jemHaurHa (1) uMa pemema, onga je y = 0. 360r UMILIMKAIMjCKE METOLE KOJy CMO
KODUCTUJIM HEOUXOAHO je mpoBepuru na uau je y = 0 3aucra pememe jemsaumue (1). Jlako
nposepaBaMo ma je y = 0 3aucra pememe jennaumue (1), unmMe ¢MO yCTAHOBUIM Aa MOJIA3HA
jemHavnHa UMa jeMMHCTBEHO pememe r = 0 — 2024 = —2024.




3. O6enexnmo yraose tpoyria AABC ca <CAB = «a, <ABC = f u <BCA = v. Cana
yCJIOBU W3 3amarka mocrajy o« = 2y u 28 = a+ 7y, a y3 ycuaoB « + 8+ v = 180° mako
pagynamo a = 80°, = 60° u v = 40°. IIpumernmo cana na je <CEA =+ 3 =80°, ma je
Tpoyrao AACE jemunakokpaku ca BpxoMm y C, onakie 3arpydyjemo na je C'F Bucuna Tpoyria
AACE, na je <CFA =90°. Kaxo je u <ADC = 90°, 3akmyuyjemo na je wersopoyrao AFDC
TeruBaH ca npeuynunkoM AC, ogaocHo ca cpemumreM AC Kao MEHTPOM OIMCAHOr Kpyra. Kako
ce TMeHTap KpPyra MOpa HAJA3UTU HA CUMETPAJU CBAKEe HErOBE TETUBE, 3aKbydyjeMoO Oa ce
cpemumre AC manaszu Ha cumerpasu DF'| uume cMo mokazanu na je M cpemumire cTpaHune
AC, omaocuo AM = MC.

4. Hajupe, mako youaBamo ma He Moxke Oomtu y < 0, kao um 7a je 3a y = 1 cBaka Tpojka
(2 4+1,1,2), 3a z € {0,1,2,...}, pememe nate jemmaumne. Heka je y > 1. Tana je |z| > 1,
z > 1, x je HemapaH OpPOj U BAKU

(x—1)(@¥ P42 2+, +a+1)=2%

Omapze 3akmyuyjemo ma je zY~' +2Y=2 + ...+ 2 + 1 mapan 6poj, na je y — 1 = 2k + 1, 3a
HEKU HeHeraTwBaH Ieo 6poj k. Ilakie, IpeTXOmHY je IHAKOCT MOKEMO 3AIUCATUA Y ODJIUKY

(z—D(z+1)@¥ 2 +2v 4. +1)=2°

N3 nmocnenmme jemmaxoctu ciaenn na je (x — 1)(x 4+ 1) cremen msojke, a to je moryhie ako u
camo ako je z € {—3,3}. 3a x = 3 mobujamo

oF f o1 4 4 1=2923

27 = 9FFl 1 = (3k+1 — 1)(3k 1 1),

Omasne, nako Bumumo na je k =0, 1j. y =2 u 2z = 3, ma je Tpojra (3,2,3) pememe nare
jemmaurue. Ha ciuuan mauwh, 3a x = —3, nobujamo na je tpojra (—3,2,3), Takobe, pememe
MOJIa3HE jeqHauuHe.

5. Huz moxke mmaru majsume 300 wranoBa. 3amcra, MOCMATPajMO HU3 KOJU C€ CACTOJU O
100 jemmuuna va npBux 100 mecra, 3aruMm 100 myna m moroBo 100 jenuHMIA Ha MOCJETHUX
100 mecra. Jlako ce Bumm nma y oBoMm Husy MmeDy cBakmx 200 y3aCTOIHMX YJIaHOBA C€ HAJIA3U
jemHako Hyma U jenuHuna, aau Meby cBakmx 202 y3acTONHHX UYiaHOBa HM3a Opoj Hysa U je-
ouHUNA HUje jennak. Heka je ai,as,...,a, HA3 KOJU UCIyHaBa yCIoB 3anarka. llocMTapajMo
CKyTIOBE

{ap,aps1, . apt100} 1 {ag, arsr,- .., apg201} s

3a cBako k 3a Koje cy oBu CkynoBu medumHumcaHy, Tj. 3a 1 < k< n—201. IlpBu ckyn
CaOp:KU jeTHAKO HyJa U jeUHUIA, ajlyd HIje Y IPYTOM, OJaKJIe 3aKbYUyjeMO 1a MOPa BaKUTHU
k4200 = Ak+201- OBa jeOHAKOCT je TadyHa 3a CBAKO K M3 HABEINEHOI MHTEPBAJA, ONAKIE 3a-
KJBYUYjEMO Ia BAKU Ug01 = U202 = ... = Gy. Aro je n > 300, raga y a3y ox 200 y3acTomHux
YJaHOBA

an—-199,An—198; - - -, Un,

BUIIE OJ MOJIa& HBUX je jeTHAKO G, IITO je Y KOHTPAAUKIWU Ca yCJIOBOM 3anatka. [lakie,
HU3 KOJU UCIYyH-aBa yCJIOBe 3anaTke Mo:ke mMmaty HajBue 300 umaHOBA.



JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AITATAKA CA OKPYKHOI' TAKMUNYEIHLA 13 MATEMATHURE

Tpehu pazpen - B kareropuja

1 cosa 1

1. IlerepMumHaHTa maTOr cuUCcTeMa jemHauwmua je D = |1 1 cosal =1+ cos?a + cos®a —
1 cos’a 1

1 —cos®a—cosa = 2cos?a — cos®a — cosa = —cosa(l —2cosa + cos?a) = —cosa(l — cosa)?.

Jlako ce pauynajy m omarosapajyhe merepMumHaHTE, KOje OAroBapajy HEMO3HATUM I, § U Z.
Iobujamo:

1 cosa 1
D,=1]1 1 cosa| =14 cos®a+ cos?a — cosa — cosa — cos® a
cosa cos’a 1

=1-2cosa+cos?a = (1 —cosa)?,

1 1 1

D,=|1 1 cosa| =1+ cosa+cosa—1—cos’a —1
1 cosa 1
=2cosa—cos’a—1=—(1 —cosa)?,
1 cosa 1
D,=]1 1 1 | =cosa+cosa+cos?a—1—cos?a—cos?a
1 cos’a cosa
=2cosa—1—cos?a=—(1—cosa)?.
Pazmukosahemo mBa cayuaja.
1° D = —cosa(l —cosa)? # 0, Tj. cosa(l — cosa)? # 0, MTO je exkBUBAJEHTHO ca cosa # 0
mcosa #1,1j. a# —Fua#5ua#0, jepac (—mm): Y oBOM ciydajy cucreM uma
. _ D, _ 1 _ Dy _ 1 _D. _ 1
JeIMHCTBEHO pemene T = 5 = ———, Yy = = —=— U 2 = 75 = ——.
2° D = —cosa(l —cosa)? =0, Tj. cosa(l —cosa)? =0, mMTO je eKBUBAJEHTHO ca cosa = 0 uim
cosa =1, 1j. a =—5 mwma=7 wma=0,jep ac (—m,m): Y oBoM ciydajy 3a a = —F
uwm a =% (1y je D=0, D, =1u D, =D, = —1) Bau Ia CUCTEM HeMa, DEIIEHa, jep IPBa

jemmaumHa mocraje r + z = 1, a tpeha x + 2z = 0, mro je memoryhe. Y cayuajy ma je a =0
cucreM mocraje ¢ +y + z = 1 (cBe Tpu jenHauumHe cucTeMa ce CBOJE HA UCTY), KOJU UMa
BeCKOHAYHO MHOTO pemema Koja cy obmuka (x,y,2) = (u,v,1 —u —v), u,v € R.

Hakue:

s ™ _ _ —
—3aa7é—.§na7é§na7é03ammx— s Y= o = oo .
-3aa=1ljex=u,y=vuz=1—u—v, 0Je Cy © U v IPOU3BOJLHU DEAJHU OpPOjeBU,

™

- 3a a= —g nin a = b CHUCTEM HEMa pelema.

1 1 u 1

2. Hera je I(a,b) = [20% — 23°|. Hokasumo na je I(a,b) > 3. IlpeTmocTaBUMO CympPOTHO.
Tana, kako je 6poj I(a,b) ouurnenuo menapan, saxu I(a,b) = 1, te je 20% — 23% = 1 wm je
20% — 23* = —1, 3a meke a,b € N. [locmarpamem mecae crpame jemraumne 20 = 23° 4+ 1 mo
Monyiy 12 mobujamo ma je 20 =15 0 mim 20% =15 2, na 3 | 20 uuu 4 | 20*—2. Kourpauknuja.
[Mocmarpamen jemaaunme 20¢ = 23° — 1 mo momymy 11, mobujamo 20® =;; 0. Korrpammkmuja.
Osunum je mokasano na 3a csako a,b € N sasgu I(a,b) > 3, a xako je I(1,1) = 3, To je Tpasena
HajMama BPETHOCT jelHaKa 3.

3. Hera je M = A1BN KBy u KB = x. W3 canunoctu tpoyrinosa KBM u Ay M B
ciemu na je MB : AyM = KB : A1B;, onakune je AyM -x = MB. Ca nmpyre crpasue,

AIM+MB = A, B = /2, xao nujaronaina xaaparta ABB; A,. Ysnmajyhu y 063up mociemme

nBe penanuje modbujamo ma je M B = ;—g Oszmaunmo ca V 3anpemuny mupavmune K BCBj.



Tana je V = %PKBCBBl = %. Osmaunmo ca L momHOXkje HOpMaJse w3 Tauke B Ha paBaH
KCB,. Wzpasumo cana 3anpemuny V y obmuky V = %PKOBlH, roe je H nyxuHa BUCHHE
BL mupamune KBCB; uva paBan KCB;. Yrao ox 60° roju mpaBa AB 3akjamna ca paBHU
KCB je yrao nameby npasux AB u ML (ML je nopmanua npojexunja npase AB Ha paBan

/6
2(z+1) "

B1K = CK = /22 + 1 (ka0 xunoreny3e oarosapajyhux npasoyrimx rpoyriosa) u B;C = /2
(kao mujaromana ksanpara BCCiBp), nobujaMo na je HOBPUIMHA jeIHAKOKPAKOD TPOYTJa
2z F1 z4/6(22241)
=2

KCBy). W3 tpoyrna MBL nobujamo nma je % = sin60°, ogrocuo H = Kako je

KCB; jemnarxa Prcp, . Baro je V = . ¥Y3umajyhu y 063up o6a mobujena

12(z+1)
. . /6(222+1 .
uspasza 3a sanpemuny V, mobujamo ma je § = %, OmaKNe je x = 3, a 3aTUM U 1A
jeV = % Heka je B’ mommowxje mopmane u3 tauke B ma npaBy KC. Haxme, KC | BB,

a Kako je B1B 1 KBC, omma je KC L B1B. Ounnma je KC 1 B’B;, mTo 3Hauyu na mpasa
B’ By canps#u Bucuny tpoyria KCB; na crpanuny KC. Cana je BB = %, Kao BUCHUHA Ha

XumoTeny3y npasoyriaor tpoyriaa KBC ca katerama % u 1. ¥Yrao B1BB’ je npas, 3at0o u3

npaBoyrJor Tpoyriaa B'BB; mobujamo ga je tga = tg{ BB'B; = gg} = /5.

4. IIpummernmo Hajupe na je logy, 2 + logy, 98 = log,, 196 = 2, re je log;,2 = 2 — b. Onasze,
KOpUmhemeM OCHOBHUX OCODOMHA JIOTapuTaMa, UMaMoO:

log, 5
logn 490 — log,490  log, 98 4+ log, 5 0+ 1052214 _b+a(2-b) 2a+b—ab
828 5T 10g,28  log,ldtlog,2 1+2-b  3-b  3-b

mTo je u Tpebaso mokaszaTu.

5. Ako cy mer mocmarpanux 6pojeBa 1,2,3,4,5, mnpousBo pa3iuka je
1-1-1-1-2-2-2-3-3-4=288.

ITocmarpajmo mpousBosHUX 5 eaux 6pojeBa a,b, c,d,e. Iloraxkumo na he 288 curypuo
neautu P, rme je P mpomsson 10 pa3nuka mapoBa oBux 6pojeBa. Ilokazahemo, mpso, ma
2% nemu P. Ilo IlupuxieoBoM IpUHOUIY, GapeM 3 oI OBUX OpojeBa Cy MCTe HapHOCT. Des
yMamema ONIITOCTU HEeKa Cy TO a,b, c. IlonoBo, mo JAupuxieoBOM IPUHIUIY MOKEMO 3aKJIbY-
unty ga GapeMm mBa o1 oBuX OpojeBa, 0e3 yMamema OIIITOCTU HEeKa Cy TO a u b, majy ucTtu
ocTaTak nmpu gememny ca 4. Cama je mpousson |a —b|- | a— c| - |b— ¢ | memus ca 2%, a camum
tuM je P. Axo cy d u e ucre maproctu, Tana je |d — e| mapHo, omakme caemu ma 2° memu P.
Y cympoTHOM, d ¥ € Cy pa3juumuTe MApHOCTHU, I1a je jemaH oI BmUX, 0e3 yMamema ONIITOCTHA
HeKa je To d, mcTe mMapHOCTH Kao mTo Cy a,b,c. Ilakne, pasmuka |a — d| je mapma, omarmie
cnemu na je P memuBo ca 2° um y OBOM CIyuajy.

Tokazxnmo, cana, na 32 menu P. Ilo InpuxIeoBOM TPUHIMIYY MOKEMO 3aKLYUYATH 1a bapeMm
IBa O OBUX OpojeBa, Oe3 yMamema ONIITOCTH HEKa Cy TO a 1 b, majy mcTu ocraTak Ipu
nemwewy ca 3. Tana je pasnuka |a—b| nemusa ca 3, a camum tuM je u P. Aro npeocrana Tpu
Opoja majy cBe pa3nMyuuUTe OCTATKE IPU OeJbehby Ca 3, HEKN O BUX, 0e3 yMamemha ONIITOCTHI
HEKa je TOo ¢, Jaje UCTU OCTATaK IPU Jebemy ca 3 kao a u b. Tana je pasmuka |a — c| nemusa
ca 3, omakje ciaemu nma je P memuBo ca 9. Y cympoTHOM, mpeocTasia 3 6poja HUCY CBU



Pa3INYUTU IO MOIYNY 3, Te o JlupuxieoBOM HPUHIMIY Cy HEKa ABa OJ BUX, 0e3 yMamema
ONIITOCTU HEKA Cy TO ¢ U d, najy UCTU OCTATaK Ipu Aekeny ca 3. Tama je pasauka |c — d|
nemuBa ca 3, OfakJe 3aKbydyjeMo ma je P memuso ca 32 m y oBoM ciydajy.

Kako je mpousson P memus u ca 2° u ca 32, Koju cy y3ajaMHO IPOCTH, 3aK/bydyjeMo ma je
nemus ca 25 x 32 = 288.



JIpymreo maremarunuapa Cpouje
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YerspTHu pa3pen - b kareropuja

1. Ha ocroBy ¢opmynanyuje 3agaTka 04Max 3aKMydyjeMoO Aa JATU MOJIWHOM, jep je ca pea-
HUM KOe(UIMjeHTUMa, UMa U KOBYTOBAHO KOMILJIEKCAH OPOj Kao Hyiy, Tj. O0poj x3 =1 — 24,
onmakne, n3 Bueroe dpopmyne x; + 22 + 23 + 2 + 4 = 1, mobujamo ma je mpeocrana Hy-
aa x4 = —4. Cagma, TpaskeHe koedunujeHte Hajuakme nobujamo u3 jemuaroctu P(z) =
(x—22) - (x—13))- (. —21) - (x — ) = (22 =22 +5) - (2?2 + 2 — 12) = 2* — 2% — 922 + 292 — 60,
omakie je p=—9, ¢ =29 u r = —60.

2. Herka je A kapakrepucTuynu 30Up MArvdHOr KBaapaTta 3 X 3, Tj. 30up MO KOJIOHaMa, Tj.

BpCTaMa, OJHOCHO, aujaronanama. Jacuo je ma je 3A =S, a A = 3e (Bumeru ciury), rue je
S 30up cBux GpojeBa y KBagpary.

alb|c
el fl
h|i
JacHo je ma je ma mopa Gury n > 1, ma je n obnuka n = pit -py? ... pp¥, 3a HEKe IPUPOIHE
6pojese aq, o, ...ak, k € N. Cnenn, na 6poj n mma tauno (a1 +1)- (e +1) ... - (ap+1) =9
IO3UTUBHUX AENUJIALa, jep je CBAKU NeJuial 00auKa p; -p§2 . .-pf"', 0<pB;<a;, 1<i<k. U3

IpeTxonmHor, jeanue MoryhuocTu cy ma je n = p%q?, 3a Heke mpocre GpojeBe p U ¢, OLHOCHO,
n =18, 3a mexm mpoct 6poj .

1° n = p?¢®: Y oBoMm cayuajy cy Joraputyu (IPUPOIHU JOTAPUTME) AETATANA O N 0OIUKA
0,Inp,2Inp,Inq,2Ing,In p+Ing,Inp+21Ing,2Inp+lng,2Inp+21nqg. Yronauro 6u ca muMa MOrao
a ce IONYHU MArwmdvyHU KBaJApaT, UMaJu OMCMO Ja je y ToM ciaydajy 30up S =9Inp+9lng,
A =3lnp+ 3lng, te je enement y cpemumty e = Inp + Inq. Jlako ce nmposepasa na je y
OBOM CJy4ajy Moryhe mOIyHWTM MarwvyH{A KBaApAT HA ciexehu HauwH: Y OBOM CIydajy je
Morylie monyHUTH MArvJyHU KBAIpAT (BULETH CIUKY ).

Inp+2Ilng 2lnp Ing
0 Inp+1Ing | 2lnp+2Ing |
2lnp+1Ing 2lng Inp
2° n = r8: Y oBom ciydajy cy JorapuTmMu (IPUPOHY JOTAPUTMU) AEJUIANA OX 1 OOJIU-
ka 0,In7,2In2,...,8Inr. Y oBoM cayuajy je moryhe HONyHUTH MATWMYHU KBAIpaT (BUICTU
CIIUKY ).

3lnr | 2Inr | 7Tlnr
8Inr | 4Inr 0
Inr | 6lnr | 5lnr

Iakne, pememe 3anaTka je n = p2q?, 3a Heke IpocTe OpojeBe p U ¢, OJHOCHO, M = T3, 3a

HEKU IPOCT Opoj .

3. Y cBakoMm cery koju ce 3aBpmuo HoBakoBuM ocBajameM 6 reMOBa, OH je OOUO MOCJeamhu
reM y cety, Hup. y Il je mpe 6:1 6umno 5:1, ma je pe3yarar y oBOM ceTy Morao na ce kpehe Ha
((15) (bupamo on mpBux 6 OAUrpaHUX reMoOBa OHaj Koju je nobuo Penepep, jep Tana ayromar-
CKZ 3HAMO Ha je ocrase nobuo bokosul). Cauuno, y IV je npe 6:2 6uno 5:2, na je pesyarar



y OBOM ceTy Morao na ce kpehe Ha (;) HaymHa. Y OCTaJja 3 ceTa je pe3yJTaT HIIao OO0 H:5.

To moske Ha (150) HaYMHA, & OHJAA je jeJaH OJ OBa MABa Urpada NOOMO HmocIenma 2 rema.

Haxme N = ((15) - (g) - (150)3 =27.38.7% = 2016379008. Cnemu, 6poj nemunana 6poja N = 27.38.74

je T(N) =8-9-5 = 360.

4. Heka je D noguo:xje Bucune u3 temena A, rpoyraa ABC, O nenrap kpyskuaune ku h = AD.
IIpu pacnopeny tauvaka A— D — O Basku OD = 2R — h, nok npu pacmopeny tadaka A—O — D
Baskn OD = h — 2R, Te 6e3 063upa Ha pacnopen tavaka Baxku OD = |h — 2R).

B

Ipumenom [uraropune teopeme Ha Tpoyrao BOD umamo ma je BD = /R? — (h — 2R)?,
te je Papc = hy/R? — (h — 2R)?. PasmoTrpumo 3ato cana ¢oymuxnmjy f : (R,3R) — R, nedun-
ucany ca f(h) = h\/R? — (h— 2R)?, 3a cBako h € (R,3R). Baxnu

'(h) = /RZ— (h— 2R)? —2(h—=2R)  R®—(h—2R)> - h(h—2R) _ —2h*> + 6Rh — 3R’
0 = R 2O TS O o T

Jlako Hana3uMo ma cy cBa pemema Hejemuauune f'(h) > 0 (y3 ycaos h € (R,3R)) Gpojesu

h € (R, 3+2\/§’R), te ¢pynrrmuja f pacte Ha (R, 3+2‘/§R) ¥ omaja Ha (3+2\/§R, 3R). Oryna ce

IBEH MAKCUMyM NOCTIIKE 3a h = 3+—2‘/§R, Te 3a cBako h € (R,3R) Baxku f(h) < f(%R) =
(3+v3) %/ERQ
R

OsBuM je moras TBpbhema KOMILIETUDAH.

5. Heka je T’ mpyra npeceuna tauka C'S m ommcamor kpyra. Kako je cumerpasa <ACB
yjemno u cumerpadsia <T'CT’, 3akmyuyjemo na ce cpenumra aykosa AB u TT' noknamnajy, a
camuMm tuMm u cumerpase AB u TT', na cy T u T’ cumerpuune y omnocy ma OS, a camdno
u C u C' roe je C' gpyra npecedHa Tauyka omucaHor kpyra u 1.S.

Capna jemHOCTaBHMM PadvyHOM YIUVIOBA JOOMjaMo:
1
180° — «COS = §<ICOC’ =<CTC' = <CTS

omakne Bumumo na C,0,S,T uuHe TeMeHa TEeTUBHOI UYETBOPOYTJIA.



