
Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

24. mart 2024.

Prvi razred - A kategorija

1. Neka je ABC dati trougao i neka je ^CAB = 60◦. Oznaqimo sa O i I sredixta
opisane i upisane kru�nice tog trougla, redom. Neka je A′ taqka simetriqna taqki A
u odnosu na pravu BC. Dokazati da prava OI polovi ugao AOA′.

2. Dat je kvadratna tabla dimenzije n× n, n> 2. U svako od n2 jediniqnih poǉa date
table upisan je po jedan prirodan broj iz skupa 1, 2, . . . , n2. Posmatrajmo sve 2 × 2
kvadrati�e koji su u potpunosti sadr�ani unutar table (svaki od ǌih sadr�i taqno
qetiri jediniqna poǉa). Za svaki pomenuti kvadrati� na�imo najve�i od brojeva za-
pisanih u poǉma tog kvadrati�a, a zatim zapiximo sve dobijene brojeve na papiru. U
zavisnosti od n, odrediti koliki je najmaǌi broj razliqitih brojeva koji su zapisani
na papiru.

3. Pretpostavimo da za me�usobno razliqite prirodne brojeve a1, a2, . . . , a2024 va�i
jednakost [a1, a2]+(a2, a3)+[a3, a4]+(a4, a5)+...+[a2023, a2024]+(a2024, a1) = a1+a2+. . .+a2024.
Dokazati nejednakost

(a1, a2) + [a2, a3] + (a3, a4) + [a4, a5] + . . .+ (a2023, a2024) + [a2024, a1]> a1 + a2 + ...+ a2024.

Da li je mogu�e da u navedenoj nejednakosti va�i znak jednakosti (za cele brojeve
a i b, prirodni brojevi (a, b) i [a, b] oznaqavaju, redom, najve�i zajedniqki delilac i
najmaǌi zajedniqki sadr�alac tih brojeva)?

4. Odrediti najmaǌi prirodan broj n takav da za neke realne brojeve a0, a1, . . . , an
funkcija f : R→ R, koja je definisana sa

f(x) = || . . . |||x− a0| − a1| − a2| − . . . | − an−1| − an, x ∈ R,

ima taqno 2023 realne nule.
Napomena: Taqka x0 ∈ R je nula funkcije f : R→ R ako je f(x0) = 0.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred - A kategorija

1. Poznato je da za svaki realan broj x va�i nejednakost

x2 + (x+ 1)2 + (x+ 2)2 + ...+ (x+ 27)2 + (x+ 28)2 > 2024. (∗)

Koliko se najvixe sabiraka, sa leve strane nejednakosti (∗), mo�e obrisati (izbaciti)
tako da novodobijena nejednakost bude taqna za svako realno x?

2. Za okruglim stolom raspore�ene su stolice i numerisane, redom, u smeru kazaǉke
na satu, brojevima 1, 2, . . . , n, n ∈ N, n > 1. Na svakoj od tih stolica sedi po jedan
qovek, okrenut licem ka sredini stola, koji ili uvek govori istinu ili uvek la�e.
Svaki qovek je izjavio da li ǌegov levi sused la�e ili govori istinu. Formirajmo
req du�ine n, tj. od n slova, takvu da se, za sve 16 i6 n, na poziciji i u reqi nalazi
slovo L, ukoliko je qovek na stolici i rekao za svog levog suseda da la�e, a slovo
I, ukoliko je qovek na stolici i rekao za svog levog suseda da govori istinu (levi
sused qoveka na n−toj stolici je onaj koji sedi na prvoj). Req du�ine n sastavǉenu
od slova L i I nazivamo prolaznom ukoliko se ona mo�e dobiti prethodno opisanim
postupkom. Koliko razliqitih prolaznih reqi postoji?

3. Za svaki prirodan broj n, n > 1, �emo sa f(n) oznaqiti najmaǌi broj umno�aka koje
treba izbaciti iz proizvoda 1 · 2 · . . . · n, tako da novodobijeni proizvod nije deǉiv sa
n. Odrediti sve prirodne brojeve n > 1 za koje va�i f(n) = 2023.

4. Na stranici BC oxtrouglog trougla ABC uoqena je taqka X. Oznaqimo sa O sre-
dixte opisane kru�nice trougla ABC, a sa S, S 6= O, taqku u unutraxǌosti trougla
ABC za koju va�i ^BAX = ^ABS i ^CAX = ^ACS. Dokazati da je ^SAO = ^AXO.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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1. Dato je n diskova u ravni. Dokazati da je mogu�e izabrati nekoliko disjunktnih
diskova tako da je zbir ǌihovih povrxina barem jedna devetina od ukupne povrxine
koju su ti diskovi pokrivali na poqetku.

2. Dat je prirodan broj k i strogo rastu�i niz (an), n ∈ N, prirodnih brojeva (a1 <
a2 < a3 < . . .). Pretpostavimo da za svako n ∈ N va�i an+1 − an 6 k, kao i da brojevi
an i n, za svako n ∈ N, imaju isti broj prirodnih delilaca. Dokazati da je an = n, za
svako n ∈ N.

3. Neka je ABCD tetivan qetvorougao qije se dijagonale AC i BD seku u taqki P . Neka
je Q, Q 6= P , druga taqka preseka opisanih kru�ica oko trouglova APD i BPC. Ozna-
qimo sa X i Y , redom, preseke prave PQ sa stranicama AB i CD datog qetvorougla.
Ako je AX · Y C = XB ·DY, dokazati da je AX + Y C = XB +DY.

4. Nizovi realnih brojeva (an) i (bn), n ∈ N, su zadati na slede�i naqin:

a1 = 1, b1 = 2, an+1 = bn +
1

an
i bn+1 = an +

1

bn
, n ∈ N.

Dokazati da je b2023 > 2
√
2023.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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1. Neka su 1 = d1 < d2 < ... < d16 = n svi pozitivni delioci prirodnog broja n, a
1 = D1 < D2 < ... < D15 = n + 1 svi pozitivni delioci broja n + 1. Odrediti sve
prirodne brojeve n za koje va�i

(D2 − d2) · (D3 − d3) · (D4 − d4) = D8 − d8.

2. U trouglu ABC taqka I je sredixte upisane kru�nice, taqka D je taqka dodira upi-
sane kru�nice i stranice BC, a E i F su taqke preseka upisane kru�nice i kru�nice
opisane oko trougla BCI. Ako su X i Y taqke preseka prave EF i kru�nice opisane
oko trougla ABC, dokazati da je ^XDE = ^Y DF .

3. Neka su x1, x2, . . . , x2023 sve nule polinoma P (x) = x2023+ax+b, gde su a i b proizvoǉni
realni brojevi za koje va�i a + 1 6= b. Odrediti sve vrednosti parametra a za koje
vrednost izraza

1

x3
1 + 1

+
1

x3
2 + 1

+ ...+
1

x3
2023 + 1

ne zavisi od b.

4. Otvoreno prvenstvo DMS-a je presti�an teniski turnir na kome se sastaje 2n najbo-
ǉe rangiranih tenisera, gde je n prirodan broj. Teniseri su proizvoǉno podeǉeni u
parove prvog kola koji igraju meq i pritom samo pobednici ovih meqeva nastavǉaju
turnir. Daǉe se ovaj proces (podela na parove i odigravaǌe meqeva) ponavǉa sve
do n-tog kola, odnosno finala, u qijem se jedinom mequ sastaju dva tenisera koja su
pobedila u svim prethodnim meqevima. Oznaqimo sa M minimalnu vrednost (me�u
svim mogu�im ishodima turnira) najve�e razlike u rangu dva tenisera koja su na
turniru odigrala meq. Dokazati da va�i

2n − 1

2n− 1
6M 6

(
n− 1⌊
n−1
2

⌋) ,

gde je sa bxc, x ∈ R, oznaqen najve�i ceo broj ne ve�i od x.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


