
Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA - IZBORNO ZA IMO

Prvi dan

1. Odogovor: 42550.
Prvo, primetimo da je 1 + 2+ . . .+ 24 = 300. Inaqe, rexeǌe �emo sprovesti koriste�i
jezik teorije grafova. Posmatrajmo graf sa 300 qvorova (Spartanci), gde su grane
poznanstva me�u ǌima (Spartancima). Primetimo da ne moжemo da imamo vixe od k

qvorova sa stepenom 300 − k. Zaista, ako imamo preko k qvorova sa stepenom 300 − k,
onda ako posmatramo proizvoǉan qvor stepena 300 − k, on moжe biti povezan samo sa
onima koji nisu stepena 300−k, a u ovom sluqaju je takvih najvixe 300−k−1, xto je ko-
ntradikcija. Stoga, najvixe jedan qvor ima stepen 299, najvixe 2 qvora su stepena 298,
najvixe 3 qvora su stepena 297 . . .. Lako se pokazuje da je u tom sluqaju suma stepena
svih qvorova najvixe (300− 1)+ (300− 2)+ (300− 2)+ (300− 3)+ (300− 3)+ (300− 3)+ ...=
∑24

i=1 i · (300− i) = 85100, pa je broj grana najvixe pola od toga, tj. 85100
2 = 42550.

Konaqno, opiximo konstrukciju u ”maksimalnom” sluqaju. Podelimo qvorove grafa
u disjunktne grupe A1, A2, · · · , A24, gde je |Ai| = i. Granom �e nam biti povezana dva
qvora grafa akko nisu u istom skupu. Tada svi qvorovi iz skupa Ai imaju stepen 300−i,
a oni su povezani samo sa elementima iz Aj, za i 6= j, pa je 300 − i 6= 300 − j. U ovom

sluqaju je broj grana 300·299
2 −

∑24
i=1

i·(i−1)
2 = 42550.

2. (PRVO REXEǋE) Neka je J presek pravih EF i XY , a Z presek kruжnica opisanih
oko trouglova ABC i AFE. Ako posmatramo inverziju Ψ sa centrom u A sa polupre-
qnikom AX = AF = AE = AY , znamo da je Ψ(E) = E, Ψ(F ) = F , Ψ(X) = X, Ψ(Y ) = Y , te
je Ψ(XY ) opisana kruжnica oko trougla AXY (bez taqke A), a Ψ(FE) opisana kruжnica
oko trougla AEF (bez taqke A). Kako se XY i EF seku u J , a Ψ(XY ) i Ψ(EF ) se seku
u Z, vidimo da je Ψ(J) = Z. Kako je PQ (na osnovu Brokarove teoreme) polara taqke
J u odnosu na kruжnicu inverzije, znamo da prava PQ sadrжi Z i da je PQ ⊥ AJ .

Sprovedimo, sada, kratak raqun uglova. Imamo da je ∢AZF = ∢AEF = ∢AFE =
180◦ − ∢AZE = ∢EZJ , pa je AJ spoǉna simetrala ugla ∢FZE, pa je PQ unutraxǌa
simetrala ugla ∢EZF . Sada, kako je Z Mikelova taqka qetvorougla BCEF , zakǉuqu-
jemo da je △ZEC ∼ △ZFB, pa je ZF

ZE
= BF

CE
. Po teoremi o simetrali ugla, dovoǉno

je dokazati da je HF
HE

= BF
CE

, xto �e nam sa prethodnim zavrxiti zadatak. Po Qevinoj

teoremi vidimo da je AE
EC

DC
DB

BF
FA

= 1, tj. BF
CE

= DB
DC

. Neka je H ′ taqka na EF takva

da je H′F
H′E

= BF
CE

. U vektorskom obliku je ~DH ′ = DC
BC

~BF + DB
BC

~CE. Me�utim, vidimo

da su intenziteti ||DC
BC

~BF || = ||DB
BC

~CE|| jednaki, pa ǌihov zbir ima pravac simetrale
ugla izme�u ova dva vektora. Ovo je upravo pravac simetrale ugla ∢EAF , a kako je



EA = FA, znamo da je ta simetrala normalna na EF , pa je DH ′ ⊥ EF , te je H ′ ≡ H.
Iz ovoga nam sledi tvr�eǌe. Tako�e, ukoliko su prave EF i XY paralelne, dokaz se
anologno sprovodi.
(DRUGO REXEǋE) Neka je presek normala iz E na AC i iz F na AB taqka R i A′

taqka dijametralno suprotna taqki A u odnosu na kruжnicu opisanu oko ABC. Sada,
ako je ω(A,AE) kruжnica, vidimo da je A′X ⊥ AX i A′Y ⊥ AY , onda su A′X i A′Y

tangente na ω, pa po Paskalovoj teoremi, koju primeǌujemo na xestougao FEXXY Y ,
sledi da A′ leжi na PQ. Sliqno, RE ⊥ AE i RF ⊥ AF , RE i RF su tangente na
ω, pa po Paskalovoj teoremi, koju primeǌujemo na EEFFXY , vidimo da i taqka R

pripada pravoj PQ. Sada treba da dokaжemo da H leжi na RA′. Neka su K i L

podnoжja visina iz H na AB i AC, redom. Poznato je da su tri taqke kolinearne akko
za neke dve neparalelne prave vaжi da ǌihove projekcije formiraju iste odnose na
tim pravima. Kada projektujemo taqke A′, R i H na AB, dobijamo taqke B, F i K.
Sa druge strane, kada ih projektujemo na AC, dobijamo C, E i L. Stoga, da bismo
zavrxili dokaz, potrebno nam je da vaжi BF

FK
= CE

EL
⇐⇒ BF

CE
= FK

EL
. Me�utim, vidimo

da je ∢HEL = ∢HFK i ∢HLE = ∢HKF = 90◦, pa je △HEL ∼ △HFK =⇒ FK
EL

= HF
HE

.

Stoga smo zadatak sveli na dokazivaǌe BF
CE

= HF
HE

, xto moжemo uqiniti na potpuno
isti naqin kao i u prvom rexeǌu.

3. Dokaжimo da su nizovi an i bn jedinstveno odre�eni. Znamo da je an < bn, tako
da je a1 najmaǌi qlan u oba niza, tj. a1 = 1, te je b1 = 2. Daǉe, poxto je a2 maǌi
od svih osim od a1 i moжda b1, dobijamo da je a2 = 3. Daǉe, neka su a1, a2, . . . , an
jedinstveno odre�eni (samim tim su i b1, b2, . . . , bn takvi). Tada je an+1 najmaǌi od
svih brojeva bn+1, an+2, bn+2, . . ., pa, zbog uslova zadatka, an+1 mora biti najmaǌi broj
u N koji nije me�u a1, a2, · · · , an ili b1, b2, · · · , bn. Na osnovu toga odre�ujemo i bn+1 kao
bn+1 = an+1 + n+ 1.

Sada �emo konstruisati nizove an i bn koji ispuǌavaju uslove zadatka i kako znamo
da je jedinstvena podela, to �e nam dati kompletan opis ovih nizova. U tom ciǉu
�emo definisati funkciju sh : N0 → N0 na slede�i naqin. Stavimo da je sh(0) = 0. Po
Zekendorfovoj teoremi, svaki prirodan broj se moжe jedinstveno predstaviti kao zbir
jednog ili vixe razliqitih Fibonaqijevih brojeva, tako da zbir ne ukǉuquje nijedna
dva uzastopna Fibonaqijeva broja, tj. za a ∈ N vaжi a =

∑l

k=1 fik (ik + 1 < ik+1).

Stavimo da je sh(a) =
∑l

k=1 fik+1, a ∈ N. Ovakav zapis broja a ∈ N �emo tretirati
kao zapis u ”osnovi Fibonaqija” i moжemo ga zamisliti, naravno, i kao niz jedinica
i nula, gde na i-toj poziciji stoji 1, ako je fi u zapisu (ovde podrazumevamo da je
(fi) poznati Fibonaqijev niz za koji vaжi fi+2 = fi+1 + fi, f1 = 1, f2 = 2, i ∈ N), kao
i da u tom zapisu svaki broj ima jedinstven zapis tako da ne postoje dva susedna
keca, a funkcija sh pomera, odnosno, xiftuje zapis za jednu poziciju ulevo. Kǉuqna
stvar za sh funkciju je da vaжi a + sh(a) = sh(sh(a)), a ∈ N0. Ovo svakako vaжi, jer

a+ sh(a) =
∑l

k=1 fik +
∑l

k=1 fik+1 =
∑l

k=1(fik + fik+1) =
∑l

k=1 fik+2 = sh(sh(a)).
Sada �emo uzeti an = sh(n− 1) + 1 i bn = sh(sh(n− 1)) + 2, n ∈ N, i dokazati da oni

ispuǌavaju uslove. Prvo je n + an = (n − 1) + 1 + sh(n − 1) + 1 = sh(sh(n − 1)) + 2 = bn.
Dokaжimo da se za svaki broj m ∈ N0 broj m+1 nalazi u taqno jednom od nizova an ili
bn. Ako �e m+ 1 biti u an, onda treba da vaжi da je m = sh(n− 1) za neko n, a ako �e
biti u bn, onda treba da je m = sh(sh(n−1))+1. Primetimo da se sh(sh(n−1)) zavrxava
sa barem dve nule u ”osnovi Fibonaqija”, pa se sh(sh(n − 1)) + 1 zavrxava sa 01. Sa
druge strane, sh(n− 1) se uvek zavrxava sa 0 u ovom zapisu. Stoga, ako se m zavrxava
sa 0 u ”osnovi Fibonaqija”, onda m + 1 mora biti u nizu (an), te je n jedinstveno
odre�eno xiftovaǌem unazad za jednu poziciju (i dodavaǌem 1), a ako se m zavrxava
sa 01 (sa 11 ne moжe), onda se m+1 mora nalaziti u nizu (bn) i jedinstveno je odre�eno
xiftovaǌem broja dve pozicije udesno (i dodavaǌem 1). Ovime smo dokazali da ovi
nizovi ispuǌavaju uslove zadatka.



Najzad, dokaжimo tvrdǌu, tj. da je abn = sh(bn − 1) + 1 = sh(sh(sh(n − 1)) + 1) + 1 =
sh(sh(sh(n − 1))) + 2 + 1 = sh(sh(n − 1)) + sh(n − 1) + 3 = an + bn, n ∈ N. Jasno je da sve
jednakosti u prethodnom nizu trivijalno vaжe, osim tre�e. Da je i tre�a ispuǌena
vidise iz qiǌenice da se sh(sh(n − 1)) zavrxava sa dve nule, pa kad dodamo 1 i opet
xiftujemo, sve cifre �e se xiftovati jox za 1, a ta nova cifra �e se xiftovati u
dvojku. Ovime smo dokazali tvr�eǌe zadatka.
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4. Ako je p = 2, nema xta da se pokazuje, te neka je p>3. Prisetimo se konaqnih razlika
polinoma. Poznato je da je

(
k
0

)
P (x)−

(
k
1

)
P (x−1)+

(
k
2

)
P (x−2)−· · ·+(−1)k

(
k
k

)
P (x−k) polinom

stepena taqno degP − k, odnosno nula polinom kada je k > degP (ovo se lako dokazuje
indukcijom, naravno). Primetimo da iz toga sledi da je

∑p−1
k=0(−1)k ·

(
p−1
k

)
P (p− k) = 0.

Ako su sve navedene apsolutne vrednosti 0, onda je ceo polinom 0, xto je kraj dokaza.
Pretpostavimo da nije nula, nego neko c 6= 0, te da je P (p− k) = |P (p− k)| · ak = cak, gde
je ak ∈ {−1,+1}, k ∈ {0, 1, . . . p− 1}.

Stoga, c · (
∑p−1

k=0(−1)k · ak ·
(
p−1
k

)
) = 0 i s obzirom da je c 6= 0 zakǉuqujemo da izraz

u zagradi mora biti 0. Posmatra�mo ovo po modulu p. Znamo da je
(
p−1
k

)
≡ (−1)k

(mod p). Sledi da izraz u zagradi po modulu p postaje
∑p−1

k=0 ak · (−1)2k ≡
∑p−1

k=0 ak
(mod p). Me�utim, kako je p > 3, ova suma mora biti neparna i deǉiva sa p. Odavde
dobijamo da je

∑p−1
k=0 ak broj koji je ≡ p (mod 2p), ali je tako�e izme�u brojeva −p i p, pa

je a0 = a1 = · · · = ap−1 ∈ {1,−1}. U svakom sluqaju sledi da je P (1) = P (2) = · · · = P (p),
te je polinom P konstantan.

Napomena. Primetimo da tvr�eǌe nije taqno kada je u pitaǌu polinom stepena maǌeg
od n− 1, gde je n > 3 prirodan broj deǉiv sa 2 ili 3, na primer.

5. Reximo najpre problem za p > 2. Doka�imo da je (pn − p + 1)!p ≡pn 1. Ako je a neki
ceo broj koji nije deǉiv sa p oznaqimo sa a−1 ǌegov izverz po modulu pn, pri qemu
je 1 6 a−1 < pn. Za svaki broj oblika kp + 1, k ∈ Z, va�i da je (kp + 1)−1 = lp + 1,
za neko l, 0 6 l < pn (ako je (kp + 1)−1 = lp + s, za neko 0 6 s < p, onda bi va�ilo
p | pn | (kp+1)(lp+ s)− 1, te bi p | s− 1, odakle je s = 1). Kako razliqitim brojevima iz
skupa {1, p+ 1, 2p+ 1, ..., pn − p+ 1} odgovaraju razliqiti inverzi, to va�i

{1−1, (p+ 1)−1, (2p+ 1)−1, ..., (pn − p+ 1)−1} = {1, p+ 1, 2p+ 1, ..., pn − p+ 1}.

Otuda brojeve iz skupa S = {1, p + 1, 2p + 1, ..., pn − p + 1} mo�emo upariti tako da
proizvod u svakom paru, po modulu pn, bude jednak 1. Ostaje nam da vidimo koji su
brojevi iz S sami sebi par. Ako za neko c ∈ S va�i c = c−1, onda pn | (c − 1)(c + 1),
te pn | c − 1 (poxto je c + 1 ≡p 1 + 1 6≡p 0, zbog p 6= 2), odnosno c = 1. Odavde je, zbog
uparivaǌa brojeva, zaista (pn − p + 1)!p ≡pn 1, pa mo�emo uzeti da je t = pn − p + 1.
Primetimo jox da je

(pn−p−1)!p ≡pn (p−1)·(2p−1)·...·(pn−p−1) ≡pn (−(pn−p+1))·(−(pn−2p+1))·...·(−(p+1)) ≡pn

≡pn (−1)p
n−1−1(pn − p+ 1)!p ≡pn (pn − p+ 1)!p ≡pn 1,

te mo�emo uzeti i t = pn − p− 1. Ovim je kompletiran dokaz za p > 2.
Sada rexavamo problem za p = 2. Doka�imo indukcijom da za n>3 va�i (2n−1)!2 ≡2n

1. Za n = 3 neposrednom proverom dokazujemo da je 7!2 ≡8 1. Neka je tvr�eǌe taqno za
neko n, n>3. Tada je (2n−1)!2 ≡2n+1 1 ili (2n−1)!2 ≡2n+1 2n+1, te je ((2n−1)!2)

2 ≡2n+1 1.
Zato je

(2n+1 − 1)!2 ≡2n+1 (2n − 1)!2 · (−1)2
n−1

· (2n − 1)!2 ≡2n+1 1,

qime je tvr�eǌe (2n − 1)!2 ≡2n 1, za n > 3, dokazano indukcijom. Zato mo�emo uzeti
t = 2n − 1. Drugi povoǉan izbor za t zavisi od toga da li je (2n−1 − 1)!2 ≡2n 1 ili



(2n−1 − 1)!2 ≡2n 2n−1 + 1. Pri prvoj mogu�nosti mo�emo uzeti t = 2n−1 − 1, a pri drugoj
t = 2n−1 + 1, poxto je tada (2n−1 + 1)!2 ≡2n (2n−1 + 1)2 ≡2n 1.

6. Oznaqimo date du�i sa D1, . . . , Dn2 i postavimo koordinatni sistem u ravni tako da
me�u datim du�ima nema vertikalnih, tj. da prave koje ih sadr�e nisu ortogonalne
na x−osu. Fiksirajmo na svakoj du�i Di taqku Ti, 1 6 i 6 n2, tako da sve taqke Ti,
1 6 i 6 n2, imaju razliqite x−koordinate. Bez umaǌeǌa opxtosti, pretpostavimo da
su T1, . . . , Tn2 pore�ane u rastu�em poretku u odnosu na x−koordinatu.

Za svako i, 1 6 i 6 n2, du� Di ”skratimo” tako da i daǉe sadr�i taqku Ti i da
su, pritom, sve du�i po parovima disjunktne kada se projektuju na x−osu. Oznaqimo
skra�ene du�i sa D′i, 16 i6 n2. Oqigledno, dovoǉno je dokazati tvr�eǌe za skra�ene
du�i.

S obzirom da sve du�i imaju razliqit koeficijent pravca, po Erdox-Sekerex
teoremi, niz skra�nih du�i ima ili rastu�i ili opadaju�i (po koeficijentu pravca)
podniz du�ine n. Bez umaǌeǌa opxtosti, neka je to rastu�i podniz D′a1

, . . . , D′an
. Za

svako i, 1 6 i 6 n, postavimo taqku Sai
na rastojaǌu ε > 0 ispod taqke Tai

. Tvrdimo
da za dovoǉno malo ε du�i D′a1

, . . . , D′an
blokiraju vidǉivost svake dve taqke iz skupa

{Sai : 1 6 i 6 n}. Zaista, ako fiksiramo 1 6 i < j 6 n, ne mo�e istovremeno taqka Tai

biti ispod prave na kojoj je du� D′aj
i taqka Taj biti ispod prave na kojoj je du� D′ai

,
jer je nagib D′ai

maǌi od nagiba D′aj
. Samim tim, jasno je da taqke Sai

i Saj
, koje su

dovoǉno blizu taqkama Tai
i Taj

, nisu me�usobno vidǉive.


