IpymTBo Mmaremarnuapa Cpbouje
PEIMTEIHLA 3AJATAKA - T3BOPHO 3A MO

IlpBu maun

1. Omorosop: 42550.
IIpBo, mpumerumo ma je 1+ 2+ ...+ 24 = 300. Uuaue, pememe hemo cunpoBectu Kopuctehu
jesur Teopuje rpadosa. I[Tocmarpajmo rpad ca 300 usoposa (Cnaprannu), rge cy rpase
nossanctea Meby muma (Coapramumma). IIpumerrMo na He MOMKeMO na MMaMoO Bume on k
yBopoBa ca cremenoMm 300 — k. 3aumcra, ako mmamo mpeko k usoposa ca cremenoM 300 — k,
OHJA aKO MOCMAaTpaMO MpOou3BObaH uBop cremena 300 — k, oH MOske OUTM MOBE3aH CAMO Ca
onuMa Koju Hucy crenerna 300—k, a y oBoMm cayuajy je takBux Hajsuie 300 —k—1, mTo je Ko-
wrpaauenuja. Crora, HajBumie jegan yBop uMa creneH 299, Hajsuine 2 uBopa cy cremena 298,
HajBUIIe 3 UBOpa cy cremeHa 297.... Jlako ce mokasyje ma je y TOM cily4ajy CcyMa CTEIEHA
cBux ysoposa Hajsume (300 — 1)+ (300 —2) + (300 —2) + (300 — 3) 4+ (300 —3) + (300 —3) + ... =
S22 i+ (300 — i) = 85100, ma je Gpoj rpama Hajume mosa ox Tora, Tj. 32100 — 49550,
Korauno, onumurmMo KOHCTPYKuujy y " MakcumaigaoMm” cay4dajy. [lomenumo uBopose rpaga
y mucjyurTHe rpyne Ay, Ag, ---, Agy, vme je |A;] = i. I'panom he mam 6utm mosesana nsa
uBOpa rpaga akko HuCy y uctoM ckymny. Tama cBu uBopoBu u3 ckymna A; nMajy cremes 300—1,
a OHM Cy IIOB€3aHH CaMO ca eJeMeHTrMa u3 Aj, 3a i # j, ma je 300 — i # 300 — j. Y oBoMm

cydajy je 6poj rpama 290299 Efil @ = 42550.

2. (TPBO PEIIEHIE) Heka je J npecek npasux EF u XY, a Z npecek KpyKHAIA ONMUCAHUX
oko Ttpoyriosa ABC u AFE. Axrko nocmarpamo uusepsujy ¥ ca meurpom y A ca mosympe-
urnkoM AX = AF = AE = AY, 3samo0 ma je U(E)=E, U(F)=F, ¥(X)=X, ¥(Y)=Y, 1e
je ¥(XY) onncana kpyskauna oko tpoyriaa AXY (Ges rauke A), a V(FE) onucana Kpy:KHAIA
oko Ttpoyraa AEF (6e3 tauke A). Kako ce XY u EF cery y J, a U(XY) u U(EF) ce cery
y Z, sumumo na je ¥(J) = Z. Kako je PQ (ma ocuoBy Bporapose Teopeme) monapa Tauke
J y omHOCY Ha KpPY:KHUIly UHBep3uje, 3uaMo ma npasa PQ canpxu Z u na je PQ 1 AJ.
Cuoposenumo, cana, kparak pauyn yriaoBa. Wmamo na je <AZF = <AEF = <AFE =
180° — <AZFE = <FEZJ, na je AJ cnomua cumerpana yria <FZE, na je PQ yayrpamma
cumerpadta yraa <EZF. Cana, kako je Z MurenoBa tauka derBopoyria BCEF', 3armyuay-
jemo ma je AZEC ~ AZFB, na je % = g—g. ITo Teopemu o cumerpaJyu yria, JOBOJLHO

je mokasartu na je % = %, mro he HAM ca OPeTXOMHUM 3aBpmuTu 3anaTtak. 1lo UeBunoj
TEOpEMU BUOVIMO Ia je g—gg—g% =1, Tj. g—g = %. Hera je H' Tauka ma EF Taksa
na je g;g = g—g. Y BEKTOPCKOM OOJHKY je DH' = g—gB_F—F g—gC_E. MebyTum, BuanMo
& Cy WHTEH3UTETU ||%Bj7|| = ||%CE|| jemHAKM, Ta BUXOB 30Up MMa MPABAll CUMETPAJIe

yrua uameby oBa mBa Bekropa. OBo je ympaBo mpasan cuMmerpatne yria <EAF, a kako je



EA = FA, ssamo na je Ta cuMerpaJja HopMmaJHa Ha FEF, na je DH' 1 EF, te je H = H.
W3 osora mam cienu tBpheme. Tarobe, ykonauro cy npase EF u XY mapasemnne, moka3s ce
AHOJIOTHO CIPOBOIN.

(IPYTO PEIIEHE) Heka je mpecer nopmasa u3 E na AC u u3 F na AB tauka R u A’
Tayka OUjaMeTPaJiHO cynpoTHa Tauku A y omHocy Ha kpyskHuny omucany oko ABC. Cana,
ako je w(A, AF) rpyxuuna, sumumo na je A’X 1 AX u A'Y L AY, omna cy A’X nu A'Y
TaHreHTe Ha w, ma no llackamnoBoj TeopeMu, kKojy mpuMemyjeMmo Ha mectoyrao FEX XYY
cremn na A’ newm ma PQ. Cmuuno, RE | AE uw RF | AF, RE u RF cy TasreHTe Ha
w, na no IlackamoBoj Teopemu, kKojy mpumemyjemo Ha EEFFXY, Buamumo na m tauxa R
npunaga npasoj PQ. Cana Tpeba ma mokamxemo ga H nexn ma RA'. Heka cy K u L
nonuoxkja Bucuna uz H wa AB u AC, penom. Ilo3HaTo je ma cy Tpu Tauke KOJIUHEAPHE AKKO
3a HEKe ABe HeIapaJleslHe IpaBe BaKU A HUXOBE IPOjeknuje GopMmpajy mcTe OTHOCE Ha
TuM npasuma. Kamnma mpojexryjemo tauke A, R m H ma AB, mo6ujamo tauke B, F' u K.
Ca mpyre crpane, kana ux npojexryjemo Ha AC, mobujamo C, E u L. Crora, ma 6ucmo
3aBPLIMIN AOKa3, IOTPeOHO HaAM je na BaxKu % = }Cz_f = g—g = % Mebyrnm, Braumo
na je <HEL = <HFK u <HLE = <HKF = 90°, na je AHEL ~ AHFK = LI = IF
Crora cmo 3amaTak CBEJW Ha IOKA3UBAME % = %, ITO MOYKEMO YUYMHUTHU HA TOTIYHO
UCTU HAUUH KAO U y IPBOM peIlewmy.

3. HorasknMmo na cy HU30BU a, u b, jenuncrBeHo ompebenu. 3mamo na je a, < b,, Takro
na je a; HajMamu diaH y oba Hu3a, Tj. a1 = 1, Te je by = 2. Ilame, momTo je ag Mamu
O CBUX OCUM O a1 W MO:kOa by, mobujamo ma je as = 3. Jlame, HEKA CY Q1,02,...,0n
jenuucTBeHo oxpebenu (camum tuMm cy u by, ba,...,b, TakBu). Tana je a,41 HajMamu ox
cBux OpojeBa b,i1,an42,bnya,. .., Ia, 300T yCcIoBa 3anaTKa, Gn,4+] MOpa OWTH HajMamu OpOJ
v N koju muje meby ay, a9, -+ ,a, wiu by,be,--- ,b,. Ha ocuoBy Tora onpebyjemo u b,41 ka0
anrl = An+1 +n+ 1.

Cana hemo KOHCTpyUCATH HU30BE Gy, U by, KOjU UCIYHABAjy YCIOBE 33JaTKa U KAKO 3HAMO
[a je jeAMHCTBEHA MOJeJia, TO Ne HAM JaTh KOMIIETaH ONMC OBUX HU30Ba. Y TOM ALY
hemo mepumuucaru dpyuruujy sh: Ng — Ny ma caenehn maunn. Crasumo na je sh(0) = 0. ITo
3ekeHI0ppOBOj TEOPEMU, CBAKU MIPUPOAAH OPOj Ce MOKE je IMHCTBEHO IIPEACTABUTU KA0 36Up
jemsor unm Bumie paznuuntux PubonHaunjeBux OpojeBa, Tako na 30up He YKBYyUyje HUjenHa
nBa ysacronsa PuGonaumjesa Gpoja, Tj. 3a a € N Bawkn a =y, ; fi, (i +1 < ipq1).
CraBumo na je sh(a) = 22:1 fin+1, @ € N. Osakas 3anuc 6poja a € N hemo tperuparu
ka0 3amuc y ”ocuoBu Pubonaumja” m MOKEMO ra 3aMUCIUTUA, HAPABHO, U KAO HU3 jeIUMHUIIA
¥ HyJa, rhe Ha i-Toj mo3unuju croju 1, ako je f; y s3amnucy (oBme mompasymMeBaMo Ina je
(fi) mosnatu Pubonauujes HU3 3a KOjU BaKU firo = fit1 + fi, /1 =1, fo = 2,4 € N), rao
1 Ma y TOM 3ammucy CBakyu OPOj MMa jeAMHCTBEH 3aIlUC TAKO Oa He IMOCTOje OBa CyCemHa
Kela, a QyHKnuja sh momepa, OIHOCHO, MU(TYje 3amuC 3a jenHy HO3UIUjy yiaeBo. Kipydna
ctBap 3a sh ¢ymrumjy je ma Baxu a + sh(a) = sh(sh(a)), a € Nyg. OBo cBakako Basku, jep
at sh(a) = Xjy fi + T Fierr = iy (fis + firs1) = Sy firro = sh(sh(a).

Cana hemo yzetu a, = sh(n — 1)+ 1 u b, = sh(sh(n — 1)) + 2, n € N, u norasaru na oHI
ncnymasajy yciose. IIpso je n+a, = (n— 1)+ 1+ sh(n —1) 4+ 1 = sh(sh(n — 1)) + 2 = b,,.
HoxraxuMo na ce 3a cBaku 6poj m € Ny 6poj m~+1 Hanasu y Ta4HO jeTHOM O HU30BA dy, WA
b,. Arxo hie m + 1 Guru y a,, onga Tpeba na Basku ga je m = sh(n — 1) 3a meko n, a ako he
6utu y b,, onna tpeba na je m = sh(sh(n—1))+1. Ipumernmo na ce sh(sh(n—1)) saspmasa
ca Gapem ase myne y “ocuHosu Pubonaumja”, ma ce sh(sh(n — 1)) + 1 saspmasa ca 01. Ca
npyre crpane, sh(n — 1) ce yBek 3aspmasa ca 0 y oo 3anucy. Crora, ako ce m 3aBpiasa
ca 0 y "ocuosu Pubonaumja”, ouga m + 1 mopa Ouru y Husy (a,), Te€ je N jeAUHCTBEHO
onpebeno mudrosameM yHazan 3a jenny no3unujy (u momasameM 1), a ako ce m 3aBpmiaBa
ca 01 (ca 11 me moske), onma ce m+ 1 Mopa Hanasutu y ausy (b,) u jenuacTBeHO je onpebeno
mudToBameM Opoja mBe mosunuje yaecHo (u momasamem 1). OBuMe CMO IOKA3aJau Oa OBU
HU30BU UCIYHABAjy yCIOBE 3aJaTKA.



Hajsan, mokaskmmo TBpamYy, Tj. na je ap, = sh(b, — 1)+ 1 = sh(sh(sh(n — 1))+ 1)+ 1=
sh(sh(sh(n —1))) +2+1 = sh(sh(n — 1)) + sh(n — 1) + 3 = an + by, n € N. Jacuo je na cse
jeIHAKOCTHM y IPETXOJHOM HU3y TpUBMjasHO Baske, ocuM tpehe. Ila je u tpeha ncmymena
Buauce u3 ummennie na ce sh(sh(n — 1)) 3aBpmasa ca aBe Hyse, Ta Kaj DOJAMO 1 W omer
mmdryjemo, cBe nmudpe he ce mmdproBaru jomr 3a 1, a Ta HOBa nudppa he ce mudroaTu y
nBojry. OBrMe CMO mOKa3aiu TBpDHeme 3amaTka.



Jpymreo maremaruuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AIJATAEKA - NT3EOPHO 3A MO

Ipyru nan

4. Axo je p = 2, mema mTa ma ce mokasyje, Te Heka je p>3. Ilpucernmo ce KOHAUHUX pPa3IUKA
nosuaoMa. ITosnato je na je (S)P(x)— (T)P(x—l)+<§)P(x—2)—~ S (=1)F (Z)P(a:—k) [IOJIMHOM
crenena tayno deg P — k, onHocHO Hysa moaumHoM kagna je k > deg P (0BO ce Jako mOka3syje
MHIYKIUjoM, HApaBHO). IIpuMernMo na m3 Tora ciemn na je Zﬁ;é(—l)k . (pgl)P(p —k)=0.
Axo cy cBe maBegnene ancoaytHe Bpennoctu 0, oHma je meo mogusoM 0, mTO je Kpaj mokasa.
IIpernocraBuMoO Ia Huje HyJa, Hero Heko ¢ # 0, e na je P(p— k) = |P(p — k)| - ar, = cay, vame
jear € {—-1,41}, ke {0,1,...p—1}.

Crora, c- (Zi;é(fl)k ag - (pgl)) =0 u ¢ oBG3upom ma je ¢ # 0 3akmyuyjeMo Oa u3pas
y szarpamu mopa 6utm 0. Ilocmarpahmo oBo mo momymy p. 3Hamo ma je (p;l) = (—-1)F
(mod p). Cuemu ma uspa3 y sarpamu mo momyry p mocraje Sb_pay - (—1)% = S0 ay,
(mod p). Mebyrum, rako je p > 3, oBa cyma Mopa Ouru HemapHa u gepusa ca p. Omnasue
mobujaMo ga je Zi;z‘) ay 6poj koju je = p (mod 2p), auau je Takobhe uzmebhy Gpojesa —p u p, na
jeay=a1 =---=ap_1 € {1,-1}. Y cBaroMm cayuajy ciaemu ga je P(1) = P(2) =--- = P(p),
Te je moamHOM P KOHCTaHTAaH.

Hamomena. [Tpumerumo na tBpheme HEje TaUHO Kaaa je y TUTAlky HOJUHOM CTEIEHA MAaHer
onn—1, roe je n > 3 npuponaH Opoj AebUB ca 2 UIKN 3, HA IPUMED.

5. Pemumo majupe mpobnem 3a p > 2. Iorasumo na je (p™ —p+ 1)!, =p» 1. Axo je a Hern
meo 6poj KOju HMje NEeJLUB Ca P O3HAUMMO Ca a ' HeroB W3Bep3 II0 MOIYIY p", IPHU UeMy
je 1<a™! < p". 3a csakm 6poj obmuka kp + 1, k € Z, Baxn ma je (kp+ 1)~ = Ip + 1,
3a meko [, 0 <1 < p" (ako je (kp+1)"! = Ip + s, 3a mexo 0 < s < p, OHZA OU BAKMUIO
plp" | (kp+1)(Ip+s)—1, re 6u p | s — 1, omarse je s = 1). Kako paszauuurum 6pojesuma u3
crkyma {1,p+1,2p+1,...,p" —p+ 1} ogrosapajy pasinuuTy UHBEP3U, TO BaKU

atp+n e+ . @ —p+ ) ={l,p+1,2p+1,...,p" —p+1}.

Orynma 6pojese m3 cryna S = {1,p+ 1,2p+ 1,...,p" — p+ 1} Momemo ymapuru Taro na
MPOM3BOJL y CBAKOM mapy, mo moxayiy p", Oyme jemmaxk 1. Ocraje HaMm ma BUAMMO KOjU CY
Epojesu u3 S camu cebu map. Axo 3a meko ¢ € S Baxku ¢ = ¢!, omma p" | (¢ — 1)(c+ 1),
e p" | ¢ — 1 (momro je ¢+ 1=, 1+ 1 #, 0, 36or p # 2), onocro ¢ = 1. Onasge je, 36or
ymapusama OpojeBa, 3amcra (p" —p + 1), =p» 1, ma moxxemo y3etu nma je t = p” —p + L.
IIpumerumo jom ma je

(p"—p—1)lp =pn (p—1)-2p—1)-...-(p" —p—1) =pn (=(p"—p+1))-(=(p"—2p+1))-...-(=(p+1)) =pn

= (1PN DYy = (0 - p 1)l = 1
Te MokeMoO y3etu u t = p" — p — 1. OBuM je KOMIIIETHPAH MOKa3 3a p > 2.
Cana pemasamo npobieM 3a p = 2. JIoka:KUMO UHAYKOU)OM Ha 3a n>3 Baku (2" — 1)l =on
1. 3a n = 3 HemocpenHOM TPOBEpOM moka3yjemo na je 7lo =g 1. Hera je tBpheme Tauno 3a
mero n, n>3. Tana je (2" —1)ly =gnt1 1 mam (2" — 1)y =gnt1 27 +1, Te je ((27 —1)15)2 =g 1.
3ato je
(27— 1)l Zgusr (27 — 1)ly - (=1)2"
unme je TBpheme (2" — 1)l =an 1, 3a 1 > 3, MOKA3aHO MHIYKIUjOM. 3aTO MOMKEMO Y3€TH
t = 2" — 1. lpyru moBomaH u300p 3a t 3aBUCU O TOTA OA JIU je (271_1 —1Dls =9n 1 unm

. (2” — 1)'2 =on+1 1,



(2771 — 1)l =9n 2771 4 1. Ilpu mpBOj MoryhuocT Moxemo yzeru t = 2"~ 1 — 1, a npu apyroj
t =271 41, momro je Tama (2" + 1)y =3n (2771 +1)% =on 1.

6. Osnaunmo mate myssm ca Dy, ..., D,2 1 1IOCTAaBUMO KOODAWHATHU CHCTEM y DABHU TAKO I
MeDy maTtum mqy:kuMa HeMa BEPTUKAJHUX, Tj. Ja TIpaBe KOje UX CaIp:Ke HUCY OPTOTOHAJHE
Ha r—ocy. ®urcupajmo Ha cBakoj my:xu D; tauxy T;, 1 <i< n?, tako ma cee Tauxe T},
1< i< n?, uMajy pasnmuunre r—EoopAnMHATE. Be3 yMamema ONIITOCTH, IPETIOCTABIMO Ia
cy Ti,...,T,2 mopebane y pacryhem moperky y OomHOCY HA X—KOODIAHATY.

3a cBaxo i, 1 < i< n?, ayx D; ”ckpaTuMo’ TakKo ma U JaJLe CAIDXEU Tauky 1; u Oa
Cy, IPUTOM, CBE LYKU IIO HapOBI/IMa MUCjYHKTHE Kala ce IpojerTyjy Ha x—ocy. O3naummo
ckpahene mysxu ca D), 1 <i<n? Ouurnenso, noBomHO je mokazatu TBpheme 3a ckpahene
LY KA.

C 063upoM ma cBe Oy:KM UMajy pas3nuuuT koedunujeHT mpasuna, no Epmpom-Cerepern
Teopemu, Hu3 ckpahiuux ayskm uMma uam pactyhn win onanajyhu (mo koedunmjenty npasna)

nonHu3 AyxuEe n. DBes ymamema ommTocTH, HeKa je To pactyhwu mommms Dy ,...,D; . 3a
cBako ¢, 1 <4 < n, mOCTABUMO Tauky S, Ha pacrojamy ¢ > 0 mcmonx tauke T,,. TBpaumo
Iia 3a TOBOJLHO MaJIo € mywxu Dy, ..., D(/;n OJIOKMPAa]jy BUABUBOCT CBAKe IBE TAUKe U3 CKyIa

{Sq; : 1 <i< n}. Baucra, ako dpuxcupamo 1 <i < j < n, He MOKE UCTOBPEMEHO Tauka 1,
OuTHM UCTOJ mpaBe Ha KOjoj je AyK D’ - u rauka Ty, GuTu ucmox mpase Ha Ko0joj je mywx D,
jep je maru6 D! wmamu onx Haruba D . Camum TI/IM jacHo je na Taure Sy, u Sg;, KOje cy
JOBOJLHO 6m/13y TauKAMA To, n Ty, HI/Icy meDhycobuo BuLUBE.



