IpymTBo Mmaremarnuapa Cpbouje
PEIMTEIHLA 3AJATAKA NPKABHOI' TAKMUNYEIHA 13 MATEMATURE

IIpBu pa3pen - B kareropuja

1. Osmauumo Gpojese ca x, = nv/2023 —n, 3a n € {1,2,...,2022} u ymopemumo cycemnue
6pojese ca Tabme. Ouxpenumo 3a koje 6pojese n € {1,2,...,2021} Bawku z,4+1 > x,. Nmamo:

Tpi1 > Tp < (n+1)4/2023 — (n + 1) > nv/2023 — n &

(n +1)%(2022 — n) > n?(2023 — n) &
& —n® 4 2020n% + 4043n + 2022 > —n® + 2023n? < 2022 —n > 3n(n — 1348). (1)

Ykouuko je n < 1348 mejennakoct (1) je 3an0Bo/beHA, OWTO je LeCHA CTPaHA HEIO3UTUBHA,
a seBa je mosuTmBHA. 3a n > 1349 Basm 3n(n — 1348) >3- 1349 -1 > 2022 > 2022 — n, Te
uvejennakoct (1) muje 3amoBomena. OBUM CMO yTBPIUIU 14 T < To < ... < L1348 < L1349 U
21349 > L1350 > ... > I2021 > T2022, T€ je HajBehI/I 6p0j 21349 = 1349\/@

2. KopumhemeMm kpurepujyma mesuBocTu ca 11 mmamo:

20ga...aa21 =13 (14+a+..+a+0)— 2+a+..+a+2) =1 8.
—— —— —_———
2020 1010 1010

Ca mpyre crpane, ako je x mpupomaH 6poj, ouma je r =11 0 wiu z =1 £1 wiu © =11 +2
Wi =1 £3 wim ¢ =11 £4 unmm @ =11 +5, na je 22 =11 0 win 22 =11 1 wm 22 =1, 4 uin
22 =11 9 unm 2% =1, 5 unm 2? =1, 3. Hakae, 6pojesu 20aa...aa 2]l u x? npu mememy ca 11

2020
[ajy pas3ianduTe OCTaTKe, Te He Mory outu mMeDyco6Ho jennaku. lakie, nudpa ca TpaskeHOM

0COOUHOM HE TOCTOjU.

3. Younmo sa nyxu OC tauky Y’ TaxBy ma je OY' = FX. Kako je AF = AO, FX=0Y"n
JAFX = 120° = <AOY’, to cy Ttpoyraosu AFX u AOY' nonynapru. Oryna je AX = AY u
IFAX = <OAY’, te je <XAY' = <X AO 4+ <OAY’' = <X AO + «FAX = <FAO = 60°. 3aTo
je tpoyrao X AY’ jemmakokpak ca yriom npu Bpry oz 60°, te je jemmakocrpanundan. Oryna
ce tauke Y/ u Y moxnamajy.
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Youumo taury Z' ma myxu OA taksy nma je OZ' = YC. Kako je Z/0O = YC, OB = BC
u <Z'OB = 60° = <YCB, tpoyraosu Z'OB u YCB cy nonynapuu. V3 oBe nomynapHOCTU
vvamo na je BZ' = BY u «<OBZ' = «CBY, te je <Y BZ' = «<YBO + <OBZ' = «YBO +
<CBY = 60°. Ogasue je Tpoyrao Y BZ' jenHakoKpaku TpOyrao ca yrioM Ipu Bpxy <Y BZ' =
60°, Te je jemmakoctpanmuan. OTyna ce Tauke Z' u Z HOKJalajy, Ia je Tadyka Z 3alUCTa Ha
nyxu OA.

4. Axko mopebamo nudpe y onanajyhu pemocaen 9876543210 uzbopom 3 on oBux 10 nudapa
nobujamo Hery mu¢ppy. Crora, mudpn nva (130) = 13?_'2—9'18 = 120. IHakne, y 120 moxrymaja
Mununa curypro orBapa Kodep.

5. (IPBO PEUIEILE) Us |z| - |1 — 2| = |z — 22| = 2]2? — 23| = 2|z|* - |1 — 2| cnequ ma je
wir x = 0w ¢ = 1 uam |z = %, Tj. T € {0,1,—%,%}. MebyTum, 3a = € {—%,%} Huje
3an0B0smero |v—122| = 3|2® —25|, ma oBo HUCY pemema cucTeMa, IOK ce TPOBEPOM yCIOCTABIbA
na pememe jecte x € {0,1}.

(IPYTO PELIEILE) Ako je m = [z—2?|, raza je [2? —2?| = 2| |2° -8 = 2w 20 —2| = &,
ma je

m=lz—a?| <|o? —2®|+[2® —af| + |20 — 2| =B + 2+ 2 =m,

T€ Ce Yy HABEIEHO] IIPUMEHN HEje THAKOCTHU TPOYTJIa HOCTUKE jeTHAKOCT, ONAKIE 3aKIbYdyjeMO
na meby 6pojeBuma x — 23,23 — 2% u 2® — 2 me mocrToje mBa KOju cy pasmmuuTOr 3HaKA.
MebyTmu, ako je x < 0, Tama je 2> — 2% < 0 u 2% — 2 > 0, nox, axo je z € (0,1), Tana je
x—23>0mu 2% —x < 0. Ca mgpyre crpane, ako je z € (1,00), nobujamo na je r — x> < 0 u
2% — 2 > 0, Te y oBuM ciyuajesuma Hema pemema. Ciemu na je pememe HaBeIEHOT CUCTEMA

x €{0,1}.



IpymTBo Mmaremarnuapa Cpbouje
PEIMTEIHLA 3AJATAKA NPKABHOI' TAKMUNYEIHA 13 MATEMATURE

Ipyru pa3pen - B kareropuja

1. U3 BueroBux $opMysTa MMaMO Ha je T1 + To = p U T1 - To = % Hame je x13 + 223 =
(214 22)® = 3w1a(z1 +32) =p* =3 -2 - p=p>—p=(p—1)p(p+1) € N. Axko je p=3, ouza je
(p—1)p(p+1)=2-3-4=24. Axo je p > 3 npoct 6poj, Tana jep=6k+1, macy p—1lup+1
Y3aCTOIHUA TapHU TPUPOTHU OPOjeBH, ma je jedaH On mUuX AebuB ca 4, a Ipyru mapaH, Te je
BUXOB IPOU3BOLI HehuB ca 4 -2 = 8. Mebyrtum, npousBon Tpu y3acTomHa TpUPOIHA Opoja
(p—Dp(p+1) je nemus u ca 3. Tume je nokazano na je 1>+ x2° = (p — 1)p(p + 1) nemuso
ca 8-3 =24.

2. KopumhemeM kpuTepujyma IebUBOCTUA Ca 7 UMAMO:
20 aa...aa 21 =7 a2l — aaa + aaa — aaa + ... — aaa + Oaa — 2 =7 19 =7 —2.
—
2022

Ca npyre crpade, ako je r mpuponaH 0poj, oHma je x =7 0 mm z =7 +1 wim x =7 +2
wmm r =7 +3, na je 2% =; 0 wim 23 =; +1 wm 2® =; +£1 wm 23 =; F1. Ilakmre, 6pojeBu
20aa...aq21 u x® mpu mememy ca 7 majy pasJUUUTe OCTATKe, Te He MOry ouTum mebhycobmO

2022
jennaku. Huppa ca TpameHOM 0COODMHOM HE IOCTOjU.

3. ObenexxuMmo marte KpyskHUIE penoM ca ka,kp u kc.

(a) Hekra ce kg u kp cery y Y # F. V3 retusnoctu uyersopoyriaosa AFYE u BDY F Basku
UFYE=nmn—an<DYF =n—-p. Cana je <DYE =21 —<DYF —<FYE=a+ =
m—. Mebyrum, uz <DCE + <DYE =7, cienn na je CEY D teruBaH, onakjie ciieIu
TBpbheme.

(6) Heka je X =Y. Ilpumerumo ciuenelie cauynocru:



e NABX ~ ANADF
<ABX = <ADF (uepudepujcku yrioBu HAI UCTUAM JIyKOM )
<(BAX = <DAF

e NAFC ~ AXEC (amasoruo Baske cimunoctu ABFC ~ AXDC u AAEB ~
AXFB)
JAFC = <XEC (cnemu uz <AFC + <AEX =7, <CEX + <AEX =)
JACF = <XCFE

e NABC ~ ADBF
<CAB = <F'DB (u3 AAEB ~ AXFB, cinemu <CAB = <FAB = <FXB, 1ok je
<FXB=<FDB, jep cy y nuramy YrJIOBUA HAJ UCTOM TETUBOM )
<ABC = <DBF.

[Morazahemo ma je AAXB ~ AEXD. Kaxro je <AXB = <FEXD, 1oBOBHO je OKa3aTU

4% = EX. Us AABX ~ AADF je HCIYE:eHO g_§ = 4. Us AAFC ~ AXEC pamn

4% = &%, ma je AF = EX - é% Te je Taza ﬁ = EX - 52%+. s AABC ~ ADBF
je UCIyHeHo % = gg, ma Je &= =FX- FB CX Konauno, uz AFBC ~ ADXC Baxn
FB = 8—)3(, na je g—§ = g§, TE Je ANAXB ~ AEXD. Cana umMaMo HU3 jeIHAKOCTU:

<IDCX <DEX = <X AB = <X AF, onakne, kxopucrehu canuaoct tpoyriaoBa ANAXF
u NCXD, cnemu <XFA = «XDC. Mebytum, <XDC = 7 — <XDB = «XFB =
m—<IXFA, na je <XFA =73, onakne je CF | AB u amanorso AD | BC u BE L CA,
mTo je m Tpebasio mokazaru.

Ca gpyre crpame, ako cy AD, BE u CF Bucune, tana je X OpPTOINEHTAp TPOYIJIa
AABC. Kaxo cy tpoyrnosu AEX u AFX npasoyrau ca xumorenysom AX, Baxku na
tauke A, F, X u F npunanajy jeaHO] KPYsKHUIM, T€ TO MOpa OUTU ONMUCAHA KPYKHUIA
oko NAFFE. Cauuno, kpysxkuune onucane oko ABDF u ANCED canpske tauky X, ma
ce Ta Tpu kpyra cexy y X. Harkme X =Y.

4. Owuurnemso z = 0 muje pememe jemsaumse xt + ax® + (b — 2)2? —az +1 = 0. 3aTo
je OHA eKBMBAJIEHTHA Ca jeTHAUMHOM KOja ce mobuja NesbemeM IMOJa3He Ca :1:2, OJHOCHO ca

jemHaYMHOM

1 1
x +—+a(:v——)+b—2—0

YBobemem cmene y = x — %, Hocnenma jexHaunHa mocraje y2 + 2 + ay + b — 2 = 0, ogHOCHO
y?+ay+b = 0. U3 ycnosa 3a1aTKa IO3HATO je [a OBA jeIHAUMHA MMa [BA PEaHA U PA3IAINTA,
pemema. ObGenexxuMo ux ca y; u y2. JenHaunna T — % = 1| eKBUBAJICHTHA je ca r° —yx—1 =
0, * # 0. Kako je IucKpUMWHAHTHA TOCJIeIHe jeqHaunMHe jemHaxa y2 +4 > 0 u kako x = 0
HUje BeHO pemene, OHA MMa ABA pPeajiHa W PA3JIUYNTa pemema. AHAJIOTHO U jeTHAUYNHA
T — % = Yo UMa IBA PeaJHa U PA3JIUUUTA Pelema. Y KOJIUKO Ou jemam Te uctu O6poj x 6uo
pelewme U jeTHAYNHE T — % = Y1 ¥ jeqHauuHEe T — % = Yo, BAXKUJIIO OU Y1 = Yo, IITO HUjE
cmmuaj. V3 cBera HaBemeHOT 3aK/bYUyjeMO Na IOCMATpPaHA jeNHAYMHA MMa YEeTUPHU peallHa

u MmehycoOHO pasianuura peuema.

5. Ilomemumo smu maTu TPOyrao Ha N’ jeIMHMYHUX TPOYTIIOBa, MOOUjaMO MPEXKY y KOjOj
je TadHo % TPOYIJIOBA Ca BPXOBMMAa OKPEHYyTHM Ha rope. Ha30BMMO TakBe TpOyrioBe
ycupasauMm. Ocrane hemo HaszBatu obopenuM. [Ipeunuk onmcaHOr Kpyra CBaKOI Ol yCIpa-
BHUX TPOYIJIOBA j€ %, ITO je Mame 01 V2, Tj. Ox AujaroHase KBaIpaTa KOja IpPeICTaBiba
Bpx MmyBapure. [Ipema Tome, yKONMMKO Ou ce ABe MyBe HAJA3UIE Yy MUCTOM ONUCAHOM KPYTY
HEKOI' OJ] OBUX YCIPABHUX TPOYIJIOBa, BuxXx 6 Mumopan MOrao yKJIOHUTH jeTHUM yIOaPIEM,
jep Mo:Ke Ia UX yJIapu II0 AWjaroHau KBaapaTa Bpxa MyBapule (Koja je DTOBOJHO HyTradka).
Crora je HOBOJBHO nma JOKA:KEMO Ia OBM OINMCAHU KPYTOBU IPEKPUBAjy IO DATU TPOYTao,
jep he Trama mo luprxeoBOM NPUHOUIY IIOCTOjaTy OapeM jemaH y KOMe ce HaJsiaze bapem

IBE MYyBE€.



Jacuo je ma cBaku on Kpyrosa npekpuBa npunagajyhu ycnpasau Tpoyrao. IIlto ce obopenux
TPOYIJIOBA TUYE, CBAKU O BBUX j€ OKPY/KEH Ca TAYHO TPU yCIPaBHA U, IPUTOM, ONUCAHU
KPYTOBU Ta TPU CyCeIHA TPOYyIJa CaAP:KEe IEeHTAp MOCMATPAHOr OOOPEHOr, OJAaKIEe je jacHO
U Ia YHUja oBa TPpU Kpyra mpekpuBa Taj obopenu tpoyrao. lleo Besuku Tpoyrao je, makie,
IPEeKPUBEH OBUM KPYTOBHMA, IITO CMO U XTEIU Oa JOKAKEMO.



IpymTBo Mmaremarnuapa Cpbouje
PEIMTEIHLA 3AJATAKA NPKABHOI' TAKMUNYEIHA 13 MATEMATURE

Tpehu pa3pen - B kareropuja

-2 _1 C
73 = 7- Ca apyre

= % Kaxko je 2y € (0,7), a tg2y > 0, To

SIS

, Te je tgz = 3. Omasze je tg(% —x) =
2tgy  _ 2(5V2-17)
1-tg?y — 1—(5v2-7)2

je m 2y omrap yrao. Ilakme, TaHT€HCH OMTPUX YTJIOBa 5 — T U 2y Cy jeIHAKW, OJAKJIE Cy U

1. Jlako Hama3uMo ma je cosT =

cTpaHe mMaMo na je u tg2y =

. . — ——1
caMu YIJIOBU j€IHAKU. 3aTO je 7’431 =4i—== =2.

2. TTocmarpajmo nupavuge SABC u SA’B'C’ kao ma cy uMm ocHOBe, penoM, Tpoyriaosu SAB
u SA'B’, a sBpxosu, penom, C u C’. Heka je H Bucuna mupamune SABC usz C, a h Bucuna
nupamune SA'B'C' uz C'. U3 CJII/I‘IHOCTI/I npaBoyrnmx TPOyTJOBa KojuMa cy xunorenyse SC’
u SC, a xarere h u H, umamo na je 5 = . Hera je ¢ = <ASB. Cana je

VSA’B/C’ M h SA/ . SB/ . singp - SA/ SB/ SO/

Vsapc  LsazH — 0 SA.SB-snp  SA SB SC’

Te Ha OCHOBY HEjeTHAKOCTU M3MeDy apuUTMeTUUKe U FeOMeTpI/IjCKe cpenuvHe, y3 KOpumheme

’ ’ 7’ !
IIOJIA3HOT yCJIOBA, UMaMO 1 = % + % + SS >3¢ % . % - 2=, Onasgme je % < 21—7,

mTo je u Tpebaso JoKa3aTu.

3. Tlomro je ax >0 m 4* —3% >0, cnemm na jea >0wmwx >0. 3aa >0,z >0maxr #1
jemHaunHA je eKBUBAJIEHTHA Ca jeJHAYUHOM

1
logax (3x + 41) = (logax 72 + 1Ogaz (41 - 3x)) + g 1Ogaz 23(m*1),

N | =

OIOHOCHO

log,, (3% 4+ 4%) = log,, 7 + log,, V4* — 3% + log,, 2~ *.

W3 oBe jennaumne nobrjamMo jeqHaUYnHY
37447 =721 /4T — 37,

KpanpupameM u mejbemeM IOCIeIme jenHaunne ca 32% nobuja ce jemsaumsa

4 2x 4 x
45(=) —57(=) —4=0.
5<3> 57<3) 0
4

YBobemem cmene t = (g)m > 0n pemaBa}beM KBagpaTrHe jemHaumse 4512 — 57t — 4 = 0,
nobujamo ma je t = % (pememe t = —ﬁ HUje mo3uTuBHO). [lakie, jenuHo pemene je x =1 u

nobuja ce mox ycuaoBoM ax # 1, mro 3uauu xa je a € (0, +o00) \ {1}.

4. (a) 3a mBe TeTuBe ca KpajeBUMa y NATUM TAUYKaMa KOjeé MMajy TAUHO jeAHY 3ajeIHUYKY
TAYKy UMaMO IBA Pa3JIUYUTa caydaja: 1° ma ce Ceky y HEKOj O maTuxX Tadaka uiaum 2° ma ce
CEeKy y YHYTPAIIHOCTH KPYTa.
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) = 55 (o mpeocramux 11 Tauaka Gupamo IBe), Ia YKYIHO MMa (12) . (121) =

1° Taury y KOjOj ce ceky MoxkeMO omabpaTu HA ( ) = 12 HaymHa, & Opyra IOBa Kpaja OBUX

T€TrBa Ha (121

12 - 55 = 660 TakBuUX TEeTUBA.
2° Kama omabepemo 4 Tauke oI CBUX (;) = 6 mpaBux kKoje one oapebyjy, camo ce nujaronase
CEeKy y YHYTPAIIBOCTU KPyra, [a CTOra TPAKEHUX TETUBA y OBOM CJIyYajy UMa KOJIUKO U

u3bopa 4 Ttauke on 12, mMTO MOKEMO ypaauTU HA (142) = % = 495 HavyuHAa.

YKyIHO mapoBa TETUBA KOje Ce CeKy y jemHoj tauku mma 660 + 495 = 1155.
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(6) Cnojumo cBaky ox 12 rauara ca caemehom ma kpy:xaunu. Ha Taj Hauun mobujamo 12-
TOyrao. ¥ cCJIOB za ce ca 00e CTpaHe CBake IIpaBe, Ha KOjO] JIEKU HEKa CTPaHUIA n3abpaHor
Tpoyria, Haja3u OapeM jemHa O4 MPEOCTAJUX TAYaKa je eKBUBAJEHTAH ca TUM 12 je CBa-
Ka CTpaHuia u3abpaHor TpOyria, 3alpaBo, AWjaroHaja HOBOyBeneHmor 12-toyria. Crora,
3aJaTak NeMo pemuTH Tako mTO NeMo Ox YKyIHOI Opoja CBUX TPOYIJIOBA OLY3€TH OpOj
OHUX KOjU MMAajy OBe CTPAHUIE KOje CY YyjenHo u crpanute 12-toyria, kKao u 6POj OHUX KOjU
nuMajy TAYHO jemHy CTPAHWIY Koja je, Takobhe, M cTpaHuia moMeHyTor 12-toyriaa. Y Kyman
Opoj CBUX TPOYIJIOBA je (132) = % = 220. TpoyraoBa kKoju MMajy OBE CTpPAHUIE KOje Cy
u cTpaHuie 12-Toyria mMa OHOJMKO KOJIMKO U TeMeHa 12-Toyriia, jep Cy Te OBE CTPAaHUIE
cycenue y 12-toyray m y mornyHocTu cy onpebene m3bopom jemHor on temeHa 12-toyria.
Iakne, yrkynan 6poj moMmeHyTux Tpoyriosa je 12. Korauyno, TpoyrioBa KOju mMajy Tad-
HO jeIHY CTPAHUIy KOja je yjemHO M cTpaHumna l2-toyria mMa (112) . (f) =12-8 =96, jep
Ha (112) HAUMHA MOKeMO u3abpaTu jenHy cTpanuny l12-rtoyria, IOk Ha ()
MO m3abpaTu IpeocTaso TeMe TOr Tpoyria. [lakine, ykynarn Opoj TpaskeHUX TPOYIJIOBA je

220 — 12 — 96 = 112.

Ha4YMHa MOMKEe-

5. Ako je ckym Ha Tabuu CKyI CBUX IEJUJIAIA HEKOT Opoja &, OHOa 3a CBAKO IMPOCTO P > X,
ako je Munucap 3amucano 6poj xp, ce He Ou HUTU jenaH OPOj HEBUB Ca P MOTao0 MOjaBUTHU
Ha Tabau 300T CBOje BeauuuHe, Tj. BpeaHOCTHU, Te Ou, 3amcra, Muamcas HAIUCAO CaMO CBe
IeJINoIE On T.

Ca mpyre crpane, HEKa je  HajMambU 3a)j€AHUYKU CAAP/KAJAIl CBUX OpOjeBa 3alMCaHUX Ha
tabau. C 063upoM ma 3anmucanu OpojeBu Ha Tabau HUCY CBU MOTYNU Oeamoiuy HeKor onpebe-
HOT IpUpOIHOT Opoja, Tana x Mopa na mneau n. Mebhyrum, 6poj T, cBakako, HUje HAMMCAH HA



tabuan (ma je Ha tabuau, oHma 6u Ha Tabam Ounu Gam cBu genwonu G6poja x). Crora, 3EAMO
na je n < x?, tako ma axo Ausekca ma ckym {1,2,---,2%}, Mumucasmes 6poj ce curypHo
HaJIa3U YHYTap IHEra.



IpymTBo Mmaremarnuapa Cpbouje
PEIMTEIHLA 3AJATAKA NPKABHOI' TAKMUNYEIHA 13 MATEMATURE

Yerspru paspen - B kareropuja

1. Kopucrehu pexyperrtny penamnujy nobmjamo na je 3a cBaxo k € N ucnymeno ay = ag—1 +
4k—1)+3=ar2+4k—-2)+4k-1)+2-3=...=a1 +4(1+24+---+k—-1)+(k—1)-3=
2k(k—1)+3(k—1) = (2k+3)(k—1). Ca gpyre cTpane, ako GPOJUIIAI ¥ UMEHUIIAI TIOIEITUMO
ca M W IPUMETUMO 14 je

m Y% gy \/<2k+ 5) (k:— 1) = k2,
n—-+oo n n—-+4oo n n

nobuhieMo ma je TpaskeHa IDAHUYHA BPEAHOCT jeqHAKA

1424224422022 322023 _7) 3

1+4+42+.”+42022 42023_1 _22023+1

2. Heka je a = OA, b=0B, ¢=0C, d=0D, e=0F u f = OF. llocmarpajmo pasau 7
KOja Caap:Ku mpase p u ¢ (TakBa paBaH IOCTOJU MOWITO CE€ IpaBe P U ¢ CeKy). Ilpecek paBHu
T u chepe je Hera kpyxkuuna k. Taure A, B,C u D npunanajy ki, ma 13 DOTEHIVje TAUKe
O ua ki umamo ma je a-b = c¢-d. AHAJONHO NPETXOOHOM 3akibydyjeMo na je a-b = e - f,
npu uemy A, B, F u F npunanajy kpyskuumu ko. Onasae 3axkibydejeMo Ia Ce eJeMEHTU CKYIIa
{1,5,15,17,51, 2}, 3a mero x > 0 (me obase3no pazmmunro ox 1,5,15,17 u 51), Mmory momesurn
y Tpu mapa Tako na Cy Ipon3Boau 6pojeBa y mapoBuma MehycoOHO jennaru. JemHocTaBHOM
aHAJIM30M 3aKbydyjeMo Oa je To jemuHo moryhe y caydajy 5-51 = 15.17 = 1-2. Onasne
je x = 255, Te je jemHa TeruBa Kpy:kHUIE ki miau ko nyxkuse 1+ 255 = 256, Te je mpedHUK
Heke on mux bap 256. Kako je mpeuHuk Te KpysKHUIE HE BeNU O MPEUYHUKA BEJIUKOT KPyTa,
nobujaMo ma je momynpedwuk cdepe He mamu on 128. Ilokakmmo na je moryhe mocrtuhu na
monynpeunuk 6yzne Gam jemmak 128. Heka je AB npeunur kpyskuune k, tako na je AB = 256.
Ha ny:xm AB yoummo taury O takBy na je AO = 1. KoHcTpynmmmMo, y paBHU Kpy:KHULE K,
KPY»KHULY w ca meHTpoM y Ttadku O, nynynpeunuka 5. Kako je 1 < 5 < 255, To ce KpysKHULE
k u w cery. Heka je jemna muxosa npeceuna tauka C. [Ipasa CO ceue k'y D, D # C.
W3 morennuje Ttauke O y ommocy Ha k mobujamo ma je OD = 51. AHajlorHO NTETXOIHOM
KOHCTpywHIeMo u Tauke F u F.

3. U3 npBe jemmaumne rpynucameM pobujamo na je a(b+2) —b =58, tj. (a —1)(b+ 2) = 56.
AHAJIOTHOM TPUMEHOM CIUYHUX TPAHCOOPMAIHIja y OCTAINM jeHIadyrHaMa H00MjaMo CUCTEM

(a—1)(b+2) = 55
(b+2)(c+4) = 308
(c+4)(d—6) = T7.

W3 nocaenme jemnauuae mMmamo na je BpenHocT ¢ + 4 jemmaka 1,7,11 mau 77. IlpBu cayuaj,
kaza je ¢ +4 = 1, Huje pememe 300r yciaoBa na je ¢ upuponaH 6poj. pyra moryhsoct je
na je c+4 =17, onakie je ¢ = 3, Te, crora, u3 Apyre jenHauduse, nobujamo na je b = 2, Tj.
a—1= e mro Huje Moryhe. CiamyHO, 3aMEHOM y IIpeocTaJie jeqHAUYNHE U3 IPEeOCTaIa IBa
caydaja mobujamMo pemrema

(a,b,c,d) € {(3,26,7,13), (15,2,73,7)}.

4. HyMmepummmo ceaumita y ¢cBakoM pexy on 1 mo 6 u pemose on 1 mo n. Tanma je MuHuUMaJIHO
BpeMe NOTpPebHO IyTHUKY ca j-TuM cemumreM y i-toM pexny (mmcahemo (i,7)) ma mobe ma



cBoje MecTo (O[] CEKyHIe HEIOCPeNHO Ipe HEero MmTO 3aKkopaud y aBUOH) jemHako ¢ + 1 +
[13.5 = 4|] (i+1 3a cemmmra no nponasa, i+ 2 3a OHa y CpeNUHU U i+ 3 38 OHA IO IPO30pa).
IIpernocraBuMo ma Taj My THUK 3aKOpadu y aBUoOH y (t+1)-0j CeKyHAM O IOYETKA YKPIABAbA.
Tana ce yKpuaBame CBAKAKO He MO:Ke 3aBpmuTh 3a Mame on t+ (i + 14 ||3.5—j|]) cekyman.
IIpuroM, nocienwmy MyTHUK MOMKE 3aKOPAYUTH ¥ aBUOH HajpaHuje y 6n-1oj cekyHmu (ako cy
npe \mera MyTHANU yJIa3Win CBake CeKyHme), nok je i > 1 u [|3.5 — j|] > 0, ma ce ykpuasame
He MOske obasutu 3a Mame on (6n—1)+1+14+0=06n+1 cekynau.

Horaxumo na je moryhe obasutu ra 3a 6n + 1 cekyHmy. AKO je penocien yKpIAaBama
nytauka cuenehu: (n,1),(n—1,1),...,(2,1),(1,1), (n,2),...,(1,2), (n,3), ..., (1,3), (n,6), ..., (1,6),
(n,5),...,(1,5), (n,4),...,(1,4), Bumumo ma je Bpeme ykpnasama ymupaso 6n + 1 jep he mpso
n IyTHUKA Ca IPBUM CEAUINTEM y CBAKOM peny mohm no oaroeapajyher pema m omMax Io-
TOM 3aKOPAYUTH y IE0 3a CEeIeHme Yy CBAKOM pelny, ma he Oury cirobomaH mpoJsas aa y TOM
TPEHYTKY KpeHe Apyra rpymna ox n synu. Ha kpajy he y mecroj rpynu cBako nohwu mo cBor
pena y 6n-toj cekynnu u y (6n + 1)-o0j hie cBu onu cectu Ha cBOje mecto, npusonehiu Tume
YKpIlaBame KPajy.

5. (TIPBO PEIIIEHE) Ako je n<0, tana je 7" —3"<0, na jennaunna HeMa pememna. Jlakie,
n Mopa 6utu npuponan 6poj. Ako je m < 0, jenHaumHa je ekBuBajseHTHa ca 27 P (7" —3") =
p?, ma Mopa 6utu p = 2 u 7" — 3" = 1, WTO HeMa pememe y CKyIy OPUPOTHUX Opojesa.
Sarmyuyjemo na mopa 6utu m € NU {0}. Jacuo je ma 3a p = 3 u p = 7 jenHauuna Hema
pemema. Y HacTaBKy hemMo pa3marpaTtu mapHoct 6poja m. Ako je n Hemapan 6poj, Tana,
uz 7" =30 =4(T L+ 7234 4 7.3 2 + 377, zakmyuyjemo ma tauso 22 memm 7" — 37
(47 —3", ama 847" —3", jep je 7" 14+ 7""2.34+...+7-3""2 4+ 3" genapno), e 22 rauno
menu u p? - 2P, Yronuko je p = 2, orga je mp = 0, omgocso m = 0. Tana je 7" — 3" =4, na
je omatie n =1 (3a n > 2 ce nako nora3dyje ma je 7" > 3" +4). Yroauko je p # 2, Tana je

2
mp = 2, OOHOCHO M = —, ITO HUje 1eo 6poj. Axko je n mapau Opoj, Taxa je n = 2ng, ng € N.
p

n —

[Mokaxumo ma je m mp mapan 6poj. Iomro je p?> =1 (mod 3) m 7" —3" =1 (mod 3), To Mopa
6utu 2P = 1 (mod 3), omakne caemu ma mp mMopa Outu mapHO. AKO je a = p- 2mP/2 | pana
je jenmaumHa eKBUBaJeHTHA ca 720 — 3270 = g2 ommocHO (7™ — a)(7" +a) = 3"°. IomTo Cy
7" —aq u 7™ + g y3ajaMHO mpocTu, TO Mopa outu 7" —a =1 u 7" 4+ g = 3"°. Cabupamem
NPEeTXONHUX jenHaumHa mobujamo 2 - 770 = 1+ 3™, Te aHAJIM3OM UCTE IO MOAYILY 3 BUIAMO
a MOoCJemha jeJHAUNHA HEMa pelllelha y CKyIy NTpUupoaaux opojesa. Jlakie, jenuHo pememe
nare jemnauuue je (n,m,p) = (1,0,2).

(IPYTO PEIIEHIE) Ako je n<0, tana je 7" —3" <0, na jemnauuna Hema pemrema. Jlakie,
n Mopa 6utu npuponan 6poj. Ako je m < 0, jenHaumHa je ekBuBaseHTHa ca 2~ P (7" —3") =
p?, ma Mopa 6utu p = 2 u 7" — 3" = 1, WTO HeMa peleme y CKyIy OPUPOTHUX Opojesa.
Sarmyuyjemo na mopa 6utu m € NU {0}. Jacuo je ma 3a p = 3 u p = 7 jenHauuna Hema
pelmema.

Axo je p =2, Tama je 4-2?m =70 — 3" = 4T 4723+ + 737243771 Axo
je m =0, tama je n = 1, ma (n,m,p) = (1,0,2) ucnymasa ycaose marte jemaaumne. AKO
jem >0, ogma, w3 2°™ =71 47 2.3 4 ... 47.3"2 43" chuenm nma n Mopa OuTH
mapan 6poj (22™ je jemmako cymu n HemapuUX Gpojesa). Hera je n = 2ng, ng € N. Tana je
22+2m — (7m0 _3no) (7m0 -370), Ago je 70 —3"0 = 2k1 g 7m0 £ 310 = 2k2 (pre je ky +ky = 242m),
oHIa, cabupameM OBUX jeaHaumHa, mobujamo 2 - 770 = 2k 4 ok2 — oki(2k2=k1 4 1) onakie je
k1 =1, Te je 7" — 3" =2, mro je memoryhe.

3a p # 2, 36or maproctu, mopa 6butu m > 0. Haname hemo pasmarparum mapHOCT
6poja n. 3a memapro n je 7"l 4+ 7""2.3 4 ...+ 7.3"2 4 37! genmapmo, na 6poj mp
Mopa Outu jemHak 2, mTo je mHemoryhe. Ako je n mapuo, tama je n = 2ng, ng € N u Bamxkn
(7m0 — 3no) (7m0 4 30) = p? . 2™P. Kako je p mpoct 6poj, pasimrosahemo cienehe cayuajese:
1°p| 7™ —3m0 i p| 7% +3™: Tanma p|2-3", na je p € {2,3}, mro cmo Beh pasmoTpuim.
2° p? | 7m0 — 3™0: Tama moctoju k € Ny Takas na je 7m0 — 370 = p2.2F g 7m0 4 3no = gmp—k,
Cabupamem oBe nBe jemHaumae nobujamo 2 - 770 = p? - 2k 4 2mp*k, omakie je k = 1 nnm



mp—k=1. Bamp—k=1 je 7" 43" =2 mro je uemoryhe, a 3a k =1 umamo na 4 neau
7m0 — 3™ amm me menu p? - 2%, mro je, Taxkobe, memoryhe.

3° p? | 770 + 3"0: Tama mocroju k € Ny takas ma je 770 4 30 = p2 .2k y 7no — 3no = gmp—Fk,
CabupameM oBe aBe jemmaumue mobumjamo 2 - 7% = p? .28 4 2mP=k  onakne je k = 1 wam
mp—k=1. 3amp—k =1 je 7" + 3" = 2 mro je memoryhe. Axo je k = 1, onna je
7m0 — 370 = 2P~y kako Baku mp — 1 > 2, CINYHO KAO U y CIyYajy 3a p = 2, 3aKLYUyjeMO
na je To jemmuo moryhe 3a ng = 1. Mebhyrum, rana 6u Mmopaso na Baxku u nga je 7+ 3 = 2.p?,
mTo Huje moryhe.



