
Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA DRЖAVNOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Prvi razred - B kategorija

1. Oznaqimo brojeve sa xn = n
√
2023− n, za n ∈ {1, 2, ..., 2022} i uporedimo susedne

brojeve sa table. Odredimo za koje brojeve n ∈ {1, 2, ..., 2021} vaжi xn+1 > xn. Imamo:

xn+1 > xn ⇔ (n+ 1)
√

2023− (n+ 1) > n
√
2023− n ⇔

(n+ 1)2(2022− n) > n2(2023− n) ⇔
⇔ −n3 + 2020n2 + 4043n+ 2022 > −n3 + 2023n2 ⇔ 2022− n > 3n(n− 1348). (1)

Ukoliko je n6 1348 nejednakost (1) je zadovoǉena, poxto je desna strana nepozitivna,
a leva je pozitivna. Za n > 1349 vaжi 3n(n − 1348) > 3 · 1349 · 1 > 2022 > 2022 − n, te
nejednakost (1) nije zadovoǉena. Ovim smo utvrdili da x1 < x2 < ... < x1348 < x1349 i
x1349 > x1350 > ... > x2021 > x2022, te je najve�i broj x1349 = 1349

√
674.

2. Korix�eǌem kriterijuma deǉivosti sa 11 imamo:

20 aa...aa
︸ ︷︷ ︸

2020

21 ≡11 (1 + a+ ...+ a
︸ ︷︷ ︸

1010

+0)− (2 + a+ ...+ a
︸ ︷︷ ︸

1010

+2) ≡11 8.

Sa druge strane, ako je x prirodan broj, onda je x ≡11 0 ili x ≡11 ±1 ili x ≡11 ±2
ili x ≡11 ±3 ili x ≡11 ±4 ili x ≡11 ±5, pa je x2 ≡11 0 ili x2 ≡11 1 ili x2 ≡11 4 ili
x2 ≡11 9 ili x2 ≡11 5 ili x2 ≡11 3. Dakle, brojevi 20 aa...aa

︸ ︷︷ ︸

2020

21 i x2 pri deǉeǌu sa 11

daju razliqite ostatke, te ne mogu biti me�usobno jednaki. Dakle, cifra sa traжenom
osobinom ne postoji.

3. Uoqimo na duжi OC taqku Y ′ takvu da je OY ′ = FX. Kako je AF = AO, FX = OY ′ i
∢AFX = 120◦ = ∢AOY ′, to su trouglovi AFX i AOY ′ podudarni. Otuda je AX = AY i
∢FAX = ∢OAY ′, te je ∢XAY ′ = ∢XAO + ∢OAY ′ = ∢XAO + ∢FAX = ∢FAO = 60◦. Zato
je trougao XAY ′ jednakokrak sa uglom pri vrgu od 60◦, te je jednakostraniqan. Otuda
se taqke Y ′ i Y poklapaju.



Uoqimo taqku Z ′ na duжi OA takvu da je OZ ′ = Y C. Kako je Z ′O = Y C, OB = BC

i ∢Z ′OB = 60◦ = ∢Y CB, trouglovi Z ′OB i Y CB su podudarni. Iz ove podudarnosti
imamo da je BZ ′ = BY i ∢OBZ ′ = ∢CBY, te je ∢Y BZ ′ = ∢Y BO + ∢OBZ ′ = ∢Y BO +
∢CBY = 60◦. Odavde je trougao Y BZ ′ jednakokraki trougao sa uglom pri vrhu ∢Y BZ ′ =
60◦, te je jednakostraniqan. Otuda se taqke Z ′ i Z poklapaju, pa je taqka Z zaista na
duжi OA.

4. Ako pore�amo cifre u opadaju�i redosled 9876543210 izborom 3 od ovih 10 cifara
dobijamo neku xifru. Stoga, xifri ima

(
10
3

)
= 10·9·8

3·2·1 = 120. Dakle, u 120 pokuxaja
Milica sigurno otvara kofer.

5. (PRVO REXEǋE) Iz |x| · |1 − x| = |x − x2| = 2|x2 − x3| = 2|x|2 · |1 − x| sledi da je
ili x = 0 ili x = 1 ili |x| = 1

2 , tj. x ∈ {0, 1,− 1
2 ,

1
2}. Me�utim, za x ∈ {− 1

2 ,
1
2} nije

zadovoǉeno |x−x2| = 3|x3−x6|, pa ovo nisu rexeǌa sistema, dok se proverom uspostavǉa
da rexeǌe jeste x ∈ {0, 1}.
(DRUGO REXEǋE) Ako je m = |x−x2|, tada je |x2−x3| = m

2 , |x3−x6| = m
3 i |x6−x| = m

6 ,
pa je

m = |x− x2| 6 |x2 − x3|+ |x3 − x6|+ |x6 − x| = m
2 + m

3 + m
6 = m,

te se u navedenoj primeni nejednakosti trougla dostiжe jednakost, odakle zakǉuqujemo
da me�u brojevima x − x3, x3 − x6 i x6 − x ne postoje dva koji su razliqitog znaka.
Me�utim, ako je x < 0, tada je x3 − x6 < 0 i x6 − x > 0, dok, ako je x ∈ (0, 1), tada je
x − x3 > 0 i x6 − x < 0. Sa druge strane, ako je x ∈ (1,∞), dobijamo da je x − x3 < 0 i
x6 − x > 0, te u ovim sluqajevima nema rexeǌa. Sledi da je rexeǌe navedenog sistema
x ∈ {0, 1}.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA DRЖAVNOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Drugi razred - B kategorija

1. Iz Vietovih formula imamo da je x1 + x2 = p i x1 · x2 = 1
3 . Daǉe je x1

3 + x2
3 =

(x1 + x2)
3 − 3x1x2(x1 + x2) = p3 − 3 · 1

3 · p = p3 − p = (p− 1)p(p+1) ∈ N. Ako je p = 3, onda je
(p− 1)p(p+1) = 2 · 3 · 4 = 24. Ako je p > 3 prost broj, tada je p = 6k± 1, pa su p− 1 i p+1
uzastopni parni prirodni brojevi, pa je jedan od ǌih deǉiv sa 4, a drugi paran, te je
ǌihov proizvod deǉiv sa 4 · 2 = 8. Me�utim, proizvod tri uzastopna prirodna broja
(p− 1)p(p+ 1) je deǉiv i sa 3. Time je pokazano da je x1

3 + x2
3 = (p− 1)p(p+ 1) deǉivo

sa 8 · 3 = 24.

2. Korix�eǌem kriterijuma deǉivosti sa 7 imamo:

20 aa...aa
︸ ︷︷ ︸

2022

21 ≡7 a21− aaa+ aaa− aaa+ ...− aaa+ 0aa− 2 ≡7 19 ≡7 −2.

Sa druge strane, ako je x prirodan broj, onda je x ≡7 0 ili x ≡7 ±1 ili x ≡7 ±2
ili x ≡7 ±3, pa je x3 ≡7 0 ili x3 ≡7 ±1 ili x3 ≡7 ±1 ili x3 ≡7 ∓1. Dakle, brojevi
20 aa...aa

︸ ︷︷ ︸

2022

21 i x3 pri deǉeǌu sa 7 daju razliqite ostatke, te ne mogu biti me�usobno

jednaki. Cifra sa traжenom osobinom ne postoji.

3. Obeleжimo date kruжnice redom sa kA, kB i kC .

(a) Neka se kA i kB seku u Y 6= F . Iz tetivnosti qetvorouglova AFY E i BDY F vaжi
∢FY E = π − α i ∢DY F = π − β. Sada je ∢DY E = 2π − ∢DY F − ∢FY E = α + β =
π − γ. Me�utim, iz ∢DCE +∢DYE = π, sledi da je CEY D tetivan, odakle sledi
tvr�eǌe.

(b) Neka je X ≡ Y . Primetimo slede�e sliqnosti:



• △ABX ∼ △ADF

∢ABX = ∢ADF (periferijski uglovi nad istim lukom)
∢BAX = ∢DAF

• △AFC ∼ △XEC (analogno vaжe sliqnosti △BFC ∼ △XDC i △AEB ∼
△XFB)
∢AFC = ∢XEC (sledi iz ∢AFC + ∢AEX = π, ∢CEX + ∢AEX = π)
∢ACF = ∢XCE

• △ABC ∼ △DBF

∢CAB = ∢FDB (iz △AEB ∼ △XFB, sledi ∢CAB = ∢EAB = ∢FXB, dok je
∢FXB = ∢FDB, jer su u pitaǌu uglovi nad istom tetivom)
∢ABC = ∢DBF .

Pokaza�emo da je △AXB ∼ △EXD. Kako je ∢AXB = ∢EXD, dovoǉno je pokazati
AX
BX = EX

DX . Iz △ABX ∼ △ADF je ispuǌeno AX
BX = AF

DF . Iz △AFC ∼ △XEC vaжi
AF
EX = AC

CX , pa je AF = EX · AC
CX , te je tada AX

BX = EX · AC
DF ·CX . Iz △ABC ∼ △DBF

je ispuǌeno AC
DF = CB

FB , pa je AX
BX = EX · CB

FB·CX . Konaqno, iz △FBC ∼ △DXC vaжi
FB
DX = CB

CX , pa je AX
BX = EX

DX , te je △AXB ∼ △EXD. Sada imamo niz jednakosti:
∢DCX = ∢DEX = ∢XAB = ∢XAF , odakle, koriste�i sliqnost trouglova △AXF

i △CXD, sledi ∢XFA = ∢XDC. Me�utim, ∢XDC = π − ∢XDB = ∢XFB =
π−∢XFA, pa je ∢XFA = π

2 , odakle je CF ⊥ AB i analogno AD ⊥ BC i BE ⊥ CA,
xto je i trebalo pokazati.

Sa druge strane, ako su AD, BE i CF visine, tada je X ortocentar trougla
△ABC. Kako su trouglovi AEX i AFX pravougli sa hipotenuzom AX, vaжi da
taqke A,F,X i E pripadaju jednoj kruжnici, te to mora biti opisana kruжnica
oko △AFE. Sliqno, kruжnice opisane oko △BDF i △CED sadrжe taqku X, pa
se ta tri kruga seku u X. Dakle X ≡ Y .

4. Oqigledno x = 0 nije rexeǌe jednaqine x4 + ax3 + (b − 2)x2 − ax + 1 = 0. Zato
je ona ekvivalentna sa jednaqinom koja se dobija deǉeǌem polazne sa x2, odnosno sa
jednaqinom

x2 +
1

x2
+ a(x− 1

x
) + b− 2 = 0.

Uvo�eǌem smene y = x − 1
x , posledǌa jednaqina postaje y2 + 2 + ay + b − 2 = 0, odnosno

y2+ay+b = 0. Iz uslova zadatka poznato je da ova jednaqina ima dva realna i razliqita
rexeǌa. Obeleжimo ih sa y1 i y2. Jednaqina x− 1

x = y1 ekvivalentna je sa x2−y1x−1 =
0, x 6= 0. Kako je diskriminantna posledǌe jednaqine jednaka y21 + 4 > 0 i kako x = 0
nije ǌeno rexeǌe, ona ima dva realna i razliqita rexeǌa. Analogno i jednaqina
x − 1

x = y2 ima dva realna i razliqita rexeǌa. Ukoliko bi jedan te isti broj x bio
rexeǌe i jednaqine x − 1

x = y1 i jednaqine x − 1
x = y2, vaжilo bi y1 = y2, xto nije

sliqaj. Iz svega navedenog zakǉuqujemo da posmatrana jednaqina ima qetiri realna
i me�usobno razliqita rexeǌa.

5. Podelimo li dati trougao na n2 jediniqnih trouglova, dobijamo mreжu u kojoj

je taqno n(n+1)
2 trouglova sa vrhovima okrenutim na gore. Nazovimo takve trouglove

uspravnim. Ostale �emo nazvati oborenim. Preqnik opisanog kruga svakog od uspra-

vnih trouglova je 2
√
3

3 , xto je maǌe od
√
2, tj. od dijagonale kvadrata koja predstavǉa

vrh muvarice. Prema tome, ukoliko bi se dve muve nalazile u istom opisanom krugu
nekog od ovih uspravnih trouglova, ǌih bi Milorad mogao ukloniti jednim udarcem,
jer moжe da ih udari po dijagonali kvadrata vrha muvarice (koja je dovoǉno dugaqka).
Stoga je dovoǉno da dokaжemo da ovi opisani krugovi prekrivaju ceo dati trougao,
jer �e tada po Dirihleovom principu postojati barem jedan u kome se nalaze barem
dve muve.



Jasno je da svaki od krugova prekriva pripadaju�i uspravni trougao. Xto se oborenih
trouglova tiqe, svaki od ǌih je okruжen sa taqno tri uspravna i, pritom, opisani
krugovi ta tri susedna trougla sadrжe centar posmatranog oborenog, odakle je jasno
i da unija ova tri kruga prekriva taj oboreni trougao. Ceo veliki trougao je, dakle,
prekriven ovim krugovima, xto smo i hteli da dokaжemo.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA DRЖAVNOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Tre�i razred - B kategorija

1. Lako nalazimo da je cosx = 4
5 , te je tg x = 3

4 . Odavde je tg(π4 − x) =
1− 3

4

1+ 3

4

= 1
7 . Sa druge

strane imamo da je i tg 2y = 2 tg y
1−tg2 y = 2(5

√
2−7)

1−(5
√
2−7)2

= 1
7 . Kako je 2y ∈ (0, π), a tg 2y > 0, to

je i 2y oxtar ugao. Dakle, tangensi oxtrih uglova π
4 − x i 2y su jednaki, odakle su i

sami uglovi jednaki. Zato je π−4x
4y =

π

4
−x

y = 2.

2. Posmatrajmo piramide SABC i SA′B′C′ kao da su im osnove, redom, trouglovi SAB

i SA′B′, a vrhovi, redom, C i C′. Neka je H visina piramide SABC iz C, a h visina
piramide SA′B′C′ iz C′. Iz sliqnosti pravouglih trouglova kojima su hipotenuze SC′

i SC, a katete h i H, imamo da je h
H = SC′

SC . Neka je ϕ = ∢ASB. Sada je

VSA′B′C′

VSABC
=

P
SA′B′ ·h

3
PSAB ·H

3

=
h

H
· SA

′ · SB′ · sinϕ
SA · SB · sinϕ =

SA′

SA
· SB

′

SB
· SC

′

SC
,

te na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine, uz korix�eǌe

polaznog uslova, imamo 1 = SA′

SA + SB′

SB + SC′

SC > 3 3

√
SA′

SA · SB′

SB · SC′

SC . Odavde je VSA′B′C′

VSABC
6

1
27 ,

xto je i trebalo dokazati.

3. Poxto je ax > 0 i 4x − 3x > 0, sledi da je a > 0 i x > 0. Za a > 0, x > 0 i ax 6= 1
jednaqina je ekvivalentna sa jednaqinom

logax (3
x + 4x) =

1

2

(
logax 7

2 + logax (4
x − 3x)

)
+

1

3
logax 2

3(x−1),

odnosno
logax (3

x + 4x) = logax 7 + logax
√
4x − 3x + logax 2

x−1.

Iz ove jednaqine dobijamo jednaqinu

3x + 4x = 7 · 2x−1
√
4x − 3x.

Kvadriraǌem i deǉeǌem posledǌe jednaqine sa 32x dobija se jednaqina

45

(
4

3

)2x

− 57

(
4

3

)x

− 4 = 0.

Uvo�eǌem smene t =
(
4
3

)x
> 0 i rexavaǌem kvadratne jednaqine 45t2 − 57t − 4 = 0,

dobijamo da je t = 4
3 (rexeǌe t = − 1

15 nije pozitivno). Dakle, jedino rexeǌe je x = 1 i
dobija se pod uslovom ax 6= 1, xto znaqi da je a ∈ (0, +∞) \ {1}.
4. (a) Za dve tetive sa krajevima u datim taqkama koje imaju taqno jednu zajedniqku
taqku imamo dva razliqita sluqaja: 1◦ da se seku u nekoj od datih taqaka ili 2◦ da se
seku u unutraxǌosti kruga.



A1

A6

A11

A2

A7

A12

A3

A8

A4

A9

A5

A10

︷ ︸︸ ︷

(
11

2

)

(
12

1

)
A1

A6

A11

A2

A7

A12

A3

A8

A4

A9

A5

A10

(

12

4

)

1◦ Taqku u kojoj se seku moжemo odabrati na
(
12
1

)
= 12 naqina, a druga dva kraja ovih

tetiva na
(
11
2

)
= 55 (od preostalih 11 taqaka biramo dve), pa ukupno ima

(
12
1

)
·
(
11
2

)
=

12 · 55 = 660 takvih tetiva.
2◦ Kada odaberemo 4 taqke od svih

(
4
2

)
= 6 pravih koje one odre�uju, samo se dijagonale

seku u unutraxǌosti kruga, pa stoga traжenih tetiva u ovom sluqaju ima koliko i
izbora 4 taqke od 12, xto moжemo uraditi na

(
12
4

)
= 12·11·10·9

4·3·2·1 = 495 naqina.

Ukupno parova tetiva koje se seku u jednoj taqki ima 660 + 495 = 1155.

A1

A6

A11

A2

A7

A12

A3

A8

A4

A9

A5

A10

A1

A6

A11

A2

A7

A12

A3

A8

A4

A9

A5

A10

A1

A6

A11

A2

A7

A12

A3

A8

A4

A9

A5

A10

(b) Spojimo svaku od 12 taqaka sa slede�om na kruжnici. Na taj naqin dobijamo 12-
tougao. Uslov da se sa obe strane svake prave, na kojoj leжi neka stranica izabranog
trougla, nalazi barem jedna od preostalih taqaka je ekvivalentan sa tim da je sva-
ka stranica izabranog trougla, zapravo, dijagonala novouvedenog 12-tougla. Stoga,
zadatak �emo rexiti tako xto �emo od ukupnog broja svih trouglova oduzeti broj
onih koji imaju dve stranice koje su ujedno i stranice 12-tougla, kao i broj onih koji
imaju taqno jednu stranicu koja je, tako�e, i stranica pomenutog 12-tougla. Ukupan
broj svih trouglova je

(
12
3

)
= 12·11·10

3·2·1 = 220. Trouglova koji imaju dve stranice koje su
i stranice 12-tougla ima onoliko koliko i temena 12-tougla, jer su te dve stranice
susedne u 12-touglu i u potpunosti su odre�ene izborom jednog od temena 12-tougla.
Dakle, ukupan broj pomenutih trouglova je 12. Konaqno, trouglova koji imaju taq-
no jednu stranicu koja je ujedno i stranica 12-tougla ima

(
12
1

)
·
(
8
1

)
= 12 · 8 = 96, jer

na
(
12
1

)
naqina moжemo izabrati jednu stranicu 12-tougla, dok na

(
8
1

)
naqina moжe-

mo izabrati preostalo teme tog trougla. Dakle, ukupan broj traжenih trouglova je
220− 12− 96 = 112.

5. Ako je skup na tabli skup svih delilaca nekog broja x, onda za svako prosto p > x,
ako je Milisav zamislio broj xp, se ne bi niti jedan broj deǉiv sa p mogao pojaviti
na tabli zbog svoje veliqine, tj. vrednosti, te bi, zaista, Milisav napisao samo sve
delioce od x.
Sa druge strane, neka je x najmaǌi zajedniqki sadrжalac svih brojeva zapisanih na
tabli. S obzirom da zapisani brojevi na tabli nisu svi mogu�i delioci nekog odre�e-
nog prirodnog broja, tada x mora da deli n. Me�utim, broj x, svakako, nije napisan na



tabli (da je na tabli, onda bi na tabli bili bax svi delioci broja x). Stoga, znamo
da je n < x2, tako da ako Aleksa da skup {1, 2, · · · , x2}, Milisavǉev broj se sigurno
nalazi unutar ǌega.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA DRЖAVNOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Qetvrti razred - B kategorija

1. Koriste�i rekurentnu relaciju dobijamo da je za svako k ∈ N ispuǌeno ak = ak−1 +
4(k − 1) + 3 =ak−2 + 4(k − 2) + 4(k − 1) + 2 · 3 = . . . = a1 + 4(1 + 2 + · · ·+ k − 1) + (k − 1) · 3 =
2k(k− 1)+ 3(k− 1) = (2k+3)(k− 1). Sa druge strane, ako brojilac i imenilac podelimo
sa n i primetimo da je

lim
n→+∞

√
akn

n
= lim

n→+∞

√
(

2k +
3

n

)(

k − 1

n

)

= k
√
2,

dobi�emo da je traжena graniqna vrednost jednaka

1 + 4 + 42 + · · ·+ 42022

1 + 2 + 22 + · · ·+ 22022
=

42023 − 1

3(22023 − 1)
=

22023 + 1

3
.

2. Neka je a = OA, b = OB, c = OC, d = OD, e = OE i f = OF. Posmatrajmo ravan π

koja sadrжi prave p i q (takva ravan postoji poxto se prave p i q seku). Presek ravni
π i sfere je neka kruжnica k1. Taqke A,B,C i D pripadaju k1, pa iz potencije taqke
O na k1 imamo da je a · b = c · d. Analogno prethodnom zakǉuqujemo da je a · b = e · f,
pri qemu A,B,E i F pripadaju kruжnici k2. Odavde zakǉuqejemo da se elementi skupa
{1, 5, 15, 17, 51, x}, za neko x > 0 (ne obavezno razliqito od 1,5,15,17 i 51), mogu podeliti
u tri para tako da su proizvodi brojeva u parovima me�usobno jednaki. Jednostavnom
analizom zakǉuqujemo da je to jedino mogu�e u sluqaju 5 · 51 = 15 · 17 = 1 · x. Odavde
je x = 255, te je jedna tetiva kruжnice k1 ili k2 duжine 1 + 255 = 256, te je preqnik
neke od ǌih bar 256. Kako je preqnik te kruжnice ne ve�i od preqnika velikog kruga,
dobijamo da je polupreqik sfere ne maǌi od 128. Dokaжimo da je mogu�e posti�i da
polupreqnik bude bax jednak 128. Neka je AB preqnik kruжnice k, tako da je AB = 256.
Na duжi AB uoqimo taqku O takvu da je AO = 1. Konstruiximo, u ravni kruжnice k,
kruжnicu w sa centrom u taqki O, pulupreqnika 5. Kako je 1 < 5 < 255, to se kruжnice
k i w seku. Neka je jedna ǌihova preseqna taqka C. Prava CO seqe k u D, D 6= C.

Iz potencije taqke O u odnosu na k dobijamo da je OD = 51. Analogno ptethodnom
konstruixemo i taqke E i F.

3. Iz prve jednaqine grupisaǌem dobijamo da je a(b+ 2)− b = 58, tj. (a− 1)(b+ 2) = 56.
Analognom primenom sliqnih transformacija u ostalim jendaqinama dobijamo sistem

(a− 1)(b+ 2) = 55

(b + 2)(c+ 4) = 308

(c+ 4)(d− 6) = 77.

Iz posledǌe jednaqine imamo da je vrednost c+ 4 jednaka 1, 7, 11 ili 77. Prvi sluqaj,
kada je c + 4 = 1, nije rexeǌe zbog uslova da je c prirodan broj. Druga mogu�nost je
da je c + 4 = 7, odakle je c = 3, te, stoga, iz druge jednaqine, dobijamo da je b = 2, tj.

a− 1 =
14

11
, xto nije mogu�e. Sliqno, zamenom u preostale jednaqine iz preostala dva

sluqaja dobijamo rexeǌa

(a, b, c, d) ∈ {(3, 26, 7, 13), (15, 2, 73, 7)}.

4. Numeriximo sedixta u svakom redu od 1 do 6 i redove od 1 do n. Tada je minimalno
vreme potrebno putniku sa j-tim sedixtem u i-tom redu (pisa�emo (i, j)) da do�e na



svoje mesto (od sekunde neposredno pre nego xto zakoraqi u avion) jednako i + 1 +
⌊|3.5− j|⌋ (i+1 za sedixta do prolaza, i+2 za ona u sredini i i+3 za ona do prozora).
Pretpostavimo da taj putnik zakoraqi u avion u (t+1)-oj sekundi od poqetka ukrcavaǌa.
Tada se ukrcavaǌe svakako ne moжe zavrxiti za maǌe od t+(i+1+ ⌊|3.5− j|⌋) sekundi.
Pritom, posledǌi putnik moжe zakoraqiti u avion najranije u 6n-toj sekundi (ako su
pre ǌega putnici ulazili svake sekunde), dok je i> 1 i ⌊|3.5− j|⌋> 0, pa se ukrcavaǌe
ne moжe obaviti za maǌe od (6n− 1) + 1 + 1 + 0 = 6n+ 1 sekundi.

Dokaжimo da je mogu�e obaviti ga za 6n + 1 sekundu. Ako je redosled ukrcavaǌa
putnika slede�i: (n, 1), (n−1, 1), ..., (2, 1), (1, 1), (n, 2), ..., (1, 2), (n, 3), ..., (1, 3), (n, 6), ..., (1, 6),
(n, 5), ..., (1, 5), (n, 4), ..., (1, 4), vidimo da je vreme ukrcavaǌa upravo 6n + 1 jer �e prvo
n putnika sa prvim sedixtem u svakom redu do�i do odgovaraju�eg reda i odmah po-
tom zakoraqiti u deo za sedeǌe u svakom redu, pa �e biti slobodan prolaz da u tom
trenutku krene druga grupa od n ǉudi. Na kraju �e u xestoj grupi svako do�i do svog
reda u 6n-toj sekundi i u (6n+ 1)-oj �e svi oni sesti na svoje mesto, privode�i time
ukrcavaǌe kraju.

5. (PRVO REXEǋE) Ako je n60, tada je 7n−3n60, pa jednaqina nema rexeǌa. Dakle,
n mora biti prirodan broj. Ako je m < 0, jednaqina je ekvivalentna sa 2−mp(7n− 3n) =
p2, pa mora biti p = 2 i 7n − 3n = 1, xto nema rexeǌe u skupu prirodnih brojeva.
Zakǉuqujemo da mora biti m ∈ N ∪ {0}. Jasno je da za p = 3 i p = 7 jednaqina nema
rexeǌa. U nastavku �emo razmatrati parnost broja n. Ako je n neparan broj, tada,
iz 7n − 3n = 4(7n−1 +7n−2 · 3 + · · ·+ 7 · 3n−2 + 3n−1), zakǉuqujemo da taqno 22 deli 7n − 3n

(4 | 7n− 3n, ali 8 ∤ 7n− 3n, jer je 7n−1+7n−2 · 3+ · · ·+7 · 3n−2 +3n−1 neparno), te 22 taqno
deli i p2 · 2mp. Ukoliko je p = 2, onda je mp = 0, odnosno m = 0. Tada je 7n − 3n = 4, pa
je odatle n = 1 (za n > 2 se lako pokazuje da je 7n > 3n + 4). Ukoliko je p 6= 2, tada je

mp = 2, odnosno m =
2

p
, xto nije ceo broj. Ako je n paran broj, tada je n = 2n0, n0 ∈ N.

Pokaжimo da je i mp paran broj. Poxto je p2 ≡ 1 (mod 3) i 7n−3n ≡ 1 (mod 3), to mora
biti 2mp ≡ 1 (mod 3), odakle sledi da mp mora biti parno. Ako je a = p · 2mp/2, tada
je jednaqina ekvivalentna sa 72n0 − 32n0 = a2, odnosno (7n0 − a)(7n0 + a) = 3n0. Poxto su
7n0 − a i 7n0 + a uzajamno prosti, to mora biti 7n0 − a = 1 i 7n0 + a = 3n0. Sabiraǌem
prethodnih jednaqina dobijamo 2 · 7n0 = 1 + 3n0, te analizom iste po modulu 3 vidimo
da posledǌa jednaqina nema rexeǌa u skupu prirodnih brojeva. Dakle, jedino rexeǌe
date jednaqine je (n,m, p) = (1, 0, 2).
(DRUGO REXEǋE) Ako je n60, tada je 7n−3n60, pa jednaqina nema rexeǌa. Dakle,
n mora biti prirodan broj. Ako je m < 0, jednaqina je ekvivalentna sa 2−mp(7n− 3n) =
p2, pa mora biti p = 2 i 7n − 3n = 1, xto nema rexeǌe u skupu prirodnih brojeva.
Zakǉuqujemo da mora biti m ∈ N ∪ {0}. Jasno je da za p = 3 i p = 7 jednaqina nema
rexeǌa.

Ako je p = 2, tada je 4 · 22m = 7n − 3n = 4(7n−1 + 7n−2 · 3 + · · · + 7 · 3n−2 + 3n−1). Ako
je m = 0, tada je n = 1, pa (n,m, p) = (1, 0, 2) ispuǌava uslove date jednaqine. Ako
je m > 0, onda, iz 22m = 7n−1 + 7n−2 · 3 + · · · + 7 · 3n−2 + 3n−1, sledi da n mora biti
paran broj (22m je jednako sumi n neparnih brojeva). Neka je n = 2n0, n0 ∈ N. Tada je
22+2m = (7n0−3n0)(7n0+3n0). Ako je 7n0−3n0 = 2k1 i 7n0+3n0 = 2k2 (gde je k1+k2 = 2+2m),
onda, sabiraǌem ovih jednaqina, dobijamo 2 · 7n0 = 2k1 + 2k2 = 2k1(2k2−k1 + 1), odakle je
k1 = 1, te je 7n0 − 3n0 = 2, xto je nemogu�e.

Za p 6= 2, zbog parnosti, mora biti m > 0. Nadaǉe �emo razmatrati parnost
broja n. Za neparno n je 7n−1 + 7n−2 · 3 + · · · + 7 · 3n−2 + 3n−1 neparno, pa broj mp

mora biti jednak 2, xto je nemogu�e. Ako je n parno, tada je n = 2n0, n0 ∈ N i vaжi
(7n0 − 3n0)(7n0 + 3n0) = p2 · 2mp. Kako je p prost broj, razlikova�emo slede�e sluqajeve:
1◦ p | 7n0 − 3n0 i p | 7n0 + 3n0 : Tada p | 2 · 3n0, pa je p ∈ {2, 3}, xto smo ve� razmotrili.
2◦ p2 | 7n0 − 3n0: Tada postoji k ∈ N0 takav da je 7n0 − 3n0 = p2 · 2k i 7n0 + 3n0 = 2mp−k.
Sabiraǌem ove dve jednaqine dobijamo 2 · 7n0 = p2 · 2k + 2mp−k, odakle je k = 1 ili



mp− k = 1. Za mp− k = 1 je 7n0 + 3n0 = 2, xto je nemogu�e, a za k = 1 imamo da 4 deli
7n0 − 3n0, ali ne deli p2 · 2k, xto je, tako�e, nemogu�e.
3◦ p2 | 7n0 + 3n0: Tada postoji k ∈ N0 takav da je 7n0 + 3n0 = p2 · 2k i 7n0 − 3n0 = 2mp−k.
Sabiraǌem ove dve jednaqine dobijamo 2 · 7n0 = p2 · 2k + 2mp−k, odakle je k = 1 ili
mp − k = 1. Za mp − k = 1 je 7n0 + 3n0 = 2, xto je nemogu�e. Ako je k = 1, onda je
7n0 − 3n0 = 2mp−1 i kako vaжi mp− 1> 2, sliqno kao i u sluqaju za p = 2, zakǉuqujemo
da je to jedino mogu�e za n0 = 1. Me�utim, tada bi moralo da vaжi i da je 7+3 = 2 ·p2,
xto nije mogu�e.


