MuHucrapcrBo npocsete Peny6nuke Cpbumje
OPYLUTBO MATEMATU4YAPA CPBUJE

p,p)KaBHO TaKMMNyemwe N3 matemMaTnke yyeHMKa OCHOBHUX WKOJ1a

13.05.2023.

VI paspep
1. Peww jegHaunHy:
72 71
20:0,01-12x 148

2. KoHctpyuwun Tpoyrao ABC umju je obum 14 cm, a mepe pfBa
YHyTpaLlkba yrna 52°30'n 67° 30

3. Oppegnm cBe TpoundppeHe NpupoaHe 6pojeBe Koju MMajy 0cobrHy aa
ako MM ce 6uno Koje gBe uudpe 3ameHe ca 6uno Koje nBe
npowv3BosbHe undpe (npeoctana undpa 6poja ocTtaje Ha CBOM MecTy)
Tako pobujeHn Tpoundpern 6poj Huje fgemms ca 113.

4. Y jegHakokpakom Tpoyrny ABC (AC = BC) mepa yrna npm Bpxy je 108°.
Heka je E Tauka npeceka cumetpane yrna BAC n ctpanuue BC. Ako je
pyx CD BucnHa Koja oaroapa 0CHOBULM OBOT TPOYria, AOKaxu Aa je
AE=2(D.

5. Heka cy n — 1 mn + 1 npoctn 6pojesn n n > 18 (ne N). lokaxu aa
noctoju 6apem 8 pa3nnumTux NpPUpPoAHMX 6pojeBa Koju Cy aennoum
6poja n.

CBaku 3apaTak ce 6oayje ca no 20 6ogoB.a.
M3papa 3apaTaka Tpaje 180 MuHyTa.
Peluere cBaKor 3afiaTka KpPaTKo 1 jacHO 06pasnoXxuTu.

Vil paspep
2 41
1. 2023.—2023 21023 _2,023:0,0001+1
20:0,01-1=x 148
3
1035 20230 +1 2000-2x =148 (4 60pal
2023 202? = 148+ [6 60opoBa]l 3
200013 4 22000148
20232221 x=1389 [4 6opoBa]l
2023 _ 20231
2000— 1% x 148
202311 _ 20231 [6 6opoBal
2000 — 15X 148

2. Heka je pat Tpoyrao ABCy kome je 4BAC=a=52°30"n 4ABC=f =
67° 30". Npoayxumo ctpaHuly AB npeko Tauke A fo A, 1 npeko Tauke B
[0 By Tako pa je AA, = ACwn BB, = BC. Taga je pyxuHa pyxu A:B; jegHaka
obumy Tpoyrna ABC u jepHaka je 14 cm [3 6opal. Tpoyrnosu AAC n BiBC
Cy jefHakokpaku ca ocHoBuuama A:;C n B;C n cnomawwbum yrnosuma

Kog TemeHa npm Bpxy a u 3, na je 4AA,C = %a =26° 15" (4eTBpTMHa yrna

of 105°) [3 6opmal. AHanorHo je n £BB,C = %[3 =33°45' (yeTBpTHHA yrNa

o 135°) [3 6opal. TemeHa A 1 B Hanase ce Ha cumeTpanama CTpaHuua
A:C n B:C jep cy Tpoyrnosmu A;AC n B:BC jegHakokpakm [3 6opa]. Caga
MOXeMO KOHCTpyucaTu Tpoyrao ABC:

- Ha npown3BosbHOj NpaBoj p HaHeceMo pacTtojarbe of 14 cm ymme cMo
oapeannu Tauke A n By;

- ¥ Taukn A, HaHecemo yrao of 26° 15 [2 6opal;

- ¥ Taukun B; HaHecemo yrao og 33° 45’ [2 6opal;

- Y npeceKky KpakoBa HaHeLlLeHX yrioBa Koju Cy BaH Npase p Hanasu ce
Tauka G

- ¥ npeceky cumeTpane gyxu A;C n npase p sobujamo Teme A [2 6oaal;

- ¥ npeceky cumeTpane gyxu B:C u npase p pobujamo Teme B [2 6opal.



A As %B B
Ko

3. CBu TpoumndpeHnu 6pojesn gerwnen ca 113 cy: 113, 226, 339, 452, 565,
678, 791 n 904 [2 60opmal. Kop oBux 6pojeBa Ha MeCHOj BpefHOCTU
CTOTVHa He nojaBibyje ce camo uudpa 8 (undpy 0 He pasmaTpamo NOLITO
pobujeHn 6poj Tpeba pa 6yme TpouudpeH) [2 6omal. Ha mecHO]
BPeLHOCTM ieceTurLa ce He nojaBibyjy Lndpe 4 1 8 [2 6opaal, a Ha MeCHOj
BPeLHOCTM jeMHMLA ce He nojaBibyjy undpe 0 n 7 [2 6ogal. TpaxkeHu
6pojeBM OHAA Ha CBAKOj MECHOj BPeAHOCTV MOpajy umaTh baw undpe
Koje ce He nojassbyjy y 6bpojeBuma agesbusum ca 113 jep 3ameHom 6mno
Koje aBe undpe yBek he umatn jegHy uudpy Koja ce He jaB/ba Kop
6pojeBa pemwuBux ca 113. [lakne, TpaxeHu 6pojesu cy 840, 847, 830 u
887 [cBakM TauyHO HanmucaH 6poj mo 3 6opma. 3a CBakuM NOrpeLHo
oapeheH 6poj ogysetn no 2 6oaa. YkynaH 6poj 6ogoBa He Moxe 6UTK
HeraTuBaH).

4. Heka je CDNAE ={0}. Kako je 4ACB =108°, cnegu fa je 4ABC = 4CAB
=36° na je 4£CAE = 18°. Opasae cneam pa je 4AEC = 54°. Kako je BUCUHA
CD v cumeTtpana yrna ACB, cnegu pa je 40CE = 54°, na je Tpoyrao OCE
jeaHakokpaku (OC = OF) [5 6opoBa). Heka je ayx DF cpeatba nuHmja
Tpoyrna ABE (Fe AE). Tapa je DF || BE, na je £0DF = £0FD = 54°. Cnepm
Aa je n Tpoyrao OFD jepHakokpaku, na je OF = OD [5 6oposal. Caga je
CD = OC + OD = OE + OF = EF [5 6opoBa]. Kako je DF cpeptba nvHuja
Tpoyrna ABE, Tauka F je cpeguwTte ctpaHuue AE, na je AE = 2EF. [lakne,
AE=2CD[5 6opoBal.
C

5. Kako je n + 1 npoct Befi og 19, To je OH HenapaH, na je n napaH 6poj
[2 60pa]. Takohe je jemaH op Tpu y3actonHa 6pojan—1,nun+ 1 gemnns
ca 3,nakakocy n-1wnn+1npoctuBehfinog 3,70 3| n[3 6opal.

1) AKo n uma joll HeKn NpoCT aenunay p pasnuuut of 2 1 3, oHJa cy
HeKun of fenvoua 6poja n n 6pojesu 1, 2, 3, 6, p, 2p, 3p v 6p, Tj. N ©Ma
6ap 8 penunnaua [7 6ogoBal.

2) Ako n Hema apyrux genunaua ocum 2 u 3, oHfa je n=293%raecyanb
npupogHn 6pojesn [1 60pa]. bpoj nenvnnaua osor 6poja je (a + 1)(b + 1)
[1 60pa]. OH je marbm of 8 camo y ciyyajesuma (a, b) €{(1, 1), (2, 1), (1, 2)}
[4 60pa]. Ho, y cBa Tpu cnyyaja je n < 18 (y nutamy cy 6pojeBu 6, 12 n
18) [2 60opal. lakne, 1y oBoM ciiyyajy n nma 6ap 8 pennnaua.
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VIl paspep

1. M3pauyHaj BpegHOCT n3pasa:
100

T—=n+n” =’ +.+n"®-n" +
1+n

ako je n=1370.

2. Y ckyny uenux 6pojesa peLun jegHaumHy
X*—-xy+2x-3y=6.

3. Heka je patr ckyn M = {1, 2, 3, .., 2023}. Konuko uma TpounaHux
MoACKynoBa CKyna M Kop Kojux je jefaH enemeHT jeaHak 36upy gpyra
aBa?

4. Hajkpaha gnjaroHana npaBunHor gBaHaectoyrna AjA; ... A je oyxu-
He V6—~/3 cm. M3pauyHaj noBpiumnHy netoyrna AiAuAsAsAs.

5. Y yetBopoyrny ABCD pnjaroHane AC n BD cy mehycobHo HopmanHe un
ceky ce y Taukm S. O3Haummo ca M, N, P n Q nogHoxja Hopmana 13
Tauke SHa AB, BC, CD n DA, pepom. [lokaxu fa Baxu:

LI B B

SM*  SP* SN* SQ°

CBaku 3apaTak ce 6oayje ca no 20 6og0Ba.
M3papa 3apaTtaka Tpaje 180 MuHyTa.
Peluere cBaKor 3afiaTka KpPaTKo M jacHO 06pasnoXuTu.

Vil paspep
1. CBakMm unaH uM3pasa MOXKEMO 3anucati Kao pasfiomMak uuju je
nmenunay, 1+ n. Kako je

T+n n+n*> , n’+n’ w NnN°+n®
1: , h= , N = PR ’
1+n 1+n 1+n 1+n
TO je
100
T-n+n*—n’ +.+n"® —n* + —=
1+n
T+n—n—-n"+n"+n’—n’—n*+..—n” —n'® +n'®
= [1060p0Ba].
1+n
HakoH ckpahvBama CynpoTHMX MOHOMa 3ak/byuyjeMo Aa je BpegHOCT
1 o
n3pasza —, 7j. —— [10 6opoBal.
B EVA

2. [laTa jegHaumHa je eKBMBaNeHTHa ca x> + 2x — 6 = xy + 3y, Tj.
X+ 2x-6=y(x+3).
Kako x = -3 Huje pewwerbe, oOmjamo Ja je

2
y=XTX"0 +2X=6_, - 3 6 6ono08Bal.
X+3 X+3

Kakox,y €Z,70 (x+3) | 3[260pal, nax+3 € {-3,-1,1, 3}, 7j. xe {-6,
-4, -2, 0} [mo 2 6opa 3a cBaKko TauyHo oapeheHo x], na cy pewema (X, y)
e{(-6, -6), (-4, -2), (-2, -6), (0, -2)} [mo 1 604 33 CBAaKN TayHO
onpeheHn nap].

3. TpaxkeHn TpounaHm NOACKynoBu gartor ckyna M cy obnuka {a, b, a + b}.
be3s ymametrba onwITOCTM MOXKEMO NPETNoCTaBUTH Ja je
1<a<b<a+b<2023.
I HayuH. Cnepn pa je 2a < a + b < 2023, ogHOCHO 2a < 2022, pakne a €
{1,2,3,..,1010, 1011} [2 60ogal. 3a dukcupaHo a, b moxe pa bype a + 1,
a+2,..,2023 -a, [2 6opa] pakne 3a jeaHo GuKcMpaHo a noctoju (2023
—a)-(a+1)+1=2023 - 2a paznuuntnx moryhHocTu 3a b [5 6ogoBal.
3aK/byyyjemo Aa je ykynaH 6poj TpakeHnx NofCcKynoBa
(2023-2-1)+(2023-2-2)+ (2023 -2-3) +..+(2023-2-1011) =
[6 60p0Bal
=1011-2023-2-(1+2+3+..+1011)
=1011-2023-1011-1012=1011%[5 6opoBal = 1022121.



Il HayuH. Kako cy Hajmatrbe BpeaHOCTV 3a a 1 b jegHake 1 1 2, To BaXu Aa
a+be {3,4,5,..,2022, 2023}, ogHoCHO MOXe Aa MMa 2021 pasnuuuty
BpeaHocT [2 6opal.

Ako je n HenapaH 6poj, Taga op 6pojeBa 1, 2, .., n — 1 Moxemo
Hanpasutn (n — 1) : 2 napoBa pa3nuunTnx OpojeBa unju je 36up n [1
6opnl.

CnuuHo, ako je n napaH 6poj, Taga og 6pojesa 1, 2, .., n — 1 Moxemo
Hanpasuth (n — 2) : 2 napoBa pa3nuunTrx bpojesa uuju je 36up n [1
6op).

Y ob6a cnyyaja rpynuwemo HajMarbu 1 Hajgehu 6poj HM3a, HAKOH Tora
Hajmaru 1 Hajsehu of npeocTanux 6pojeBa, UTA.

Mocmatpajyhun 6pojese og 3 ao 2023 3akbyuyjeMo aa:

- 6pojeBe 3 1 4 MOXeMO NpeacTaBUTM Ha 1 HauMH Kao 36Mp ABa Matba
pasnuumuTa 6poja;

- bpojeBe 5 1 6 MOXXemMO NpefCTaBUTU Ha 2 HaUMHA Kao 30Mp ABa Matba
pa3nnumuTta 6poja;

- 6pojeBe 2021 1 2022 moxemo npefctaBut Ha 1010 HauMHa Kao 36up
ABa Matba pa3nunynTa 6poja;
- 6poj 2023 moxkemo npeactaBuT Ha 1011 HauMHa Kao 36up ABa Marba
pasnuuuta 6poja [5 6omoBa 3a CBe MPaBWIHO W3HETE NPETXOAHE
3aK/byuke].
[akne, ykynaH 6poj Tpa)keHMX NOACKYMNOBa je:
2-(1+2+3+..+1010)+ 1011 [6 60opoBa] =
=1010-1011+ 1011
=10112[5 6opgoBa] = 1022121.

4. Heka je O ueHTap onucaHe KpyXHuue ABaHaectoyrna. LleHTpanHu
yrao npaBWiHOr ABaHaectoyrna jeaHak je 30°. Tpoyrao A0A; je
jeflHaKOKpaK, a KaKo je HeroB yrao npu Bpxy jeaHak 60° To je gy»KuHa
Hajkpahe gujaroHane (A:A;) jeaHaka NonynpeyHrKy onucaHe KpyxHuLe
r.[3 6opal.

lMoBpLMHa TpaXkeHOr NeToyrna jefHaka je 30mpy NoBpLUKMHa TpU Tpoyrnia
W jedHor gentomaa Tj.

P(A1A4AsAsAs) = P(A1A40) + P(A4AsA6O) + P(AsAsO) + P(AJA:0) [3 6opal.
HanomeHa. 36or uut/bmBoct 3anuca, ca P(ABC) o3Haumnm cmo
MOBPLUVHY MHOrOYr/1a Ynja Cy TemeHa AaTay 3arpagu.

Tpoyrnosu AA:O n AAO cy nopynapHW, jefHaKOKpaKu MpaBoyrnm
TPOYrNoBU unje Cy KaTeTe AyxuHe 1, [3 6opal. [lnjaroHane gentompa
OA:AsA¢ cy Takohe gyxuHa r, [3 6opal. Ha Kpajy, noBplmHa Tpoyrna
AsA:O jegHaka je NOBPLUMHY jefHAKOCTPAHWUYHOT TPOYyrna cTpaHuue r, [3
6opa], na je TpaxkeHa NOBPLUMHA jefjHaKa:

£+f02\/§:r02.6+\/§:( -3 cm)2-6+\/§
2 4 4 4

2
2-ri+
2

:% cm’ =8,25 cm’ [560p08Bal.

5. MoKaXuMo fia y NpaBoyrnom Tpoyry uuje Cy AyKWHe KaTeTa a u b u

[YXUHa XWNOTEHY3MHe BWUCMHE h, Baxu hi:i2+i Ako ca ¢
a

2 b2 *
03HaYMMO AYXKWNHY XMNoTeHy3e, Taga je P :a_zb :%, Tj.ab = ch.Capa je

1 ¢ _ada+b 1

[ R - A b

eri2 [10 60poBal.



A M B

Mpumemyjyhn oBo TBphemwe Ha npasoyrne Tpoyrnose SAB, SBC, SCD,
SDA, nobujamo

1 1 _( 1 1 ) ( 1 1 )
t+—=—"+—|+|—=+
sm* sp? \sA* sB*) \sC* SD?

1 1 1 1 1 1
Y (U SR N Y i = + [1060p0Ba].
(SC2 SB? ) (SA2 SD? ) SN*  SQ? A
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[p»aBHO TaKMUyerbe N3 MaTeMaTUKe Y4eHNKa OCHOBHUX LLUKOJIa

13.05.2023.
Vill paspen

1. 3a Koje peanHe 6pojeBe X je BpeLHOCT M3pasa

(x=1x-3)(x-4)(x-6)+2023
MUHUManHa? Ogpean Taj MUHUMYM.
2. Oppenm ocTaTak Npu ferberby 6poja 222 + 2022%% ca 7.
3. Heka je pata kouka ABCDA:B:CiD, uwnja je cTpaHuua gyxuHe 1cm.

Heka je P Tauka Ha npoctopHoj anjaroHanu AC; TakBa aa je BP L AG..
M3pauyHaj noBpLumnHy 1 3anpemuHy nupamunge ABCDP.

6pojeBe n3 ckyna S = {1, 2, ..., 10} y

KpyroBe (cBaku 6poj pacnopehyjew y

jepaH Kpyr), Tako fa cTpenuue nokasyjy Q
of, Beher Ka marem 6pojy?

4. Ha KOJINKO HauMHa MoXeLl pacnopeanTun g

5. Ha npeuHuky AB kpyra ogabpaHa je npon3BosbHa Tauka C. Tauke P u
Q Ha [aToj KpyXHULK, ca ucTe CcTpaHe npeyHuka AB, opabpaHe cy
Tako Jda je 2ACP = APCQ = 4QCB = 60°. [lokaxkn fa gyxunHa TeTmse
PQ He 3aBuncy o ogabupa Tauke C Ha NPeYHUKY.

CBaku 3apaTak ce 6oayje ca no 20 6og0Ba.
M3papa 3apaTtaka Tpaje 180 MuHyTa.
Peluere cBakor 3afaTka KpaTKo 1 jacHO 06pa3noXuTu.

Vill paspen
1. Jatn n3pas cpeguhemo Tako WwTo hemo NOMHOXUTU NPBY N YETBPTY,
Kao n gpyry n Tpehy 3arpaay:
x=-1x-3)x-4)(x-6)+ 2023 =

=(x*-7x+6)(x*-7x+12)+ 2023 [5 60p0Ba]

=X -7x+6)(X*-7x+6+6)+2023
(P=7x+6)(X2=7x+6)+6-(x*-7x+6)+ 2023
( (
(

X=TX+6))*-7x+6)+6-(xX*-7x+6)+9+ 2014
(xX*—7x+6)+3)2+2014

=(x*-7x+9)?2+ 2014 [560p0Ba]

>2014 [2 60pa]
jep je (* = 7x + 9)? = 0. Jarbe, npyMeTMMO fa jefHauMHa x> - 7x + 9 =0
IMa AiBa peasiHa peluetba:

2
x2—7x+9:x2—2-zx+£—£+9:(x 7) 13
2" "4 4

:(X_Z—ﬁ)(x—z+ﬁ):0 [560n0Bal
2 2 2 2

2
MUHUMYM 13pa3a jeaHak 2014 [1 60A] 1 JocTvKe ce y TauKama Xi U Xa.

7++13

3a xlzT [1 60a]l n x, =

1 60p], onakne cnegmn aa je

2. MNpumeTnmo aa je 22 =1 (mod 7) [4 6opaal. Taga je 222 = (23)4 =17
(mod 7) =1 (mod 7) [3 6opa], na je 222 =2222.2=1-2 (mod 7) =2 (mod
7) [3 6opal. dame je 2022 = -1 (mod 7) [4 6opa], na Kako je 2023
HenapaH 6poj, To je 20222°% = (-1)*% (mod 7) 2022 = -1 (mod 7) [3
6opal. KoHauHo je 222 + 202222 =2 + (1) (mod 7) = 1 (mod 7), Tj.
TpaxeHu ocTaTak je 1 [3 6opaal.

3. MpumeTnmo Aa je Tpoyrao ABC; npaBoyrnm ca ctpaHuuama AB =1 cm,

BC, = V2 cm u AC, = /3 cm. BP je BuCMHa y Tom Tpoyray, na je
J6

BP:T cm [1 60pa]. U3 MNMutaroprHe Teopeme je APz? cm [1 60pa].

Heka je P, npojekuuja Tauke P Ha ocHoBy ABCD. Taga P, € AC, jep ce AG
AP PR AP

npojektyje Ha AC. [lame je AAP.P ~ AACGC, na je =
pojeKTy] Name j 1 1, Na j AC, T CC,AC



6opn]. Opatne je PP, = % cm [2 6opal n AP, = ? cm [1 60a]. Camum

TM, BO6MNIN CMO BUCUHY Nupammae (PP1), na je Vascor = % cm? [2 6opal.

Mpumetumo pa je AAP,B = AAP:D no ctaBy CYC (AB = AD, AP, = AP,
4BAP, = ADAP, = 45°). Ogatne je BP, = DP, [2 60opal. o ctaBy CYC je
ABP:P = ADP:P (BP, = DP,, PP, = PP, 4BP:P = £DP:P = 90°). Camum Tum
je BP = DP [2 6opa]. OnaTne cy nogyaapHv n npasoynu Tpoyrnosu ABP

1 ADP no craBy CCC, na je Page = Papp = % cm? [2 6opal. larse je ABCP

= ADCP no ctaBy CCC. Kako je CP; = % cm, 1o je CP=+/CP? +PP? =1
cm [2 6opal. [akne, TpoyrnoBu BCP n DCP cy jemHakoKpaku ca

V6 5

CTpaHuuama T c¢m, 1 cm, 1 cm, na je wKxoBa NOBPLUMHA ? cm? [2

6opal. MNoepwunHa nupamuge ABCDP je P:l-(3+x/§+\/§) cm? [2

3
6opal.

S

G

A

B

T

)

TP 7 ¢
A B

4. O3HauMmMo KpyroBe y Kojuma pacnopehyjemo bpojeBe Kao Ha cimuu. Y
Kpyr a mopa 6utn pacnopeheH Hajsehun 6poj (10) [2 6ogal. YeTnpn
6poja koja hemo pacnopepnTn y KpyroBe b, ¢, d n e moxemo opabpatu

9-8-7-6

4.3.2:1
pacnopehyjemo y kpyrose f, g, h, i, j. Y kKpyr b mopa 6utn pacnopehen
Hajsehu og 4 usabpaHa 6poja. MNpeoctana 3 6poja y kKpyroBuma ¢, d u e
MOXeMO pacnopeanTn Ha 6 HaumHa [4 6opal. O 5 6pojeBa Koje
pacnopehyjemo y kpyrose f, g, h, i, j, y kpyr f ynucyjemo Hajsehm o woux.

Ha

=126 HauuHa [6 6opoBa]. Tme gobujamo 1 6pojese Koje

On npeoctana 4 kpyra g, h, i, j, 6bpojeBe Koje hemo pacnopegnTu y
KpyroBe g n h moxemo opabpatv Ha 6 HauuHa [4 6opgal, unme CmO
n3abpanu n 6pojese Koje pacriopehyjemo y Kpyrosuma i v j. Pacnopes Ta
yeTpu Opoja je jegHo3HauHo oppeheH. Behu op 6pojeBa Koje
pacrnopehyjemo y Kpyrose g u h ce ynucyje y Kpyr g, a maru y Kpyr h.
CnuuHo, Behu op 6pojeBa Koje pacnopelyjemo y Kpyrose i u j ce
pacnopehyje y Kpyr i, a Marbu y Kpyr j. KoHauHo, yKynaH 6poj TpaxkeHux
HauvHa je 126 -6 - 6 = 4536 [4 6opoBa].

92@

5. O3Haummo ca Q' Tauky Ha KpYXHULM CUMETPUYHY Tauku Q y OAHOCY Ha
npeyHuk AB. U3 ocobrHa cumeTpuje Baxu aa je 4BCQ" = ABCQ = 60°. U3
jenHakoctn ABCQ" = ZACP = 60°, 3akbyuyjemo fda cy Tauke P, C, n Q'
KonvHeapHe [8 6opoBa]. Tpoyrao CQQ' je jefHaKoOKpaKu, ca yriom npu
Bpxy £QCQ" = 120° na je nepudepujckn yrao Hag TeTmBom PQ jeaHak
4PQ'Q=4CQ'Q=30°[4 60pa]. Taga je LeHTpanHmM yrao Hag TeTeom PQ
jeaHak APOQ = 60° (ca O cMO O3HauWAW LeHTap AaTor Kpyra), na je
Tpoyrao OPQ jefHakoCTpaHMYaH, a caMum TUM U JyxuHa TeTuse PQ je
jenHaka nonynpeyHuUKy Kpyra [8 6opgoBa], uime cMO Mokasanu Aa of
ofabupa Tauke C He 3aBuMcK ayxunHa TeTnse PQ.




