17. CPIICKA MATEMATUYKA OJIMMIINJA A
YYHYEHVKA OCHOBHUIX INIKOJIA

Beorpan, 28.5.2023.

Pemema 3agaraka

1. O3raunMO TEHTAP yImMCaHe KPYXKHHIE JATOT jeJHAKOKpakor Tpoyrma ca S (npecek cumerpama BD u CO
yHyTpamsux yrioea koja temena B u C) u meka je LABD = LCBD = ¢. W3 ycmosa OF 1| BD mako
jgobujamo jia Baxku LCOFE = @, ma je gerBopoyrao BEOS merusan. W3 jemnakoctu nepuepujcKux yriosa
a1, tetuBoM BE oBor kpyra jobujamo £ BSE = {BOFE. Mebytum, kako je L BOC = 4, Kao meHTpaJHA
yrao Haji Trerusom BC onwmcanor kpyra rpoyria ABC, ciuenn ga je LBOE = 3p, na je u {BSE = 3p. U3
jemuakoctn £ BDC' = 3¢ (cnosmanmsy yrao rpoyrua ABD) cana nako ciaequ SE | DF, na 360t ycioBa 3a1aTKa
EF || BD, sakmyuyjemo na je gersopoyrao EF DS napanemorpam, tj. DF = SE. Mebhyrum, u3 mokazane
TETUBHOCTH CJIEJIA W I3, je

LESO = LEBO = LOCE = 90° — 2,

ma je Tpoyrao C'SE jennakokpak u Baxu SE = CFE. Jlakine, Baxu DF = SE = CE, aume je 10Ka3 3aBPITIEH.

2. T[Tpumep Ha comnm nokasyje aa Baxu n < 48 (majsehin 36up y jennom tpoyray je 16). Tokazahemo ya je Tpazkeno
n = 48, Tj. Aa IpPU TPOU3BOJFHOM PACIIOPEY MMOCTOje TPU TPOYIJIAa TaKBa Ha je 30up OpojeBa YIUCAHUX Y HUX
6ap 48. Heka je y menTpasHo mospe ymucaH 6poj c. YKOIWKO je ¢ < 7, mocMaTpajMo TP yraoHa TPOyria. Y
UM, je 30up jeaHak

1+2+---+10—c=55—-—c¢c>48

(y Tix 9 mosba ce caMo IEHTPAJIHO HE 1ojaBsbyje). AKo je ¢ > 9, omabepumo Tpu TPOYTIIA KOja CaJIPIKe MEHTPAITHO
IoJb€e KA0 TEME U HEMA]y 3ajeJJHUIKUX CTpaHuna. 30up y muma je 6ap

1+24+3444+54+64+3-¢c>21427=48.

OcraJio je jom jia ucuuramo ciy4aj ¢ = 8. 306up OpojeBa y Tpu yraoHa Tpoyria je ouHza b5 — 8 = 47. Y bap
jEeHOM OJT yraoHuX 1mojba je 6poj mamu ox 8. [locmarpajMo ymecTo yraoHOT TPOYTJIa 4hje je jeHO Of TeMEHa
fall TO KOje je Mame OJ 8, TPoyrao uuje je jeJHO TeMe IEHTPAJHO a IPEOCTAsa J[BA, OCTA]y HEIPOMEHEHA Y
osHOCY Ha Taj yraonu. OH, 3aj€/HO Ca HPEOCTaJa JIBa yraoHa, Jjaje u3bop y kome je 36up crporo sehu oj 47,
Jakse Behu wim jegHak of Tpaxkenux 48. Tume cMo gokazanm fa je Tpaxenu O6poj n = 48.

Hanowmena. [locroje u apyra pemema. Hymepurmumo Tpoyraose pemom Opojesuma 1, ..., 9, Tako ga cy yraonu
TpoyryioBu o3HaueHu H6pojeBuma 1,5, 9. IlpermnocTapumo cynpoTHO, Jia 3a CBaKa TPU TPOYIJIA BaXKd Ja je 30up
Tpu 6poja ynucana yHyTap mux Hajsume 47. Ako npumernmMo 08O Ha Tpoyrsose (1,5,9), nobujamo ma 3a 6poj
X ynmcaH y TeHTpajHu Kpyxuh Baxu 55 —x < 4, 1j. x > 8. Camuno, mocmarpajyhu Tpoyriose (1,5,8),
(1,6,9), (3,5,9), mobujamo nma 3a GpojeBe y,z,t ynucane y Kpyxwuhe y TemMeHMMa BeJIMKOr TPOYTJa Takohe
Baxu y,z,t > 8. Melhyrum, 6pojeBn x,y,z,t cy pasnamumTh, na He MOry CBM npumnazaru ckyny {8,9,10}.
Kounrpanuknuja!



3. Ha ocmoBy mejemnakoctr n3mely KyOHe u KBaJpaTHE CpeauHe, J00njaMo

i,/ai’urbf’ur& >\/a2+b2+c2
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Taxkohe, m06po je mo3HaTa HEjeTHAKOCT

a2+ 0%+ > ab+ be + ca,

13, KOMOMHAIIMJOM OBe JIB€ HEjeTHAKOCTH M yCJIOBA JATOT ¥ 33aJaTKY, J00MjaMo

1
A+ +S >,
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Kako ce y cBuM KopuimheHHM HejeHAKOCTHMA JeIHAKOCT IMOCTHXKE 38 4 = b = ¢ = TO je HajMama Moryha

1
BPEAHOCT U3Pa3a a’+ b+ 03, IpA JATUM YyCJIOBUMA, 3aUCTa ——.

V3

C apyre cTpane, Kako je 360r ycJoBa 3a7aTKa O9uriIeHo 3aa080s6er0 (a — 1)(b— 1) > 0, gobujamo

1
\/57

a+b<ab+ 1.

Ciotmuno Baku u b+ c < bc+ 1 u a + ¢ < ac + 1. Taxobe, Tpusnjasuo Baxku u a® < a, b3 < b, ¢ < ¢, nma je

(ab+bc+ ca+3) =2.

N | —

S+ +S<a+b+e<

JeTHAKOCT ce TOCTHKE UCTOBPEMEHO y CBUM KOpHUITNEHUM HEjeIHAKOCTHMA, TIPU JATUM YCJIOBHMA, AKO U CAMO
akKo Cy TadHO aBa ox bpojesa a, b, c jemnaka 1, a Tpehm ox mux jeanak 0, Tj.

(a,b,¢) € {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.
[Tpema Tome, Tpaxkena Hajseha moryha Bpenmocr n3pasa a’ + b + ¢ usnocnu 2.

4. Ouursenno je ga m = p = 2 HUje peleme. YKOJIUKO je m = 2, p > 2 wjau m > 2, p = 2, u3 Tpeher yciosa
uMaMo Ja je k Hemapas, a u3 deTspror ja je n = 2 (mod 4), ma kn He Moxke GuTH mormyH KBaapaT. llpema
TOME, BaXKW 71a je m > 2 u p > 2, na je k mapam, a n HEOapaH.

Hexka je najsehu 3ajenuwaku mesmstar 6pojesa k v n jexnak d u k = dky, n = dny, upu gemy cy k1 u nj y3ajaMmuo
npoctu. U3 mpBor yciaoBa caeny fa je kini Takohe MOTIYH KBAJIPAT, MITO Caja JOJATHO TOBIAYH J1a ¢y 00a
2
d=1ud= ¢ ornamajy jep je Taza n HOTIYH KB3JPAT, a 300I JETBPTOr YCJIOBA je B N + 2 HOTIYH KBAJIpAT,

mTo je ounrnenuo wemoryhe. Taxobe, 3a d = ¢° nobujamo

k(k—1) _ ¢*(¢® 1)
4

>

¢'> =0

6poja ki u ni normynu xBajgparu. Kako d nemm 6poj ¢t = +n, To je d € {1,q,q¢% ¢*}. Cnyuajenu

mrro je memoryhe 3a g > 2. Tlpema Tome, ocraje kao jemwna moryhumoct d = q u k = qk%, n = qn%, 3a y3ajaMHO
npocre 6pojese ko U no.

Axo cy m u p 0ba pazsuuura oz 3, Tajga u3 4erBpror ycsosa aobujamo aa je n = 2 (mod 3). Kako je yBek

k(k—1) _ [0, k
2 11, k=

3a,10BOJHEHO

0,1 (mod 3),
2 (mod 3),

U3 JIPyTor yeJI0Ba cama nobujamo aa je ¢* = 0,2 (mod 3), ma je jemuma ommuja ¢ = 3. MelyTunm, oBo je memoryhe
jep ¢ | n, an =2 (mod 3). Camum tum je Gap jeman oz 6pojeBa m,p jesHak 3.

Jlako ce mposepaBa jia ciaydaj m = p = 3 muje Moryh. Axo je m = 3, nobujamo ma je n =9p* —2u k =p+9.
MebyTum, Baxku

(p+9)(p+8)

(3p%)* = 9p* < 9p* + 5

—2< 9t +6p? +1=(3p*+1)%



IpH YeMy ce Jpyra HejepHakocT cBoam Ha 11p?2 — 17p — 66 > 0 m J1aKo ce ImpoBepaBa Ja BayKH 3a CBe p = b.
Jaxue, 6poj ¢* Hamasw ce usmely /iBa y3aCTOMHA, KBAAPATA, 114 HE MOYKE OMTH HOTIYH KBAIPAT.

Axko je p =3, mmamo k = m? + 3, n = 81m? — 2. Kaxo ¢ | k u ¢ | n, 10 Baxn
q|81(m*+3) — (81m? —2) = 245 =5 7%,

naje ¢ =5 wm q = 7. Cayuaj ¢ = 5 je memoryh jep 6poj m? + 3 muxaja muje mespus ca 5. Ilpema Tome,
BaXKM ¢ = 7, ma je k obyuka 28t% u 3a710B0JbaBA HEjEHAKOCT kT_l) < 74, omakne je k < 70. Jenuna moryhmoct
jet=1uk =28, ma je m =5, n = 2023. Osu 6GpojeBn 3amcTa 330BOJHABA]Y CBA YETUPHU JATA YCJIOBA, 1A
IPEJICTaBIbajy jeIUHO peIleme 33 aTKa:

(k,m,n) = (28,5,2023).

Hamomena. Heku o1 Kopaka y IPUKa3aHOM pEIIERY MOTY Ce 3aMEHUTH Claegehnm pasmarpameM. Hammve, Kako
je ¢* =0,1 (mod 5), nocaenma nudpa 6poja ¢* je 5 (yxommko je ¢ = 5) mmu 1 (y cBUM ocTasmM CiydajeBumMa).
Hoxkaxkumo Jia je 6ap jesan oj mpocTux OpojeBa m, p jeJHaK 5.

Axo je q # 5, mociaemma macdpa mpoussoga k(k —1) je 0,2 uam 6, ma 3 jenqpaxkoct ¢t = @ +n U YUHEHUIIE

Ja je n memapas, mobujamo ma ce n 3appimasa mudpama 1,3 uiam 5. To 3maunm ga ce n + 2 3aBprmasa mudpama
3,5 wu 7. MehyTum, u3 yeTBpTOr yCJIOBa je N + 2 MOTIYyH KBaJpar, 1a je jejauHa MoryhHocT jia ce n + 2
3aBprraBa 1udpoM 5, IIITO 3HAYU 13 je Tasa m = D uiam p = 5.

Ako je ¢ =5, rama uz k = 200> u @ < 5% (1j. k < 36) mobujamo ma mopa 6urw [ = 1, k = 20. TIposeponm ce

aobuja 13 OBO HE Jiaje peleme.



