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Rexe�a zadataka

1. Oznaqimo centar upisane kru�nice datog jednakokrakog trougla sa S (presek simetrala BD i CO
unutrax�ih uglova kod temena B i C) i neka je ∡ABD = ∡CBD = φ. Iz uslova OE ⊥ BD lako

dobijamo da va�i ∡COE = φ, pa je qetvorougao BEOS tetivan. Iz jednakosti periferijskih uglova

nad tetivom BE ovog kruga dobijamo ∡BSE = ∡BOE. Me�utim, kako je ∡BOC = 4φ, kao centralni

ugao nad tetivom BC opisanog kruga trougla ABC, sledi da je ∡BOE = 3φ, pa je i ∡BSE = 3φ. Iz

jednakosti ∡BDC = 3φ (spo	ax�i ugao trougla ABD) sada lako sledi SE ∥ DF , pa zbog uslova zadatka
EF ∥ BD, zak	uqujemo da je qetvorougao EFDS paralelogram, tj. DF = SE. Me�utim, iz dokazane

tetivnosti sledi i da je

∡ESO = ∡EBO = ∡OCE = 90◦ − 2φ,

pa je trougao CSE jednakokrak i va�i SE = CE. Dakle, va�i DF = SE = CE, qime je dokaz zavrxen.

2. Primer na slici pokazuje da va�i n ⩽ 48 (najve�i zbir u jednom trouglu je 16). Dokaza�emo da je tra�eno

n = 48, tj. da pri proizvo	nom rasporedu postoje tri trougla takva da je zbir brojeva upisanih u �ih

bar 48. Neka je u centralno po	e upisan broj c. Ukoliko je c ⩽ 7, posmatrajmo tri ugaona trougla. U

�ima je zbir jednak

1 + 2 + · · ·+ 10− c = 55− c ⩾ 48

(u tih 9 po	a se samo centralno ne pojav	uje). Ako je c ⩾ 9, odaberimo tri trougla koja sadr�e centralno
po	e kao teme i nemaju zajedniqkih stranica. Zbir u �ima je bar

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 3 · c ⩾ 21 + 27 = 48.

Ostalo je jox da ispitamo sluqaj c = 8. Zbir brojeva u tri ugaona trougla je onda 55 − 8 = 47. U bar

jednom od ugaonih po	a je broj ma�i od 8. Posmatrajmo umesto ugaonog trougla qije je jedno od temena

bax to koje je ma�e od 8, trougao qije je jedno teme centralno a preostala dva ostaju neprome�ena u

odnosu na taj ugaoni. On, zajedno sa preostala dva ugaona, daje izbor u kome je zbir strogo ve�i od 47,

dakle ve�i ili jednak od tra�enih 48. Time smo dokazali da je tra�eni broj n = 48.

Napomena. Postoje i druga rexe�a. Numeriximo trouglove redom brojevima 1, . . . , 9, tako da su ugaoni
trouglovi oznaqeni brojevima 1, 5, 9. Pretpostavimo suprotno, da za svaka tri trougla va�i da je zbir

tri broja upisana unutar �ih najvixe 47. Ako primenimo ovo na trouglove (1, 5, 9), dobijamo da za broj
x upisan u centralni kru�i� va�i 55 − x ⩽ 4, tj. x ⩾ 8. Sliqno, posmatraju�i trouglove (1, 5, 8),
(1, 6, 9), (3, 5, 9), dobijamo da za brojeve y, z, t upisane u kru�i�e u temenima velikog trougla tako�e

va�i y, z, t ⩾ 8. Me�utim, brojevi x, y, z, t su razliqiti, pa ne mogu svi pripadati skupu {8, 9, 10}.
Kontradikcija!



3. Na osnovu nejednakosti izme�u kubne i kvadratne sredine, dobijamo

3

√
a3 + b3 + c3

3
⩾

√
a2 + b2 + c2

3
.

Tako�e, dobro je poznata nejednakost

a2 + b2 + c2 ⩾ ab+ bc+ ca,

pa kombinacijom ove dve nejednakosti i uslova datog u zadatku, dobijamo

a3 + b3 + c3 ⩾
1√
3
.

Kako se u svim korix�enim nejednakostima jednakost posti�e za a = b = c =
1√
3
, to je najma�a mogu�a

vrednost izraza a3 + b3 + c3, pri datim uslovima, zaista
1√
3
.

S druge strane, kako je zbog uslova zadatka oqigledno zadovo	eno (a− 1)(b− 1) ⩾ 0, dobijamo

a+ b ⩽ ab+ 1.

Sliqno va�i i b+ c ⩽ bc+ 1 i a+ c ⩽ ac+ 1. Tako�e, trivijalno va�i i a3 ⩽ a, b3 ⩽ b, c3 ⩽ c, pa je

a3 + b3 + c3 ⩽ a+ b+ c ⩽
1

2
(ab+ bc+ ca+ 3) = 2.

Jednakost se posti�e istovremeno u svim korix�enim nejednakostima, pri datim uslovima, ako i samo

ako su taqno dva od brojeva a, b, c jednaka 1, a tre�i od �ih jednak 0, tj.

(a, b, c) ∈ {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)}.

Prema tome, tra�ena najve�a mogu�a vrednost izraza a3 + b3 + c3 iznosi 2.

4. Oqigledno je da m = p = 2 nije rexe�e. Ukoliko je m = 2, p > 2 ili m > 2, p = 2, iz tre�eg uslova
imamo da je k neparan, a iz qetvrtog da je n ≡ 2 (mod 4), pa kn ne mo�e biti potpun kvadrat. Prema

tome, va�i da je m > 2 i p > 2, pa je k paran, a n neparan.

Neka je najve�i zajedniqki delilac brojeva k i n jednak d i k = dk1, n = dn1, pri qemu su k1 i n1 uzajamno

prosti. Iz prvog uslova sledi da je k1n1 tako�e potpun kvadrat, xto sada dodatno povlaqi da su oba

broja k1 i n1 potpuni kvadrati. Kako d deli broj q4 =
k(k − 1)

2
+ n, to je d ∈ {1, q, q2, q3}. Sluqajevi

d = 1 i d = q2 otpadaju jer je tada n potpun kvadrat, a zbog qetvrtog uslova je i n + 2 potpun kvadrat,

xto je oqigledno nemogu�e. Tako�e, za d = q3 dobijamo

q4 >
k(k − 1)

2
⩾

q3(q3 − 1)

2
,

xto je nemogu�e za q ⩾ 2. Prema tome, ostaje kao jedina mogu�nost d = q i k = qk22, n = qn2
2, za uzajamno

proste brojeve k2 i n2.

Ako su m i p oba razliqita od 3, tada iz qetvrtog uslova dobijamo da je n ≡ 2 (mod 3). Kako je uvek

zadovo	eno
k(k − 1)

2
≡

{
0, k ≡ 0, 1 (mod 3),
1, k ≡ 2 (mod 3),

iz drugog uslova sada dobijamo da je q4 ≡ 0, 2 (mod 3), pa je jedina opcija q = 3. Me�utim, ovo je nemogu�e

jer q | n, a n ≡ 2 (mod 3). Samim tim je bar jedan od brojeva m, p jednak 3.

Lako se proverava da sluqaj m = p = 3 nije mogu�. Ako je m = 3, dobijamo da je n = 9p4 − 2 i k = p+ 9.
Me�utim, va�i

(3p2)2 = 9p4 < 9p4 +
(p+ 9)(p+ 8)

2
− 2 < 9p4 + 6p2 + 1 = (3p2 + 1)2,



pri qemu se druga nejednakost svodi na 11p2 − 17p − 66 > 0 i lako se proverava da va�i za sve p ⩾ 5.
Dakle, broj q4 nalazi se izme�u dva uzastopna kvadrata, pa ne mo�e biti potpun kvadrat.

Ako je p = 3, imamo k = m2 + 3, n = 81m2 − 2. Kako q | k i q | n, to va�i

q | 81(m2 + 3)− (81m2 − 2) = 245 = 5 · 72,

pa je q = 5 ili q = 7. Sluqaj q = 5 je nemogu� jer broj m2 + 3 nikada nije de	iv sa 5. Prema tome,

va�i q = 7, pa je k oblika 28t2 i zadovo	ava nejednakost k(k−1)
2 < 74, odakle je k < 70. Jedina mogu�nost

je t = 1 i k = 28, pa je m = 5, n = 2023. Ovi brojevi zaista zadovo	avaju sva qetiri data uslova, pa

predstav	aju jedino rexe�e zadatka:

(k,m, n) = (28, 5, 2023).

Napomena. Neki od koraka u prikazanom rexe�u mogu se zameniti slede�im razmatra�em. Naime, kako

je q4 ≡ 0, 1 (mod 5), posled�a cifra broja q4 je 5 (ukoliko je q = 5) ili 1 (u svim ostalim sluqajevima).

Doka�imo da je bar jedan od prostih brojeva m, p jednak 5.

Ako je q ̸= 5, posled�a cifra proizvoda k(k−1) je 0, 2 ili 6, pa iz jednakosti q4 = k(k−1)
2 +n i qi�enice

da je n neparan, dobijamo da se n zavrxava ciframa 1, 3 ili 5. To znaqi da se n+ 2 zavrxava ciframa
3, 5 ili 7. Me�utim, iz qetvrtog uslova je n + 2 potpun kvadrat, pa je jedina mogu�nost da se n + 2
zavrxava cifrom 5, xto znaqi da je tada m = 5 ili p = 5.

Ako je q = 5, tada iz k = 20l2 i k(k−1)
2 < 54 (tj. k < 36) dobijamo da mora biti l = 1, k = 20. Proverom se

dobija da ovo ne daje rexe�e.


