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- SMEDEREVO -

Prelepi grad Smederevo je kulturno i ekonomsko sedixte Poduna-
vskog okruga. Nalazi se na obalama Dunava u severoistoqnom delu Srbije.
Smederevo se po prvi put pomiǌe 1019. godine u poveǉi vizantijskog cara
Vasilija II, kada je u istoimenom gradu uspostavǉena jedna od episkopija
novostvorene Ohridske arhiepiskopije. Vaжno je napomenuti da se u pisa-
nim artefaktima Smederevo slede�i put spomiǌe u poveǉi kneza Lazara iz
1381. godine. Me�utim, u 14. veku, sa povlaqeǌem srpske drжave na sever
pred turskim naletima, grad tek dobija na vaжnosti i znaqaju. Kao grad
sa tradicijom prestonice Smederevo se izdvojilo odmah po izgradǌi Sme-
derevske tvr�ave 1430. godine i bio je sedixte Despotovine, sa despotom
�ur�em Brankovi�em na qelu, sve do 1459. godine, nakon qega potpada pod
vlast Turaka. Tokom dugog perioda bio je sedixte Smederevskog san
aka,
sve do dolaska Austrijanaca u 18. veku.

Prva osnovna xkola je u Smederevu osnovana 1806. godine, tokom
Prvog srpskog ustanka. U to vreme u gradu je osnovan Praviteǉstvujuxqi
sovjet, na qelu sa Dositejem Obradovi�em i Smederevo je ponovo postalo
prestonica. Na poqetku 20. veka grad je imao 7.000 stanovnika, dok se
danas ubraja u deset najve�ih gradova u zemǉi.

Gimnazija Smederevo je jedina gimnazija u Smederevu. Za pretequ
je imala, najpre, Realqicu (malu gimnaziju) koja je u Smederevu otvorena
1871. i to posle vixegodixǌih zahteva smederevskih vlasti. Te godine u
prvi razred je upisano 35 uqenika. Xkola je bila smextena u prostorijama
Naqelstva. Xkola nije radila tokom Prvog svetskog rata 1918. Tek nakon
oslobo�eǌa 1918. godine je nastavila sa radom, prvo kao petorazredna,
a potom je postala xestorazredna xkola, pod nazivom - Kraǉevska srpska
gimnazija. Godine 1920. postala je osmorazredna xkola i po prvi put
dobija ime ,,Smederevska gimnazija”, xto je bilo od velikog znaqaja za
smederevski okrug. Vremenom, Gimnazija postaje sve znaqajniji obrazovni
i kulturni qinilac grada. Za vreme okupacije u Drugom svetskom ratu
zgradu Gimnazije su za svoje potrebe zauzeli Nemci, a xkola je radila u
prostorijama osnovne xkole i nekim privatnim zgradama. U tim texkim
vremenima Gimnazija nije uspevala da uspostavi normalan rad sa uqenici-
ma, jer je nastavu ometala qesta promena namene xkole za potrebe zbriǌa-
vaǌa raǌenika. Tek aprila 1944. poqela je redovna nastava, nakon qega se
dogodilo savezniqko bombardovaǌe Smedereva, te je xkola ponovo preki-
nula rad, koji se normalizuje nakon 1947. godine.

Reorganizacijom obrazovnog sistema 1951. godine, kada je uvedeno
obavezno osnovno osmogodixǌe xkolovaǌe, u Gimnaziji je poqelo poste-
peno ukidaǌe niжih razreda poqev od xkolske 1954/55. Gimnazija postaje
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qetvorogodixǌa sredǌa xkola. Danas, nakon kompletnog renoviraǌa 2019.
godine, Gimnazija raspolaжe sa 17 uqionica opxte namene i 9 kabineta i
laboratorija. Za realizaciju nastavnog procesa koriste se svi resursi
Xkole. Obrazovni, pedagoxki i vaspitni karakter Xkole, nivo organi-
zacije nastave i visoki stepen angaжovaǌa nastavnika i profesora umno-
gome je doprineo da su brojni ǌeni uqenici ostvarili visoka postignu�a
u nauci, tehnici, privredi, obrazovaǌu, druxtvenim, politiqkim, kultu-
rnim i sportskim aktivnostima. Gimnazija je odlikovana Ordenom zasluga
za narod sa zlatnom zvezdom, dobitnik je prestiжne Vukove nagrade (KPZ
Srbije, 1983) i Svetosavske poveǉe (Smederevo, 1995).

* * * * *



REPUBLIQKA KOMISIJA
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xkolska godina 2022/2023.

1. Dragan Azdeǉkovi�, Ekonomski fakultet, Beograd

2. Vladica Andreji�, Matematiqki fakultet, Beograd

3. Ivan Ani�, ITS, Beograd

4. Jovan Arizanovi�, Matematiqki fakultet, Beograd

5. Vladimir Balti�, VIXER, Beograd

6. Teodor von Burg, Matematiqka gimnazija, Beograd

7. Joжef B. Varga, OX ,,Petar Koqi�”, Temerin

8. Nemaǌa Vuqi�evi�, PMF, Kragujevac

9. Strahiǌa Gvozdi�, Univerzitet Pariz - Sakle, Francuska

10. Danica Zeqevi�, Matematiqki fakultet, Beograd

11. Milutin Koji�, Gimnazija ,,Urox Predi�”, Panqevo

12. Miǉan Kneжevi�, Matematiqki fakultet, Beograd - predsednik

13. �or�e Krtini�, Matematiqki fakultet, Beograd

14. Milivoje Luki�, Univerzitet Rajs, Hjuston, SAD

15. Petar Markovi�, PMF, Novi Sad

16. Pavle Martinovi�, Matematiqki fakultet, Beograd

17. Ivan Mati�, Baruh Kole
, ǋu Jork, SAD

18. Nemaǌa Mati�, Sredǌa tehniqka xkola ,,Kolubara”, Lazarevac

19. Milox Mili�ev, Matematiqki fakultet, Beograd

20. Aleksa Milojevi�, Univerzitet Prinston, SAD

21. Aleksandra Milosavǉevi�, PMF, Kragujevac

22. Milox Milosavǉevi�, Gimnazija ,,Svetozar Markovi�”, Nix

23. Danka Mirilovi�, ETX ,,Nikola Tesla”, Panqevo

24. Milan Mitreski, Matematiqki fakultet, Beograd

25. Saǌa Nikoli�, VXSSOViT, Subotica

26. Nevena Petrovi�, PMF, Kragujevac

27. Danijela Popovi�, Matematiqki institut SANU, Beograd

28. Veǉko Radi�, Matematiqki fakultet, Beograd

29. Aleksandra Rosi�, ITS, Beograd

30. Aleksandar Seniqi�, Gimnazija, Kraǉevo

31. �or�e Staki�, Ekonomski fakultet, Beograd

32. Marko Stankovi�, Pedagoxki fakultet, Vraǌe

33. Milox Stojakovi�, PMF, Novi Sad

34. Iǉa Uzelac Bujixi�, Univerzitet Kembri
, Velika Britanija

35. Urox Colovi�, Matematiqki fakultet, Beograd
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE, 05. 02. 2023.

Prvi razred – A kategorija

1. Dat je skup X = {aca, konac, lopte, loto, prst} i na tom skupu dve relacije ̺1
i ̺2, koje su definisane zahtevom:

x ̺1 y
def
⇐⇒ reqi x i y su iste duжine,

x ̺2 y
def
⇐⇒ reqi x i y se zavrxavaju istim slovom.

(a) Da li su date relacije refleksivne, simetriqne, antisimetriqne
i tranzitivne?

(b) Za svaku od relacija ̺1 i ̺2 ispitati da li je relacija ekviva-
lencije, odnosno, da li je ista relacija poretka. U sluqaju da je neka od
ǌih relacija ekvivalencije, na�i sve klase ekvivalencije.

2.Dat je polinom P sa celobrojnim koeficijentima za koji vaжi P (P (2023)+
2023) = 1. Koje sve vrednosti moжe uzeti broj P (2023)?

3. Dat je trougao ABC. Tangente na opisanu kruжnicu tog trougla, ko-
nstruisane u taqkama B i C, seku se u taqki X. Neka kruжnica opisana
oko trougla ABX seqe pravu BC u taqki P i neka kruжnica opisana oko
trougla ACX seqe pravu BC u taqki Q. Dokazati da se tangente konstru-
isane u taqkama P i Q na opisanu kruжnicu trougla XPQ seku na pravoj
AX.

4.Na�i sve prirodne brojeve n takve da je broj n2+7n+2 proizvod nekoliko
(barem dva) uzastopnih prirodnih brojeva.

5. Za tablu dimenzija m × n (m i n su prirodni brojevi) ǌenim skeletom
�emo zvati skup svih duжi koje su ivice barem jednog od mn jediniqnih
kvadrata od kojih se ista sastoji. Odrediti sve ure�ene parove prirodnih
brojeva (m,n), takve da se skelet table m×n moжe poploqati figurom koja
se sastoji od dve normalne jediniqne duжi koje imaju jedno zajedniqko teme.

Drugi razred – A kategorija

1. Na�i sva realna rexeǌa jednaqine x = 506− (506− x2)2.

2. Odrediti sve mogu�e vrednosti realnog parametra a, ako se zna da za
svako x ∈ R postoji barem jedan y ∈ R sa svojstvom da je ax2+y2+4xy+2x+
2y = 0.
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3. Koliko ima prirodnih brojeva koji u dekadnom zapisu imaju 2023 cifre,
pri qemu se, prilikom brisaǌa proizvoǉne ǌegove cifre, uvek dobija broj
deǉiv sa 7?

4. Dobrica i Milica жele da posete 2202 parka i u svakom od ǌih zasade
izvestan broj drve�a. U svakom parku se na poqetku nalazi po X drve�a.
Plan je da svaki od parkova oboje posete taqno jedanput. U k-tom danu
svako od ǌih �e ujutru obi�i taqno jedan od parkova, ne nuжno isti, i u
ǌemu zasaditi taqno k drve�a. Me�utim, svake veqeri lokalni huligani
u svakom parku, u kojem postoji barem jedno drvo, seku po jedno drvo. Zbog
svoje bezbednosti, Dobrica i Milica ne жele da idu u parkove u kojima u
trenutku dolaska nekog od ǌih nema niti jedno drvo. Odrediti minimalnu
vrednost za X, takvu da Dobrica i Milica mogu da posete sve parkove i
posade svo drve�e kao xto жele, uprkos ometaǌima huligana.

5. Neka je taqka I sredixte upisane kruжnice trougla ABC. Oznaqimo sa
D taqku preseka simetrale unutraxǌeg ugla u temenu A i stranice BC tog
trougla. Ako vaжi BD = 3, CD = 4 i AD = 6, na�i duжinu duжi AI.

Tre�i razred – A kategorija

1. Data je matrica A =

[
1 a
3 b

]

. Odrediti sve vrednosti parametara a i b

tako da vaжi matriqna jednakost

A2 − 5A = 2I,

pri qemu je sa I oznaqena odgovaraju�a jediniqna matrica.

2. Urox i Veǉko igraju igru na tabli na kojoj su na poqetku napisani
redom brojevi n, n − 1, n− 2, ..., 1, pri qemu je n > 2 dati prirodan broj. U
svakom potezu Urox ima pravo da najvixe k puta izabere po dva susedna
broja sa table i da im zameni mesta. Veǉko u svakom potezu bira jedan
broj i premexta ga na proizvoǉnu poziciju na tabli (moжe ga i ostaviti
na istom mestu). Uroxev ciǉ je da na tabli budu rastu�e zapisani brojevi
1, 2, ..., n, dok je Veǉkov ciǉ da ga spreqi u tome. Koliko najmaǌe mora biti
k tako da Urox ima pobedniqku strategiju?

3. Ispitati da li postoji prost broj p, kao i prirodni brojevi a i b, takvi
da vaжi ap + bp = (2p− 1)!.

4. U oxtrouglom trouglu ABC, AB < AC, taqke D, E i F su, redom, pod-
noжja normala iz temena A, B i C na odgovaraju�e stranice BC, CA i AB
tog trougla. Oznaqimo sa K presek pravih EF i BC, a sa X taqku na duжi
BC takvu da je CX − BX = 2 (CD − BD). Dokazati da kruжnica opisana
oko trougla AKX sadrжi sredixte duжi EF .
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5. Ako nenegativni realni brojevi a, b i c zadovoǉavaju uslov a+ b+ c = 3,
na�i maksimalnu mogu�u vrednost izraza:

(a) a+ ab+ bc+ ca;
(b) a+ ab+ bc.

Qetvrti razred – A kategorija

1.Da li postoji kolekcija {An}, n ∈ N, podskupova skupa prirodnih brojeva
takvih da bilo koja konaqna podkolekcija te kolekcije ima neprazan presek,
ali da vaжi

+∞⋂

n=1

An = ∅?

2. Dat je trougao ABC. Neka upisana kruжnica unutar trougla ABC
dodiruje stranice AB,BC i CA, redom, u taqkama F,D i E, a spoǉa pripi-
sana kruжnica, koja odgovara stranici BC, neka dodiruje prave AB i AC
u taqkama u G i H, redom. Oznaqimo sa X drugu taqku preseka kruжnica
opisanih oko trouglova ABC i AEF , a sa Y drugu taqku preseka kruжnica
opisanih oko trouglova ABC i AGH. Dokazati da je BX = CY .

3. U gradu G postoji n > 8 disko-klubova, n ∈ N, od kojih svaki koristi
svetla u taqno jednoj od dve boje, crvenoj ili plavoj. Pritom, izme�u
odre�enih klubova postoje direktne autobuske linije, kako bi gra�ani ovog
grada mogli s lako�om da meǌaju mesta no�nog provoda, a uz eventualno
presedaǌe, moжe se sti�i iz proizvoǉnog kluba do proizvoǉnog drugog
kluba. Ako je poznato da je svaki disko-klub povezan direktnom autobuskom
linijom sa taqno tri druga disko-kluba, me�u kojima barem dva koriste
svetla crvene boje, koliko najvixe moжe biti klubova sa plavim svetlima
u tom gradu?

4. Neka su a = BC, b = CA, c = AB duжine stranica trougla ABC i neka
je ha duжina visine koja odgovara stranici BC. Na�i najve�u mogu�u
vrednost izraza

a+ ha
b + c

.

5.Odrediti sve prirodne brojeve k, takve da postoji beskonaqno prirodnih

brojeva n takvih da vaжi ϕ(n) =
n

k
, gde je ϕ(n), n ∈ N, ukupan broj prirodnih

brojeva ne ve�ih od n, koji su uzajamno prosti sa n.
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Prvi razred – B kategorija

1. Dat je skup X = {aca, konac, lopte, loto, prst} i na tom skupu dve relacije ̺1
i ̺2, koje su definisane zahtevom:

x ̺1 y
def
⇐⇒ reqi x i y su iste duжine,

x ̺2 y
def
⇐⇒ reqi x i y se zavrxavaju istim slovom.

(a) Da li su date relacije refleksivne, simetriqne, antisimetriqne
i tranzitivne?

(b) Za svaku od relacija ̺1 i ̺2 ispitati da li je relacija ekviva-
lencije, odnosno, da li je ista relacija poretka. U sluqaju da je neka od
ǌih relacija ekvivalencije, na�i sve klase ekvivalencije.

2. Odrediti zbir svih prirodnih brojeva n takvih da je broj

n2 + 2n+ 51

n2 + 4n+ 3

tako�e prirodan.

3. Dat je jednakokraki trougao ABC sa osnovicom AB. Simetrala kraka
BC seqe pravu AB u taqki D tako da vaжi raspored D −A−B. Na pravoj
CD data je taqka E tako da je CE = AD, pri qemu se taqka C nalazi izme�u
taqaka D i E. Dokazati da je trougao DBE jednakokraki.

4. U kupeu jednog starog voza nalaze se dve klupe, sa po pet mesta, okrenute
jedna prema drugoj. Od deset putnika koji treba da budu smexteni u taj
kupe, ǌih qetvoro жele da sede u smeru kretaǌa, dok troje od ǌih жele
da sede u smeru suprotnom od kretaǌa voza. Preostalim putnicima sme-
xtenim u pomenuti kupe nije vaжna pozicija mesta za sedeǌe. Na koliko
naqina je mogu�e tih deset putnika smestiti u kupe, tako da se niko ne
buni?

5. U skupu realnih brojeva na�i sva rexeǌa jednaqine
∣
∣
∣
1

2x

∣
∣
∣+
∣
∣
∣
2x− 1

2x

∣
∣
∣+
∣
∣
∣
2x− 2

2x

∣
∣
∣ =

4

3
.

Drugi razred – B kategorija

1. Nazovimo realan broj d dobrim ako je za svaki realan broj x ispuǌeno

2x2 − 14x+ 27

x2 − 7x+ 13
6 d.
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(a) Dokazati da je broj 8 dobar.
(b) Na�i sve dobre brojeve.

2. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati koliko rexeǌa ima
jednaqina ∣

∣
∣|x2 + 7x+ 6| − (x2 + 7x+ 10)

∣
∣
∣ = a.

3. Dat je trougao ABC. Neka su Ka,Kb i Kc kvadrati konstruisani u
spoǉasǌosti trougla ABC nad stranicama BC, CA i AB, redom. Kruжnice
opisane oko kvadrata Kb i Kc se seku u taqkama A i L. Dokazati da prava
AL sadrжi presek dijagonala kvadrata Ka.

4. Na koliko naqina moжemo da upixemo brojeve 1, 2, . . .8 u poǉa figure

sa slike , tako da je svaki od brojeva upisan u taqno jedno poǉe
figure i da, ako je broj zapisan ispod nekog broja, onda je on ve�i od tog
broja iznad ǌega, kao i da broj koji je zapisan desno od nekog broja mora
biti maǌi od broja koji je neposredno levo od ǌega?

5. Da li postoje prirodni brojevi a, b i c takvi da je vrednost izraza
(a+ b)(b+ c)(c+ a) jednaka:

(a) 20232024;
(b) 20242023?

Tre�i razred – B kategorija

1. Pore�ati brojeve a = sin 2023◦, b = sin 4046◦, c = cos 2023◦ i d = cos 4046◦

po veliqini, tj. od najmaǌeg ka najve�em.

2. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2023 x+ 3 1 + x
4046 3x+ 6 4 + x
6069 x+ 7 5 + 6x

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6 0.

3. Dat je raznostrani tangentni qetvorougao ABCD u kome je AB = 2 i
BC = 4. Ako je unutraxǌi ugao u temenu B tog qetvorougla oxtar i ako
su duжine dijagonale AC i stranica CD i DA tri uzastopna prirodna
broja, ne obavezno tim redom, odrediti ∡CAD.

4. Na�i maksimalan broj elemenata skupa {1, 2, · · · , 13} koje moжemo izabra-
ti tako da me�u izabranima ne postoje neka tri, recimo a, b i c, a 6= b, tako
da a− b | c.
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5. U grupi od 2023 uqenika svaki od ǌih ili uvek govori istinu ili uvek
laжe. Poznato je da svaki uqenik zna kojoj kategoriji pripada on sam, a
kojoj pripadaju ostali uqenici, kao i da se svih 2023 uqenika mogu, jedan
iza drugog, rasporediti u red tako da svako, osim prvog u redu, moжe da
saopxti: ”Ja sam iza laжova.” Koliko takvih redova, od 2023 uqenika, je
u tom sluqaju mogu�e napraviti?

Qetvrti razred – B kategorija

1. U qetvorouglu ABCD vaжi da AB||CD. Dokazati da vaжi

PA

PB
=

(
PD

PC

)2

,

gde je P taqka na stranici AB takva da je ∡DAB = ∡DPC = ∡CBA.

2. Neka je a najve�a vrednost funkcije y = sin(sinx), x ∈ R, a b odnos najduжe
stranice i preqnika opisane kruжnice oko trougla qije su stranice duжina
7, 8 i 13. Xta je ve�e a ili b?

3. Ako je log 2 = a i log 3 = b, odrediti log5 216 u funkciji od a i b (log x =
log10 x, x > 0).

4. Na�i maksimalan broj elemenata skupa {1, 2, · · · , 23} koje moжemo izabra-
ti tako da me�u izabranima ne postoje neka tri, recimo a, b i c, a 6= b, tako
da a− b | c.

5.Na koliko naqina na klasiqnu xahovsku tablu moжemo na razliqita poǉa
rasporediti belog i crnog kraǉa tako da se ne napadaju?
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OKRUЖNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE, 04. 03. 2023.

Prvi razred – A kategorija

1. Neka je ̺ binarna relacija definisana na skupu N tako da za sve x, y ∈ N
vaжi

x ̺ y
def
⇐⇒ (∃k ∈ A) x+ 2y = 3k · x.

U svakom od sluqajeva:

(a) A = N; (b) A = T, gde je T skup neparnih prirodnih brojeva; (v)
A = Q;

ispitati da li je relacija ̺ relacija poretka na skupu N i, u sluqaju da
jeste, ispitati da li je relacija totalnog poretka. Tako�e, u svakom od
sluqajeva ispitati da li je relacija ̺ relacija ekvivalencije na skupu N
i, ako jeste, odrediti odgovaraju�e klase ekvivalencije?

2. Na stranicama oxtrouglog trougla ABC date su taqke A1 ∈ BC, B1 ∈ CA
i C1 ∈ AB tako da je ∢CC1B = ∢AA1C = ∢BB1A = ϕ, gde je ϕ oxtar
ugao. Duжi AA1, BB1 i CC1 seku se u taqkama M , N i P . Dokazati da
se ortocentar trougla ABC poklapa sa centrom opisanog kruga trougla
MNP .

3. Neka je S konaqan podskup skupa prirodnih brojeva takav da za svaka dva
elementa x i y iz skupa S vaжi da postoji z ∈ S tako da z | x− y. Dokazati
da postoji element iz skupa S koji deli sve ostale elemente tog skupa. Da
li tvr�eǌe ostaje na snazi kada je S konaqan podskup skupa celih brojeva?

4. U jednoj osnovnoj xkoli svako od ukupno 2023 uqenika ima jedan ormari�
na kojima su napisani, redom, svi brojevi od 1 do 2023. Pretpostavimo da
su na poqetku svi ormari�i zatvoreni. Uqenici te xkole su odluqili da
se poigraju, te da svako od ǌih ode i otvori/zatvori pomenute ormari�e.
Prvi uqenik polazi i otvara, redom, sve ormari�e. Za ǌim kre�e i drugi
uqenik i ide i zatvara svaki drugi, tj. ormari� sa parnim brojem, itd.
Uqenik n ide do svakog n-tog ormari�a i, ako je on otvoren, zatvori ga, a,
ako je zatvoren, onda ga otvara. Na kraju, svih 2023 uqenika pristupilo
je procesu otvaraǌa/zatvaraǌa ormari�a.

(a) Nakon ove igre, koliko je ostalo otvorenih ormari�a?
(b) Koliko je ormari�a taqno dva puta otvoreno i jednom zatvoreno?

5. Neka su x, y ∈ R takvi da su x+ y i x2 + y racionalni brojevi.

(a) Ako je i x+ y2 racionalan, moraju li x i y biti racionalni?
(b) Ako je i x3 + y racionalan, moraju li x i y biti racionalni?
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Drugi razred – A kategorija

1. Na�i sva realna rexeǌa jednaqine

√
√
√
√

x+

√

4x+

√

42x+

√

· · ·+
√

42023x+ 3−√
x = 1.

2. Neka je taqka O sredixte opisane kruжnice oko trougla ABC u kojem
vaжi sinα cosβ = sin γ cos γ, gde su α, β i γ, redom, veliqine unutraxǌih
uglova u temenima A, B i C tog trougla. Dokazati da se prava AO, prava
odre�ena teжixnom duжi, koja sadrжi taqku B tog trougla, i simetrala
unutraxǌeg ugla u temenu C seku u jednoj taqki.

3. Na�i sve parove prirodnih brojeva (x, y) takve da vaжi 2x + 11 = 3y.

4. Dat je skup S = {1, 2, . . . , 2022}. Na koliko se naqina moжe odabrati k-to-
qlani podskup M skupa S (2 6 k 6 2022) takav da u skupu M ne postoje dva
elementa qiji je zbir jednak 2022, niti dva qiji je zbir jednak 2023?

5. Neka za pozitivne realne brojeve a, b i c vaжe jednakosti

a2 + ab+ b2 = 144, b2 + bc+ c2 = 25 i c2 + ca+ a2 = 169.

Odrediti vrednost izraza ab+ bc+ ca.

Tre�i razred – A kategorija

1.Ukoliko je AB = A i BA = B, dokazati da su matrice A i B idempotentne,
tj. da je A2 = A i B2 = B.

2.Dat je trougao ABC. Neka su S i Sa, redom, sredixte upisane kruжnice i
sredixte spoǉa pripisane kruжnice koja odgovara temenu A tog trougla.
Ako je D podnoжje visine iz temena A i S′ taqka simetriqna taqki S u
odnosu na pravu BC, dokazati da su taqke Sa, S′ i D kolinearne.

3. Da li postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva r takvih da postoje
prirodni brojevi n, a1, a2, ..., ar ∈ N \ {1} takvi da vaжi

n! = a1! · a2! · a3! · . . . · ar! ?

4. Dato je k muxkaraca i n жena me�u kojima postoje neki parovi koji su
me�usobno kompatibilni, pri qemu je svaka жena kompatibilna sa barem
jednim muxkarcem. Poznato je da nije mogu�e svakog muxkarca oжeniti
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sa kompatibilnom жenom, me�utim, ako izbacimo bilo kog muxkarca, ovo
postaje mogu�e za preostale. Dokazati da je k = n+ 1.

5. Odrediti sve funkcije f : R → R za koje vaжi

f(y)f(x+ y) + xf(x) + f(xy) = f(x+ y)2,

za svako x, y ∈ R.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Dat je nekonstantan ireducibilan polinom P ∈ Q[x]. Neka su a, b ∈ R
takvi da je P (a) = P (b) = 0 i a− b ∈ Q. Dokazati da je a = b.

Napomena: Za polinom P ∈ Q[x] kaжemo da je ireducibilan ako se ne moжe
predstaviti kao proizvod dva nekonstantna polinoma iz Q[x].

2.Dat je konveksan qetvorougao ABCD. Neka su E i F taqke dodira upisane
kruжnice trougla ABD sa stranicama AD i AB, redom, a G i H taqke
dodira upisane kruжnice trougla BCD sa stranicama BC i CD, redom.
Dokazati da se prave EF , GH i BD seku u jednoj taqki ili su sve tri
paralelne ako i samo ako je qetvorougao ABCD tangentan.

3. Odrediti sve funkcije f : N → N takve da vaжi

f(m) + f(n) | m! + n!,

za sve prirodne brojeve m i n.

4. (a) Koliko postoji nizova podskupova A1, A2, ..., A100 i A101 skupa {1, 2, 3,
..., 2023} tako da za svako i ∈ {1, 2, 3, ..., 100} vaжi |Ai△Ai+1| = 101?
(b) Koliko ima takvih nizova podskupova za koje dodatno vaжi i |A101△A1| =
101?

5. Data je funkcija f : N → N takva da za svaka dva razliqita prirodna
broja a, b ∈ N, takva da a | b, vaжi f(a) < f(b). Da li f mora biti neopada-
ju�a?

Prvi razred – B kategorija

1. Grupa uqenika uqestvovala je na krosu. Procenat broja uqenika koji
su ispunili normu je ne maǌi od 96, 8%, a nije ni ve�i od 97, 2%. Koji je
najmaǌi mogu�i broj uqenika koji su uqestvovali na tom krosu?
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2. Taqka E je sredixte stranice AB qetvorougla ABCD. Taqke F i G su

takve da vaжi
−−→
EF =

−−→
BC i

−−→
EG =

−−→
AD. Ako je taqka H sredixte CD, dokazati

da su taqke F , G i H kolinearne.

3. Dat je prirodan broj n koji ima 6 razliqitih prirodnih delilaca qiji
je zbir jednak 22. Dokazati da je n deǉiv sa 420.

4. Neka je N13 = {1, 2, 3 . . . , 13}. Koliko ima bijekcija f : N13 → N13 takvih da
je f(3) = 13, pri qemu, za sve x ∈ N13 \ {3}, vaжi da su x i f(x) razliqite
parnosti?

5. Jedna prostorija je na poqetku prazna. Svakog minuta ili jedna osoba
u�e u ǌu ili dve osobe iz ǌe iza�u. Moжe li posle taqno 100 sati u
prostoriji biti taqno 2023 osobe?

Drugi razred – B kategorija

1. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi i neka je a + b < c. Dokazati
da vrednost izraza

√

a+ b+ c+ 2
√
ac+ bc+

√

a+ b+ c− 2
√
ac+ bc

ne zavisi od a i b.

2. Ukoliko postoji, ispitati da li je trougao qije su visine:

(a) 5 cm, 12 cm, 13 cm; (b) 6 cm, 9 cm, 12 cm;

oxtrougli, pravougli ili tupougli.

3. Ako su svi koeficijenti kvadratne jednaqine ax2+bx+c = 0 neparni celi
brojevi, dokazati da tada rexeǌa te jednaqine ne mogu biti racionalni
brojevi.

4.Dokazati da se u tri mereǌa na vagi sa terazijama, od ukupno 23 kuglice,
koje su jednake po svim atributima, osim xto je taqno jedna teжa od osta-
lih, moжe prona�i ta teжa kuglica.

5. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu

√
48 +

√
1− x√

1− x− 1
>

√
1− x√

1− x+ 1
.
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Tre�i razred – B kategorija

1. Rexiti sistem nejednaqina

x · log0,5(x2 + 3x) + log3 9
x > 0

x+ 4 >
2 log2 3− 3 log8 45

log4 75 + log0,25 3
.

2. Trougao rotira, redom, oko svojih stranica qije su duжine a i b. U
funkciji od a i b izraziti odnos zapremina tako dobijenih tela.

3. Na�i sve prirodne brojeve n > 1 za koje vaжi n! | nn − 2023.

4. Na koliko naqina se mogu staviti bela dama i crni skakaq na praznu
xahovsku tablu 8× 8 tako da nijedna od te dve figure ne napada drugu?

5. Povrxina trougla ABC je 289 cm2. Neka su M , N i P taqke na pravama
BC, CA i AB, razliqite od taqaka B, C i A, redom, tog trougla takve da
vaжi CB = CM , AC = AN i BA = BP . Odrediti povrxinu trougla MNP .

Qetvrti razred – B kategorija

1. U zavisnosti od realnog parametra m diskutovati koliko realnih re-
xeǌa ima jednaqina

|x2 + x− 2| = x+m.

2. Dokazati da je povrxina pravilnog osmougla jednaka proizvodu duжina
ǌegove najmaǌe i ǌegove najve�e dijagonale.

3. U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu x3 + 24 = 2x.

4. Avio-kompanija Er-DMS жeli da 150 putnika rasporedi na isto toliko
sedixta u avionu, koja su raspore�ena u 25 redova sa po 6 sedixta, 3 sa
svake strane prolaza. Pri tome, neki putnici putuju u grupama i Er-
DMS жeli da ih rasporedi xto bliжe jedne drugima: dve grupe od qetiri
putnika, tako da dvoje sede taqno ispred drugo dvoje iz grupe; pet grupa
od troje i osam grupa od dvoje tako da sede na tri, odnosno dva, uzastopna
sedixta u redu, neprekinuta prolazom. Na koliko razliqitih naqina Er-
DMS moжe rasporediti putnike u ovaj avion?

5. Neka je n prirodan broj. Dokazati da za x > 1 vaжi nejednakost

nx
1
n 6 x+ n− 1.
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DRЖAVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE,

A kategorija, Beograd, 25. 03. 2023.

Prvi razred

1. Neka su x1, x2, . . . x2023 ∈ {−1, 0, 1, 2} takvi da vaжi

x1 + x2 + . . .+ x2023 = 111 i x21 + x22 + . . .+ x22023 = 999.

Na�i najve�u mogu�u vrednost izraza

x31 + x32 + . . .+ x32023.

2. Dat je trougao ABC. Neka je taqka D podnoжje visine iz temena A na
pravu BC tog trougla i neka je ω je kruжnica konstruisana nad duжi AD
kao preqnikom. Oznaqimo sa G drugu preseqnu taqku kruжnice ω i opisane
kruжnice oko trougla ABC. Prava AG seqe pravu BC u taqki H. Dokazati
da ako kruжnice opisane oko trouglova ABH i ACH, redom, seku kruжnicu
ω i u taqkama I i J , onda taqka preseka pravih BI i CJ pripada ω.

3. Oznaqimo sa f(n) najmaǌi zajedniqki sadrжalac brojeva 1, 2, · · · , n, gde
je n proizvoǉan prirodan broj. Na�i sve prirodne brojeve n takve da je

f(n) < f(n+ 1) < f(n+ 2) < f(n+ 3).

4. Dat je prirodan broj n. Koliko najvixe topova moжemo postaviti na
tablu dimenzija n×n tako da svaki top napada najvixe 3 druga topa (napadi
izme�u proizvoǉna dva topa odvijaju se prema xahovskim pravilima, tj.
jedan top napada drugog ako se nalaze u istoj vrsti/koloni table i ako se
u toj vrsti/koloni izme�u ǌih ne nalazi niti jedan drugi top)?

Drugi razred

1. Oznaqimo sa Z skup svih celih brojeva. Na�i sve funkcije f : Z → Z
takve da za svaka dva cela broja a i b vaжi

f(a+ f(b)) = b+ f(a) + 1.

2. Neka su D, E i F podnoжja visina iz temena A, B i C, redom, na
prave odre�ene stranicama trougla ABC. Oznaqimo sa H ortocentar tog
trougla. Na duжima AD, BE i CF , redom, date su taqke X,Y i Z takve da
vaжi

AX

XD
=
BY

Y E
=
CZ

ZF
= 2.
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Dokazati da taqke H,X, Y i Z pripadaju jednoj kruжnici.

3. Na�i sve prirodne brojeve x takve da je broj 2x+100x+1 potpun kvadrat.

4. U nekoj prostoriji se nalazi n > 4 ǉudi. Poznato je da vaжi slede�e:
u svakom skupu ǉudi koji sadrжi qetiri razliqite osobe vaжi da je broj
parova ǉudi koji se poznaju me�u tih qetvoro jednak 0, 3 ili 4. Za koje n

se iz ovog uslova moжe zakǉuqiti da postoji skup veliqine barem
n

2
tako

da niko nikog ne zna?

Tre�i razred

1. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu log5(2
n−3) = log3

4n2−10n+9
5 .

2.Odrediti sve ure�ene parove (x, y) prirodnih brojeva takve da su brojevi
x+ y i x2 + y2 − 2 stepeni dvojke.

3. Neka je M sredixte stranice BC, a H ortocentar oxtrouglog trougla
ABC, AB 6= AC. Neka je L taqka na kra�em luku BC opisane kruжnice
trougla ABC tako da je ∢CAL = ∢BAM . Dokazati da se normala u taqki
L na pravu AL, normala u taqki H na pravu AM i tangenta u taqki A na
opisanu kruжnicu trougla ABC seku u jednoj taqki.

4. Za svaku od figura prikazanih na slikama (a), (b) i (v), posebno, na�i
sve prirodne brojeve n takve da se tabla n×n moжe poploqati figurom kao
na datoj slici. Pod poploqavaǌem table prikazanom figurom podrazumeva-
mo da je svako poǉe polazne table prekriveno taqno jedanput. Dozvoǉeno
je koristiti konaqno mnogo osnih refleksija i rotacija (za 90◦ stepeni u
oba smera).
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Qetvrti razred

1. Neka je C skup kompleksnih brojeva. U skupu {z ∈ C : Re z > 0} rexiti
jednaqinu

(Im z)Re z = e
1
2 (|z|

2−z−z).

2. Dat je trougao ABC. Oznaqimo sa D,E i F , redom, taqke u kojima upi-
sana kruжnica unutar tog trougla, sa centrom u taqki S, dodiruje ǌegove
stranice AB, BC i CA. Ako teжixte T trougla ABC pripada pravoj DE,
dokazati da su taqke T , S i F kolinearne.

3. Na tabli je zapisan prirodan broj n. Ana i Bojan igraju slede�u igru,
naizmeniqno vuku�i poteze. Potez se sastoji od brisaǌa napisanog broja
i zameǌivaǌa istog sa razlikom tog broja i nekog ǌegovog delioca koji
nije 1, niti sam taj broj (igraq sam bira delilac). Ako Ana igra prva,
u zavisnosti od broja n, odrediti koji igraq ima pobedniqku strategiju
(igru gubi onaj igraq koji ne moжe odigrati potez).

4. Za konveksan qetvorougao ABCD kaжemo da je lep ako duжine svih ǌego-
vih stranica, duжina barem jedne dijagonale i povrxina tog qetvorougla
imaju celobrojne vrednosti. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo lepih
nepodudarnih qetvorouglova kojima je duжina taqno jedne stranice prost
broj.

DRЖAVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE,

B kategorija, Smederevo, 22. 04. 2023.

Prvi razred

1. Na tabli su zapisani brojevi

1 ·
√
2022 , 2 ·

√
2021 , 3 ·

√
2020 , . . . , 2020 ·

√
3 , 2021 ·

√
2 , 2022 ·

√
1 .

Koji od zapisanih brojeva je najve�i?

2. Da li postoji cifra a takva da je broj 20 aa...aa
︸ ︷︷ ︸

2020

21 kvadrat prirodnog

broja?

3. Na stranici EF pravilnog xestougla ABCDEF uoqena je proizvoǉna
taqka X. Neka je AXY jednakostraniqan trougao, pri qemu su taqke Y i
F sa razliqitih strana prave AX i BY Z jednakostraniqan trougao, pri
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qemu su taqke Z i C sa razliqitih strana prave BY. Dokazati da se taqka Z
nalazi na duжi AO, gde je O centar opisane kruжnice xestougla ABCDEF.

4. Milica zna da xifra na koferu ǌenog brata predstavǉa trocifreni
broj kome su sve cifre u strogo opadaju�em redosledu. Ako je poznato da
�e Milica, prilikom pokuxaja otvaraǌa bratovǉevog kofera, testirati
samo razliqite cifre, jer je pametna, koliko najvixe proba Milica mora
uqiniti da bi sa sigurnox�u otvorila bratovǉev kofer?

5. Odrediti sve x ∈ R takve da je

|x− x2| = 2|x2 − x3| = 3|x3 − x6| = 6|x6 − x|.

Drugi razred

1. Neka je p > 2 prost broj i neka su x1 i x2 rexeǌa jednaqine x2−px+ 1

3
= 0.

Dokazati da je x13 + x2
3 prirodan broj deǉiv sa 24.

2. Da li postoji cifra a takva da je broj 20 aa...aa
︸ ︷︷ ︸

2022

21 kub prirodnog broja?

3. Dat je trougao ABC i neka su na ǌegovim stranicama BC, CA i AB date,
redom, taqke D,E i F takve da se prave AD, BE i CF seku u jednoj taqki.
Oznaqimo tu preseqnu taqku sa X.

(a) Dokazati da se kruжnice opisane oko trouglova AFE, BDF i CED seku
u jednoj taqki, koju �emo oznaqiti sa Y ;
(b) Dokazati da je X = Y ako i samo ako su prave AD, BE i CF visine
trougla ABC.

4. Poznato je da kvadratna jednaqina x2 + ax + b = 0 ima dva realna i
razliqita rexeǌa. Koliko razliqitih realnih rexeǌa ima jednaqina

x4 + ax3 + (b− 2)x2 − ax+ 1 = 0 ?

5.Nakon xto je ostavio otvoren prozor, tokom nekog vremena, n(n+1)
2 +1 muva

je uletela u Miloradovu sobu i odoma�ila se na ǌegovom no�nom stoqi�u,
qija je povrxina oblika jednakostraniqnog trougla stranice n ∈ N. Ipak,
Milorad poseduje muvaricu, qiji vrh ima oblik kvadrata stranice 1, i
pomo�u ǌe жeli da se rexi neoqekivanih uǉeza. Pretpostavimo li da je
Milorad dovoǉno brz i precizan, te da moжe da zada udarac muvaricom na
bilo kom delu stoqi�a i u trenutku u kome to жeli, kao i da su muve zane-
marǉivo malih dimenzija, dokazati da je Milorad u staǌu da, bez obzira
na ǌihov raspored na stoqi�u, ukloni barem dve muve jednim udarcem.
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Tre�i razred

1.Neka su x i y oxtri uglovi za koje vaжi sinx = 3
5 i tg y = 5

√
2−7. Dokazati

da je π−4x
4y prirodan broj.

2. Na ivicama SA, SB i SC piramide SABC uoqene su, redom, taqke A′, B′

i C′ takve da je
SA′

SA
+
SB′

SB
+
SC′

SC
= 1.

Dokazati da je zapremina piramide SA′B′C′ barem 27 puta maǌa od zapre-
mine piramide SABC.

3. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje jednaqina

logax (3
x + 4x) = log(ax)2

(
72 (4x − 3x)

)
+ log(ax)3 8

x−1

ima barem jedno rexeǌe u skupu realnih brojeva.

4. Dato je 12 taqaka na kruжnici.

(a) Na koliko naqina se mogu izabrati dve tetive, sa krajevima u datim
taqkama, koje imaju taqno jednu zajedniqku taqku?
(b) Na koliko naqina se moжe izabrati trougao od tih taqaka tako da se
sa obe strane svake prave na kojoj leжi neka ǌegova stranica nalazi barem
jedna od preostalih taqaka?

5. Milisav je zamislio neki prirodan broj n, te je na tabli zaapisao sve
delioce tog broja koji nisu ve�i od

√
n. Aleksa je uoqio zapisane brojeve

na tabli i rekao da moжe da kaжe Milisavu konaqan skup nekih brojeva,
takav da je broj n, koji je Milisav na poqetku zamislio, sigurno me�u
ǌima. Dokazati da Aleksa moжe da ispuni svoj ciǉ ako i samo ako brojevi
koje je Milisav zapisao na tabli ne predstavǉaju skup svih delilaca nekog
odre�enog prirodnog broja.

Qetvrti razred

1. Dat je niz (an)
+∞
n=1 sa: a1 = 0 i an+1 = an+4n+3, za svako n ∈ N. Izraziti

an u funkciji od n, a zatim, odrediti i graniqnu vrednost

lim
n→+∞

√
an +

√
a4n +

√
a42n + · · ·+√

a42022n√
an +

√
a2n +

√
a22n + · · ·+√

a22022n
.

2. U unutraxǌosti sfere uoqena je taqka O. Kroz taqku O konstrusane su
tri prave p, q i r. Prava p prodire sferu u taqkama A i B, prava q u taqkama
C i D, a prava r prodire sferu u taqkama E i F. Ispostavilo se da vaжi:

{OA,OB,OC,OD,OE,OF} ⊃ {1, 5, 15, 17, 51}.
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Koliko najmaǌe moжe biti polupreqnik sfere?

3. Rexiti sistem jednaqina u skupu prirodnih brojeva

ab+ 2a− b = 58

bc+ 4b+ 2c = 300

cd− 6c+ 4d = 101.

4. Putniqki deo aviona se sastoji iz n redova od po 6 sedixta i prolaza
koji ide po sredini svakog reda. Pritom se u svakom trenutku najvixe
jedan putnik moжe nalaziti na nekom sedixtu, najvixe jedan putnik se
moжe nalaziti u prolazu u liniji s nekim redom sedixta i ne moжe se
nalaziti ni na jednom drugom mestu. Svaki od 6n putnika ima kartu s
jedinstvenim brojem sedixta. Putnici ulaze najvixe jedan svake sekunde
u avion tako da je prva pozicija na koju zakoraqe uvek ona u prolazu u
liniji prvog reda, i pritom im je za prelazak s jedne na drugu poziciju
potrebna taqno 1 sekunda (gde su mogu�i prelazi izme�u susednih pozicija
u redu i susednih pozicija u prolazu me�u sedixtima). Koje je pri ovim
uslovima minimalno vreme potrebno da svih 6n putnika sednu na svoje
mesto?

5. Na�i sve ure�ene trojke (n,m, p), gde su n i m celi, a p je prost broj, za
koje vaжi

7n − 3n = p2 · 2mp.

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

1. (a) Na skupu X = {aca, konac, lopte, loto, prst} relacija

x ̺1 y
def
⇐⇒ reqi x i y su iste duжine

je relacija ekvivalencije, xto se trivijalno proveri, ali nije relacija
poretka, jer oqigledno nije antisimetriqna. Klase ekvivalencije relacije
̺1, na skupu X, su: {aca}, {loto, prst} i {konac, lopte}.
(b) Na istom skupu X, relacija

x ̺2 y
def
⇐⇒ reqi x i y se zavrxavaju istim slovom
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je ujedno i relacija ekvivalencije i relacija poretka, jer u skupu X ne
postoje dve reqi koje se zavrxavaju istim slovom, te se relacija ̺2 svodi na
jednakost. Klase ekvivalencije su tada jednoqlani skupovi {aca}, {konac},
{lopte}, {loto} i {prst}.

2. Neka je P(x) = anx
n + · · · + a1x + a0 =

n∑

k=0

akx
k kanonsko predstavǉaǌe

datog polinoma P, pri qemu su ak ∈ Z, k ∈ Z, 0 6 k 6 n . Ako je polinom P
konstantan polinom, tj. ako je P(x) = a0, za svako x ∈ R, tada je, na osnovu
uslova zadatka, ispuǌeno a0 = 1, odakle je P(2023) = 1. Inaqe je, prema
binomnoj formuli, za 0 ≤ k ≤ n, ispuǌeno

(

P
(
2023

)
+2023

)k

=

k∑

i=0

(
k

i

)

P
(
2023

)k−i
2023i = 2023k+

k−1∑

i=0

(
k

i

)

P
(
2023

)k−i
2023i =

= 2023k + P
(
2023

)
k−1∑

i=0

(
k

i

)

P
(
2023

)k−i−1
2023i = 2023k + P

(
2023

)
·Ak,

gde je Ak =

k−1∑

i=0

(
k

i

)

P
(
2023

)k−i−1
2023i. Sledi,

P
(
P
(
2023

)
+ 2023

)
=

n∑

k=0

ak

(

P
(
2023

)
+ 2023

)k

=

n∑

k=0

ak

(

2023k + P
(
2023

)
Ak

)

=

=

n∑

k=0

ak2023
k +

n∑

k=0

P
(
2023

)
akAk =

= P
(
2023

)
+ P

(
2023

)
n∑

k=0

akAk = P
(
2023

)(

1 +

n∑

k=0

akAk

)

,

odakle zakǉuqujemo da P (2023) deli P (P (2023) + 2023) = 1, te su jedine
mogu�nosti za vrednost P(2023) jednake 1 ili −1.

Oqigledno je konstantan polinom P(x) = 1, x ∈ R, primer polinoma za
koje je P(2023) = 1. Ukoliko bi postojao polinom P sa navedenim osobinama,
za koji je P(2023) = −1, tada bi moralo biti i P(P(2023)+2023) = P(2022) =
1. Sledi, polinom P(x) = (2022− x) + (2023− x) = 4045− 2x, x ∈ R, je primer
polinoma koji, tako�e, zadovoǉava uslove zadatka, za koji je P(2023) = −1.
Dakle, sve mogu�e vrednosti za P(2023) su 1 i −1.

3. Neka se tangente u P i Q na XPQ seku u taqki Y . Neka je ∢BAC = α,
∢ABC = β, ∢BCA = γ.
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A

B C

O

X

PQ

Y

Primetimo da je ∢XPA = 180◦ − ∢XBA = 180◦ − α − β = γ. Analogno je
∢XQA = β. Iz tetivnosti ABXP je ∢XAP = ∢XBP = α, a onda je i
∢XAQ = α. Raqunamo tada i PXQ = 360◦ − β − γ − 2α = 180◦ − α. Odatle
imamo da je ∢Y PQ = ∢Y QP = α, te je PY Q = 180◦−2α, pa je APY Q tetivan.
Sada lako vidimo kraj, jer je AY simetrala ∢PAQ (jer je Y sredixte
luka), xto vaжi i za AX (to smo ve� dokazali), odakle zakǉuqujemo da su
taqke A,X, Y kolinearne.

4. Kako kvadrati celih brojeva daju ostatke 0 ili 1, po modulu 3, za-
kǉuqujemo da broj l2 + 7l+ 2 ni za jedno l nije deǉiv sa 3, pa ne moжe biti
ni proizvod vixe od dva uzastopna prirodna broja. Neka je l2 + 7l + 2 =
n(n+1) = n2+n, za neko n ∈ N. Tada je 4l2+28l+9 = (2n+1)2, odakle sledi
da je 4l2 + 28l+ 9 kvadrat neparnog prirodnog broja.

Primetimo da je (2l+ 3)2 = 4l2 + 12l+ 9 < 4l2 + 28l+ 9 < 4l2 + 28l+ 49 =
(2l+7)2, za svako n ∈ N, te je, na osnovu prethodnog, 4l2+28l+9 = (2l+5)2 =
4l2 + 20l + 25, odnosno 8l = 16, tj. l = 2. Zaista, 22 + 7 · 2 + 2 = 20 = 4 · 5,
odakle sledi da jedino broj 2 ispuǌava uslove zadatka.

5. Primetimo da je horizontalnih duжi taqno n(m+1), dok je vertikalnih
m(n+1). Kako svaka figura koju koristimo poploqava jednu horizontalnu
i jednu vertikalnu duж, dobijamo da je n(m + 1) = m(n + 1), odakle je
mn+m = mn+ n, odnosno m = n.

Ako je m = n, nije texko na�i poploqavaǌe. Naime, glavnom dijago-
nalom moжemo podeliti polaznu tablu, za koju je m = n, na dva dela, a onda,
gorǌu polovinu table poploqajmo figurama koje pokrivaju gorǌu i desnu
ivicu svakog jediniqnog kvadrata, koji se nalaze iznad glavne dijagonale
table (za one kvadrate koji seku glavniu dijagonalu uradimo isto), a zatim,
doǌu polovinu table figurama koje prekrivaju doǌu i levu ivicu svakog od
jediniqnih kvadrata (za one kvadrate koji seku glavnu dijagonalu uradimo
isto).



23

Drugi razred – A kategorija

1. Jednaqinu x = 506 − (506 − x2)2 moжemo zapisati kao f(f(x)) = x, gde
je f(x) = 506 − x2. Neka je R1 skup realnih rexeǌa jednaqine f(x) = x,
a R2 skup realnih rexeǌa polazne jednaqine. Oqigledno je R1 ⊂ R2. Sa
druge strane, jednaqina f(x) = x, tj. jednaqina x2 + x − 506 = 0, ima za
rexeǌa realne brojeve x1 = 22 i x2 = −23. Na�imo sada i ostala rexeǌa
polazne jednaqine. U tom ciǉu, kada jednaqinu f(f(x))− x = 0 podelimo sa
(x−22)(x+23)), x 6= 22, x 6= −23, dobijamo kvadratnu jednaqinu x2−x−505 = 0,

koja ima jox 2 realna rexeǌa, tj. brojeve x3 =
1 +

√
2021

2
i x4 =

1−
√
2021

2
.

2. Neka je x ∈ R proizvoǉno. Zapiximo polaznu jednakost u obliku y2 +
(4x + 2)y + (ax2 + 2x) = 0 i posmatrajmo je kao kvadratnu jednaqinu po y.
Na osnovu uslova zadatka ista mora imati nenegativnu diskriminantu, tj.
mora da vaжi

(4x+ 2)2 − 4(ax2 + 2x) > 0, tj. x2(4 − a) + 2x+ 1 > 0,

za svako x ∈ R. Za a = 4 prethodna nejednakost se svodi na 2x+ 1 > 0, koja
ne vaжi za svako x ∈ R. Za a > 4 nejednakost �e vaжiti za svako x ∈ R.
Konaqno, mora biti 4−a > 0, tj. a < 4, kao i da je diskriminanta kvadratne
funkcije sa leve strane nejednakosti x2(4 − a) + 2x + 1 > 0 nepozitivna,
odnosno, 4 − 4(4 − a) 6 0, tj. a 6 3. Dakle, za a 6 3 su ispuǌeni uslovi
zadatka.

3. Neka je taj broj
2022∑

i=0

ai10
i, gde je 0 6 ai 6 9, za 0 6 i 6 2022 i

a2022 6= 0. Po uslovu zadatka 7 |
2021∑

i=0

ai10
i i 7 |

2020∑

i=0

ai10
i + a202210

2021, pa 7 |
(a2021−a2022)102021, odnosno, a2021 i a2022 daju isti ostatak pri deǉeǌu sa 7.

Analogno, za svako k ∈ {1, . . . , 2020} vaжi 7 |
2022−k−1∑

i=0

ai10
i +

2022∑

i=2022−k+1

ai10
i−1

i 7 |
2022−k−2∑

i=0

ai10
i +

2022∑

i=2022−k

ai10
i−1, pa 7 | (a2022−k−1 − a2022−k)10

2022−k−1, tj.

a2022−k−1 i a2022−k daju isti ostatak pri deǉeǌu sa 7. Dakle, sve cifre

daju isti ostatak pri deǉeǌu sa 7, te kako 7 | a2022 ·
2021∑

i=0

10i i kako vaжi

7 |
2021∑

i=0

10i, sledi da cifra a2022 moжe biti proizvoǉna iz skupa {1, 2, . . . , 9}.
Ako je a2022 ∈ {1, 2, 7, 8, 9}, tada za ostale cifre imamo po dve mogu�nosti
(recimo, ako je a2022 = 8, tada ostale cifre mogu uzeti vrednosti iz skupa
{1, 8}), pa je u ovom sluqaju ukupan broj prirodnih brojeva sa opisanim
osobinama jednak 5 ·22022. Sa druge strane, ako je a2022 ∈ {3, 4, 5, 6}, tada sve
ostale cifre moraju biti jednake a2022, pa takvih brojeva u ovom sluqaju
ima taqno 4. Dakle, ukupan broj traжenih brojeva je 5 · 22022 + 4.
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4. Odgovor je X = 1101. Najpre, primetimo da ukoliko za neki fiksiran
park Milica isti poseti u a-tom danu, a Dobrica u b-tom, tada taj park u
poqetku mora imati barem max{|a− b|,min{a, b}} drve�a.

Pretpostavimo da su Milica i Dobrica uspeli da obi�u sve parkove
i da zasade svo drve�e. Oznaqimo parkove koje Dobrica, redom, obilazi
brojevima 1, 2, . . . , 2202. Sa pi oznaqimoi dan u kom je Milica posetila
park i, 1 6 i 6 2202. Jasno je da je tada (p1, p2, . . . , p2202) permutacija skupa
{1, 2, . . . , 2202}. Tako�e, iz gore navedenih zapaжaǌa, jasno je da poqetni
broj drve�a mora biti barem

max
{

max{|p1 − 1|,min{p1, 1}}, . . . ,max{|p2202 − 2202|,min{p2202, 2202}}
}

.

Dakle, zadatak se svodi na traжeǌe minimalne vrednosti prethodnog
izraza po svim mogu�im permutacijama (p1, p2, . . . , p2202) skupa {1, 2, . . . , 2202}.
Lako se proverava da se za permutaciju (1102, 1103, . . . , 2202, 1, 2, . . . , 1101)
vrednost prethodnog izraza svodi na 1101.

Dokaжimo da se za svaku drugu permutaciju (p1, p2, . . . , p2202) skupa
{1, 2, . . . , 2202} ne moжe dobiti maǌa vrednost pomenutog izraza. U tom
ciǉu, posmatrajmo parove (i, pi), i = 1, 2, . . . , 2202. Kada posmatramo obe
koordinate svih tih parova dobijamo da se me�u tim brojevima pojavǉuju
2204 broja ve�a od 1100 (svaki od brojeva 1101, 1102, . . . , 2202 po dva puta).
Kako parova ima taqno 2202, to po Dirihleovom principu postoji par kod
kojeg su obe koordinate ve�e od 1100. Neka je to k-ti par, za neko k > 1100.
Tada je

max
{

max{|p1 − 1|,min{p1, 1}}, . . . ,max{|p2202 − 2202|,min{p2202, 2202}}
}

>max{|pk − k|,min{pk, k}}>min{pk, k} > 1100.

5. Neka je M druga taqka preseka prave AD i opisane kruжnice oko
trougla ABC. Iz potencije taqke D u odnosu na tu kruжnicu vaжi

DM =
DB ·DC
DA

= 2.

Me�utim, znamo da je MB = MC = MI, odakle je ∢MCD = ∢MCB =
∢MAB = ∢MAC, pa je ∆MCD ∼ ∆MAC (svi odgovaraju�i uglovi su me�u-

sobno jednaki). Daǉe je
MC

MD
=
MA

MC
, odnosno, MC2 =MD ·MA = 2 · (2+6) =

16, MB = MC = MI = 4, odakle je AI = AM −MI = AD + DM −MI =
6 + 2− 4 = 4.

Tre�i razred – A kategorija

1. Kada ubacimo matricu A =

[
1 a
3 b

]

u matriqnu jednakost A2 − 5A = 2I

dobijamo

[
1 + 3a a+ ab
3 + 3b 3a+ b2

]

−
[
5 5a
15 5b

]

=

[
2 0
0 2

]

, tj.

[
−4 + 3a −4a+ ab
−12 + 3b 3a+ b2 − 5b

]

=
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[
2 0
0 2

]

. Iz ove matriqne jednakosti dobijamo sistem jednaqina, po a i b:

−4 + 3a = 2, −4a + ab = 0, −12 + 3b = 0, 3a + b2 − 5b = 2, koji ima rexeǌe
a = 2, b = 4 (koje dobijamo iz prve i tre�e jednaqine. Konaqno, trivijalno
se proverava da za a = 2 i b = 4 su zadovoǉene i druga i qetvrta jednaqina

sistema. Dakle, A =

[
1 2
3 4

]

.

2. Neka je π neka permutacija prvih n prirodnih brojeva. Kaжemo da je
inverzija permutacije par (i, j), 1 ≤ i < j ≤ n, takav da je π(i) > π(j).
Broj svih inverzija permutacije oznaqi�emo sa inv(π). Primetimo da za-
mena susednih elemenata u permutaciji odgovara promeni broja inverzija
za ±1, xto znaqi da Uroxev potez koji se sastoji od najvixe k zamena
moжe promeniti broj inverzija za najvixe k. Tako�e, Veǉkov potez koji
pomera element sa pozicije j na poziciju i moжemo posmatrati kao uzastop-
nu primenu |j − i| susednih zamena elemenata, xto odgovara promeni broja
inverzija za najvixe n− 1. Jox jedno bitno zapaжaǌe je da je za datu per-
mutaciju uvek mogu�e na�i dva susedna elementa qijom zamenom smaǌujemo
broj inverzija (osim ukoliko je broj inverzija ve� 0, xto je ekvivalentno
tome da je permutacija 1, 2, ..., n, a tada je Urox ve� pobednik). Ako je k = n,
tada je dovoǉno da Urox bira poteze koji konstantno smaǌuju broj inve-
rzija, jer koliko god Veǉko pove�ao broj inverzija u svom potezu, Urox �e
nakon toga smaǌiti broj inverzija za vixe nego xto ih je Veǉko pove�ao,
a kako je broj inverzija konaqan, jasno je da �e Urox pobediti. Dokaжimo
sada da k = n−1 nije dovoǉno. Primetimo da je Veǉku potrebno da odrжa-
va bar jedno od slede�a dva staǌa (za oba staǌa vaжi inv(π)> n, pa Urox
ne moжe u jednom svom potezu do�i do pobede):

1. nakon Veǉkovog poteza je π(n) = 1, π(n− 1) 6= n,

2. nakon Veǉkovog poteza je π(1) = n, π(2) 6= 1.

Na poqetku su ispuǌena oba staǌa. Prvi sluqaj: neka je u nekom trenutku
ispuǌeno staǌe 1. Ukoliko je nakon toga Uroxev potez rezultirao time da
je π(1) = 1, tada Veǉko moжe uzeti broj 1 i postaviti ga opet na poziciju n,
qime vra�a poziciju u staǌe 1. Ukoliko je nakon Uroxevog poteza π(1) 6= 1
i π−1(1) < π−1(n), tada Veǉko moжe uzeti broj n i postaviti ga na prvu
poziciju, qime ostvaruje staǌe 2. Ostaje jox proveriti mogu�nost π(1) 6= 1
i π−1(1) > π−1(n). Ako je π(n) 6= 1, tada broj 1 postavǉamo na poziciju n i
dobijamo staǌe 1. Inaqe, n postavǉamo na poziciju 1 i dobijamo staǌe 2.
Drugi sluqaj, kada je ispuǌeno staǌe 2, se sliqno proverava. Na osnovu
prethodnog zakǉuqujemo da je rexeǌe k = n.

Napomena. Ekvivalentno za sluqaj k = n− 1, dovoǉno je bilo pokazati da
ukoliko postoji inverzija u permutaciji i trenutno je Veǉko na potezu,
tada on moжe napraviti permutaciju sa bar n inverzija. Algoritam je
sliqan gore opisanom.
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3. Za p = 2 trivijalno se proverava da ne postoje prirodni brojevi a i
b takvi da vaжi a2 + b2 = 6. Neka je p > 2 neparan prost broj. Na osnovu
male Fermaove teoreme je ispuǌeno 0 ≡ (2p − 1)! = ap + bp ≡ a + b (mod p),
odakle sledi b ≡ −a (mod p). Primetimo da je ap + bp = (a + b)(ap−1 −
ap−2b + . . . − abp−2 + bp−1), kao i da je ap−1 − ap−2b + . . . − abp−2 + bp−1 ≡
p−1
∑

i=0

(−1)iap−1−i(−a)i ≡
p−1
∑

i=0

ap−1 ≡ pap−1 ≡ 0 (mod p), xto nam daje da je ap + bp

deǉivo sa p2. Me�utim, jasno je da p2 ∤ (2p − 1)!, xto znaqi da traжeni
prirodni brojevi a i b ne postoje.

4. Neka su S i M sredixta duжi EF i BC, redom. Primetimo da je svaku
taqku U na duжi BC vaжi |BU − CU | = 2MU , kao i da je raspored taqaka
K−B−X−D−M−C, na osnovu uslova AB < AC. Dakle, vaжi MX = 2MD,
odakle je DX = DM , pa je ∆AXM jednakokrak i ∢AXK = ∢AMC.
Daǉe, qetvorougao BCEF je tetivan (taqke E i F su na kruжnici konstru-
isanoj nad duжi BC kao nad preqnikom), odakle sledi da su ∆ABC i ∆AEF
sliqni, jer imaju me�usobno jednake odgovaraju�e uglove. U toj sliqnosti
taqke M i S odgovaraju jedna drugoj, pa je ∢AMC = ∢ASF = ∢ASK. Dakle,
∢ASK = ∢AXK, odakle zakǉuqujemo da je qetvorougao ASXK tetivan, xto
je trebalo dokazati.

5. (a) Kako je bc 6 (b+c)2

4 ⇔ (b− c)2 > 0, dobijamo da je a + ab + bc + ca =

a(b + c + 1) + bc 6 a(b + c + 1) + (b+c)2

4 = a(4 − a) + (3−a)2

4 = 1
4 (10a + 9 − 3a2) =

1
4 (

52
3 − 3(a− 5

3 )
2)6 13

3 , pri qemu �e jednakost vaжiti za a = 5
3 i b = c = 2

3 .
(b) Iz a+ b6a+ b+ c = 3, jer je c>0, dobijamo da je a+ab+ bc = a+ b(a+ c) =
a + b(3 − b) 6 (3 − b) + b(3 − b) = (b + 1)(3 − b) = 4 − (b − 1)2 6 4, pri qemu se
jednakost moжe dosti�i za a = 2, b = 1 i c = 0.
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Qetvrti razred – A kategorija

1. Odgovor: Postoji. Neka je An = {i ∈ N | i > n}, n ∈ N. Jasno je da je
∞⋂

n=1

An = ∅, jer bi svaki element koji bi eventualno pripadao preseku morao

biti ve�i od bilo kog prirodnog broja, xto nije mogu�e.
Sa druge strane, presek bilo koje konaqne podkolekcije formirane

kolekcije skupova {An} je neprazan. Zaista, posmatrajmo neku konaqnu
podkolekciju An1 , An2 , . . . , Ank

, k ∈ N, ni ∈ N, 1 6 i 6 k, n1 < n2 < . . . < nk,
kolekcije {An}. Tada, svaki prirodan broj, koji je ve�i od nk, pripada

preseku
k⋂

i=1

Ani
.

2. Neka su a, b, c i p duжine stranica i poluobim trougla ABC. Jasno
je da je △XBF ∼ △XCE, jer je ∢XBF = ∢XCE (kao periferijski uglovi
nad tetivom AX kruga opisanog oko trougla ABC), kao i ∢BFX = 180◦ −
∢XFA = 180◦ − ∢XEA = ∢CEX (uglovi ∢XFA i ∢XEA su jednaki kao
periferijski uglovi nad tetivom AX kruga opisanog oko trougla AFE).

A

B C

S

E

F

D

T

G

H

O

X Y

Analogno je, △Y BG ∼ △Y CH, pa je
BX

BF
=
CX

CE
,
Y B

BG
=
Y C

CH
. Stoga,

BX

CX
=

BF

CE
,
Y C

Y B
=
CH

BG
. Me�utim, kako je BG = CE = p− c i CH = BF = p− b, to

je
BX

CX
=
CY

BY
. Kako se taqke X i Y nalaze na istoj strani luka BC kruga

opisanog oko trougla ABC, kao i taqka A, i kako je taqka X Mikelova
taqka za trouglove ABC i AEF , tj. kruжnice opisane oko ǌih, te kako je
taqka Y Mikelova taqka za trouglove ABC i AGH, tj. kruжnice opisane
oko ǌih, to je BY = CX, pa je BX = CY .
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3. Grad G moжemo predstaviti kao 3-regularni graf G = (V,E) (iz svakog
qvora polaze taqno 3 grane) na |V | = n qvorova obojenih u nekoj od dve boje i
tako da svaki qvor ima bar dva crvena suseda. Kako iz svakog qvora polaze
taqno 3 grane, a svaka grana ima taqno dva krajǌa qvora, zakǉuqujemo
3n = 2|E|, pa n mora biti paran, odnosno n = 2k za k > 4.

Ako sa c i p oznaqimo redom broj crvenih i plavih qvorova, tada vaжi
2n6 3c, jer svaki qvor ima bar dva crvena suseda, a svaki crveni qvor je
crveni sused za taqno tri druga qvora. Prema tome, c> 2

3n i p = n− c6 1
3n,

odnosno p6 ⌊ 2
3k⌋. Ovim zakǉuqujemo da ne moжe biti vixe od ⌊ 2

3k⌋ plavih
qvorova, te ostaje jox da proverimo da je za svako k > 4 ovaj broj plavih
qvorova i ostvariv pri uslovima zadatka.

Ukoliko je k = 3l, l > 1, traжimo p = ⌊ 2
33l⌋ = 2l i c = 4l. Neka

su v1, v2, . . . , v4l crveni, a u1, . . . , u2l plavi qvorovi. Dodajmo grane tako da
dobijemo dva disjunktna ciklusa v1v2 . . . v2l i v2l+1v2l+2 . . . v4l i za svako 16
i6 2l dodajmo grane viui i uiv2l+i. Tada su svi crveni qvorovi stepena tri,
a plavi stepena dva. No, kako je broj plavih qvorova paran, moжemo jox za
svako 1 6 i 6 l dodati granu u2i−1u2i, qime dobijamo 3-regularan graf koji
zadovoǉava uslove i p = 2l = 2

3k.
Ukoliko je k = 3l + 1, l > 2, traжimo p = 2l i c = 4l + 2. Uoqimo

ponovo cikluse v1v2 . . . v2l+1 i v2l+2v2l+3 . . . v4l+2 i za svako 16 i62l grane viui
i uiv2l+1+i, te za svako 16i6l granu u2i−1u2i. Tada su svi qvorovi stepena 3,
sem v2l+1 i v4l+2, pa ǌihovim povezivaǌem dobijamo 3-regularan graf koji
zadovoǉava uslove.

Konaqno, za k = 3l+2, l> 1, traжimo p = 2l+1 i c = 4l+3. Jox jednom
uoqimo cikluse v1v2 . . . v2l+1 i v2l+2v2l+3 . . . v4l+3 i za svako 16 i6 2l+1 grane
viui i uiv2l+1+i, te za svako 1 ≤ i ≤ l granu u2i−1u2i. Tada su svi qvorovi
stepena 3, osim u2l+1 i v4l+3, pa ǌihovim povezivaǌem dobijamo 3-regularan
graf koji tako�e zadovoǉava uslove.

Prema tome, u gradu G moжe biti najvixe p = ⌊ 2
3k⌋ = ⌊n

3 ⌋ klubova sa
plavim svetlima.

4. Primetimo da se za fiksirane vrednosti a i ha vrednost izraza ma-
ksimizuje kada je b + c najmaǌe. Posmatrajmo pravu p koja sadrжi taqku
A i paralelna je stranici a, kao i taqku C′ koja je osna refleksija taqke
C u odnosu na pravu p. Duж AC′ je podudarna duжi AC = b, pa imamo
da je b + c = AC + BA = BA + AC′ > BC′ =

√

a2 + (2ha)2, a jednakost se

dostiжe ako i samo ako je b = c. Uz smenu x = ha

a i na osnovu prethodnog,
sveli smo zadatak na traжeǌe najve�e mogu�e vrednosti izraza 1+x√

1+(2x)2
.

Iz nejednakosti kvadratne i aritmetiqke sredine dobijamo

√

1 + (2x)2

5
=

√

4(12 )
2 + (2x)2

5
>

4 1
2 + 2x

5
=

2

5
(1 + x).

Odavde imamo
a+ ha
b+ c

6
1 + x

√

1 + (2x)2
6

√
5

2
,
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a obe jednakosti se dostiжu ako i samo ako je b = c i a = 4ha.

Napomena. Najve�a mogu�a vrednost izraza 1+x√
1+(2x)2

se moжe na�i

nalaжeǌem prvog izvoda. Iz uslova

(

1+x√
1+(2x)2

)′
= 1−4x

(1+4x2)
3
2

= 0, dobijamo

potencijalni ekstremum u taqki x = 1
4 .

5. Dokaza�emo da su rexeǌa k = 2 i k = 3. Za ǌih postoji beskonaqno
mnogo odgovaraju�ih n, jer je dovoǉno uzeti brojeve 2α i 3 · 2α, za α ∈ N.
Dokaжimo da za niti jedno drugo k takvo n ne postoji. Pretpostavimo

suprotno, tj. da postoje n i k iz skupa N takvi da je ϕ(n) =
n

k
, k 6= 2 i k 6= 3.

Neka je n = pα1
1 pα2

2 . . . pαl

l kanonska faktorizacija broja n. Tada je

k =
n

ϕ(n)
=

p1p2 . . . pl
(p1 − 1)(p2 − 1) . . . (pl − 1)

.

Da bi dobijeni razlomak bio ceo, jasno je da me�u prostim brojevima p1,
p2, itd, ne moжe biti vixe od jednog neparnog. Dakle, l 6 2. Za l = 1
trivijalno nalazimo p1 = 2, tj. k = 2. Za l = 2 dobijamo da je p1 = 2,
p2 − 1 | 2p2, pa p2 − 1 | 2. Dakle, p2 = 3 i k = 3. Dakle, u oba sluqaja smo
dobili konradikciju, jer je k 6= 2 i k 6= 3.

Prvi razred – B kategorija

1. Videti rexeǌe 1. zadatka sa opxtinskog takmiqeǌa za 1. razred, A
kategorija.

2. Rastavǉaǌem datog razlomka dobijamo
n2 + 2n+ 51

n2 + 4n+ 3
= 1 + 2

24− n

n2 + 4n+ 3
.

Dakle, treba da odredimo sve prirodne brojeve n tako da n2 + 4n+ 3 deli

24−n, kao i da je broj 1+2
24− n

n2 + 4n+ 3
tako�e prirodan. Prvo zakǉuqujemo

da
24− n

n2 + 4n+ 3
=

24− n

(n+ 3)(n+ 1)
> 0, pa je n 6 24. Za n = 24 vaжe uslovi

zadatka. Proverom se trivijalno proverava da prirodni brojevi 1 i 2 ne
zadovoǉavaju uslove. Za n>3 �e vaжiti da je n2+4n+3>24, dok je 24−n621,
pa ne moжe vaжiti da n2 + 4n + 3 | 24 − n. Dakle, jedino rexeǌe je n = 24,
koliki je traжeni zbir.

3. Neka je S sredixte kraka BC i sBC simetrala istog. Trouglovi DBS i
DSC su podudarni, na osnovu stava SUS (BS = SC, ∢DSB = 90◦ = ∢DSC,
DS = DS). Iz ove podudarnosti sledi da je DB = DC i ∢DBS = ∢DCS.
Sa druge strane, ∢DBS = ∢ABC = ∢CAB, zato xto je ABC jednakokraki
trougao. Kako je ∢ECB = 180◦ − ∢DCS = 180◦ − ∢DBS = 180◦ − ∢CAB =
∢DAC, dobijamo, na osnovu stava SUS, da su trouglovi DAC i CBE po-
dudarni (AD = CE, ∢DAC = ∢ECB, AC = BC). Iz podudarnosti ovih
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trouglova sledi da je DC = BE, a s obzirom da je je DB = DC, dobija se
da je BE = DB, odakle proizilazi da je trougao DBE jednakokraki.

4. Qetvoro putnika, koji жele da sede u pravcu kretaǌa voza, moжemo
rasporediti na 5 · 4 · 3 · 2 = 120 naqina, dok troje ǌih, koji �e sedeti sa
suprotne strane kupea, moжemo smestiti na 5 · 4 · 3 = 60 naqina. Preostala
tri putnika moжemo rasporediti bilo gde, tj. na 3! = 6 naqina. Dakle,
ukupan broj razmextaja je 120 · 60 · 6 = 43200 naqina.

Napomena. Zadatak smo mogli da uradimo i direktno. Naime, qetiri pu-
tnika, koji bi sedeli u pravcu kretaǌa voza, treba da rasporedimo na 5
mogu�ih mesta. Ukupan broj takvih mogu�nosti je 4! ·

(
5
4

)
= 24 · 5 = 120. Za

svaku takvu mogu�nost, troje putnika, na suprotnu stranu, moжemo smesti-
ti, analogno, na 3! ·

(
5
3

)
= 6 · 10 = 60 naqina. Dakle, ukupan broj mogu�nosti

je 3! · 120 · 60 = 43200, jer preostala tri putnika moжemo smestiti na 3! = 6
naqina.

5. Razlikova�mo qetiri sluqaja.

1◦ x < 0: Jednaqina postaje − 1

2x
+

2x− 1

2x
+

2x− 2

2x
=

4

3
, tj.

4x− 4

2x
=

4

3
, tj.

x = 3, xto nije rexeǌe u ovom sluqaju.

2◦ 0 < x 6
1

2
: Jednaqina postaje

1

2x
− 2x− 1

2x
− 2x− 2

2x
=

4

3
, tj.

−4x+ 4

2x
=

4

3
,

tj. x =
3

5
, xto, tako�e, nije rexeǌe u ovom sluqaju.

3◦
1

2
< x 6 1: Jednaqina postaje

1

2x
+

2x− 1

2x
− 2x− 2

2x
=

4

3
, tj.

2

2x
=

4

3
, tj.

x =
3

4
, xto jeste rexeǌe u ovom sluqaju.

4◦ x > 1: Jednaqina postaje
1

2x
+

2x− 1

2x
+

2x− 2

2x
=

4

3
, tj.

4x− 2

2x
=

4

3
, tj.

x =
3

2
, xto jeste rexeǌe u ovom sluqaju.
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Dakle, jedina rexeǌa su x =
3

4
ili x =

3

2
.

Drugi razred – B kategorija

1. (a) Za d = 8 treba da pokaжemo da je
2x2 − 14x+ 27

x2 − 7x+ 13
− 86 0, za sve realne

brojeve x. To se svodi na
−6x2 + 42x− 77

x2 − 7x+ 13
6 0, tj. na

6x2 − 42x+ 77

x2 − 7x+ 13
> 0. Za

obe kvadratne funkcije je D < 0 (−84 i −3), a kako su koeficijenti uz x2

pozitivni, to vaжi i 6x2 − 42x+77> 0 i x2 − 7x+13> 0, pa smo pokazali da

vaжi i
2x2 − 14x+ 27

x2 − 7x+ 13
− 86 0, tj. da je broj d = 8 dobar.

(b) Sliqno kao u prethodnom delu zadatka, nejednakost
2x2 − 14x+ 27

x2 − 7x+ 13
−d60

se svodi na
(d− 2)x2 + (14− 7d)x+ (13d− 27)

x2 − 7x+ 13
> 0.

Za kvadratnu funkciju x2−7x+13 smo ve� pokazali da je uvek pozitivna, a
(d− 2)x2 + (14− 7d)x+ (13d− 27) je uvek nenegativna, ako je ǌen koeficijent
A = d−2 > 0, a diskriminanta D = −3d2+16f−2060. Imamo da A = d−2 > 0
vaжi za d > 2, dok je D = −3d2 +16f − 206 0, za d ∈ (−∞, 2)∪ (103 ,+∞), pa to
vaжi za d ∈ (103 ,+∞).

Ostaje jox da se proveri za d = 2 xta se dexava, jer tad nemamo u

brojiocu kvadratnu funkciju. Tad treba da vaжi
2x2 − 14x+ 27

x2 − 7x+ 13
6 2, xto

se svodi na
−1

x2 − 7x+ 13
− 8 > 0, xto je uvek negativno (a treba da bude

pozitino). Zato, broj d = 2 ne ukǉuqujemo u rexeǌe.

2. Za a < 0 i a > 17
2 nema rexeǌa, dok za a = 17

2 ima jedno rexeǌe. Za a = 0
i 4 < a < 17

2 ima dva rexeǌa, ali za 0 < a < 4 nalazimo da jednaqina ima
qetiri rexeǌa. Konaqno, za a = 4 ima beskonaqno mnogo rexeǌa. Na slici
je dat grafik funkcije f(x) =

∣
∣|x2 + 7x+ 6| − (x2 + 7x+ 10)

∣
∣.

2

4

6

8

–12 –10 –8 –6 –4 –2 2 4 6
x
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3. Primetimo da je ∢ALC = ∢ALB = 135◦, tako da je ∢BLC = 90◦. Sledi da
je AL simetrala ∢BLC. Neka je X presek dijagonala kvadrata Ka. Tada je
qetvorougao BLCX tetivan i BX = CX, pa je LX simetrala ∢BLC. Dakle,
A,L,X su kolinearne.

4. U �oxku mora da bude najve�i broj, tj. 8. Kada izaberemo tri broja
koja su iznad ǌega, ǌih moramo da stavimo od ve�ih ka maǌim na gore, a
preosta qetiri broja treba da stavǉamo sleva u desno, isto od ve�ih ka
maǌim. Dakle, izborom koja tri broja su iznad postavǉenog u �oxku, sve
je odre�eno, a to moжemo da uradimo na

(
7
3

)
= 35 naqina.

5. (a) Takvi brojevi ne postoje. Zaista, kako je (a + b) + (b + c) + (c + a) =
2(a+ b+ c) paran broj, barem jedan od brojeva a+ b, b+ c i c+ a je paran, pa
je ǌihov proizvod tako�e paran broj.
(b) Takvi brojevi postoje. Stavimo da je, na primer, (a + b) = (c + a) =
20241011 i b+ c = 2024. Tada je b = c = 1012, ali i a = 20241011 − 1012.

Tre�i razred – B kategorija

1. Kako je 2023 = 5 · 360 + 223 = 22 · 90 + 43 i 4046 = 11 · 360 + 86 imamo da
je a = sin 2023◦ = − sin 43◦, b = sin 4046◦ = sin 86◦, c = cos 2023◦ = − cos 43◦ i

d = cos 4046◦ = cos 86◦. Daǉe, kako je za x ∈ (0,
π

2
) funkcija sinus rastu�a

funkcija, a kosinus opadaju�a i kako je cos 45◦ = sin 45◦, imamo 0 < d =
cos 86◦ < cos 45◦ = sin 45◦ < sin 86◦ = b. Sliqno dobijamo i da je c = − cos 43◦ <
− cos 45◦ = − sin 45◦ < − sin 43◦ = a < 0.
Konaqno, dati brojevi pore�ani po veliqini od maǌih ka ve�im su: c <
a < 0 < d < b.

2. Ako prvu vrstu pomnoжimo sa −2 i dodamo drugoj vrsti, te po-

mnoжimo sa −3 i dodamo tre�oj, dobijamo:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2023 x+ 3 1 + x
4046 3x+ 6 4 + x
6069 x+ 7 5 + 6x

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2023 x+ 3 1 + x
0 x 2− x
0 −2x− 2 2 + 3x

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2023(x2 + 4x+ 4) = 2023(x+ 2)2 6 0 , xto vaжi samo

za x = −2.

3. Prema kosinusnoj teoremi, primeǌenoj na ∆ABC, nalazimo da je

AC2 = AB2 +BC2 − 2AB · BC cos∠ABC < AB2 +BC2 = 20,

AC2 > AB2 +BC2 − 2AB ·BC = 4,

gde prvu nejednakost dobijamo jer je ∢ABC oxtar, pa je ǌegov kosinus
pozitivan. Prema tome, 2 < AC < 2

√
5, pa je AC = 3 ili AC = 4, zbog toga

xto je duжina AC prirodan broj. Sa druge strane, iz uslova tangentnosti
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qetvorougla ABCD, nalazimo da je AB+CD = BC+DA, odnosno CD−DA =
BC−AB = 2, pa duжina dijagonale AC mora biti sredǌi od tri uzastopna
prirodna broja. Ako je AC = 3, nalazimo da je CD = 4 i DA = 3, xto
nije mogu�e zbog razliqitosti duжina stranica qetvorougla. Ako je, pak,
AC = 4, dobijamo da vaжi CD = 5 i DA = 3, pa u ∆CAD vaжi CD2 = 25 =
16+9 = AC2+AD2, te je prema Pitagorinoj teoremi on pravougli, odnosno
∢CAD = 90◦.

4. Odgovor: 7. Primetimo da ako izabaremo brojeve 1, 3, · · · , 13, svi su
neparni, tako da je razlika a− b parna, te tada ona nikad ne moжe da deli
c jer je on neparan. Ako izaberemo 8 brojeva, onda �e morati da postoje
neka dva, recimo a i b, a > b, koje smo izabrali i koji su susedni, odnosno
za koje je a− b = 1, pa za bilo koje c koje izaberemo �e vaжiti a− b|c.
5. Svaka osoba �e re�i za osobu ispred sebe da je laжov ako i samo ako
te dve osobe su iz razliqite grupe (laжovi i istinoǉupci). Numeriximo
redove, od poqetka do kraja, sa 1,2,...,2023. Jednu grupu qine ǉudi na
parnim, a drugi na neparnim mestima. Zbog neparnosti broja 2023, te dve
grupe imaju razliqit broj qlanova i ako je na jednom rasporedu na parnim,
na svim ostalima je, tako�e, na parnim mestima. Isto vaжi i za neparna
mesta, za koja imamo 1012! naqina za raspored, dok za parna mesta imamo
1011! naqina. Stoga, ukupan broj rasporeda je 1011! · 1012!.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Kako je AB‖DC, to je ∢APD = ∢PDC i ∢BPC = ∢PCD. Tako-
�e, ∢DAP = ∢DPC = ∢CBP , pa je △DPC ∼ △PAD ∼ △CBP . Tada je
PA

PD
=
PD

DC
, odakle sledi PA =

PD2

DC
, kao i

DC

PC
=

PC

PB
, te je PB =

PC2

DC
.

Deǉeǌem prethodnih jednakosti tvr�eǌe trivijalno sledi.

2. Kako je −16 sinx6 1 < π
2 , najve�a vrednost a je a = sin(1), a iz Kosinusne

teoreme, primeǌene na trougao sa stranicama 7cm, 8cm i a = 13cm, dobi-

jamo da je cosα =
132 − 72 − 82

2 · 7 · 8 = −1

2
⇒ α =

2π

3
, dok iz Sinusne teoreme,

nalazimo da je b =
a

2R
= sinα =

√
3

2
. Kako je a = sin 1 = sin

π

π
< sin

π

3
=

√
3

2
=

sin
2π

3
= b, dobijamo da je ve�e b.

3. Ako je log 2 = a ⇒ log2 10 = 1
a , tj. log2 2 + log2 5 = 1

a ⇒ log2 5 = 1
a − 1 =

1−a
a ⇒ log5 2 = a

1−a .

Kada log 3 = b podelimo sa log 2 = a, dobijamo da je log2 3 = b
a , odnosno

log3 2 = a
b .

log 3 = b ⇒ log3 10 = 1
b , tj. log3 2 + log3 5 = 1

b ⇒ log3 5 = 1
b − a

b = 1−a
b ⇒ log5 3 =

b
1−a .

Konaqno, log5 216 = log5(2
3 · 33) = 3 log5 2 + 3 log5 3 = 3 · a

1−a + 3 · b
1−a = 3a+3b

1−a .
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4. Odgovor: 12. Primetimo da ako izabaremo brojeve 1, 3, · · · , 23, svi su
neparni, tako da je razlika a− b parna, te tada ona nikad ne moжe da deli
c jer je on neparan. Ako izaberemo 13 brojeva, onda �e morati da postoje
neka dva, recimo a i b, a > b, koje smo izabrali i koji su susedni, odnosno
za koje je a− b = 1, pa za bilo koje c koje izaberemo �e vaжiti a− b|c.
5. Fiksirajmo belog kraǉa. Pretpostavimo, prvo, da je on u jednom u
qetiri mogu�a �oxka table. Za svaku takvu poziciju, crnog kraǉa moжemo
postaviti na ostalih 60 poǉa. Dakle, ukoliko je beli kraǉ u nekom od
�oxkova, ukupan broj mogu�nosti je 240. Pretpostavimo da je sada beli
kraǉ na ivici table, ali ne i u �oxkovima table. Tada, crnog kraǉa
moжemo smestiti na ostalih 58 poǉa table. Dakle, u ovom sluqaju, ukupan
broj mogu�nosti je 24 · 58 = 1392.

Konaqno, pretpostavimo da beli kraǉ nije u �oxkovima table, niti
na iviqnim poǉima, ve� negde u sredini table. Za ǌega �emo imati taqno
36 mogu�nosti, dok, za svaku od ǌih, crnog kraǉa moжemo smestiti na osta-
lih 55 slobodnih poǉa. Dakle, u ovom sluqaju je ukupan broj mogu�nosti
1980. Dakle, prema uslovima zadatka, ukupno rasporeda je 3612.

REXEǋA ZADATAKA OKRUЖNOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

1. Ponovimo da je na skupu N data relacija ̺ zahtevom

x ̺ y
def
⇐⇒ (∃k ∈ A) y =

3k − 1

2
· x.

(a) Neka je A = N. Jasno je da relacija ̺ nije tranzitivna, jer je 4 ̺ 10,
xto se dobija za k = 2 (y = 5

2x), kao i 10 ̺ 25, xto je taqno, tako�e, za

k = 2 (y = 5
2x). Me�utim, (4, 25) /∈ ̺, jer bi u protivnom 25 = 3k−1

2 · 4,
tj. k = 9

2 6∈ N). Samim tim nije ni relacija ekvivalencije, niti relacija
poretka.
(b) Neka je, sada, A = T, gde je T skup neparnih prirodnih brojeva. Jasno
je da je relacija ̺ refleksivna, jer za svako x ∈ N vaжi (x, x) ∈ ̺, xto
se dobija za k = 1 ∈ T. Kako vaжi (2, 8) ∈ ̺, tj. 2 ̺ 8 (dobija se za k =
3 ∈ T), te kako (8, 2) /∈ ̺, to relacija ̺ nije simetriqna, a samim tim
ni relacija ekvivalencije. Me�utim, trivijalno se pokazuje da je u ovom
sluqaju relacija ̺ antisimetriqna i tranzitivna. Zaista, ako bi bilo x̺y
i y̺x, imali bismo da postoje k, ℓ ∈ T takvi da je x+2y = 3k·x i y+2x = 3ℓ·y.
Sabiraǌem ovih jednakosti dobijamo da vaжi 3x + 3y = 3kx + 3ℓy, odakle
je 3k = 3ℓ = 3, tj. k = ℓ = 1. Kada to vratimo u jednakost x + 2y = 3k · x,
dobijamo da je x = y, odnosno da je relacija ̺ antisimetriqna.
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Da bismo pokazali tranzitivnost relacije ̺, pretpostavimo da je x̺y
i y ̺ z, za neke x, y, z ∈ N. Tada, postoje k,m ∈ T takvi da je x + 2y = 3k · x
i y + 2z = 3m · y. Kada iz prve jednakosti izrazimo y preko x, dobijamo
y = 3k−1

2 x, xto kad uvrstimo u drugu jednakost daje z = 3k−1
2 · 3m−1

2 · x =
3 (3km−k−m+1)

2 −1

2 ·x. Kako su k,m ∈ T neparni, imamo da je k = 2a+1 i m = 2b+1,

pa je i (3km−k−m+1)
2 = (3(2a+1)(2b+1)−(2a+1)−(2b+1)+1)

2 = (12ab+4a+4b+2)
2 = 2(3ab +

a+b)+1 ∈ T, jer je neparan. Time smo pokazali da iz x̺y i y̺z sledi x̺z, pa
je ova relacija i tranzitivna. Dakle, kako vaжe osobine refleksivnosti,
antisimetriqnosti i tranzitivnosti relacije ̺, zakǉuqujemo da je ona
jedna relacija poretka na skupu N. Ona nije relacija totalnog poretka,
jer oqigledno vaжi (1, 3) 6∈ ̺, kao i (3, 1) 6∈ ̺ (moжe se pokazati da je ̺
relacija parcijalnog poretka na N.)

(v) Neka je, sada, A = Q. Kako je k =
x+ 2y

3x
∈ Q, zakǉuqujemo da je svaki

element iz N u relaciji sa svakim drugim, pa je ta relacija refleksivna,
simetriqna i tranzitivna, tj. jedna relacija ekvivalencije na skupu N. S
obzirom da je svaki element iz N u relaciji sa svakim drugim, ista ima
samo jednu klasu ekvivalencije, ceo skup N. Sa druge strane, kako nije
antisimetriqna, jer iz (1, 2) ∈ ̺ i (2, 1) ∈ ̺ ne sledi 1 = 2, to ona nije
relacija poretka na skupu N.

2. Neka je AA1 ∩ BB1 = M , BB1 ∩ CC1 = N i CC1 ∩ AA1 = P , ∠BAC = α,
∠ABC = β i ∠BCA = γ. Tada je ∠PMN = ϕ − ∠B1BC = ϕ − (ϕ − γ) =
γ. Sliqno, ∠MNP = α i ∠NPM = β. Neka je H ortocentar trougla
ABC. Kako je ∠HCC1 = ∠HBB1 = ∠HAA1 = 90◦ − ϕ, sledi da je svaki od
qetvorouglova ABMH, BCNH i ACHP tetivan (qetvorougao je tetivan
akko se stranica iz preostala dva temena vidi pod istim uglovima). To
znaqi da je ∠HMA = ∠HBA = 90◦ − α i ∠HPM = 180◦ − ∠APH = ∠ACH =
90◦ − α, odakle sledi da je HP = HM , odnosno da se taqka H nalazi na
simetrali stranice MP . Sliqno bismo pokazali da se taqka H nalazi
na simetrali stranice MN . Dakle, H je centar opisanog kruga trougla
MNP .

3. Neka su elementi skupa S pore�ani u poretku s1 < s2 < · · · < sn.
Dokaza�emo indukcijom da s1 deli najmaǌih k qlanova iz S, gde je 16k6n.
Bazni sluqaj k = 1 je, naravno, trivijalan. Stoga, moжemo pretpostaviti
da s1 | s1, · · · , sk−1, za neko 2 6 k 6 n. Posmatrajmo vrednost sk − s1, koja je
deǉiva sa nekim si. Me�utim, kako je 0 < sk − s1 < sk, to je i < k (ako bi
vaжilo i > k, onda sk − s1 > si > sk, xto je naravno kontradikcija). Sledi
si | sk − s1 za neko i < k, a po indukciji je s1 | si, odakle zakǉuqujemo da
s1 | sk − s1, odnosno s1 | sk, xto nam zavrxava induktivni korak.
Za cele brojeve nije taqno tvr�eǌe. Na primer, uzmimo S = {2,−3, 5}, jer
2 | 5 − (−3), 3 | 5 − 2 i 5 | 2 − (−3), ali NZD (2,−3, 5) = 1, te bi moralo biti
da je 1 ili −1 u skupu, xto nije taqno.

4. (a) Primetimo da su na kraju otvoreni ormari�i samo sa onim broje-
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vima koji imaju neparan broj delilaca, a to su taqni kvadrati. Taqnih
kvadrata ne ve�ih od 2023 ima ⌊

√
2023 ⌋ = 44, pa �e na kraju biti 44 otvore-

na ormari�a.
(b) To su ormari�i sa brojevima koji imaju taqno 3 delioca, tj. ormari�i
sa brojevima oblika p2, gde je p prost broj. Zaista, kako je

√
2023 < 45,

potrebno je na�i sve proste brojeve koji su maǌi od 45, tj. u Eratostenovom
situ treba precrtati sve brojeve koji su deǉivi sa 2, 3 ili 5, nakon qega
nam ostaje 14 brojeva (to su brojevi 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37,
41, 43), te je samo 14 ormari�a taqno dva puta otvoreno i jednom zatvoreno
(to su oni sa brojevima 22, 32, 52, 72, 112, 132, 172, 192, 232, 292, 312, 372, 412, 432).

5. (a) Ako je x = 1+
√

2
2 i y = 1−

√
2

2 , onda je x + y = 1 ∈ Q, x2 + y = x + y2 =
5
4 ∈ Q, ali x i y nisu racionalni.
(b) Ako je x racionalan, kako je x + y racionalan, sledi da je i y
racionalan. Inaqe, vaжi x 6∈ {0, 1}, te je po uslovima racionalan i
(x3+y)−(x2+y)
(x2+y)−(x+y) = x2(x−1)

x(x−1) = x, a kako je x + y racionalan, sledi racionalnost
i y.

Drugi razred – A kategorija

1. Jednaqina ima smisla za x> 0. Ako kvadriramo obe strane jednakosti

√
√
√
√

x+

√

4x+

√

42x+

√

· · ·+
√

42023x+ 3 =
√
x+ 1,

dobijamo
√

4x+

√

42x+

√

· · ·+
√

42023x+ 3 = 2
√
x+ 1.

Ako kvadriramo obe strane ove relacije, dobijamo da je

√

42x+

√

43x+ · · ·+
√

42023x+ 3 = 4
√
x+ 1.

Ako nastavimo proceduru kvadriraǌa, dobijamo jednaqinu

42023x+ 3 = 42023x+ 2 · 22023 · √x+ 1,

odakle je x = 1
42023 .

2. Neka je B1 sredixte duжi AC i neka prava AO seqe pravu BC u taqki D.
Oznaqimo sa E presek simetrale unutraxǌeg ugla u temenu C i prave AB.
Ako bi ugao β bio prav, tada bi vaжilo sin γ cos γ = 0, pa bi i ugao γ bio

takav, xto je nemogu�e. Sledi, cosβ 6= 0, pa je BD/DC =
c cos γ

b cosβ
=

sin γ cos γ

sinβ cosβ
,
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kao i CB1/B1A = 1, AE/EB = AC/BC, odakle sledi da je, kada izmnoжimo

dobijeno,
BD

DC

CB1

B1A

AE

EB
= 1, tj. pomenute prave, na osnovu Qevine teoreme,

se seku u jednoj taqki.

3. Kako je 3y = 2x + 11 ≥ 12 > 9 = 32, to je y > 3. Za y = 3 vaжi 2x = 16,
pa je x = 4 i par (4, 3) je rexeǌe. Za y > 4 imamo: 2x = 3y − 11 > 81 − 11 =
70 > 64 = 26. Sledi, x > 7. Kako je 2x + 11 ≡ 0 (mod 9) (6 je poredak broja
2 po modulu 9), te kako je 2x ≡ 7 (mod9), sledi x ≡ 4 (mod6). Zbog Male
Fermaove teoreme je 3y = 2x + 11 ≡ 24 + 11 (mod7), tj. 3y ≡ 27 = 33 (mod 7).
Me�utim, kako je 6 poredak broja 3 po modulu 7, to je y ≡ 3 (mod 6). Tako�e,
3y ≡ 11 ≡ 37 (mod 32), pa kako je poredak broja 3 po modulu 32 jednak 8, to je
y ≡ 7 (mod8), tj. y ≡ 3 (mod 4), tj. 3y ≡ 2 (mod 5), pa je 2x = 3y−11 ≡ 1 (mod 5).
Konaqno, iz qiǌenice da je broj 4 poredak broja 2 po modulu 5, to 4 | x, pa
2x daje mogu�e ostatke 1 i 16 pri deǉeǌu sa 17, a 3y = 2x + 11 daje mogu�e
ostatke 10 i 12 pri deǉeǌu sa 17. Sledi, y ≡ 3 (mod16) ili y ≡ 5 (mod16).
Me�utim, kako ve� znamo da je y ≡ 7 (mod 8), dobijamo da jednaqina nema
rexeǌa za y > 4. Dakle, jedino rexeǌe je par (4, 3).

4. Za k > 1011 ima 0 naqina da izaberemo traжeni podskup M , jer date
brojeve moжemo razbiti u 1011 disjunktnih skupova A1 = {2022, 1}, A2 =
{2021, 2}, A3 = {2020, 3},..., A1009 = {1014, 1009}, A1010 = {1013, 1010}, A1011 =
{1012, 1011}, pa po Dirihleovom principu postoje bar 2 koja su iz istog
skupa Ai i ǌihov je zbir jednak 2023.

Za 26 k 6 1011 pore�aju se u niz (xn) brojevi:

2022, 1, 2021, 2, 2020, 3, 2019, 4, ..., 1008, 1014, 1009, 1013, 1010, 1012, 1011

(ovo je konaqan niz koji sadrжi prvih 2022 prirodnih brojeva u gorenave-
denom redosledu).

Tada, ne smeju da se odaberu dva uzastopna qlana niza (xn), jer je
ǌihov zbir ili 2023 ili 2022. Zbir bilo koja dva nesusedna qlana nije
jednak ni 2023, niti 2022. Ostaje da odredimo na koliko naqina moжemo
izabrati k qlanova ovog niza, tako da me�u ǌima ne postoje dva koji su
susedni u nizu. To se svodi na izbor indeksa j1, j2, ..., jk, za koje vaжi 16j1 <
j2−1 < j3−2 < . . . < jk−(k−1)62022−(k−1) (sa ovakvim uslovima smo dobili
da ne postoje dva uzastopna indeksa jℓ i jℓ+1, xto je ekvivalentno da nemamo
dva uzastopna qlana niza xjℓ i xjℓ+1

). Sada uvedimo smenu sm = jm−(m−1),
za 16m6 k, i problem smo sveli na izbor brojeva s1, s2, ..., sk, za koje vaжi
1 6 s1 < s2 < s3 < . . . < sk 6 2022 − (k − 1). Izbor k razliqitih brojeva
s1, s2, ..., sk u potpunosti odre�uje izbor brojeva j1, j2, ..., jk, u kome se ne
nalaze dva susedna broja (i obrnuto). To moжemo uqiniti na

(
2022−(k−1)

k

)
=

(
2023−k

k

)
naqina.

5. (PRVO REXEǋE) Neka su uglovi ∢ATB = ∢BTC = ∢CTA = 120◦. Tada
iz kosinusnih teorema za trouglove △ATB, △BTC i △CTA dobijamo: x2 =
a2−2ab cos120◦+b2 = a2+ab+b2 = 144 = 122, y2 = b2−2bc cos 120◦+c2 = b2+bc+
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c2 = 25 = 52, z2 = c2−2ca cos120◦+a2 = c2+ca+a2 = 169 = 132, odakle dobijamo
da su stranice △ABC jednake x = 12, y = 5 i x = 13. Pomo�u Heronovog
obrasca (ili ako primetimo da je ovaj trougao pravougli) dobijamo da je
povrxina ovog trougla P△ABC = 30.
Sa druge strane, dobijamo da je ova povrxina

P△ABC = P△ABT + P△BCT + P△CAT =
ab sin 120◦

2
+
bc sin 120◦

2
+
ca sin 120◦

2
=

√
3

4
(ab + bc+ ca). Izjednaqavaǌem ovih izraza dobijamo da je ab + bc+ ca =

40
√
3.

A B

C

T
120

◦

120
◦a

b

c

x

z y

(DRUGO REXEǋE) Ako bi neki od a, b, c bio jednak 0 (npr. a = 0 ⇒ b = 12
i c = 13 ⇒ b2 + bc+ c2 = 469, a ne 25; analogno bi se pokazalo i ako je b = 0
ili c = 0). Stoga su a, b, c 6= 0.

Dakle, moжemo uzeti da je a = kb i c = ℓb (k, ℓ 6= 0). Tada imamo da je:

a2 + ab+ b2 = k2b2 + kb2 + b2 = b2(k2 + k + 1) = 144,

b2 + bc+ c2 = b2 + ℓb2 + ℓ2b2 = b2(ℓ2 + ℓ+ 1) = 25,

c2 + ca+ a2 = ℓ2b2 + kℓb2 + k2b2 = b2(ℓ2 + kℓ+ k2) = 169.

Odavde je b2[(k2 + k + 1) + (ℓ2 + ℓ+ 1)− (k2 + kℓ+ ℓ2)] = 144 + 25− 169 = 0, tj.
b2[2 + k + ℓ − kℓ] = 0. Daǉe, kako je b 6= 0, dobijamo da je 2 + k + ℓ − kℓ = 0,

odakle dobijamo da je 2 + k = kℓ − ℓ, tj. ℓ =
2 + k

k − 1
(ako bi bilo k = 1, onda

bi bilo b = a, xto daje a2 = b2 = 48, xto je nemogu�e, jer je b2 + bc+ c2 = 25
i b, c > 0).

Iz b2(k2 + k + 1) = 144 i b2(ℓ2 + ℓ + 1) = 3b2
k2 + k + 1

(k − 1)2
= 25, dobijamo da

je
25

144
=

3

(k − 1)2
, odakle je k − 1 = 12

5

√
3. Konaqno imamo ab + bc + ca =

kb2 +
2 + k

k − 1
b2 + k

2 + k

k − 1
b2 = 2b2

k2 + k + 1

k − 1
=

2 · 144
12
5

√
3

= 40
√
3.

Tre�i razred – A kategorija

1. Ako jednaqinu AB = A pomnoжimo matricom A, sa desne strane, a jedna-
qinu BA = B pomnoжimo matricom A, sa leve strane, dobijaju se jednaqine
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ABA = A2 i ABA = AB. Kako je AB = A po uslovu zadatka, to imamo da je
ABA = A2 = A, tj. pokazali smo da je matrica A idempotentna. Analogno
se pokazuje i B2 = B.

2. Poznato je da su taqke A, S i Sa kolinearne (sve tri leжe na simetrali
unutraxǌeg ugla u temenu A trougla ABC), pa je zbog obrata Talesove

teoreme dovoǉno dokazati da je SaS
SaA

= SS′

AD (jer je po definiciji AD ⊥ BC i
SS′ ⊥ BC, pa je AD ‖ SS′). Neka su a, b, c duжine stranica, naspram temena
A,B,C, redom, i neka su s poluobim, ha visina iz temena A, r polupreqnik
upisane kruжnice i S povrxina polaznog trougla. Tada je jasno da je
SS′

AD = 2r
ha

=
2S
s
2S
a

= a
s .

Neka su, daǉe, P i Q dodiri upisane i spoǉa pripisane kruжnice sa
pravom AB, redom. Tada je iz Talesove teoreme ispuǌeno SaS

SaA
= QP

QA = a
s ,

jer je AP = b+c−a
2 i AQ = s. Prema tome, SaS

SaA
= a

s = SS′

AD , pa su Sa, S′ i D,
zaista, kolinearne.

3. Da! Xtavixe, dokaza�emo da za svaki prirodan broj r postoje prirodni
brojevi a1, a2, a3, ..., ar, kao i prirodan broj n, koji imaju traжeno svojstvo.
U tom ciǉu, dovoǉno je uzeti proizvoǉne prirodne brojeve a1, a2, ..., ar−1.
Stavimo da je ar = a1!a2!...ar−1!−1. Tada za n = a1!a2!...ar−1! oqigledno vaжi

n! = (a1!a2!...ar−1!)!

= (a1!a2!...ar−1!)(a1!a2!...ar−1!− 1)!

= a1!a2!...ar−1!ar!.

4. Vidimo odmah da je n > k − 1, jer k − 1 muxkaraca moжemo upariti sa
n жena. U daǉem, iskoristi�emo Holovu teoremu za rexavaǌe zadatka.
Primetimo da za svaki pravi podskup skupa muxkaraca vaжi da je on po-
dskup nekog (k−1)-toqlanog podskupa skupa muxkaraca, pa je mogu�e upari-
ti taj podskup sa nekim podskupom skupa жena, pa samim tim je i susedstvo
tog skupa ve�e kardinalnosti od naxeg skupa. Me�utim, kako uslov Holove
teoreme nije ispuǌen, zakǉuqujemo da mora da postoji neki podskup skupa
muxkaraca koji ima susedstvo maǌe kardinalnosti, a kako to nije nijedan
pravi podskup, to mora biti ceo skup svih muxkaraca. Me�utim, kako je
svaka жena kompatibilna sa barem jednim muxkarcem, znamo da je suse-
dstvo kardinalnosti upravo n, te je onda k < n. Sada je u potpunosti jasno
da mora biti k = n+ 1.

5. Odgovor: f(x) = x, kao i f(x) = 0, za svako x ∈ R.
Ubacivaǌem x = 0 u polaznu relaciju nalazimo da je f(0) = 0. Zatim,
ubacivaǌem vrednosti y = 0, nalazimo xf(x) = f(x)2, tako da je f(x) = x
ili f(x) = 0, za svako x. Me�utim, ovo nije dovoǉno da bismo zakǉuqili
da je uvek ista ,,opcija”. Pretpostavimo da je f(a) = 0 i f(b) = b, za a, b 6= 0.
Uzmimo, sada, x = b i y = a−b. Tada je f(a−b)f(a)+bf(b)+f((a−b)b) = f(a)2,
odnosno, b2 + f((a − b)b) = 0. Tada je, oqito, f((a − b)b) = −b2 6= 0, pa
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je (a − b)b = b2. Stoga je a = 2b. Me�utim, nije mogu�e da ovo vaжi za
svaki ovakav par (a, b). Na primer, moжemo uzeti neko c 6= 0, koje je ujedno
razliqito od a i b. Za ǌega vaжi da je ili f(c) = 0 ili f(c) = c, a ne vaжi
ni a = 2c, niti c = 2b. Trivijalno se proverava da su oba navedena rexeǌa
validna, te je time dokaz zavrxen.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Neka je a − b = q ∈ Q. Posmatrajmo polinom Q(x) = P (x − q), x ∈ R.
Jasno je da je ovako konstruisani polinom istog stepena (barem jedan)
kao i polinom P , da ima racionalne koeficijente, jer je takav polinom
P , ali i isti vode�i koeficijent kao i polinom P . Ako oznaqimo sa
R(x) = NZD (P (x), Q(x)) nalazimo da i polinom R, tako�e, ima racionalne
koeficijente, jer isti dobijamo korix�eǌem Euklidovog algoritma, pri-
meǌenog na polinome P i Q (kori7�eǌem te procedure nalaжeǌa poli-
noma R, svi ǌegovi koeficijenti ostaju unutar Q). Tako�e, kako je
Q(a) = P (a− q) = P (b) = 0 = P (a), to (gledano nad R[x]) vaжi da x− a | R, tj.
stepen polinoma R je barem 1, a kako R | P i kako je P ireducibilan, to je
stepen polinoma R, zapravo, jednak stepenu polinoma P , odakle nalazimo
da je P (x) = r1R(x) i Q(x) = r2R(x), za svako x ∈ R i neke racionalne brojeve
r1 i r2. Me�utim, iz qiǌenice da su vode�i koeficijenti polinoma P i Q
identiqni, dobijamo da je r1 = r2, tj. da vaжi P (x) = Q(x), za svako x ∈ R.
Konaqno, 0 = P (a) = Q(a) = P (a− q) = Q(a− q) = P (a− 2q) = Q(a− 2q) = · · · =
P (a− kq) = · · · , te ako bi vaжilo q 6= 0, tada bi polinom P imao beskonaqno
mnogo nula, xto nije mogu�e. Dakle, q = 0, tj. a = b.

2. Konveksan qetvorougao ABCD je tangentan ako i samo ako je AB +CD =
AD + BC. Duжi EF i BD su paralelne ako i samo ako vaжi AE

AF = AD
AB , pa

kako je AE = AF , to mora biti AD = AB i obrnuto. Analogno, duжi GH i
BD su paralelne ako i samo ako je BC = CD. Stoga, ako su sve tri duжi
paralelne, dobijano da vaжi AB + CD = AD + BC, tj. da je qetvorougao
ABCD tangentan.

Pretpostavimo da se prave odre�ene trima duжima EF , BD i HG
seku u jednoj taqki, recimo S. Primenom Menelajeve teoremom dobijamo
−→
BS−→
SD

= −
−−→
FB−→
AF

·
−→
EA−−→
DE

= −BF
AF · EA

ED = −BF
ED , zbog usmerenosti odgovaraju�ih duжi

i AF = AE. Analogno,
−→
BS−→
SD

= −BG
HD . Sledi, BG

HD = BF
ED , a dobijeno vaжi ako

krugovi upisani u trouglove ABD i BCD dodiruju pravu BD u istoj taqki,
xto je ekvivalentno sa BA+BD−AD

2 = BC+BD−DC
2 , tj. BA − AD = BC −DC,

tj. BA+DC = BC +AD, pa je qetvorougao ABCD tangentan.
Konaqno, ako je qetvorougao ABCD tangentan, tada, ako je AB = AC i

CB = CD, to su (znamo iz prvog dela dokaza) duжi BD, GH i EF paralelne.
Ako AB 6= AD i CB 6= CD, tada nikoje dve od pravih BD, EF i GH nisu
paralelne. Stoga, pretpostavimo da se prave BD i EF seku u taqki X,
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a BD i GH u taqki Y . Primenom Menelajeve teoreme dobijamo:
−−→
BX−−→
XD

=

−
−−→
FB−→
AF

·
−→
EA−−→
DE

= −BF
AF · EA

ED = −BF
ED , kao i

−−→
BY−−→
Y D

= −
−−→
GB−→
AG

·
−−→
HA−−→
DH

= −BG
AG · HA

HD = −BG
DH , te

koriste�i ranije jednakosti, BG = BA+BD−AD
2 = BC+BD−CD

2 = BF , DH =
AD+BD−AB

2 = CD+BD−CB
2 = DE, odakle sledi

−−→
BX−−→
XD

=
−−→
BY−−→
Y D

, xto je ekvivalentno

sa X = Y , pa se sve tri prave seku u jednoj taqki.

3. Za m = n imamo f(n) | n!. Stoga, f(1) = 1 = 1! i za n = m = 1 imamo
f(n) + 1 | n! + 1. Stoga, f(n) | n! − f(n), f(n) + 1 | n! − f(n), te kako su f(n)
i f(n) + 1 uzajamno prosti, imamo f(n)(f(n) + 1) | n! − f(n). Za f(n) < n!,
n > 1, je n! > f(n)(f(n) + 1) > f(n)2, pa je f(n) <

√
n!. Za n = 2, imamo

f(2) + 1 | 3, a kako je f(2) + 1 > 1 i 3 je prost, sledi f(2) + 1 = 3, tj.
f(2) = 2 = 2!. Za n = 3, imamo f(3) + 1 | 7, a kako je f(3) + 1 > 1 i 7 je
prost, sledi f(3) + 1 = 7 i f(3) = 6 = 3!. Za n = 4, imamo f(4) + 1 | 25, pa je
f(4) ∈ {5 − 1, 25 − 1} = {4, 24} i kad uzmemo m = 2, imamo f(4) + 2 | 26, a za
f(4) = 4 imamo da 6 | 26, xto je netaqno, pa je f(4) = 24 = 4!. Za n = 5, imamo
f(5) + 1 | 121, f(5) + 1 ∈ {11, 121}, pa je f(5) ∈ {10, 120}. Ako je f(5) = 10, za
n = 5, m = 2, dobijamo 12 | 122, xto je netaqno. Stoga, f(5) = 120 = 5!. Za
n = 6 je f(6)+1 | 721, pa je f(6) ∈ {6, 102, 720}. Za f(6) = 6 i m = 2 vaжi 8 | 722,
xto nije taqno. Za f(6) = 102 i m = 2 vaжi 104 | 722, xto opet nije taqno.
Stoga f(6) = 720 = 6!. Dokazujemo indukcijom da je f(n) = n!, za svako n> 7.
Ako f(n−1) = (n−1)!, onda je f(n)+(n−1)! | (n−1)! (n+1), pa za neko prirodno
k, imamo kf(n) + k(n− 1)! = (n− 1)! (n+ 1), tj. kf(n) = (n− 1)!(n+ 1− k) > 0,

pa je n + 1 > k, tj. k 6 n. Tako�e, vaжi f(n) = (n−1)!(n+1−k)
k >

(n−1)!
n . Ako

f(n) 6= n!, kako f(n)+1 | n!+1, znamo da je f(n)6n!, odakle sledi da moжemo

pretpostaviti da je f(n) < n!, pa f(n) <
√
n!. Stoga, imamo (n−1)!

n <
√
n!, pa

je
√

(n− 1)! <
√
n · n =

√
n3, odnosno (n− 1)! < n3. Me�utim, ovo nije taqno

za n> 7. Zaista, (n− 1)!, za n = 7, je 6! = 720, a 73 = 343, kontradikcija. Za
n> 8, (n− 1)!> ((n− 1) · 2) · ((n− 2) · 3) · ((n − 3) · 4) > n · n · n = n3. Dakle, za
sve n> 1 je f(n) = n!, kao i za sve n < 5 je f(n) = n!. Stoga, f(n) = n!, za sve
prirodne n. Trivijalno se proverava da pomenuta funkcija zadovoǉava
uslove zadatka.

4. (a) Odgovor je 22023
(
2023
101

)100
. Zaista, za prvi skup imamo 22023 izbora.

Dokaжimo da za svaki slede�i skup imamo
(
2023
101

)
naqina, odakle sledi nave-

deno. Primetimo da vaжi B ∩ C = B \ (B△C) i C \ B = (B△C) \ B, xto se
lako proverava. Odatle sledi da vaжi i C = (B \(B△C))∪((B△C)\B). Da-
kle, ukoliko fiksiramo neki skup S ⊂ {1, 2, 3, ..., 2023}, takav da je |S| = 101,
jedinstveno je odre�en skup C takav da |B△C| = S. Tako�e, oqito ni-
je mogu�e da dva razliqita takva skupa S daju isti skup C, pa je broj
traжenih skupova C jednak broju skupova S za koje vaжi |S| = 101, a on je
taqno

(
2023
101

)
.

(b) Odgovor je 0, zbog parnosti. Zaista, primetimo da za svaka dva skupa
B i C, B, C ⊂ {1, 2, 3, ..., 2023}, za koje vaжi |B△C| = 101, tako�e vaжi da
je parnost brojeva |B| i |C| razliqita. To direktno sledi iz identiteta
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|A|+|B| = |A△B|+2 |A∩B|, koji se trivijalno da proveriti. Dakle, ukoliko
bismo imali niz skupova A1, A2, ..., A101 koji ispuǌava traжeno, moralo bi
biti da su |A1|, |A3|, ..., |A101| iste parnosti, ali to nije mogu�e, jer, zbog
dodatne osobine, tj. qiǌenice da vaжi i |A1△A101| = 101, brojevi |A1| i
|A101| moraju biti razliqite parnosti.

5. Odgovore je ne. Posmatrajmo funkciju f : N → N zadatu sa f(2) = 3,
f(3) = 2, f(n) = n, n ∈ N \ {2, 3}. Lako se proverava da ona ispuǌava uslov
iz zadatka, a nije neopadaju�a, jer f(2) > f(3).

Prvi razred – B kategorija

1. Kako je
1

31
> 0, 03 > 0, 004 = 0, 972− 0, 968, tj.

1

31
+ 0, 968 > 0, 972, to za sve

racionalne brojeve oblika
k

l
, 2 6 l 6 31 i 1 6 k 6 l − 1, a koji su maǌi od

1, vaжi da su, tako�e, maǌi i od 0, 968. Odavde nalazimo da traжeni broj

mora biti ve�i od 31. Kako je
31

32
= 0, 96875 (

30

32
= 0, 9375) u ovom zatvorenom

intervalu, dobijamo da je traжeni broj 32.

2. (PRVO REXEǋE) Iz uslova zadatka imamo da je
−−→
EF =

−−→
BC i

−−→
EG =−−→

AD. Kako je E sredixte AB i H sredixte CD imamo da je
−→
EA +

−−→
EB = ~0

i
−−→
CH +

−−→
DH = ~0, pa je

−−→
EH =

−→
EA +

−−→
AD +

−−→
DH i

−−→
EH =

−−→
EB +

−−→
BC +

−−→
CH.

Sabiraǌem ove 2 jednakosti dobijamo da je 2
−−→
EH =

−−→
AD+

−−→
BC =

−−→
EG+

−−→
EF , tj.−−→

EH = 1
2

−−→
EG+ 1

2

−−→
EF , pa je taqka H sredixte duжi FG.

A B

C

D

F

G

E

H

(DRUGO REXEǋE) Iz uslova zadatka imamo da je
−−→
EF =

−−→
BC ⇒ qetvoro-

ugao EFCB je paralelogram, pa je i
−−→
FC =

−−→
EB = 1

2

−−→
AB. Sliqno, imamo da je

−−→
EG =

−−→
AD ⇒ qetvorougao EGDA je paralelogram, pa je i

−−→
DG =

−→
EA = 1

2

−−→
AB.

Stoga je i
−−→
FC =

−−→
DG, pa je i qetvorougao FCGD je paralelogram. Kako

se dijagonale paralelograma polove, dobijamo da je taqka H i sredixte
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dijagonale CD i dijagonale FG, qime smo pokazali da su taqke F , G i H
kolinearne.

3. Primetimo da je 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21 i 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 7 = 22,
a svaka suma 6 razliqitih brojeva je ve�a od 22, moжemo zakǉuqiti da su
1, 2, 3, 4, 5, 7 svi delioci od n. Onda je n deǉiv i sa NZS{1, 2, 3, 4, 5, 7}= 420.

4. Kako je vrednost f(3) = 13 ve� data, ostaje da odredimo jox vrednosti za
f(1), f(5), f(7), f(9), f(11) i f(13) (to su sve razliqiti parni brojevi iz N12),
kao i vrednosti za f(2), f(4), f(6), f(8), f(10) i f(12) (to su sve razliqiti
neparni brojevi iz N11). I jedno i drugo moжemo odrediti na 6! = 6 · 5 · 4 ·
3 · 2 · 1 = 720 naqina, pa traжenih funkcija ima (6!)2 = 7202 = 518 400.

5. U svakom minutu ukupan broj osoba se promeni za broj koji daje ostatak
1 pri deǉeǌu sa 3. Oznaqimo sa Si broj osoba u prostoriji nakon i-tog
minuta. Na poqetku je S0 = 0, a zbog opisanog pravila je Si+1 ≡ Si +
1 (mod 3). Zato je za svako k ∈ N ispuǌeno S3k ≡ S3(k−1) + 3 ≡ S3(k−1) ≡ · · · ≡
S0 ≡ 0 (mod 3). Dakle, nakon 100 sati, tj. nakon 6000 minuta, broj osoba u
prostoriji mora biti deǉiv sa 3. Me�utim, kako 3 ne deli 2023, odgovor
na pitaǌe iz zadatka je odreqan.

Drugi razred – B kategorija

1. Prema uslovima zadatka, dati izraz, oznaqimo ga sa I, moжemo transfo-
rmisati na slede�i naqin:

I =

√

a+ b+ c+ 2
√
c
√
a+ b+

√

a+ b+ c− 2
√
c
√
a+ b

=

√

(
√
c+

√
a+ b)2 +

√

(
√
c−

√
a+ b)2

=
√
c+

√
a+ b+

√
c−

√
a+ b

= 2
√
c.

,

jer je
√
a+ b <

√
c. Odavde je jasno da dati izraz ne zavisi od a i b.

2. (a) Iz P = a·5
2 = b·12

2 = c·13
2 ⇒ a = 2P

5 , b = 2P
12 , c =

2P
13 . Kako za ove stranice

ne vaжi nejednakost trougla a = 2P
5 = 2P ·25

125 > b + c = 2P
12 + 2P

13 = 2P ·25
156 , takav

trougao ne postoji.
(b) Iz P = a·6

2 = b·9
2 = c·12

2 ⇒ a = 2P
6 , b = 2P

9 , c = 2P
12 . Kako za ove stranice

vaжi nejednakost trougla, jer a = 2P
6 = 2P ·6

36 < b + c = 2P
9 + 2P

12 = 2P ·7
36 ,

takav trougao postoji (dovoǉno je proveriti samo ovu nejednakost, jer je a

najduжa stranica). Kako vaжi b2 + c2 = 4P 2

81 + 4P 2

144 = 4P 2·25
1296 < 4P 2·36

1296 = 4P 2

36 =
a2 ⇒ △ je tupougli.

3. Oznaqimo sa D diskriminantu polazne kvadratne jednaqine. Tada vaжi
D > 0 i s obzirom da su rexeǌa iste racionalni brojevi, to je 0 6

√
D =
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p

q
∈ Q, za neke uzajamno proste prirodne brojeve p i q, tj. za neke prirodne

brojeve p i q za koje je NZD (p, q) = 1. Stoga, mora biti D =
p2

q2
, tj. q2D = p2,

odakle vaжi da q | p2, tj. q | p, jer je NZD (p, q) = 1, xto je mogu�e samo u
sluqaju q = 1. Dakle, D = p2, pa je diskriminanta D kvadrat prirodnog
broja.

Pokaжimo, u daǉem, da pri datim uslovima, diskriminanta polazne
jednaqine mora dati ostatak 5 po modulu 8. U tom ciǉu, neka je a = 2n− 1,
b = 2m− 1 i c = 2k − 1, za neke cele brojeve m,n i k. Tada vaжi

D = (2m− 1)2 − 4(2n− 1)(2k − 1),

te kako je (2m − 1)2 = 4m2 − 4m + 1 = 4m(m − 1) + 1 ≡ 1 (mod 8), jer je broj
m(m − 1) paran, i 4(2n− 1)(2k − 1) ≡ 4 (mod 8), to je D ≡ 5 (mod 8). Lako se
pokazuje da kvadrati celih brojeva pri deǉeǌu sa 8 ne mogu davati ostatak
5. Mogu dati samo ostatke 0, 1 ili 4, odakle zakǉuqujemo da diskiminanta
date kvadratne jednaqine ne moжe biti potpun kvadrat, odakle sledi da su
rexeǌa kvadratne jednaqine iracionalni brojevi.

4. Ako bismo od 3 objekta jednaka po svim atributima, osim xto je jedan
teжi od ostalih, traжili najteжi objekat, dovoǉno je samo jedno mereǌe.
To moжemo izvesti tako xto moжemo staviti po jedan objekat na svaki
od tasova. U slucaju neravnoteжe, traжeni objekat je onaj na tasu koji
preteжe, svakako. U suprotnom, traжeni objekat je onaj koji nije ni na
jednom od tasova.

Ako bismo imali 9 kuglica od kojih je jedna teжa od ostalih, potre-
bna su nam dva mereǌa da pronademo upravo tu teжu. Zaista, 9 kuglica
moжemo podeliti u tri grupe od po tri kuglice i primeniti dva puta
prethodno razmatranu strategiju. U sluqaju sa 23 kuglice, moжemo napra-
viti tri grupe tako da u ǌima imamo redom 9, 9 i 5 kuglica i onda na
vagu staviti, recimo, prve dve grupe. Ako nastupi neravnoteжa, zadatak
se svodi na razmatrani sluqaj sa 9 kuglica. U suprotnom, dodavaǌem 4
merene kuglice u tre�u grupu, zadatak se opet svodi na sluqaj sa ukupno
9 kuglica. Kako nam je za sluqaj sa 9 kuglica potrebno taqno 2 mereǌa,
dovoǉan broj mereǌa da prona�emo najteжu je 3.

5. Nejednaqina je definisana za x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 1], jer mora biti 1 −
x > 0 i

√
1− x 6= 1. Prebacivaǌem izraza sa desne strane na levu, nakon

sre�ivaǌa, dobijamo

√
1− x− 2

√
3x

(
√
1− x− 1)(

√
1− x+ 1)

> 0.

Oqigledno je da znak izraza u imeniocu zavisi samo od znaka izraza√
1− x− 1, jer je za savako x6 1 ispuǌeno

√
1− x+1>1. Stoga, razmotrimo

dva sluqaja.
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1◦:
√
1− x− 1 > 0, tj. 1 <

√
1− x, tj. 1 < 1− x, tj. x < 0

U ovom sluqaju nejednaqina postaje
√
1− x−2

√
3 x>0, odnosno 2

√
3x6

√
1− x,

xto je taqno za sve x < 0.
2◦:

√
1− x − 1 < 0, tj.

√
1− x < 1, tj. 1 − x < 1, tj. x ∈ (0, 1], zbog

oblasti definisanosti nejednaqine

U ovom sluqaju nejednaqina postaje
√
1− x−2

√
3 x60, odnosno

√
1− x62

√
3x,

tj. 12x2 + x − 1 > 0. Analizom dobijene kvadratne funkcije trivijalno

nalazimo da mora biti x ∈ (−∞,−1

3
] ∪ [

1

4
,+∞), te kako je u ovom sluqaju

x ∈ (0, 1], to je x ∈ [
1

4
, 1].

Konaqno, uzimaju�i u obzir dobijeno u oba sluqaja, dolazimo do za-

kǉuqka da je skup rexeǌa polazne nejednaqine skup (−∞, 0) ∪ [
1

4
, 1].

Tre�i razred – B kategorija

1. Uslov da je prvi logaritam definisan je x2 + 3x > 0, odnosno, x ∈
(−∞,−3) ∪ (0,+∞).

Prvu nejednaqinu moжemo napisati u obliku x·
(
log0.5(x

2+3x)+2
)
> 0.

Proizvod dva broja je pozitivan ukoliko su oba broja pozitivni ili oba
broja negativni, odakle dobijamo dva sistema sa po dve nejednaqine:

(x > 0, log0.5(x
2 + 3x) + 2 > 0) i (x < 0, log0.5(x

2 + 3x) + 2 < 0).

Jednaqina log0.5(x
2+3x)+2 > 0 ⇔ log0.5(x

2+3x) > −2 = log0.5 4, pa kad
se oslobodimo logaritma (zbog 0.5 < 1 meǌa se znak!), dobijamo kvadratnu
nejednaqinu x2 + 3x − 4 < 0, koja ima rexeǌe x ∈ (−4, 1). Rexeǌe prvog
sistema, tj. sistema nejednaqina (x > 0, log0.5(x

2 + 3x) + 2 > 0), je x ∈ (0, 1).
Sliqno, log0.5(x

2 + 3x) + 2 < 0 ⇔ log0.5(x
2 + 3x) < −2 = log0.5 4, pa kad

se oslobodimo logaritma (zbog 0.5 < 1 meǌa se znak!), dobijamo kvadratnu
nejednaqinu x2+3x− 4 > 0, koja ima rexeǌe x ∈ (−∞,−4)∪ (1,+∞). Rexeǌe
drugog sistema, tj. sistema nejednaqina (x < 0, log0.5(x

2 + 3x) + 2 < 0), je
x ∈ (−∞,−4).

Konaqno, spajaǌem rexeǌa ova dva sistema dobijamo da je rexeǌe
prve logaritamske nejednaqine jednako x ∈ (−∞,−4) ∪ (0, 1).

Sre�ivaǌem izraza u drugoj nejednaqini polaznog sistema dobijamo
da je

2 log2 3− 3 log8 45

log4 75 + log0.25 3
= −1,

te se ova nejednaqina svodi na x+ 4 > −1 i ona ima rexeǌe x > −5.
Ukupno rexeǌe dobijamo kao presek ova dva rexeǌa: x ∈ (−5,−4) ∪

(0, 1).

2. Neka je ABC dati trougao. Oznaqimo sa a i b, redom, duжine stranica
BC i CA, a sa β i γ unutraxǌe uglove u temenima B i C tog trougla,
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redom. Pretpostavimo, prvo, da trougao rotira oko svoje a stranice, tj.
oko stranice BC. U sluqaju da je taqno jedan od uglova β ili γ jednak
90◦, u tom procesu �emo dobiti obrtno telo (obiqnu pravu kupu), koje ima
polupreqnik osnove jednak ha = 2P

a i visinu jednaku a. Ukoliko su β i
γ oxtri uglovi, nezavisno od veliqine ugla u temenu A, dobi�emo dve
kupe, istih polupreqnika osnova jednakih ha (osnove su nasloǌene jedna
na drugu), qiji je zbir visina jednak, upravo, a. U sluqaju da je neki
od (taqno jedan) uglova β ili γ tup, prilikom rotacije �e se formirati
telo identiqno telu koje nastaje kada iz jedne kupe ,,izvadimo” maǌu kupu,
istog polupreqnika osnove, s tim xto je razlika visina tih kupa jednaka
a. U svakom od ova tri sluqaja dobijamo istu zapreminu obrtnog tela:

Va = 1
3

(
2P
a

)2 · a =
4P 2π

3a
. Analogno se dobija i da je zapremina obrtnog tela

koje dobijamo kada trougao rotira oko svoje stranice b jednaka Vb =
4P 2π

3b
.

Odalte imamo da je traжeni odnos Va : Vb =
4P 2π

3a
:
4P 2π

3b
=

1

a
:
1

b
, tj.

Va : Vb = b : a.

3. Iz poqetnog uslova imamo da je nn ≡ 2023 (mod n), odakle sledi n | 2023 =
7 ·172. Tako�e, ukoliko je n>14, tada bi vaжilo 0 ≡ nn ≡ 2023 (mod 49), xto
nije mogu�e. Iz prethodnih zapaжaǌa preostaje jox ispitati sluqaj n = 7,
xto i jeste rexeǌe polaznog problema. Zaista, da bi vaжilo 24 ·32 ·5·7 = 7! |
77 − 2023, treba pokazati da 16 | 77 − 2023, 9 | 77 − 2023, kao i da 5 | 77 − 2023,
jer, svakako, 7 | 77 − 2023. Stoga, treba uporediti ostatke pri deǉeǌu
brojeva 77 i 2023 sa 16, 9 i 5.

Imamo da broj 48 daje ostatak 0 pri deǉeǌu sa 16, odakle sledi da 72

daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 16. Dakle, 77 mora dati ostatak 7 pri deǉeǌu
sa 16, a to je ujedno i ostatak pri deǉeǌu broja 2023 sa 16, jer 16 | 2016.
Sliqno, ostatak pri deǉeǌu broja 77 sa 9 je 7, jer 9 | (73 − 1) = 342, xto je
ujedno i ostatak pri deǉeǌu broja 2023 sa 9 (znamo da 9 | 2016). Konaqno,
74 pri deǉeǌu sa 5 daje ostatak 1, odakle sledi da 77 daje ostatak 3 pri
deǉeǌu sa 5. Kako je ostatak pri deǉeǌu broja 2023 sa 5 jednak 3, to
5 | 77 − 2023.

4. Na slede�im slikama je u svako poǉe xahovske table upisan broj koliko
poǉa napada dama sa tog poǉa (slika levo) i koliko poǉa napada skakaq sa
tog poǉa (slika 2. sleva) – to je isto i sa koliko poǉa bi skakaq napadao
damu ukoliko se nalazi na tom poǉu.

a b c d e f g h

1

2

3

4

5

6

7

8

21

21

21

21

21

21

21

21

21

23

23

23

23

23

23

21

21

23

25

25

25

25

23

21

21

23

25

27

27

25

23

21

21

23

25

27

27

25

23

21

21

23

25

25

25

25

23

21

21

23

23

23

23

23

23

21

21

21

21

21

21

21

21

21

a b c d e f g h
1
2
3
4
5
6
7
8

2
3
4
4
4
4
3
2

3
4
6
6
6
6
4
3

4
6
8
8
8
8
6
4

4
6
8
8
8
8
6
4

4
6
8
8
8
8
6
4

4
6
8
8
8
8
6
4

3
4
6
6
6
6
4
3

2
3
4
4
4
4
3
2
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a b c d e f g h
1
2
3
4
5
6
7
8

23

24

25

25

25

25

24

23

24

27

29

29

29

29

27

24

25

29

33

33

33

33

29

25

25

29

33

35

35

33

29

25

25

29

33

35

35

33

29

25

25

29

33

33

33

33

29
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Kada saberemo ove brojeve dobijamo sliku 3. sleva, a tu je u svako
poǉe upisan broj poǉa koje napada dama sa tog poǉa ili bi dama bila
napadnuta ako bi tu bio skakaq (primetimo da su ova poǉa disjunktna,
zato ih samo sabiramo). Na posledǌoj slici (skroz desno) je broj poǉa
na kojima moжe biti skakaq tako da nit ǌega napada dama nit on damu (to
ukupno 64 poǉa oduzmemo 1 poǉe gde se nalazi dama i d poǉa koja napada
dama sa tog poǉa i s poǉa sa kojih skakaq napada damu na tom poǉu, tj.
63− (d+ s), tj. od 63 oduzmemo broj sa 3. slike levo).

Ukupan broj naqina da se stave bela dama i crni skakaq na xahovsku
tablu 8 × 8 tako da nijedna od te 2 figure nije napadnuta je jednak zbiru
svih brojeva sa slike skroz desno, a to je jednako:

4 · 40 + 8 · 39 + 16 · 38 + 4 · 36 + 16 · 34 + 12 · 30 + 4 · 28 = 2 240.

5. Ukoliko je XY Z trougao u ravni, sa PXY Z �emo oznaqiti ǌegovu po-
vrxinu. Dokaжimo da je PMNP jednako 2023 cm2. Zaista, neka su A′, B′

i C′ podnoжja visina iz temena A, B i C trougla ABC, koja odgovaraju
stranicama BC, CA i AB, redom, i neka je M ′, tako�e, podnoжje visine iz
temena M trougla CMN , koje odgovara stranici NC. Oznaqimo sa a, b i c
duжini stranica BC, CA i AB, tim redom, trougla ABC. Kako je NC = 2b,
to je PCMN = b ·MM ′. Sa druge strane, ako posmatramo trouglove BCB′

i MCM ′, zakǉuqi�emo, odmah, da su podudarni (USU), jer je BB′||MM ′.
Sledi, BB′ =MM ′, pa je PCMN = b · BB′ = 2PABC .



48

Analogno se pokazuje da je PANP = c · CC′ = 2PABC, kao i PBPM =
a · AA′ = 2PABC. Dakle, PMNP = PABC + PCMN + PANP + PBPM = 7PABC =
2023 cm2.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Kvadratna funkcija f(x) = x2 + x − 2 ima nule x1 = 1 i x2 = −2, a teme
parabole je taqka T (− 1

2 ,− 9
4 ).

Funcija g(x) = −f(x) = −x2 − x + 2 ima iste nule, a teme parabole joj je
T ′(− 1

2 ,
9
4 ).

Stoga je |x2 + x− 2| =
{

x2 + x− 2, x ∈ (−∞,−2] ∪ [1,+∞)

−x2 − x+ 2, x ∈ (−2, 1).

Odredimo za koje vrednosti parametra m prava y = x+m prolazi kroz neku
od taqaka N1(−2, 0) i N2(1, 0) ili je tangenta na parabolu y = −x2 − x+ 2.
Kada ubacimo koordinate taqke N1(−2, 0) u jednaqinu prave y = x+m do-
bijamo m = 2. Kada ubacimo koordinate taqke N2(1, 0) u jednaqinu prave
y = x+m dobijamo m = −1.
Odredimo m tako da prava y = x+m i parabola y = −x2−x+2 imaju jednu
zajedniqku taqku (tad je ta prava tangenta parabole): x+m = −x2 − x+ 2,
tj. dobijamo kvadratnu jednaqinu x2+2x+m−2 = 0 koja ima diskirminantu
D = 4 − 4(m − 2) = 12 − 4m. Da bi imali jedinstveno rexeǌe mora biti
D = 0, pa dobijamo m = 3.
Ove 3 prave, y = x+ 2, y = x− 1 i y = x+ 3, su graniqni sluqajevi za to
koliko preseqnih taqaka imaju prava y = x+m i grafik funkcije y =
|x2 + x− 2|. To je sve predstavǉeno na narednoj slici.

0 1 2 3 4 5−1−2−3

1

2

3

4

5

6

−1

−2

x

f(x)

N1 N2

y = x−1

y = x+2

y = x+3

Za m < −1 nema rexeǌa; za m = −1 ima jedno rexeǌe, za −1 < m < 2
i m > 3 ima dva rexeǌa; za m = 2 i m = 3 ima tri rexeǌa; za 2 < m < 3
ima qetiri rexeǌa.

Napomena. Moжe se gledati i koliko preseqnih taqaka ima grafik funkci-
je
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|x2+x−2|−x =

{

x2 − 2, x ∈ (−∞,−2] ∪ [1,+∞),

−x2 − 2x+ 2, x ∈ (−2, 1),
sa pravom y =

m, gde je m ∈ R.

2. (PRVO REXEǋE) Iz kvadrata A2A4A6A8, stranice d i dijagonale D,
dobijamo vezu D = d

√
2.

Povrxina deltoida OA2A1A8 je
d · D

2

2
=
d ·D
4

, dok je povrxina celog osmo-

ugla 4 · d ·D
4

= d ·D, qime smo pokazali da je povrxina pravilnog osmougla

jednaka proizvodu duжina ǌegove najmaǌe i najve�e dijagonale.

dD

2

A1

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

O

a

a

a

a

a

d

D

A1

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

M

N

(DRUGO REXEǋE) Povrxina P osmougla je zbir povrxina 2 podu-
darna trapeza A1A8A7A6 i A2A3A4A5 i pravougaonika A1A2A5A6. Ne-
ka je a stranica pravilnog osmougla. Tada je dijagonala A1A6 jednaka

A1A6 = A1M +MN + NA6. Visina trapeza h = A8M =
a√
2
=
a
√
2

2
, a osno-

vice trapeza su A1A6 =
a
√
2

2
+ a+

a
√
2

2
= a+ a

√
2 = a(1 +

√
2) i A8A7 = a, pa

je povrxina trapeza PA1A8A7A6 =
A1A6 +A8A7

2
· A8M =

(

a+ a
√
2

2

)

· a
√
2

2 . Po-

vrxina pravougaonika A1A2A5A6 je PA1A2A5A6 = A1A2 · A1A6 = a ·
(
a+ a

√
2
)
,

pa je povrxina celog osmougla P = 2PA1A8A7A6 + PA1A2A5A6 = 2a2(1 +
√
2).

Iz pravogulog trougla A1A6A5 nalazimo dijagonalu A1A5
2 = A1A6

2+
A5A6

2 = a2 + a2(1 +
√
2)2 = a2(4 + 2

√
2), tj. najve�a dijagonala je D = A1A5 =

a
√

4 + 2
√
2. Iz pravogulog △A1NA7 nalazimo dijagonalu

A1A7
2 = A1N

2 +NA7
2 =

(

a+
a
√
2

2

)2

+

(

a
√
2

2

)2

= a2(2 +
√
2),

tj. najmaǌa dijagonala je d = A1A7 = a
√

2 +
√
2. Dakle, proizvod najve�e i
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najmaǌe dijagonale polaznog osmougla je

D · d = a

√

4 + 2
√
2 · a

√

2 +
√
2 = a2

√
2

(√

2 +
√
2

)2

= 2a2(1 +
√
2) = P,

xto je i trebalo dokazati.

3. Trivijalno se proverava da x = 10 jeste rexeǌe polazne jednaqine.
Oqigledno, ako je x ∈ Z rexeǌe date jednaqine, da mora vaжiti x > 0, jer
za x < 0 leva strana jednaqine je ceo broj, dok je desna racionalan, koji
nije ceo.

Tako�e, lako proveravamo (jednostavnim ubacivaǌem vrednosti) da
celi brojevi 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 i 9 nisu rexeǌa polazne jednaqine (leva
strana je u svim tim sluqajevima strogo ve�a od desne).

Neka je sada x = n> 11. Kako je n ∈ Z i n> 11, to je n prirodan broj
ne maǌi od 11. Trivijalnom primenom principa matematiqke indukcije
dokazujemo da za svako n> 11 vaжi 6(n+ 1) < 2n. Zaista, za n = 11 tvr�eǌe
se svodi na 72 < 211 = 2048, xto je taqno. Ako bismo pretpostavili da
isto vaжi za neko n ∈ N, n > 11 (induktivna hipoteza), tada �e vaжiti
6(n + 2) = 6n + 12 = 6(n + 1) + 6 < 2n + 6 < 2n + 2n = 2 · 2n = 2n+1, jer je za
n> 11 ispuǌeno 6 < 20486 2n. Dakle, za svako n> 11 vaжi 6(n+ 1) < 2n.

Korix�eǌem prethodno pokazanog, tj. nejednakosti 6(n + 1) < 2n,
n > 11, sliqno se pokazuje da za svako n > 11 vaжi i 3n2 + 3n + 1 < 2n.
Zaista, za n = 11 nejednakost postaje 397 < 211 = 2048, koja je taqna. Ako bi
nejednakost vaжila za neko prirodno n>11, tj. ako bi bilo 3n2+3n+1 < 2n,
tada bi, na osnovu prethodno dokazane nejednakosti, vaжilo i 3(n + 1)2 +
3(n+1)+1 = 3n2+3n+1+6n+6 = 3n2+3n+1+6(n+1) < 2n+2n = 2 ·2n = 2n+1,
odakle, na osnovu principa matematiqke indukcije, sledi da je za svako
prirodno n> 11 ispuǌeno 3n2 + 3n+ 1 < 2n.

Konaqno, koristi�i, ponovo, princip matematiqke indukcije, dokaжi-
mo na kraju da �e za svako n> 11 vaжiti n3 +24 < 2n. Za n = 11 je tvr�eǌe
trivijalno taqno, jer je 1355 < 211 = 2048. Ako bi za neko n > 11, n ∈ N,
vaжilo n3 + 24 < 2n (induktivna hipoteza), tada �e, na osnovu induktivne
hipoteze i druge pokazane najednakosti, za sledi�i prirodan broj, tj. za
n+1, biti ispuǌeno (n+1)3+24 = n3+3n2+3n+25 = n3+24+(3n2+3n+1) <
2n +2n = 2 · 2n = 2n+1. Dakle, n3 +24 < 2n, za svako prirodno n> 11, odakle
sledi da polazna jednaqina nema rexeǌa u skupu prirodnih brojeva koji
nisu maǌi od 11.

Iz svega pokazanog, jedino rexeǌe jednaqine je x = 10.

4. 2 grupe od po 4 osobe moжemo rasporediti na (14·14+2· 12·132 )·2!·22 ·(4!)2 =
1622016 naqina!

Objaxǌeǌe: Ako je jedna grupa levo, a druga desno, onda moжemo prvi red
svake od tih grupa izabrati na 14 naqina – od 1. do 14. i to daje 14 · 14
izbora. Ako su obe grupe na istoj strani to se svodi na izbor 2 broja
od 1 do 14 koji nisu uzastopni: ako je izabran maǌi broj 1 drugi moжe
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od 3 do 14 (12 mogu�nosti), ako je izabran maǌi broj 2 drugi moжe od 4
do 14 (11 mogu�nosti), ako je izabran maǌi broj 3 drugi moжe od 4 do 14
(10 mogu�nosti), ... , ako je izabran maǌi broj 12 drugi moжe samo 14 (1
mogu�nost), pa ovakvih izbora na svakoj strani ima 12+11+10+. . .+1 = 12·13

2 ,
a ukupno ih ima 2 · 12·13

2 . Koja je qetvorka gde, to moжemo odrediti na 2!
naqina. Kada smo odabrali redove i stranu gde se nalazi naxa qetvorka,
moжemo ih smestiti na sedixta (AB ili AC), xto su jox 2 mogu�nosti za
svako od ove 2 qetvorke. Kada smo odredili pozicije na kojima su, ǉude
moжemo rasporediti tu na jox 4! naqina, za svaku od ove 2 qetvorke. Time
su nam zauzete 4 reda od ukupno 50.

5 grupa od po 3 osobe moжemo rasporediti na
(
46
5

)
· 5! · (3!)5 = 933120 ·

(
46
5

)
=

1279077972480 naqina!

Objaxǌeǌe: Redove u kojima su neki od ǉudi iz qetvorke ne moжemo bi-
rati, pa ostaje da od preostalih 46 redova odaberemo 5, to je

(
46
5

)
. Koja je

trojka gde, to moжemo odrediti na 5! naqina. Kada smo odredili pozicije
na kojima su, ǉude moжemo rasporediti tu na jox 2! naqina, za svaku od
ovih 5 trojki. Nakon ovoga nam je zauzeto 4 + 5 = 9 redova od ukupno 50.

8 grupa od po 2 osobe moжemo rasporediti na
(
41
8

)
· 8! · 28 · (2!)8 = 2642411520 ·

(
41
8

)
= 252477783303782400 naqina!

Objaxǌeǌe: Redove u kojima su neki od ǉudi iz qetvorke ili trojke ne
moжemo birati, pa ostaje da od preostalih 41 redova odaberemo 8, to
je
(
41
8

)
. Koja je dvojka gde, to moжemo odrediti na 8! naqina. Kada smo

odabrali redove gde se nalaze naxe dvojke, moжemo ih smestiti na sedi-
xta (AB ili AC), xto su jox 2 mogu�nosti za svako od ovih 8 dvojki. Kada
smo odredili pozicije na kojima su, ǉude moжemo rasporediti tu na jox
2! naqina, za svaku od ovih 8 dvojki.

Ovim smo rasporedili 2 · 4+5 · 3+8 ·2 = 39 ǉudi. Preostalih 150− 39 = 111
moжemo rasporediti na ostala mesta na 111! naqina.

Ukupno traжenih rasporeda ima:

(14 · 14+ 2 · 12·13
2 ) · 2! · 22 · (4!)2 ·

(
46
5

)
· 5! · (3!)5 ·

(
41
8

)
· 8! · 28 · (2!)8 · 111!

5. (PRVO REXEǋE) Primenom nejednakosti izme�u aritmetiqke i ge-
ometrijske sredine dobijamo

x+ n− 1

n
=
x+

n−1
︷ ︸︸ ︷

1 + 1 + . . .+ 1

n
> n

√
x.

Mnoжeǌem posledǌe nejednakosti sa n dobijamo traжenu nejednakost.
(DRUGO REXEǋE) Posmatrajmo funkciju f(x) = nx

1
n − x+1, x > 1. Tada

je f ′(x) = x
1
n
−1 − 1, za svako x > 1. Kako je za x > 1 oqigledno f ′(x) 6 0, za

bilo koje n ∈ N, to je f opadaju�a na (1,+∞), pa vaжi f(x) 6 f(1) = n, za
svako x > 1.
(TRE�E REXEǋE) Neka je n = 1. Tada je nejednakost trivijalno ispu-
ǌena, jer se svodi na jednakost, tj. na x 6 x, xto je taqno, za svako x > 1.
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Neka je, daǉe, n> 2. Data nejednakost je ekvivalentna sa n(x
1
n − 1)6 x− 1,

za svako n> 2 i x > 1. Poznato je da vaжi

yn − 1 = (y − 1)(yn−1 + . . .+ y + 1),

za svako n ∈ N i y ∈ R, odakle, za y = x
1
n , dobijamo

x− 1 = (x
1
n − 1)(x

n−1
n + . . .+ x

1
n + 1).

Kako je x > 1, to je x
i
n > 1, za svako i ∈ {1, 2, · · · , n− 1}, pa je

x
n−1
n + . . .+ x

1
n + 1 > n,

odakle sledi da je x − 1 = (x
1
n − 1)(x

n−1
n + . . . + x

1
n + 1) > n(x

1
n − 1), tj.

nx
1
n < x+ n− 1, za svako n> 2 i x > 1.
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REXEǋA ZADATAKA DRЖAVNOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE – A kategorija

Prvi razred – A kategorija

1. Oznaqimo sa a, b i c broj pojavǉaǌa, redom, brojeva −1, 1 i 2. Tada
su a, b i c celi brojevi za koje vaжi a > 0, b > 0, c > 0, −a + b + 2c = 111 i
a+ b+ 4c = 999, tj. a = 444− c> 0, kao i b = 555− 3c> 0, c> 0. Stoga, treba

maksimizovati izraz −a+ b+ 8c = 111+ 6c, uz ograniqeǌe 06 c6
555

3
= 185.

Me�utim, sada je jasno je da se maksimalna vrednost prethodnog izraza
dobija za c = 185 i ona iznosi 111+ 6 · 185 = 1221. U tom sluqaju je a = 259,
b = 0 i c = 185, dok su svi ostali xi jednaki nula.

2. Neka je X taqka simetriqna taqki G u odnosu na pravu AD. Pretpo-
stavimo da su taqke G i J sa iste strane prave AD. Kako je ispuǌeno
∢AJX = ∢AGX, jer su u pitaǌu periferijski uglovi nad tetivom AX
kruжnice ω, kao i ∢AHC = ∢AJC, jer su u pitaǌu periferijski uglovi nad
tetivom AC kruжnice opisane oko trougla AHC, to je, zbog paralelnosti
pravih GX i HC, ispuǌeno ∢AHC = ∢AGX, pa je ∢AJX = ∢AJC, odakle
sledi da su taqke C,X i J kolinearne.

A

B CD

G

H

I

J

X
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Tako�e, ∢BIA = 180◦ − ∢BHA, jer taqke A,H,B i I pripadaju kruжnici
opisanoj oko trougla AHB, pa je ∢BIA = 180◦ − ∢XGA = 180◦ − ∢XIA, pa
su taqke B, I i X tako�e kolinearne. Me�utim, taqka X ∈ ω, pa se BI i CJ
seku na ω upravo u taqki X.

3. Odgovor je n ∈ {1, 2, 6}. Prvo, primetimo da je nejednakost f(n) > f(n−1),
n > 2, ekvivalentna sa time da je n stepen prostog broja. Zaista, ako je
n = pα1

1 pα2
2 · · · pαk

k , za neko k > 1 i αi ∈ N, 1 6 i 6 k, tada se svaki od brojeva
oblika pαi

i ve� pojavio u dosadaxǌem raqunaju NZS-a, odakle zakǉuqujemo
da se f(n) ne moжe pove�ati. Sa druge strane, ako je n = pα, za neki prost
broj p i α ∈ N, tadaa je f(n) = pf(n − 1) > f(n− 1), jer je p > 2 i stepen pα

se nije pojavio ni u jednom broju maǌem od n. Dakle, brojevi n+1, n+2 i
n+ 3 su svi stepeni prostih brojeva.

Razmotrimo, prvo, sluqaj kada je n neparan prirodan broj. Tada su
brojevi n+1 i n+3 stepeni prostih brojeva i parni, odakle sledi da su oba
stepeni dvojke i to dva stepena dvojke, koja se razlikuju za 2. Oqigledno
je to jedino mogu�e u sluqaju da su u pitaǌu brojevi 2 i 4, tj. da je n = 1.

Neka je sada n+ 2 paran broj. Tada je n+ 2 = 2a, za neko a ∈ N. Tada
je jedan od brojeva n+1 i n+3 deǉiv sa 3, pa je samim tim i stepen trojke.
Ako je n + 1 = 3b, tada rexavamo jednaqinu 3b + 1 = 2a, za neke prirodne
brojeve a i b. Da bi desna strana davala ostatak 1 po modulu 3, mora biti
a parno, pa je 3b = (2

a
2 − 1)(2

a
2 + 1), xto znaqi da su brojevi 2

a
2 − 1 i 2

a
2 + 1

oba stepeni trojke koji se razliku za 2, xto jedino moжe kada su u pitaǌu
brojevi 1 i 3, te je a = 2 i b = 1, tj. n = 2.

Najzad, neka je n + 3 = 3b, za neko b ∈ N. Tada vaжi 2a + 1 = 3b, za
neke pozitivne cele brojeve a i b. Ako je a = 1, to bi impliciralo da je
n = 0, xto ne moжe. Dakle, vaжi a > 1 i leva strana, stoga, daje ostatak
1 po modulu 4. Da bi i desna strana davala ostatak 1 po modulu 4, mora
b biti paran broj, pa je 2a = (3

b
3 − 1)(3

b
3 + 1), tj. brojevi 3

b
2 − 1 i 3

b
2 + 1 su

oba stepeni dvojke koji se razlikuju za 2. To mogu biti samo brojevi 2 i
4, pa je b = 2 i a = 3. U tom sluqaju nalazimo da je n = 6. Trivijalno se
proverava da ovo zaista jesu rexeǌa zadatka.

4. Za n = 1 moжemo postaviti najvixe jednog topa na tablu dimenzija 1× 1
i tako postavǉeni top ne remeti uslove zadatka. Dakle, za n = 1 odgovor
je 1.

Za n = 2 moжemo postaviti najvixe 4 topa, jer sva 4 topa na tabli
ispiuǌavaju uslove zadatka (uslov da svaki napada najvixe 3 druga topa
je ispuǌen). Dakle, za n = 2 odgovor je 4.

Za n = 3, ne moжemo postaviti topove na svih 9 poǉa, naravno, ali
ako izostavimo centralno poǉe, ima�emo ukupno 8 = 4 · 3 − 4 topova koji
zadovoǉavaju uslove zadatka. Neka je, sada, n > 4. Postavimo topove na
svako poǉe table koje pripada prvoj ili posledǌoj vrsti table, odnosno,
prvoj ili posledǌoj koloni. Ostala poǉa, na trenutak, ostavimo prazna.
Na taj naqin smo smestili n2−(n−2)2 = 4n−4 topa i svaki od ǌih ispuǌava
uslove zadatka. Dakle, moжemo ih postaviti barem 4n− 4.
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Posmatrajmo neki drugi raspored topova, kojih ima barem 4n−3, i ko-
ji zadovoǉava uslove zadatka. Re�i �emo da je x osa bilo koja horizontala
duж poǉa u odnosu na tablu, a y osa �e nam biti bilo koja vertikala. Na-
zovimo topove krajǌim po x osi, akko sa jedne strane x ose nema nijednog
topa. Inaqe �emo ih zvati sredixǌim po x osi. Analogno definixemo
topove koji su krajǌi ili sredixǌi po y osi. Top ne moжe biti sredixǌi
po obe ose, jer tada napada 4 druga topa. Neka je, daǉe, a ukupan broj sre-
dixǌih topova po x, b ukupan broj sredixǌih topova po y osi, a d ukupan
broj krajǌih topova po obe ose. Broj kraǌih topova po y osi je, svakako,
a + d 6 2n, dok je ukupan broj topova koji su krajǌi po x osi b + d 6 2n.
Stoga je broj topova a+ b+ d = (a+ d) + (b+ d)− d6 4n− d, a kako ih imamo
barem 4n − 4, to je (a + d) + (b + d) − d > 4n − 4. Zato, u sluqaju najve�eg
mogu�eg broja topova, koji nije ispod 4n− 4, �e vaжiti 4n− 46 4n− d, tj.
d6 4. Trivijalno se pokazuje da mora biti d> 4, jer topovi koji su krajǌi
u razliqitim vrstama moraju biti razliqiti, kao i oni koji su krajǌi
u razliqitim kolonama. Dakle, najve�i mogu�i broj topova koje moжemo
postaviti je 4n− 4, za sve n> 2, dok je u pitaǌu broj 1, za n = 1.

Drugi razred – A kategorija

1. Kao i obiqno, oznaqimo uslov koji zadovoǉava funkcija f sa P (a, b),
a, b ∈ Z. Iz P (1,−f(1)) zakǉuqujemo da je f(t) = 1, za t = 1 + f(−f(1)).
Sada je, iz P (x, t) ispuǌeno f(x + 1) = f(x) + c, gde je c = t + 1 konstanta.
Jednostavnom indukcijom, na obe strane (jer je f : Z → Z), zakǉuqujemo da
je f linearna funkcija (vrednosti funkcije u susednim celim brojevima se
razlikuju za konstantu). To znaqi da je, za neke fiksne cele brojeve m i n,
f(x) = mx+ n, za svako x ∈ Z. Stoga, nax uslov postaje m(a+mb+ n) + n =
b +ma + n + 1 ⇔ (m2 − 1)b + (mn − 1) = 0, za sve cele brojeve b, odakle je
m2 = 1 i mn = 1, tj. m = n = 1 ili m = n = −1, xto odgovara funkcijama
f(x) = x + 1, x ∈ Z, odnosno f(x) = −x − 1, x ∈ Z. Jednostavnom proverom
zakǉuqujemo da obe funkcije ispuǌavaju uslov zadatka.

2. Neka su taqke A1, B1, C1 i G, redom, sredixta odgovaraju�ih stranica i
teжixte trougla ABC. Po obrnutoj Talesovoj teoremi, zbog AX

XD = AG
GA1

= 2,
imamo GX ‖ BC, odnosno, ∢GXH = 90◦. Dakle, taqka X leжi na kruжnici
nad preqnikom GH, xto analogno vaжi i za taqke Y i Z, odakle sledi
tvr�eǌe zadatka.

3. Jednostavnom proverom se vidi da brojevi 1 i 2 ne ispuǌavaju uslov
zadatka. Za x> 3 proverom po modulu 8 zakǉuqujemo da mora x biti paran
broj, odakle, stavǉaju�i x = 2t, t ∈ N, imamo da je 4t + 200t + 1 potpun
kvadrat neparnog broja ve�eg od 2t. On ne moжe biti kvadrat broja 2t + 1,
jer bi bilo 2t+1 = 200t, odnosno 5 | 2t+1, xto je nemogu�e. Dakle, mora biti
4t + 200t+ 1 > (2t + 3)2 = 4t + 6 · 2t + 9, pa je 50t > 3 · 2t−1 + 2. Jednostavnom
indukcijom se pokazuje da posledǌe ne vaжi za t > 9, pa je t 6 8. Tako�e,
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analiziraǌem izraza 4t +200t+1 po modulu 5 zakǉuqujemo da je t neparno.
Konaqno, jednostavnom proverom, za t ∈ {1, 3, 5, 7}, zakǉuqujemo da je jedino
rexeǌe t = 5 (broj 7 otpada, jer izraz 47 + 200 · 7 + 1 daje ostatak 5 pri
deǉeǌu sa 7, dok kvadrati celih brojeva pri deǉeǌu sa 7 mogu dati samo
ostatke iz skupa {0, 1, 2, 4}). Tako�e, za t = 1, odnosno t = 3, trivijalno
proveravamo da izraz 4t+200t+1 nije kvadrat prirodnog broja. Me�utim,
za t = 5, tj. x = 10, vaжi 210 + 100 · 10 + 1 = 2025 = 452, te je x = 10 jedini
prirodan broj koji zadovoǉava uslov zadatka.

4. Odgovor: Svaki prirodan broj n, osim brojeva n = 5 ili n = 6, ima
traжenu osobinu. U tom ciǉu, pre�imo na jezik grafova.
Prvo, ako je n = 4, poxto me�u tim qvorovima ima najvixe 4 grane, postoje
neke dve osobe koje se ne poznaju. Ako je n = 5, uzmimo ciklus C5 duжine
5. Kad izaberemo bilo koja 4 qvora, vidimo da �emo uvek imati taqno 3
grane, tako da nam graf ispuǌava sve uslove. Tako�e, jasno se vidi da
u tom sluqaju ne postoje 3 qvora koja qine nezavisan skup, tj. koja qine
skup qvorova u grafu za koja vaжi da nikoja dva qvora nisu susedna. Za
n = 6 neka su nam qvorovi {a1, a2, a3, b1, b2, b3}. Tako�e, neka su nam spojeni
qvorovi ai i aj, za svako i 6= j, kao i bi i bj, za svako i 6= j, ali i ai i bi,
za svako i. Neka je A = {a1, a2, a3} i B = {b1, b2, b3}. Ako uzmemo 3 qvora
iz A i jedan iz B, ili 3 iz B i jedan iz A, ima�emo taqno 4 grane. Ako
uzmemo po dva qvora iz A i B vidi se da �emo uvek imati 3 ili 4 grane,
pa nam ovaj graf ispuǌava sve uslove. Me�utim, kako god uzeli 3 qvora
bi�e bar dva ili iz A ili iz B, pa taj skup qvorova ne�e biti nezavisan.
Neka je, sada, n>7. Kako je n>6 = R(3, 3), u ovom grafu postoji ili prazan
trougao ili pun trougao. Dokaжimo da ne postoji pun trougao i u tu svrhu
pretpostavimo suprotno. Neka su T = {t1, t2, t3} u trouglu, odnosno neka su
svi povezani. Za svaki qvor a van T , posmatraǌem skupa T ∪ {a}, dobijamo
da je svako a povezano sa najvixe jednim qvorom iz trougla T . Neka je
B1, T ∩ B1 = ∅, skup svih qvorova koji su povezani samo sa t1 ili ni sa
jednim, B2, T ∩B2 = ∅, skup svih koji su povezani sa t2 ili ni sa jednim i
B3, T ∩ B3 = ∅, skup svih koji su povezani sa t3 ili ni sa jednim. Kako je
|B1| + |B2| + |B3| > n − 3 > 7 − 3 = 4, sledi da je barem jedan kardinalnosti
barem 2. Neka je to B1, bez umaǌeǌa opxtosti. Ako su a, b ∈ B1 i ako
posmatramo skup {t2, t3, a, b}, tada �emo imati jedno ili dva susedstva, xto
je nemogu�e. Dakle, postoji E = {e1, e2, e3} nezavisan skup veliqine 3. Neka
je B najve�i nezavisan skup u ovom grafu. Neka je C skup qvorova van B.
Za svako c ∈ C vaжi da postoji b ∈ B tako da su b i c povezani. Onda za
svako b′ ∈ B postoji b′′ ∈ B razliqito od b i b′ (jer je |B| > 3) i gledaju�i
trojku {c, b, b′, b′′} zakǉuqujemo da tu mora da ima taqno 3 grane, pa su c i b′

povezani. Ovo znaqi da je svaki qvor iz C povezan sa svakim qvorom iz B.
Neka su c1, c2 ∈ C i b1, b2 ∈ B. Posmatraju�i skup {c1, c2, b1, b2} ima�emo 4
ili 5 grana u zavisnosti od toga da li su qvorovi c1 i c2 povezani. Dakle,
qvorovi c1 i c2 nisu povezani. Stoga, skup qvorova C je tako�e nezavisan
skup. Dakle, 2|B|> |B|+ |C| = n, te je |B|> n

2 , qime je dokaz zavrxen.
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Tre�i razred – A kategorija

1. Jednaqina je definisana za n ∈ N \ {1} i ekvivalentna je sa 2n = 3 +

(4n
2−10n+9

5 )log3 5. Kako je 52 = 25 < 27 = 33, sledi log3 5 < 3
2 , a vaжi i

4n2−10n+9
5 < (2n−5)2

4 , pa je (4n
2−10n+9

5 )log3 5 < (2n−5)3

8 . Kako je 29 − 3 = 509 >
(2·9−5)3

8 i kako iz 2n−3 > (2n−5)3

8 sledi 2n+1 = 2·2n > 2·
(
3+ (2n−5)3

8

)
> 3+ (2n−3)3

8 ,
za n > 7, na osnovu indukcije navedena jednaqina nema rexeǌa za n > 9, dok
proverom vrednosti n ∈ {2, . . . , 8} sledi da je rexeǌe navedene jednaqine
n ∈ {2, 3, 7}.
2. Primetimo prvo da x = y = 1 nije rexeǌe, pa moжemo da pretpostavimo
da je x 6= 1 ili y 6= 1, kao i da je onda x2 + y2 − 2 > x + y, jer (x2 − x) +
(y2 − y) ≥ 3 + 0 > 2. Odatle znamo, poxto su oba stepeni dvojke, da vaжi
2x + 2y|x2 + y2 − 2. Me�utim, onda 2x + 2y | (x + y)2 − 2 − 2xy, odnosno
2x + 2y | 2xy + 2 (kako je x + y paran, 2x + 2y | (x + y)2). Daǉe, znamo
2x+2y | 2xy−2x−2y+2, tj. x+y | (x−1)(y−1). Poxto je x+y = 2k stepen dvojke
(ve�i od 2) i vaжi da je neki od x, y kongruentan sa 1 po modulu 4, dok je
drugi kongruentan sa 3 po modulu 4. Bez umaǌeǌa opxtosti, pretpostavimo
da je x ≡ 1 (mod 4). Znamo da je k = v2(x+ y)6 v2((x− 1)(y− 1))6 1+ v2(x− 1),
odnosno v2(x−1)>k−1, pa 2k−1 | x−1. Me�utim, kako je x < 2k, onda jedine
mogu�nosti za x su 1 i 2k−1 + 1.
Ako je x = 1, onda su y + 1 i y2 − 1 = (y + 1)(y − 1) stepeni dvojke, pa su i
y + 1 i y − 1, tako�e, stepeni dvojke koji se razlikuju za 2, odakle je y = 3.
Preostaje i drugi sluqaj, tj. x = 2k−1+1 i y = 2k−1−1. Tada je x2+y2−2 =
(2k−1 + 1)2 + (2k−1 − 1)2 − 2 = 22k−1, xto znaqi da je x = 2t + 1 i y = 2t − 1
zaista rexeǌe. Stoga, rexeǌe je par (2t + 1, 2t − 1) (i obrnuto) za svako
t ∈ N (prethodno na�eno rexeǌe (1, 3) se tako�e uklapa u ovu xemu).

3. Neka se normala na pravu AL u taqki L i tangenta u taqki A na opisanu
kruжnicu seku u taqki X. Neka je Y sredixte duжi AX i neka je Z sre-
dixte duжi AH. Potrebno je dokazati da je XH ⊥ AM , xto je ekvivalentno
sa tim da je prava Y Z normalna na AM . Kako je ∢ALX prav, a Y sredixte
duжi AX, to je Y X = Y A = Y L, te kako je Y A tangenta na opisanu kruжni-
cu, moжemo zakǉuqiti da je Y L tako�e tangenta na tu kruжnicu. Poxto je
∢CAL = ∢BAM , sledi da je qetvorougao ABLC harmonijski, pa se Y kao
presek tangenti u taqkama A i L nalazi na produжetku dijiagonale BC,
odnosno Y je presek tangente iz A na opisanu kruжnicu ABC i prave BC.
Da bismo dovrxili dokaz, pokaza�emo da je Z ortocentar trougla AYM .
Jasno je da je AZ ⊥ YM . Tako�e, ako preslikamo H preko M u A′, poznato
je da je AA′ preqnik opisane kruжnice trougla ABC, pa je zato AA′ ⊥ AY .
Zbog sredǌe linije je i MZ||AA′, odnosno MZ ⊥ AY . Stoga je Z zaista
ortocentar trougla AYM i vaжi XH ||Y Z ⊥ AM , xto smo i жeleli da
dokaжemo.

4. Dokaza�emo da broj n mora biti deǉiv sa 4 i da za 4 | n imamo poploqa-
vaǌe bilo kojom figurom. Za svaku figuru imamo da n mora biti parno,
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jer je broj poǉa koje zauzima svaka figura paran, a samim tim i ukupan
broj poǉa. Za 4 | n oqigledno je dovoǉno konstruisati primer za 4 × 4
tablu i to qinimo kao na slikama. Daǉe, pretpostavimo da 4 | n− 2.

(a) Obojimo poǉa tako da su poǉa u parnim kolonama crna, a ostala bela.
Vidimo da �e figura zauzimati neparan broj crnih poǉa, a ukupan broj
crnih poǉa je paran, pa je i ukupan broj figura paran. Ipak, kako svaka
figura zauzima 4 poǉa, ukupan broj poǉa je deǉiv sa 8, odakle sledi da
4 | n. Kontradikcija!
(b) Poqevxi od gorǌeg levog �oxka numerixemo vrste od 0 do n−1. Uradi-
mo isto i za kolone. U poǉe koje se nalazi u k-toj koloni i l-toj vrsti
upixemo broj ik+l, gde je i2 = −1, tj. rexeǌe jednaqine x2 + 1 = 0, koje
pripada gorǌoj poluravni {z = x+ iy ∈ C : y > 0}. Lako se proverava da je
suma brojeva upisanih u poǉa koja pokriva figura jednaka nula, ali i da
je suma brojeva na celoj tabli jednaka





n−1∑

j=0

ij





2

=

(
in − 1

i− 1

)2

= 2i 6= 0,

xto je kontradikcija.
(v) Obojimo tablu u crno-belo, kao xahovsku. Svaka figura pokriva
neparan broj crnih poǉa. Kako je broj crnih poǉa paran, ukupan broj
figura mora biti tako�e paran, tako da imamo kontradikciju kao i u delu
opisanom u taqki (a).
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Qetvrti razred – A kategorija

1. Neka je Re z = a > 0, Im z = b, z = a + bi ∈ C. Vidimo da iz uslova
definisanosti imamo b > 0. Jednaqinu moжemo zapisati kao:

ba = e
1
2 ((a

2+b2)−2a)

jer je z + z = 2a, odnosno:

ea ln b+a = e
1
2 (a

2+b2)

xto daje:

a(ln b+ 1) =
1

2
(a2 + b2)

Daǉe, imamo da je ln b + 1 6 b, za b > 0, gde jednakost vaжi ako i samo ako
b = 1 (xto, na primer, dobijamo iz klasiqne nejednakosti: ex > 1 + x, za
x ∈ R). Daǉe je, za 0 < b6 e−1, ispuǌeno a(ln b+1)|6 0, dok je 1

2 (a
2 + b2) > 0,

pa jednaqina nema rexeǌa. Za b > e−1 vaжi a(ln b+1)6ab6 1
2 (a

2 + b2), gde je
druga nejednakost, zapravo, nejednakost izme�u geometrijske i aritmetiqke
sredine (a i b su pozitivni, pa je |ab| = ab). Prema tome, jednakost u prvoj
od dve nejednakosti vaжi ako i samo ako b = 1, a u drugoj ako i samo ako
je a = b, tj. jednakost vaжi ako i samo ako a = b = 1. Prema tome, jedina
mogu�nost za rexeǌe je a = b = 1, tj. z = 1+i, xto se proverom i potvr�uje.

2. (PRVO REXEǋE) Pretpostavimo da je AB = BC. Tada je trougao ABC
jednakokraki, odakle sledi da taqke T i S pripadaju BF , pa je tvr�eǌe
trivijalno ispuǌeno. Neka je, daǉe, AB > BC. Oznaqimo sa M,N i P ,
redom, sredixta stranica AB,BC i CA. Neka je ∡DTM = ∡CTE = x. Iz
sinusnih teorema za △DTM i △ECT imamo (primetimo ∡TDM = π−β

2 i

∡TEC = π+β
2 ):

sinx

sin π−β
2

=
DM

MT
i

sinx

sin π+β
2

=
EC

CT
,

pa kako je sin π−β
2 = sin π+β

2 = cos β
2 i CT = 2TM , dobijamo CE = 2DM =

2BD − 2BM = 2BD − c. Primetimo sada da je AD = AF = x, BD = BE = y,
CE = CF = z i

x + y = c
y + z = a
z + x = b

Dobijeni sistem se trivijalno rexava, odakle nalazimo da je x = s− a, y =
s − b, z = s − c. Sada, kako je CE = z i BD = y, iz dobijene jednakosti
CE = 2BD − c, imamo da je s − c = 2s − b − c, tj. s = 2b, pa je a + c = 3b.
Neka je P povrxina trougla △ABC. Tada vaжi P = rs = 2br. Daǉe,
povrxina trougla TCA je PTCA = 1

3P = 2
3br. Neka je sada h visina trougla

TCA koja odgovara stranici CA. Tada je PTCA = 1
2bh = 2

3br, odakle je
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h = 4
3r. Daǉe vaжi i P = ac sin β

2 = 2br, odakle je r = ac sin β
4b , pa je h = ac sin β

3b .

Iz kosinusne teoreme za △ABP se dobija tb =
√
2a2+2c2−b2

2 , pa je TP =√
2a2+2c2−b2

6 . Konaqno, neka je sada X taqka prave AC takva da vaжi TX ⊥
AC i TX = h. Zbog AB > BC, vaжi raspored A−P −X −C. Trougao PTX
je pravougli sa hipotenuzom PT , pa je PX2 = PT 2 − TX2. Sada sre�ujemo:

PT 2 − TX2 =
2a2 + 2c2 − b2

36
− a2c2 sin2 β

9b2

=
2a2b2 + 2c2b2 − b4 − 4a2c2 sin2 β

36b2

=
c4 − 2a2c2 + a4

36b2
,

jer je b2 = a2 + c2 − 2ac cosβ, pa je

PT 2 − TX2 = (c2−a2)2

36b2 = (c−a)2·(c+a)2

36b2

=
(c− a)2 · 9b2

36b2
=

(c− a)2

4
.

Odavde je sada PX = c−a
2 . Me�tim, primetimo da je PF = AF − AP =

s− a− b
2 = 3b

2 − a = c−a
2 i vaжi raspored A− P − F −C, pa je iz svega nave-

denog X ≡ F , tj. TF ⊥ CA, ali i prava koja je noralna na CA u F prolazi
kroz S. Dakle, taqke T, S i F su kolinearne.

(DRUGO REXEǋE) Dokaza�emo da taqka P = DS ∩ EF pripada teжi-
xnoj duжi CM, M ∈ AB (u opxtoj situaciji, bez zadate pretpostavke o
teжiжtu). Tada bi oqigledno sledio tvr�eǌe, jer je, po uslovu, T = CM ∩
EF = P , odnosno taqke T i P bi bile jednake.
Zaista, neka prava kroz taqku P , paralelna sa AB, seqe stranice AC i
BC u taqkama X i Y , redom. Oqigledno je ∢SPY = ∢SEY = ∢SPX =
∢SFX = 90◦, pa su qetvorouglovi SEY P i SPFX tetivni (krugovi nad
preqnicima SY i SX). Sada je ∢SY P = ∢SEP = ∢SFP = ∢SXP , pri qemu
sredǌa jednakost vaжi zbog SE = SF , dok spoǉne vaжe na osnovu pomenutih
tetivnosti. Odavde je SY = SX, odnosno trougao SXY je jednakokraki i
taqka P je srediжte duжi XY (zbog SP ⊥ XY ). Kako je XY ‖ AB, iz
homotetije, koja slika trougao CXY na trougao CAB, zakǉuqujemo da su
taqke C,P i M kolinearne, odakle sledi tvr�eǌe.

3. Pretpostavi�emo da su igraqi racionalni, tj. da ne�e odigrati potez
nakon kojeg �e, nakon izvesnog vremena, sa sigurnox�u izgubiti.
Ako je n jednak 1 ili je prost, Ana ne moжe odigrati potez, pa Bojan
pobe�uje. Ako je na tabli u neqijem potezu broj k i ako taj igraq odabere
delilac d, d|k − d, 1 < d, protivnik gubi u slede�em potezu akko je k − d
prost, a kako d deli k − d, to je k − d = d, tj. k = 2d, pa je i d prost.



61

Stoga, ako je na tabli neparan broj i ako igraq X moжe odigarti potez,
protivnik Y �e imati paran broj na tabli koji je deǉiv onim deliocem koji
je odabrao igraq u proxlom potezu. Dakle, on �e birati isti taj delilac,
odakle sledi da �e na tabli igraq X imati opet neparan broj. Me�utim,
kako na tabli mora biti paran broj da bi igraq Y izgubio, igraq X ne�e
pobediti ukoliko je na tabli zapisan neparan broj. Dakle, ako je na tabli
neparno n, Bojan pobe�uje.
Za n parno, koje nije stepen broja 2, Ana obabira delilac od n koji je
neparan, a nije 1. Bojan ima neparan broj na tabli, te �e izgubiti, na
osnovu reqenog iznad. Dakle, u ovom sluqaju Ana pobe�uje.
Ako je n = 4, to Ana pobe�uje, jer, nakon biraǌa broja 2, Bojan ne�e
mo�i da odigra potez. Neka je, zato, na tabli zapisan stepen broja 2, tj.
broj 2l, l > 3. ǋegov delilac �e biti, tako�e, stepen broja 2. Ako igraq
odabere 2x, za 16x < l−1, tada �e nakon ǌegovog poteza na tabli biti broj
2l−2x = 2x(2l−x−1), pa kako je broj 2l−x−1 neparan i ve�i od 1, protivnik na
tabli dobija paran broj, ali koji nije stepen broja 2, te protivnik dobija.
Stoga, za brojeve n = 22m+1, m>1, Ana odabira delilac 22m, pa Bojan gubi
ne odabere li delilac 22m−1. Me�utim, ukoliko odabere delilac oblika
22m−1, Ana �e u slede�m krugu imati na tabli broj 22m−1, odakle sledi,
spuxtaju�i se unazad, da za brojeve n prethodnog oblika Bojan pobe�uje,
jer �e nakon m poteza Bojan na tabli imati zapisan broj 4 = 22, xto Ani ne
omogu�uje da odigra slede�i potez, jer Bojan mora birati 2 (ako gledamo
prethodni potez, Ana je imala zapisan broj 23, pa je izabrala 22 = 4).
Analogno, za n = 22m, m > 2, Ana pobe�uje. Zaista, za m = 2 je tvr�eǌe
taqno, jer �e Ana u prvom potezu birati 23. Bojan u slede�em 22, jer je
na tabli ostao 23. Stoga, neposredno pred Anin slede�i potez, na tabli
je broj 22 = 4, pa �e Ana morati da odabere broj 2, te Bojan ne�e mo�i
da odigra potez. Pretpostavimo, zato, da Ana pobe�uje kada je na tabli
zapisan broj n = 22m, za neko m ∈ N (induktivna hipoteza). Tada, za brojeve
oblika 22m+2, Ana gubi ne odabere li 22m+1 za delilac, te nakon biraǌa
tog delioca, Bojan �e morati da bira delilac 22m, te �e Ani pre nego xto
odigra potez, nakon Bojanovog poteza, na tabli biti zapisan broj 22m, xto
nam omogu�uje da primenimo induktivnu hipotezu, tj. da zakǉuqimo da �e
Ana imati pobedniqku strategiju. Dakle, na osnovu principa matematiqke
indukcije, Ana pobe�uje za sve n = 22m, m> 2.

4. (PRVO REXEǋE) Neka je p prost broj takav da 24|p − 17 i neka je
p = a2 + b2 i a = 2m. Tada je b neparno, odakle sledi da je b2 ≡ 1 (mod 8),
pa kako 8 | a2 + b2 − 17, to 8 | a2, tj. 8 | 4m2, pa 2 | m. Dakle, m je parno.
Sledi da postoji pravougli trougao sa stranama

(
2ab, |a2 − b2|, p

)
.

Tako�e, postoji pravougli trougao sa stranama

(
4mb, |m2 − (2b)2|,m2 + (2b)2

)
.



62

,,Zalepimo” ova dva trougla po podudarnim stranicama duжina 2ab = 4mb,
tako da dobijemo trapez. Povrxina i duжine svih stranica istog su celi
brojevi, kao i jedna dijagonala i postoji barem jedan prost broj me�u
stranama, ali, tako�e, i najvixe jedan, jer vaжi:

• 2 | m2 − (2b)2

• 2 | m2 + (2b)2

• 3 | a2 − b2.

Me�utim, kako na osnovu Dirihleove teoreme o prostim brojevima postoji
beskonaqno mnogo takvih prostih brojeva p, dokaz je zavrxen.

(DRUGO REXEǋE) Po Dirihleovoj teoremi, kako su 13 i 3 uzajamno
prosti, postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva p takvih da je p ≡13 3.
Neka je p > 3 prost broj takvog oblika i neka je p2 = 4a+1 i b = 2a2+2a. Tada
je a ≡13 2 i b+1 ≡13 0 (te zbog p > 3 imamo b+1 > 13), te je b+1 sloжen broj.
Trouglovi sa stranicama p, 2a i 2a+1, odnosno 2a+1, b i b+1 su pravougli.
Qetvorougao ABCD, kod koga je AB = p, BC = 2a, CD = b, DA = b + 1
i AC = 2a + 1 oqigledno zadovoǉava sve uslove zadatka, qime je dokaz
kompletiran.

REXEǋA ZADATAKA DRЖAVNOG TAKMIQEǋA IZ
MATEMATIKE – B kategorija

Prvi razred – B kategorija

1. Oznaqimo brojeve sa xn = n
√
2023− n, za n ∈ {1, 2, ..., 2022} i uporedimo

susedne brojeve sa table. Odredimo za koje brojeve n ∈ {1, 2, ..., 2021} vaжi
xn+1 > xn. Imamo:

xn+1 > xn ⇔ (n+ 1)
√

2023− (n+ 1) > n
√
2023− n⇔

(n+ 1)2(2022− n) > n2(2023− n) ⇔
⇔ −n3 + 2020n2 + 4043n+ 2022 > −n3 + 2023n2 ⇔ 2022− n > 3n(n− 1348). (1)

Ukoliko je n 6 1348 nejednakost (1) je zadovoǉena, poxto je desna strana
nepozitivna, a leva je pozitivna. Za n> 1349 vaжi 3n(n− 1348)>3 ·1349 ·1 >
2022 > 2022− n, te nejednakost (1) nije zadovoǉena. Ovim smo utvrdili da
x1 < x2 < ... < x1348 < x1349 i x1349 > x1350 > ... > x2021 > x2022, te je najve�i
broj x1349 = 1349

√
674.

2. Korix�eǌem kriterijuma deǉivosti sa 11 imamo:

20 aa...aa
︸ ︷︷ ︸

2020

21 ≡11 (1 + a+ ...+ a
︸ ︷︷ ︸

1010

+0)− (2 + a+ ...+ a
︸ ︷︷ ︸

1010

+2) ≡11 8.
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Sa druge strane, ako je x prirodan broj, onda je x ≡11 0 ili x ≡11 ±1
ili x ≡11 ±2 ili x ≡11 ±3 ili x ≡11 ±4 ili x ≡11 ±5, pa je x2 ≡11 0 ili
x2 ≡11 1 ili x2 ≡11 4 ili x2 ≡11 9 ili x2 ≡11 5 ili x2 ≡11 3. Dakle, brojevi
20 aa...aa
︸ ︷︷ ︸

2020

21 i x2 pri deǉeǌu sa 11 daju razliqite ostatke, te ne mogu biti

me�usobno jednaki. Dakle, cifra sa traжenom osobinom ne postoji.

3. Uoqimo na duжi OC taqku Y ′ takvu da je OY ′ = FX. Kako je AF =
AO, FX = OY ′ i ∢AFX = 120◦ = ∢AOY ′, to su trouglovi AFX i AOY ′

podudarni. Otuda je AX = AY i ∢FAX = ∢OAY ′, te je ∢XAY ′ = ∢XAO +
∢OAY ′ = ∢XAO+ ∢FAX = ∢FAO = 60◦. Zato je trougao XAY ′ jednakokrak
sa uglom pri vrgu od 60◦, te je jednakostraniqan. Otuda se taqke Y ′ i Y
poklapaju.

Uoqimo taqku Z ′ na duжi OA takvu da je OZ ′ = Y C. Kako je Z ′O =
Y C, OB = BC i ∢Z ′OB = 60◦ = ∢Y CB, trouglovi Z ′OB i Y CB su po-
dudarni. Iz ove podudarnosti imamo da je BZ ′ = BY i ∢OBZ ′ = ∢CBY,
te je ∢Y BZ ′ = ∢Y BO + ∢OBZ ′ = ∢Y BO + ∢CBY = 60◦. Odavde je trougao
Y BZ ′ jednakokraki trougao sa uglom pri vrhu ∢Y BZ ′ = 60◦, te je jednako-
straniqan. Otuda se taqke Z ′ i Z poklapaju, pa je taqka Z zaista na duжi
OA.

4. Ako pore�amo cifre u opadaju�i redosled 9876543210 izborom 3 od
ovih 10 cifara dobijamo neku xifru. Stoga, xifri ima

(
10
3

)
= 10·9·8

3·2·1 = 120.
Dakle, u 120 pokuxaja Milica sigurno otvara kofer.

5. (PRVO REXEǋE) Iz |x| · |1 − x| = |x − x2| = 2|x2 − x3| = 2|x|2 · |1 − x|
sledi da je ili x = 0 ili x = 1 ili |x| = 1

2 , tj. x ∈ {0, 1,− 1
2 ,

1
2}. Me�utim,

za x ∈ {− 1
2 ,

1
2} nije zadovoǉeno |x − x2| = 3|x3 − x6|, pa ovo nisu rexeǌa

sistema, dok se proverom uspostavǉa da rexeǌe jeste x ∈ {0, 1}.
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(DRUGO REXEǋE) Ako je m = |x− x2|, tada je |x2 − x3| = m
2 , |x3 − x6| = m

3
i |x6 − x| = m

6 , pa je
m = |x− x2| 6 |x2 − x3|+ |x3 − x6|+ |x6 − x| = m

2 + m
3 + m

6 = m,
te se u navedenoj primeni nejednakosti trougla dostiжe jednakost, odakle
zakǉuqujemo da me�u brojevima x − x3, x3 − x6 i x6 − x ne postoje dva koji
su razliqitog znaka. Me�utim, ako je x < 0, tada je x3 − x6 < 0 i x6 − x > 0,
dok, ako je x ∈ (0, 1), tada je x − x3 > 0 i x6 − x < 0. Sa druge strane, ako
je x ∈ (1,∞), dobijamo da je x − x3 < 0 i x6 − x > 0, te u ovim sluqajevima
nema rexeǌa. Sledi da je rexeǌe navedenog sistema x ∈ {0, 1}.

Drugi razred – B kategorija

1. Iz Vietovih formula imamo da je x1 + x2 = p i x1 · x2 = 1
3 . Daǉe je

x1
3+x2

3 = (x1+x2)
3− 3x1x2(x1+x2) = p3− 3 · 13 ·p = p3−p = (p− 1)p(p+1) ∈ N.

Ako je p = 3, onda je (p − 1)p(p + 1) = 2 · 3 · 4 = 24. Ako je p > 3 prost broj,
tada je p = 6k ± 1, pa su p− 1 i p+ 1 uzastopni parni prirodni brojevi, pa
je jedan od ǌih deǉiv sa 4, a drugi paran, te je ǌihov proizvod deǉiv sa
4 · 2 = 8. Me�utim, proizvod tri uzastopna prirodna broja (p− 1)p(p+1) je
deǉiv i sa 3. Time je pokazano da je x13 + x2

3 = (p − 1)p(p + 1) deǉivo sa
8 · 3 = 24.

2. Korix�eǌem kriterijuma deǉivosti sa 7 imamo:

20 aa...aa
︸ ︷︷ ︸

2022

21 ≡7 a21− aaa+ aaa− aaa+ ...− aaa+ 0aa− 2 ≡7 19 ≡7 −2.

Sa druge strane, ako je x prirodan broj, onda je x ≡7 0 ili x ≡7 ±1 ili
x ≡7 ±2 ili x ≡7 ±3, pa je x3 ≡7 0 ili x3 ≡7 ±1 ili x3 ≡7 ±1 ili x3 ≡7 ∓1.
Dakle, brojevi 20 aa...aa

︸ ︷︷ ︸

2022

21 i x3 pri deǉeǌu sa 7 daju razliqite ostatke, te

ne mogu biti me�usobno jednaki. Cifra sa traжenom osobinom ne postoji.

3. Obeleжimo date kruжnice redom sa kA, kB i kC .

(a) Neka se kA i kB seku u Y 6= F . Iz tetivnosti qetvorouglova AFY E
i BDY F vaжi ∢FY E = π − α i ∢DY F = π − β. Sada je ∢DY E =
2π −∢DY F −∢FY E = α+ β = π − γ. Me�utim, iz ∢DCE +∢DYE = π,
sledi da je CEY D tetivan, odakle sledi tvr�eǌe.

(b) Neka je X ≡ Y . Primetimo slede�e sliqnosti:

• △ABX ∼ △ADF
∢ABX = ∢ADF (periferijski uglovi nad istim lukom)
∢BAX = ∢DAF

• △AFC ∼ △XEC (analogno vaжe sliqnosti △BFC ∼ △XDC i
△AEB ∼ △XFB)
∢AFC = ∢XEC (sledi iz ∢AFC+∢AEX = π, ∢CEX+∢AEX = π)
∢ACF = ∢XCE
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• △ABC ∼ △DBF
∢CAB = ∢FDB (iz △AEB ∼ △XFB, sledi ∢CAB = ∢EAB =
∢FXB, dok je ∢FXB = ∢FDB, jer su u pitaǌu uglovi nad istom
tetivom)
∢ABC = ∢DBF .

Pokaza�emo da je △AXB ∼ △EXD. Kako je ∢AXB = ∢EXD, dovoǉno
je pokazati AX

BX = EX
DX . Iz △ABX ∼ △ADF je ispuǌeno AX

BX = AF
DF .

Iz △AFC ∼ △XEC vaжi AF
EX = AC

CX , pa je AF = EX · AC
CX , te je ta-

da AX
BX = EX · AC

DF ·CX . Iz △ABC ∼ △DBF je ispuǌeno AC
DF = CB

FB , pa

je AX
BX = EX · CB

FB·CX . Konaqno, iz △FBC ∼ △DXC vaжi FB
DX = CB

CX ,

pa je AX
BX = EX

DX , te je △AXB ∼ △EXD. Sada imamo niz jednako-
sti: ∢DCX = ∢DEX = ∢XAB = ∢XAF , odakle, koriste�i sliqno-
st trouglova △AXF i △CXD, sledi ∢XFA = ∢XDC. Me�utim,
∢XDC = π − ∢XDB = ∢XFB = π − ∢XFA, pa je ∢XFA = π

2 , oda-
kle je CF ⊥ AB i analogno AD ⊥ BC i BE ⊥ CA, xto je i trebalo
pokazati.

Sa druge strane, ako su AD, BE i CF visine, tada je X ortoce-
ntar trougla △ABC. Kako su trouglovi AEX i AFX pravougli sa
hipotenuzom AX, vaжi da taqke A,F,X i E pripadaju jednoj kruжni-
ci, te to mora biti opisana kruжnica oko △AFE. Sliqno, kruжnice
opisane oko △BDF i △CED sadrжe taqku X, pa se ta tri kruga seku
u X. Dakle X ≡ Y .
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4. Oqigledno x = 0 nije rexeǌe jednaqine x4 + ax3 + (b − 2)x2 − ax + 1 = 0.
Zato je ona ekvivalentna sa jednaqinom koja se dobija deǉeǌem polazne sa
x2, odnosno sa jednaqinom

x2 +
1

x2
+ a(x− 1

x
) + b− 2 = 0.

Uvo�eǌem smene y = x− 1
x , posledǌa jednaqina postaje y2+2+ ay+ b− 2 = 0,

odnosno y2 + ay + b = 0. Iz uslova zadatka poznato je da ova jednaqina
ima dva realna i razliqita rexeǌa. Obeleжimo ih sa y1 i y2. Jednaqina
x− 1

x = y1 ekvivalentna je sa x2− y1x− 1 = 0, x 6= 0. Kako je diskriminantna
posledǌe jednaqine jednaka y21 + 4 > 0 i kako x = 0 nije ǌeno rexeǌe, ona
ima dva realna i razliqita rexeǌa. Analogno i jednaqina x − 1

x = y2
ima dva realna i razliqita rexeǌa. Ukoliko bi jedan te isti broj x bio
rexeǌe i jednaqine x − 1

x = y1 i jednaqine x − 1
x = y2, vaжilo bi y1 = y2,

xto nije sliqaj. Iz svega navedenog zakǉuqujemo da posmatrana jednaqina
ima qetiri realna i me�usobno razliqita rexeǌa.

5. Podelimo li dati trougao na n2 jediniqnih trouglova, dobijamo mreжu

u kojoj je taqno n(n+1)
2 trouglova sa vrhovima okrenutim na gore. Nazovi-

mo takve trouglove uspravnim. Ostale �emo nazvati oborenim. Preqnik

opisanog kruga svakog od uspravnih trouglova je 2
√
3

3 , xto je maǌe od
√
2,

tj. od dijagonale kvadrata koja predstavǉa vrh muvarice. Prema tome,
ukoliko bi se dve muve nalazile u istom opisanom krugu nekog od ovih us-
pravnih trouglova, ǌih bi Milorad mogao ukloniti jednim udarcem, jer
moжe da ih udari po dijagonali kvadrata vrha muvarice (koja je dovoǉno
dugaqka). Stoga je dovoǉno da dokaжemo da ovi opisani krugovi prekriva-
ju ceo dati trougao, jer �e tada po Dirihleovom principu postojati barem
jedan u kome se nalaze barem dve muve.

Jasno je da svaki od krugova prekriva pripadaju�i uspravni trougao. Xto
se oborenih trouglova tiqe, svaki od ǌih je okruжen sa taqno tri uspravna
i, pritom, opisani krugovi ta tri susedna trougla sadrжe centar posma-
tranog oborenog, odakle je jasno i da unija ova tri kruga prekriva taj
oboreni trougao. Ceo veliki trougao je, dakle, prekriven ovim krugovima,
xto smo i hteli da dokaжemo.
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Tre�i razred – B kategorija

1. Lako nalazimo da je cosx = 4
5 , te je tg x = 3

4 . Odavde je tg(π4−x) =
1− 3

4

1+ 3
4

= 1
7 .

Sa druge strane imamo da je i tg 2y = 2 tg y
1−tg2 y = 2(5

√
2−7)

1−(5
√
2−7)2

= 1
7 . Kako je

2y ∈ (0, π), a tg 2y > 0, to je i 2y oxtar ugao. Dakle, tangensi oxtrih
uglova π

4 − x i 2y su jednaki, odakle su i sami uglovi jednaki. Zato je
π−4x
4y =

π
4 −x

y = 2.

2. Posmatrajmo piramide SABC i SA′B′C′ kao da su im osnove, redom,
trouglovi SAB i SA′B′, a vrhovi, redom, C i C′. Neka je H visina piramide
SABC iz C, a h visina piramide SA′B′C′ iz C′. Iz sliqnosti pravouglih
trouglova kojima su hipotenuze SC′ i SC, a katete h i H, imamo da je
h
H = SC′

SC . Neka je ϕ = ∢ASB. Sada je

VSA′B′C′

VSABC
=

PSA′B′ ·h
3

PSAB ·H
3

=
h

H
· SA

′ · SB′ · sinϕ
SA · SB · sinϕ =

SA′

SA
· SB

′

SB
· SC

′

SC
,

te na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine, uz

korix�eǌe polaznog uslova, imamo 1 = SA′

SA + SB′

SB + SC′

SC > 3 3

√
SA′

SA · SB′

SB · SC′

SC .

Odavde je VSA′B′C′

VSABC
6 1

27 , xto je i trebalo dokazati.

3. Poxto je ax > 0 i 4x − 3x > 0, sledi da je a > 0 i x > 0. Za a > 0, x > 0 i
ax 6= 1 jednaqina je ekvivalentna sa jednaqinom

logax (3
x + 4x) =

1

2

(
logax 7

2 + logax (4
x − 3x)

)
+

1

3
logax 2

3(x−1),

odnosno
logax (3

x + 4x) = logax 7 + logax
√
4x − 3x + logax 2

x−1.

Iz ove jednaqine dobijamo jednaqinu

3x + 4x = 7 · 2x−1
√
4x − 3x.

Kvadriraǌem i deǉeǌem posledǌe jednaqine sa 32x dobija se jednaqina

45

(
4

3

)2x

− 57

(
4

3

)x

− 4 = 0.

Uvo�eǌem smene t =
(
4
3

)x
> 0 i rexavaǌem kvadratne jednaqine 45t2 − 57t−

4 = 0, dobijamo da je t = 4
3 (rexeǌe t = − 1

15 nije pozitivno). Dakle,
jedino rexeǌe je x = 1 i dobija se pod uslovom ax 6= 1, xto znaqi da je
a ∈ (0, +∞) \ {1}.
4. (a) Za dve tetive sa krajevima u datim taqkama koje imaju taqno jednu
zajedniqku taqku imamo dva razliqita sluqaja: 1◦ da se seku u nekoj od
datih taqaka ili 2◦ da se seku u unutraxǌosti kruga.
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A1

A6

A11

A2

A7

A12

A3

A8

A4

A9

A5

A10

︷ ︸︸ ︷

(
11

2

)

(
12

1

)
A1

A6

A11

A2

A7

A12

A3

A8

A4

A9

A5

A10

(

12

4

)

1◦ Taqku u kojoj se seku moжemo odabrati na
(
12
1

)
= 12 naqina, a druga dva

kraja ovih tetiva na
(
11
2

)
= 55 (od preostalih 11 taqaka biramo dve), pa

ukupno ima
(
12
1

)
·
(
11
2

)
= 12 · 55 = 660 takvih tetiva.

2◦ Kada odaberemo 4 taqke od svih
(
4
2

)
= 6 pravih koje one odre�uju, samo

se dijagonale seku u unutraxǌosti kruga, pa stoga traжenih tetiva u ovom
sluqaju ima koliko i izbora 4 taqke od 12, xto moжemo uraditi na

(
12
4

)
=

12·11·10·9
4·3·2·1 = 495 naqina.

Ukupno parova tetiva koje se seku u jednoj taqki ima 660 + 495 = 1155.

A1

A6

A11

A2

A7

A12

A3

A8

A4

A9

A5

A10

A1

A6

A11

A2

A7

A12

A3

A8

A4

A9

A5

A10

A1

A6

A11

A2

A7

A12

A3

A8

A4

A9

A5

A10

(b) Spojimo svaku od 12 taqaka sa slede�om na kruжnici. Na taj naqin
dobijamo 12-tougao. Uslov da se sa obe strane svake prave, na kojoj leжi
neka stranica izabranog trougla, nalazi barem jedna od preostalih taqaka
je ekvivalentan sa tim da je svaka stranica izabranog trougla, zapravo,
dijagonala novouvedenog 12-tougla. Stoga, zadatak �emo rexiti tako xto
�emo od ukupnog broja svih trouglova oduzeti broj onih koji imaju dve
stranice koje su ujedno i stranice 12-tougla, kao i broj onih koji ima-
ju taqno jednu stranicu koja je, tako�e, i stranica pomenutog 12-tougla.
Ukupan broj svih trouglova je

(
12
3

)
= 12·11·10

3·2·1 = 220. Trouglova koji imaju
dve stranice koje su i stranice 12-tougla ima onoliko koliko i temena
12-tougla, jer su te dve stranice susedne u 12-touglu i u potpunosti su
odre�ene izborom jednog od temena 12-tougla. Dakle, ukupan broj pomenu-
tih trouglova je 12. Konaqno, trouglova koji imaju taqno jednu stranicu
koja je ujedno i stranica 12-tougla ima

(
12
1

)
·
(
8
1

)
= 12·8 = 96, jer na

(
12
1

)
naqi-

na moжemo izabrati jednu stranicu 12-tougla, dok na
(
8
1

)
naqina moжemo
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izabrati preostalo teme tog trougla. Dakle, ukupan broj traжenih trou-
glova je 220− 12− 96 = 112.

5. Ako je skup na tabli skup svih delilaca nekog broja x, onda za svako
prosto p > x, ako je Milisav zamislio broj xp, se ne bi niti jedan broj
deǉiv sa p mogao pojaviti na tabli zbog svoje veliqine, tj. vrednosti, te
bi, zaista, Milisav napisao samo sve delioce od x.
Sa druge strane, neka je x najmaǌi zajedniqki sadrжalac svih brojeva
zapisanih na tabli. S obzirom da zapisani brojevi na tabli nisu svi
mogu�i delioci nekog odre�enog prirodnog broja, tada x mora da deli n.
Me�utim, broj x, svakako, nije napisan na tabli (da je na tabli, onda bi
na tabli bili bax svi delioci broja x). Stoga, znamo da je n < x2, tako
da ako Aleksa da skup {1, 2, · · · , x2}, Milisavǉev broj se sigurno nalazi
unutar ǌega.

Qetvrti razred – B kategorija

1. Koriste�i rekurentnu relaciju dobijamo da je za svako k ∈ N ispuǌeno
ak = ak−1 + 4(k − 1) + 3 =ak−2 + 4(k − 2) + 4(k − 1) + 2 · 3 = . . . = a1 + 4(1 + 2 +
· · ·+ k− 1)+ (k− 1) · 3 = 2k(k− 1)+ 3(k− 1) = (2k+ 3)(k− 1). Sa druge strane,
ako brojilac i imenilac podelimo sa n i primetimo da je

lim
n→+∞

√
akn

n
= lim

n→+∞

√
(

2k +
3

n

)(

k − 1

n

)

= k
√
2,

dobi�emo da je traжena graniqna vrednost jednaka

1 + 4 + 42 + · · ·+ 42022

1 + 2 + 22 + · · ·+ 22022
=

42023 − 1

3(22023 − 1)
=

22023 + 1

3
.

2. Neka je a = OA, b = OB, c = OC, d = OD, e = OE i f = OF. Posmatrajmo
ravan π koja sadrжi prave p i q (takva ravan postoji poxto se prave p i
q seku). Presek ravni π i sfere je neka kruжnica k1. Taqke A,B,C i D
pripadaju k1, pa iz potencije taqke O na k1 imamo da je a · b = c ·d. Analogno
prethodnom zakǉuqujemo da je a · b = e · f, pri qemu A,B,E i F pripadaju
kruжnici k2. Odavde zakǉuqejemo da se elementi skupa {1, 5, 15, 17, 51, x},
za neko x > 0 (ne obavezno razliqito od 1,5,15,17 i 51), mogu podeliti
u tri para tako da su proizvodi brojeva u parovima me�usobno jednaki.
Jednostavnom analizom zakǉuqujemo da je to jedino mogu�e u sluqaju 5·51 =
15 ·17 = 1 ·x. Odavde je x = 255, te je jedna tetiva kruжnice k1 ili k2 duжine
1+255 = 256, te je preqnik neke od ǌih bar 256. Kako je preqnik te kruжnice
ne ve�i od preqnika velikog kruga, dobijamo da je polupreqik sfere ne
maǌi od 128. Dokaжimo da je mogu�e posti�i da polupreqnik bude bax
jednak 128. Neka je AB preqnik kruжnice k, tako da je AB = 256. Na duжi
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AB uoqimo taqku O takvu da je AO = 1. Konstruiximo, u ravni kruжnice
k, kruжnicu w sa centrom u taqki O, pulupreqnika 5. Kako je 1 < 5 < 255,
to se kruжnice k i w seku. Neka je jedna ǌihova preseqna taqka C. Prava
CO seqe k u D, D 6= C. Iz potencije taqke O u odnosu na k dobijamo da je
OD = 51. Analogno ptethodnom konstruixemo i taqke E i F.

3. Iz prve jednaqine grupisaǌem dobijamo da je a(b + 2) − b = 58, tj. (a −
1)(b + 2) = 56. Analognom primenom sliqnih transformacija u ostalim
jendaqinama dobijamo sistem

(a− 1)(b+ 2) = 55

(b+ 2)(c+ 4) = 308

(c+ 4)(d− 6) = 77.

Iz posledǌe jednaqine imamo da je vrednost c + 4 jednaka 1, 7, 11 ili 77.
Prvi sluqaj, kada je c + 4 = 1, nije rexeǌe zbog uslova da je c prirodan
broj. Druga mogu�nost je da je c+4 = 7, odakle je c = 3, te, stoga, iz druge

jednaqine, dobijamo da je b = 2, tj. a − 1 =
14

11
, xto nije mogu�e. Sliqno,

zamenom u preostale jednaqine iz preostala dva sluqaja dobijamo rexeǌa

(a, b, c, d) ∈ {(3, 26, 7, 13), (15, 2, 73, 7)}.

4. Numeriximo sedixta u svakom redu od 1 do 6 i redove od 1 do n. Ta-
da je minimalno vreme potrebno putniku sa j-tim sedixtem u i-tom redu
(pisa�emo (i, j)) da do�e na svoje mesto (od sekunde neposredno pre nego xto
zakoraqi u avion) jednako i+1+⌊|3.5−j|⌋ (i+1 za sedixta do prolaza, i+2 za
ona u sredini i i+3 za ona do prozora). Pretpostavimo da taj putnik zako-
raqi u avion u (t+1)-oj sekundi od poqetka ukrcavaǌa. Tada se ukrcavaǌe
svakako ne moжe zavrxiti za maǌe od t+(i+1+⌊|3.5− j|⌋) sekundi. Pritom,
posledǌi putnik moжe zakoraqiti u avion najranije u 6n-toj sekundi (ako
su pre ǌega putnici ulazili svake sekunde), dok je i> 1 i ⌊|3.5− j|⌋> 0, pa
se ukrcavaǌe ne moжe obaviti za maǌe od (6n−1)+1+1+0 = 6n+1 sekundi.

Dokaжimo da je mogu�e obaviti ga za 6n+1 sekundu. Ako je redosled
ukrcavaǌa putnika slede�i: (n, 1), (n − 1, 1), ..., (2, 1), (1, 1), (n, 2), ..., (1, 2),
(n, 3), ..., (1, 3), (n, 6), ..., (1, 6), (n, 5), ..., (1, 5), (n, 4), ..., (1, 4), vidimo da je vreme
ukrcavaǌa upravo 6n+1 jer �e prvo n putnika sa prvim sedixtem u svakom
redu do�i do odgovaraju�eg reda i odmah potom zakoraqiti u deo za sedeǌe
u svakom redu, pa �e biti slobodan prolaz da u tom trenutku krene druga
grupa od n ǉudi. Na kraju �e u xestoj grupi svako do�i do svog reda u
6n-toj sekundi i u (6n + 1)-oj �e svi oni sesti na svoje mesto, privode�i
time ukrcavaǌe kraju.

5. (PRVO REXEǋE) Ako je n 6 0, tada je 7n − 3n 6 0, pa jednaqina nema
rexeǌa. Dakle, n mora biti prirodan broj. Ako je m < 0, jednaqina
je ekvivalentna sa 2−mp(7n − 3n) = p2, pa mora biti p = 2 i 7n − 3n = 1,



71

xto nema rexeǌe u skupu prirodnih brojeva. Zakǉuqujemo da mora biti
m ∈ N ∪ {0}. Jasno je da za p = 3 i p = 7 jednaqina nema rexeǌa. U
nastavku �emo razmatrati parnost broja n. Ako je n neparan broj, tada, iz
7n− 3n = 4(7n−1+7n−2 · 3+ · · ·+7 · 3n−2+3n−1), zakǉuqujemo da taqno 22 deli
7n − 3n (4 | 7n − 3n, ali 8 ∤ 7n − 3n, jer je 7n−1 + 7n−2 · 3 + · · ·+ 7 · 3n−2 + 3n−1

neparno), te 22 taqno deli i p2 · 2mp. Ukoliko je p = 2, onda je mp = 0,
odnosno m = 0. Tada je 7n − 3n = 4, pa je odatle n = 1 (za n > 2 se lako

pokazuje da je 7n > 3n+4). Ukoliko je p 6= 2, tada je mp = 2, odnosno m =
2

p
,

xto nije ceo broj. Ako je n paran broj, tada je n = 2n0, n0 ∈ N. Pokaжimo
da je i mp paran broj. Poxto je p2 ≡ 1 (mod 3) i 7n − 3n ≡ 1 (mod 3), to
mora biti 2mp ≡ 1 (mod 3), odakle sledi da mp mora biti parno. Ako je
a = p · 2mp/2, tada je jednaqina ekvivalentna sa 72n0 − 32n0 = a2, odnosno
(7n0 − a)(7n0 + a) = 3n0. Poxto su 7n0 − a i 7n0 + a uzajamno prosti, to
mora biti 7n0 − a = 1 i 7n0 + a = 3n0. Sabiraǌem prethodnih jednaqina
dobijamo 2 ·7n0 = 1+3n0, te analizom iste po modulu 3 vidimo da posledǌa
jednaqina nema rexeǌa u skupu prirodnih brojeva. Dakle, jedino rexeǌe
date jednaqine je (n,m, p) = (1, 0, 2).
(DRUGO REXEǋE) Ako je n 6 0, tada je 7n − 3n 6 0, pa jednaqina nema
rexeǌa. Dakle, n mora biti prirodan broj. Ako je m < 0, jednaqina je
ekvivalentna sa 2−mp(7n−3n) = p2, pa mora biti p = 2 i 7n−3n = 1, xto nema
rexeǌe u skupu prirodnih brojeva. Zakǉuqujemo da mora biti m ∈ N∪{0}.
Jasno je da za p = 3 i p = 7 jednaqina nema rexeǌa.

Ako je p = 2, tada je 4·22m = 7n−3n = 4(7n−1+7n−2·3+· · ·+7·3n−2+3n−1).
Ako je m = 0, tada je n = 1, pa (n,m, p) = (1, 0, 2) ispuǌava uslove date
jednaqine. Ako je m > 0, onda, iz 22m = 7n−1 + 7n−2 · 3 + · · ·+ 7 · 3n−2 + 3n−1,
sledi da n mora biti paran broj (22m je jednako sumi n neparnih brojeva).
Neka je n = 2n0, n0 ∈ N. Tada je 22+2m = (7n0 − 3n0)(7n0 + 3n0). Ako je
7n0 − 3n0 = 2k1 i 7n0 + 3n0 = 2k2 (gde je k1 + k2 = 2 + 2m), onda, sabiraǌem
ovih jednaqina, dobijamo 2 · 7n0 = 2k1 +2k2 = 2k1(2k2−k1 +1), odakle je k1 = 1,
te je 7n0 − 3n0 = 2, xto je nemogu�e.

Za p 6= 2, zbog parnosti, mora biti m > 0. Nadaǉe �emo razmatrati
parnost broja n. Za neparno n je 7n−1+7n−2 · 3+ · · ·+7 · 3n−2+3n−1 neparno,
pa broj mp mora biti jednak 2, xto je nemogu�e. Ako je n parno, tada je
n = 2n0, n0 ∈ N i vaжi (7n0 − 3n0)(7n0 + 3n0) = p2 · 2mp. Kako je p prost broj,
razlikova�emo slede�e sluqajeve:
1◦ p | 7n0 − 3n0 i p | 7n0 + 3n0: Tada p | 2 · 3n0, pa je p ∈ {2, 3}, xto smo ve�
razmotrili.
2◦ p2 | 7n0 −3n0: Tada postoji k ∈ N0 takav da je 7n0 −3n0 = p2 ·2k i 7n0 +3n0 =
2mp−k. Sabiraǌem ove dve jednaqine dobijamo 2 ·7n0 = p2 ·2k+2mp−k, odakle
je k = 1 ili mp− k = 1. Za mp− k = 1 je 7n0 + 3n0 = 2, xto je nemogu�e, a za
k = 1 imamo da 4 deli 7n0 −3n0, ali ne deli p2 ·2k, xto je, tako�e, nemogu�e.
3◦ p2 | 7n0 +3n0: Tada postoji k ∈ N0 takav da je 7n0 +3n0 = p2 ·2k i 7n0 −3n0 =
2mp−k. Sabiraǌem ove dve jednaqine dobijamo 2 ·7n0 = p2 ·2k+2mp−k, odakle
je k = 1 ili mp− k = 1. Za mp− k = 1 je 7n0 +3n0 = 2, xto je nemogu�e. Ako
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je k = 1, onda je 7n0 − 3n0 = 2mp−1 i kako vaжi mp − 1 > 2, sliqno kao i u
sluqaju za p = 2, zakǉuqujemo da je to jedino mogu�e za n0 = 1. Me�utim,
tada bi moralo da vaжi i da je 7 + 3 = 2 · p2, xto nije mogu�e.
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17. SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

1. april 2023. godine

Prvi dan

1. Neka je O sredixte opisane kruжnice raznostranog trougla ABC i H
ǌegov ortocentar, H 6∈ {A,B,C}. Oznaqimo sa Oa, Ob i Oc, redom, sredixta
opisanih kruжnica trouglova AOH, BOH i COH. Dokazati da se prave
AOa, BOb i COc seku u jednoj taqki.

2. Data je kocka ivice 2021. Na koliko razliqitih naqina je mogu�e na
obodu ove kocke dodati jednu jediniqnu kockicu tako da se novodobijeno
telo moжe popuniti telima dimenzije 1 × 1 × k, za neki prirodan broj k,
k > 2?

3. Pretpostavimo da su dati prirodni brojevi m i n, kao i niz celih
brojeva a1, a2, . . ., za koji vaжi ai = ai−n, za svako i, i ∈ N, i > n. Za svaki
prirodan broj j, 16 j 6 n, definixemo lj kao najmaǌi prirodan broj takav
da je broj aj + aj+1 + · · ·+ aj+lj−1 deǉiv sa m. Dokazati da je

l1 + l2 + · · ·+ ln 6mn.

Predvi�eno vreme za izradu zadataka je 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 bodova.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.
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17. SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

2. april 2023. godine

Drugi dan

4. Neka je q prost broj, a n prirodan broj. Dokazati da nq +
(
n−1
2

)2
nije

potpun stepen broja q.

5. Tata Zoran je ushi�eno rekao svome sinu Perici da je pronaxao zani-
mǉivu funkciju f : R → R koja ispuǌava slede�e osobine:

• f(m) = m, za sve celobrojne m;

• f(a+b
c+d ) =

f(a
c
)+f( b

d
)

2 , za svaka qetiri cela broja a, b, c, d takva da je |ad−
bc| = 1, c > 0 i d > 0;

• f je monotono rastu�a.

(a) Dokazati da je Zoran pronaxao jedinstvenu funkciju sa navedenim oso-
binama.

(b) Ako je Perica izraqunao vrednost f(
√
5−1
2 ), koji broj je dobio?

6. Dat je trougao ABC, AB 6= AC, sa opisanom kruжnicom ω. Oznaqimo sa
I sredixte upisane kruжnice tog trougla. Normala konstruisana iz taqke
I na pravu AI seqe stranice AB i AC u taqkama E i F , redom. Opisana
kruжnica trougla AEF seqe ω i pravu AI u taqkama G i H, redom. Taqka
D je podnoжje normale iz taqke I na pravu BC. Tangenta na ω u taqki G
seqe pravu BC u taqki J , a prava AJ seqe opisanu kruжnicu trogla ABC
po drugi put u taqki K. Dokazati da se kruжnice opisane oko trouglova
DJK i GIH dodiruju.

Predvi�eno vreme za izradu zadataka je 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 bodova.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.
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REXEǋA ZADATAKA - SMO

Prvi dan

1. (PRVO REXEǋE) Neka je X = AOa ∩ BOb. Dokaжimo da i prava COc

sadrжi taqku X. Stoga, dovoǉno je dokazati da taqka X pripada kruжnici
opisanoj oko trougla ABC. Imamo da vaжi:

∢BXA = ∢180− ∢ObBA− ∢OaAB =

180− ∢HBA− ∢ObBH − ∢HAB − ∢HAOa =

= ∢BHA− 180 + ∢
BObH

2
+ ∢

AOaH

2
=

= ∢BHA− 180 + ∢BOH + ∢AOH = ∢BHA− 180 + ∢AOB = ∢ACB,

te je time je tvr�eǌe dokazano.

(DRUGO REXEǋE) Neka su ℓa, ℓb i ℓc normale iz A, B i C, redom, na OH.
Primetimo da su prave ℓa, ℓb i ℓc paralelne, odnosno da su konkurentne u
taqki u beskonaqnosti. Tako�e, znamo da su ℓa i AOa simetriqne u odnosu
na simetralu ugla ∡OAH, xto je ujedno i simetrala ugla ∡BAC, odnosno
ℓa i AOa su izogonalne u odnosu na ∡BAC. Isto se moжe zakǉuqiti za
ℓb i BOb, kao i za ℓc i COc. Me�utim, kako su prave ℓa, ℓb i ℓc konkure-
ntne (u beskonaqnoj taqki), onda su konkurente i AOa, BOb i COc u taqki
izogonalno spregnutoj beskonaqnoj taqki preseka (izogonalne taqke taqaka
u beskonaqnosti svkako leжe na opisanoj kruжnici).

(TRE�E REXEǋE) Dokaz �emo sprovesti kompleksnim brojevima. Ko-
mpleksnu koordinatu proizvoǉne taqke W ∈ C �emo oznaqiti odgovara-
ju�im malim slovom, odnosno w. Bez umaǌeǌa opxtosti neka je opisana
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kruжnica ABC jediniqna. Neka je X taqka dijametralno suprotno A na
opisanoj kruжnici oko AOH. Jasno je da je XH ||BC i da je OX ⊥ AO.
Zapisivaǌem ovo na jeziku kompleksnih brojeva, znamo da je x

x = −a
a = −a2

i x−h
x−h

= b−c
b−c

= −bc. Odatle izvodimo x = − x
a2 . Zatim, koriste�i

h = a + b + c, izvodimo x − a − b − c = xbc
a2 + ab+bc+ca

a , a sre�ivaǌem nala-

zimo x = 2a2b+2a2c+a3+abc
a2−bc . Najzad, ako AX seqe kruжnicu ABC u T , onda je

−at = a−t
a−t

= x−a
x−a

. Pristupamo raqunu x− a = 2aab+bc+ca
a2−bc , pa je onda

t = −1

a

x− a

x− a
= −1

a

2aab+bc+ca
a2−bc

2
a

a+b+c
abc

bc−a2

a2bc

=
ab+ bc+ ca

a+ b+ c
.

Kako je ovo simetriqno po a, b, c, jasno vidimo da se prave AOa, BOb i COc

seku u taqki T .

Autor zadatka: Urox Colovi�

2. Neka je za neko k i neku dodatu kockicu mogu�e popuǌavaǌe. U svaku
jediniqnu kockicu sa koordinatama (x, y, z), 06 x, y, z 6 2020, upiximo broj

εx+y+z, gde je ε = ei
2π
k . Na identiqan naqin, u dodatu jediniqnu kockicu

(a, b, c), upiximo broj εa+b+c. Kako god postavimo kvadar 1 × 1 × k, zbir
brojeva u poǉima koja on prekriva jednak je nuli. Neka je 2021 = qk+r, 0 <
r < k. Zbir svih pridruжenih brojeva jednak je

0 = (1 + ε+ ...+ ε2020)3 + εa+b+c = (1 + ε+ ε2 + ...+ εr−1)3 + εa+b+c. (1)

Odavde je |1+ε+ε2+ ...+εr−1)|3 = |−εa+b+c|, te je | 1−εr

1−ε | = 1, odnosno brojevi
ε i εr su na jednakom rastojaǌu od broja 1. Zato je r = k − 1 ili je r = 1.
Ako je r = 1, onda je k = 2, pa je i tada obavezno r = k − 1. Dakle, ako su za
neko k ispuǌeni uslovi, onda k | 2022 i zbog (1) vaжi a + b + c ≡k 3(k − 1).
Bez umaǌeǌa opxtosti moжemo uzeti da je dodata kockica (a, b,−1). Sada
imamo k | a + b + 2. Zbog simetrije problema dodata kockica moжe biti
i kockica (2020 − a, b,−1), te k | (2020 − a + b + 2). Ako za neko sloжeno k
postoji rexeǌe, onda postoji i za bilo koji ǌegov delilac. Zato moжemo
pretpostaviti da je k prost broj. Zato iz k | a+b+2 i k | 2020−a+2020−b+2,
za k > 2, k | 2022, dobijamo a ≡k b ≡k −1. Za k = 2 je a ≡2 b. Dokaжimo
da za ovakve (koje zadovoǉavaju prethodne uslove) jediniqnice kockice,
zaista, postoji odgovaraju�e popuǌavaǌe. Neka je k ∈ {2, 3, 337} i a ≡k

b ≡k −1. Uoqimo da je kvadrat, qija poǉa imaju koordinate (x, y), 06 x, y 6
2020, iz kog je izbaqen kvadrati� (a, b), za a ≡k b ≡k −1 mogu�e poploqati
pravougaonicima k × 1. To je zasita mogu�e uraditi poxto se kvadrat sa
takvim izbaqenim poǉem moжe poploqati pravougaonicima dimenzije (a +
1)× b, (2020− a)× (b+1), (2021− a)× (2020− b) i a× (2021− b), a svaki takav
pravougaonik pravougaonicima k× 1 (poxto k | a+1, b+1, 2021− a, 2021− b).
Najniжih k−1 ”slojeva” velike kocke dimenzije 2021 popuǌavamo na opisani
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naqin, a ostatak je kvadar 2021× 2021× (2022− k) koje se, zbog k | 2022− k,
lako popuǌava sa 1 × 1 × k. Sliqno radimo za k = 2 i a ≡2 b ≡2 0, tako xto
kvadrat bez poǉa (a, b) moжemo poploqati pravougaonicima a×(b+1), (2021−
a)× b, (2020− a)× (2021− b) i (a+ 1)× (2020− b).

Treba jox izbrojati koliko ima urede�enih parova (a, b), 06a, b62020,
za koje vaжi a ≡2 b ili a ≡3 b ≡3 −1 ili a ≡337 b ≡337 −1. Lako moyhemo

ustanoviti da je takvih parova 20212+1
2 +2 · 6742 · 6722 +2 ·3 ·2 = 2268697. Otuda,

zbog simetrije, konaqan broj traжenih kockica je 6× 2268697 = 13612182.

Autor zadatka: Milox Milosavǉevi�

3. Neka je bi za i ≥ 0 definisano kao ostatak sume prvih i brojeva iz niza a
pri deǉeǌu sa m. Tako�e, radi lakxe notacije oznaqimo bn sa S. Jasno je
da je bn+i ≡ bi+S (mod m). Za svako i je li zapravo distanca do slede�eg po-
javǉivaǌa bi u nizu. Neka se r ∈ {0, 1, 2, ...,m−1} pojavǉuje u nizu b1, b2, ..., bn
na indeksima x1, x2, ..., xt za t ∈ N0. Tada je lxj

= xj+1−xj za j ∈ {1, 2, .., t−1},
dok je lxt

= p−xt, gde je p indeks prvog pojavǉivaǌa broja r u b posle prvih
n. Tako sabiraju�i prethodno po svim j ∈ {1, 2, 3, ..., t}, nalazimo da je suma
l-ova na pozicijama gde se nalazi r bax razlika izme�u prvog pojavǉivaǌa
r u b posle n i prvog uopxte.

Neka je d = NZD(S,m) i 0 ≤ r < d. Neka su r1, r2, · · · , rk sve vrednosti
koje se javǉaju me�u b1, b2, · · · bn, takve da daju ostatak r pri deǉeǌu sa d
(pretpostavimo da k 6= 0). Dokaza�emo da je suma li koji odgovaraju ovim
vrednostima najvixe m

d · n. Poxto imamo najvixe d nepraznih klasa po
modulu d, ako dokaжemo ovo, odmah imamo tvr�eǌe zadatka. Neka je ji prvo
pojavǉivaǌe ri u b1, b2, ..., bn. Potrebno je za svako ri na�i prvo pojavǉi-
vaǌe tog broja u b posle prvih n. Pore�ajmo vrednosti r, r+S, r+2S, · · · ,
r+
(
m
d − 1

)
S na kruжnicu, i pretpostavimo bez umaǌeǌa opxtosti da se na

ovoj kruжnici pojavǉuju brojevi r1, r2, · · · , rk bax tim redom, na pozicija-
ma c1, c2, · · · , ck. Lako se proverava da vaжi b(c2−c1)n+j1 ≡ r2(modm), pa vaжi
da je prvo pojavǉivaǌe r2 u nizu b posle n neki indeks i ≤ (c2 − c1)n + j1,
tako da suma l koja odgovara r2 jeste najvixe (c2 − c1)n + j1 − j2. Za one
koji odgovaraju ri je analogno (ci − ci−1)n + ji−1 − ji, dok je za r1 ta suma
(
c1 +

m
d − ck

)
n + jk − j1. Sumiraju�i ovo nalazimo da je traжena suma ma-

ksimalno n ·
(
m
d + c1 − ck + c2 − c1 + c3 − c2 + · · ·+ ck − ck−1

)
+ j2− j1+ j3− j2+

· · ·+ j1 − jk = m
d n.

Napomenimo da se, dodatno, lako pokazuje da je spomenuta suma u
drugom pasusu uvek taqno m

d n.

Autor zadatka: Pavle Martinovi�
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Drugi dan

4. Pretpostavimo suprotno. Prvo, vidimo da je n neparan broj, jer n−1
2

mora biti bio ceo. Neka je n = 2a+ 1, za neko nenegativno celo a. Stoga,
nq + (n−1

2 )2 postaje a2 + (2a+ 1)q i mora biti stepen broja q, tj. oblika qk,
za neko k ∈ N. Analiziraju�i pomenuti izraz po modulu q, te koriste�i
Malu Fermaovu teoremu, dobijamo 0 ≡ a2 + (2a+ 1)q ≡ a2 + 2a+ 1 = (a+ 1)2

(mod q), tj. q | a + 1. Ako je q = 2, tada je po prethodnom a neparno, pa je
a2 + (2a + 1)2 ≡ 2 (mod 4), te je, stoga, ispuǌeno a2 + (2a + 1)2 = 2, xto je
nemogu�e.
Neka je, sada, q > 3, a samim tim i neparan prost broj. Primetimo da je
a2+(2a+1)q = (a2−1)+((2a+1)q+1). Sada je vq(a2−1) = vq(a−1)+vq(a+1) =
vq(a+1), s obzirom da q ne moжe da deli a−1, jer deli a+1 i q > 2. Sa druge
strane, kako q | (2a + 1) + 1, to po lemi od dizaǌu ekponenata (LTE) vaжi
vq((2a+1)q+1) = vq((2a+1)+1)+vq(q) = vq(2a+2)+1 = vq(a+1)+1, opet, jer je
q > 2. Odavde je vq(a

2+(2a+1)q) = min{vq(a2− 1), vq((2a+1)q+1)} = vq(a+1),
xto znaqi da je a2 + (2a + 1)q = qvq(a+1) 6 a + 1, xto je oqito nemogu�e.
Kontradikcija!

Autor zadatka: Pavle Martinovi�

5. (a) Pretpostavimo da postoji jox jedna funkcija sa navedenim osobinama
u formulaciji. Da bismo dokazali da su one jednake na skupu raciona-
lnih brojeva, koristi�emo strogu indukciju po imeniocu (za razlomke u
uprox�enoj formi). Za n = 1, prvi uslov je dovoǉan. Za n > 1 pretpo-
stavimo jednakost za sve razlomke sa imeniocima maǌim od n. Neka je
NZD(m,n) = 1. Postoje celi brojevi m′ i n′ takvi da je mn′ − nm′ = 1, a da

pritom vaжi i 0 < n′ < n. Po strogoj indukciji, funkcije su jednake na m′

n′

i m−m′

n−n′
, pa su po drugom uslovu jednake i na m

n .
Neka je, daǉe, x proizvoǉan realan broj. Definiximo nizove

(an), (bn), (cn) i (dn), n ∈ N0, zahtevom: a0 = [x], b0 = a0 + 1, c0 = d0 = 1;
za an+bn

cn+dn
< x, je (an+1, bn+1, cn+1, dn+1) = (an + bn, bn, cn + dn, dn), inaqe je

(an+1, bn+1, cn+1, dn+1) = (an + bn, bn, cn, cn + dn), n > 1. Uz pomo� principa
matematiqke indukcije trivijalno se dokazuje da vaжi |andn − bncn| = 1
i f( bndn

) − f(an

cn
) = 2−n, za svako n ∈ N0 (za n = 0 je trivijalno, dok je

induktivni korak podela na sluqajeve i pozivaǌe na drugi uslov). Ta-
ko�e, induktivno se dokazuje i da je an

cn
< x < bn

dn
, za sve n ∈ N0, iako je

oqigledno. Stoga, u sluqaju da pomenute dve funkcije imaju razliqite
vrednosti u taqki x, moжemo na�i ǌihovu razliku ǫ (ve�a minus maǌa)
i odabrati n ∈ N tako da 2−n < ǫ. Bez gubitka opxtosti, neka je f(x)
minimum skupa vrednosti u taqki x obe funkcije. Iz prethodnog, mora
biti f(an

cn
) + f(x) + ǫ6 f(x) + f( bndn

), jer je f rastu�a funkcija. Me�utim, iz

prethodnog vaжi da je 2−n > ǫ, xto je kontradikcija. Dakle, obe funkci-
je u taqki x imaju istu vrednost, tj. postoji samo jedna realna funkcija
definisana na R sa navedenim osobinama.
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(b) Ako je f0 = 0, f1 = 1 i fn+2 = fn+1+fn za n > 0, onda je fn = 1√
5
· (φn−ψn)

za n ∈ N, gde je φ =
√

5+1
2 > 1 i ψ = −

√
5−1
2 ∈ (−1, 0). Tako�e je fn+1fn+2 −

fnfn+3 = (−1)n, za n ∈ N0, a kako je
√

5−1
2 = 1

φ , treba odrediti f( 1φ ).

Neka je an = f2n
f2n+1

i bn = f2n+1

f2n+2
, za n ∈ N0. Kako je fn+2

fn+3
− fn

fn+1
=

fn+1fn+2−fnfn+3

fn+3fn+1
= (−1)n

fn+3fn+1
, sledi da je (an) rastu�i, a (bn) opadaju�i niz, a

kako je φ > 1 > |ψ|, vaжi an → 1
φ i bn → 1

φ , kad n→ ∞. Na osnovu uslova za-

datka, primeǌenog na qetvorku (a, b, c, d) = (fn, fn+1, fn+1, fn+2), i navedenog

identiteta dobijamo da je f
( fn+2

fn+3

)
=

f
(

fn
fn+1

)
+f
(

fn+1
fn+2

)

2 . Tako�e, vaжi da je

f(a0) = f(0) = 0 i f(b0) = f(1) = 1, a ako za neko n ∈ N0 vaжi i f(an) =
2·4n−2
3·4n

i f(bn) =
2·4n+1
3·4n , onda �e vaжiti

f(an+1) = f(an)+f(bn)
2 =

2·4n−2
3·4n + 2·4n+1

3·4n

2 = 4·4n−1
6·4n = 2·4n+1−2

3·4n+1 , pa je

f(bn+1) = f(bn)+f(an+1)
2 =

2·4n+1
3·4n + 2·4n+1

−2

3·4n+1

2 = 4·4n+1+2
6·4n+1 = 2·4n+1+1

3·4n+1 .

Dakle, na osnovu principa matematiqke indukcije, vaжi da je f(an) =
2·4n−2
3·4n

i f(bn) = 2·4n+1
3·4n , za svako n ∈ N0, pa kako je f rastu�a, tj. neopadaju�a,

sledi 2
3 = sup

n∈N

f(an) 6 f( 1φ ) 6 inf
n∈N

f(bn) =
2
3 , odakle je f( 1φ ) =

2
3 .

Autor zadatka: Ogǌen Kovaqevi�

6. Bez umaǌeǌa opxtosti, neka je konfiguracija kao na slici. Ostali
sluqajevi se sliqno rade. Tako�e u toku rexeǌa �e (XY Z), za taqke X,Y, Z,
oznaqavati opisanu kruжnicu trougla X,Y, Z.
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Neka je taqka M dodir upisanog A-mikstilienarnog kruga i ω .
Tvrdimo da je taqka M traжeni dodir kruжnica. Neka je S drugi pre-
sek MD sa ω i L = AG ∩ EF .
Lema 1. Va�i (G,B;M,C) = −1 i prava JM je tangenta na ω.

Dokaz 1. Prvo tvrÆe�e impli
ira drugo, zbog osobina harmonijskih qetvorou-

glova, te je, stoga, dovo	no pokazati da va�i prvi deo tvrÆe�a.

Nakon inverzije sa 
entrom u taqki A polupreqnika

√
AB ×AC, kompo-

novane sa osnom refleksijom u odnosu na simetralu ∢BAC, lema se svodi na

slede�e poznato tvrÆe�e:

Lema 2. Neka je dat trougao ABC i taqke P,Q,R na strani
ama BC,CA,AB,
tim redom, tako da su prave AP,BQ,CR konkurentne. Oznaqimo sa T presek

pravih BC i QR. Tada je (T, P ;B,C) = −1.

Dakle, tvrÆe�e Leme 1 je pokazano.

Poznato je da je AS||BC. Koriste�i prethodno, primetimo da vaжi

∢MKJ = ∢ASM = ∢JDM,

pa je, zbog toga, M ∈ (DJK). Daǉe, primetimo da je L radikalni centar
A-misktilinearnog kruga, (AEF ) i ω, pa su taqke L, J i M kolinearne.
Kako je

90◦ = ∢HIL = ∢HGL = ∢HML,

sledi da taqke M,L ∈ (GIH). Konaqno, pokaжimo da se kruжnice (DJK)
i (GIH) dodiruju u taqki M . U tom ciǉu, neka je N = MH ∩ ID. Taqka
N ∈ (DMJK), gde je (DMJK) kruжnica koja sadrжi taqke D,M, J i K, jer
vaжi

∢NDJ = 90◦ = ∢HMJ = ∢NMJ.

Stoga, dovoǉno je pokazati da je NJ ||HL, odakle, zbog homotetije, �e sledi-
ti da se kruжnice (DJK) i (GIH), zaista, dodiruju u taqki M . Kako je

∢MNJ = ∢MDJ = ∢ASM,

gde smo jednakosti uglova dobili iz paralelnosti pravih AS i BC, te kako
je

∢MHL = ∢MGL = ∢MGA,

dobijamo da je NJ ||HL, pa je time tvr�eǌe dokazano.
Autor zadatka: Urox Colovi�
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