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Oprammzanujy 65. J[psxkaBHOr TakMHUUYEHa U3 MATEMATUKE
3a yyeHUuKe cpeamux mkoJsia y Penyosmunu Cpouju —
b kareropuja, cy momorm:

e Munucrapcrso npocsere Penybnuke Cpbuje
e JIpymrBo maremaruuapa Cpbuje

e Omnmruna CmemepeBo

Fumuazuja CumegepeBo

Opranu3anuonu onoop lp:xkaBHOr TakMmuuema:

Anekcannap Mapuukosuh, 'mvuasuja, CmenepeBo - TUpEKTOp

o Jlanujen ‘Bopbesuh, 'mvuazuja, CmenepeBo - moMmMolHUK aupexkTopa u
npencenuuk nmoapy:xkuaure IIMC y CvmenepeBy

e Mupocmaas Mapuh, Apymrso maremarnuyapa Cpbuje

Muman KuesxeBuh, Maremaruukn paxynrer, Georpan




- CMEZIIEPEBO -

IIpenenu rpan CmenepeBo je KyJATYPHO U €KOHOMCKO cemuimre [lomyHa-
BCKOr OKkpyra. Hamasu ce na obanama IlyHaBa y ceBepoucrounoMm neny Cpbuje.
CwmepnepeBo ce no npeu myT nomuibe 1019. roauue y moBessu BU3aHTUCKOT Iapa
Bacunuja II, kana je y muctomMmeHoOM rpany yCIOCTABJLEHA jeTHA O €MUCKOIL]a
HoBOCcTBOpeHe OXxpuicke apxuenuckonuje. BaskHO je HATOMEHYTHU Ja ce y muca-
HuM apredarkruma Cmenepeso ciaenehiu myT cnomume y noBessu kuesa Jlazapa u3
1381. romure. Mebhyrum, y 14. Beky, ca moBiladyemeM CPICKE Ip:KAaBe HA CEBEP
npea TYPCKUM HAJETUMa, IPAI TeK MoOrja Ha BAXKHOCTU W 3Ha4Yajy. Kao rpan
ca tpamuiujom npectoruine CmenepeBo ce u3aBojuiio oaMax mo m3rpanmu Cme-
nepescke TBphase 1430. romuuae u 6mo je cemumre JlecmmoTOBMHE, Ca MECIOTOM
Bypbem Bpaukosuhem mHa uveny, cse no 1459. roaune, HAKOH Yyera MOTMIAaa MO
Biaact Typaka. Tokom myror mepuona 6uo je cemumre CMenepeBCKOr CAHIIAKA,
cBe 1o mosacka Aycrpujamana y 18. Beky.

IIpBa ocuoBHa mrkoisa je y CmenepeBy ocHoBana 1806. roamHe, TOKOM
IIpBor cpuckor ycranka. ¥ TO BpeMe y rpamny je ocHoBaH [IpaBuresnCcTBY]jyurdau
coBjet, Ha uvexy ca Hocurejem O6panosuhem u CMmenepeBo je MOHOBO IOCTAIIO
npecroruna. Ha mouerky 20. Bera rpan je mmao 7.000 cTaHOBHUKA, HOK Ce
nanac ybpaja y mgecer HajBeNumx rpamoBa y 3eMJ/bH.

I'mmuasuja Cmenepeso je jemmna rumuasuja y CMmenepeBy. 3a mperedy
je mmana, vajupe, Peamuuny (Mmany rumuasujy) xoja je y CMmemepeBy OoTBOpeHA
1871. mu TO WOCJE BUIIETOUIIHLUX 3aXTEBA CMEIEPEBCKUX BJIACTU. 1€ romuHe y
npBu pa3pen je youcano 35 yuenura. IlIkosa je busna cmemrrena y mpocTopujama
HauencrBa. [Ikona muje paguna TokoM [IpBor cBerckor para 1918. Tex Hakon
ocnobobewa 1918. romume je HacTaBmia ca pamgoM, IPBO Kao IETOPa3peaHa,
a MOTOM j€e IOCTaJIa MIeCTOPa3penHa IMKOJa, HOI HAa3UBOM - KpaJsbeBCKa CPICKA
rumHasuja. lommue 1920. mocrasa je ocMopaszpemHa MIKOJIa U MO MPBU MIYT
nobuja ume ,,CMemepeBCKa IMMHAa3Uja”, MTO je OMIO O BEJMKOT 3HAJaja 3a
cMenepeBcku Okpyr. Bpemenom, ['uMmHa3uja mocraje cBe 3HAUYAjHUjU OOPA30OBHU
U KyJATYPHU YMHWIAIL Tpaja. 3a BpeMe okynamuje y Ilpyrom cBerckoMm pary
3rpany ['mmHa3zuje cy 3a cBoje morpebe 3ayszenu Hewmiy, a mkona je panuna y
IpOCTOpUjaMa OCHOBHE INKOJE X HEKUM NPUBATHUM 3rpanama. Y THUM TEIKAM
BpeMeHnMa ['mMHA3Mja HUje ycleBasa Aa yCIOCTaBU HOPMAJIAH DAL Ca yUSHUIN-
Ma, jep je HacTaBy oMeTajia YecTa IPOMEHa HaMeHe IIKOJe 3a HoTpebe 30puma-
Bama pameHuka. Tek anpuna 1944. nmodena je peIOBHA HACTaBa, HAKOH UETa Ce
IOOTOMUIIO CaBEe3HUUYKO OombapmoBame CMmemepeBa, Te je IMIKOJA MOHOBO IPEKU-
HyJa pal, KOju ce HopManu3yje HaxkoH 1947. ronuwe.

Peopranmsanujom obpaszoBuor cucrema 1951. romuue, kKama je yBemeHO
00aBe3HO OCHOBHO OCMOTOJUIIIE INKOJOBame, y ['MMHA3Mju je modesno mocre-
[NEHO YKUIAKE HIKUX pa3pela modues ol mkoicke 1954/55. Tumuasuja nmocraje



YeTBOPOIOIUINKA CPEABA IKOoIa. JlaHac, HAKOH KOMILJIETHOT peHoBupama 2019.
roguse, 'umHa3uja pacnonaxke ca 17 yuynoHuna ommre HaMmeHe u 9 KabuHeTa U
maboparopuja. 3a peanusanujy HACTABHOT IPOIECa KOPUCTE Ce CBU PECypCu
IIxome. OO6pa3oBHU, memaromen 1 BacnuTHU Kaparrep llIkosge, HUBO opraHu-
3amuje HacTaBe M BUCOKM CTEIEH aHra:KoBama HACTABHUKA U Ipodecopa yMHO-
roMe je DOIPUHEO na Cy OPOjHM HEeHN yUEeHUI OCTBAPUJIM BHCOKA MOCTUrHyha
y HayIy, TEXHUIU, IPUBPEenr, oOpa3oBamy, APYUITBEHNM, MOJIUTUUKAM, KyJITY-
PHUM ¥ CIOPTCKUM aKTUBHOCTUMA. | mMmHa3uja je omnukoBana OpaeHOM 3aciyra
32 HAPOJ Ca 3JIATHOM 3BE310M, NOOUTHUE je npectwkHe Bykose narpane (KII3
Cp6uje, 1983) u Cserocascke nosese (Cmenepeso, 1995).

k) ok ok ok X
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PEITYBJIMYKA KOMIVCHNJA
3a TaKMUUYEH-a U3 MAaTEMATUKE YUYEHUKA CPeOHhUX IIKOJIA

mKroJICKa roquaa 2022/2023.

Ilparan Asznemrosuh, Exonomcru dakynrer, Beorpan
Bunamuna Amnpejuh, Maremaruuku ¢darynrer, Georpan

Usan Auuh, UTC, Beorpan

Josan Apwmzamosuh, Maremaruuru dakynrer, Beorpan
Baamuvmup Baaruh, BUIITEP, Georpan

Teomop Bor Lypr, Maremarnuka rumuasuja, Beorpan

Joxed B. Bapra, OIII , Ilerap Kounh”, Temepun

Hemamwma Byuwmhesuh, [IM®, Kparyjesarn

Crpaxuma ['Bozauh, Yuusepsurer [lapus - Cakie, Ppanmycka
Ianuna 3euesnh, Martematuuku ¢aryiarer, Georpan

. Munyrun Kojuh, 'mvuua3zuja ,,¥ pom [Ipenuh”, ITanueso

. Muman Kuexeruh, Maremarnurku ¢axynrer, beorpan - npencenaux
. 'bopbe Kprunuh, Maremarnuru ¢axynrer, Georpan

. Munusoje Jlyguh, Yuusepsurer Pajc, Xjycron, CAIL

. ITerap Mapxkosuh, IIM®, Hosu Can

. [TaBne Maprtunosuh, Marematnurkn daxymnrer, Beorpan

. IBar Martuh, Bapyx Komeny, by Jopr, CAIL

. Hemama Maruh, Cpenma texauura mroua ,,Koaybapa”, Jlazapesai
. Munom Munuhes, Maremaruurn ¢arynrer, Beorpan

. Anekca Munojesuh, Yuusepaurer I[Ipuncron, CAJl

. Anekcannpa Munocasmesuhi, [IM®, Kparyjesan

. Munom Mwunocasmesuh, 'mmua3suja ,,Cserozap Mapkosuh”, Hum

. HMamka Mupunosuh, ETHI ,,Hukomna Tecma”, IlamueBo

. Munar Mutpecku, Marematuuku ¢arxynter, Beorpan

. Cama Huroauh, BIIICCOBuT, CyGorumna

. Hesena Ilerposuh, [IM®, Kparyjesa

. INammjena Iomosuh, Maremarnukn uuncturyr CAHY, Beorpan

. Bemko Panuh, Maremaruukn ¢pakynrer, Georpan

. Anekcanapa Pocuh, UTC, Beorpan

. Anekcanmap Cennuwnh, 'umuasuja, Kpameso

. bopbe Craruh, Exonomcru dparynrer, Beorpan

. Mapro Crankosuh, [lemaromku darynrer, Bpame

. Munom Crojakosuh, [IM®, Hosu Can

. Umwa ¥Y3zenan Byjumuh, Yuusepsurer KemGpurn, Benmuka Bpuranuja

. Ypom [Monosuh, Maremarnuru ¢axynrer, Georpan
. Bopuc loGor, IIM®, Hosu Can



OIIIIITVMHCKO TAKMMNYEILE 13 MATEMATHURE, 05.02. 2023.

IIpBu pa3pen — A rareropuja

1. Hat je cxkyn X = {aca, konac, lopte, loto, prst} u HA TOM CKyILy OBE pejaiuje g1
u 02, KOje Cy medUHUCAHE 3aXTEBOM:

ned
T01Yy < peuu x U Y Cy UCTE OY:KUHE,

ned

T2y < peum I U Y Ce 3aBPIIaBajy UCTUM CJIOBOM.

(a) Ha nu cy mate penamuje peeKCUBHE, CUMETPUYHE, AHTUCUMETPUYHE
U TpaH3uTUBHE?

(6) 3a cBaky on penanuja 91 U @2 UCIATATUA Ia JIU j€ Pejaluja €KBUBA-
JIeHIIje, OMHOCHO, Ma JU je UCTa Pejanuja MopeTka. ¥ Caydajy ma je HeKa O
BUX pejlialiija eKBUBaJEHIje, Hahu cBe Kiace eKBUBAJEHIA]E.

2. at je momuuoM P ca 11e106pojHuM KoepunnjertrMa 3a koju Baku P(P(2023)+
2023) = 1. Koje cBe Bpemnoctu mo:ke y3etu 6poj P(2023)7?

3. Har je tpoyrao ABC. TanrenTte Ha OOMCaHy KPYKHUILY TOT TPOYILJa, KO-
Hcrpyucane y taukama B u C, cexky ce y tauku X. Heka Kpy:kHUIIA onucaHa
oko tpoyriaa ABX ceue npaBy BC y tauku P u HeKa KpPY:KHUIA ONKCAHA OKO
tpoyriia ACX ceue npaBy BC' y tauku (). JlokazaTu na ce TaHT€HTE KOHCTDY-

ucane y taurkama P u () Ha onucany kpy:kHUIy Tpoyria X P() ceky Ha mpaBoj
AX.

4. Hahu cBe mpuponae 6pojese n Takse ma je 6poj n?+7n+2 IpoU3BO I HEKOIUKO
(bapeM mBa) y3aCTONHUX IPUPOIHUX OpOjeBa.

5. 3a tabay mumensuja m X n (m U n Cy OPUPOTHU OPOjEBU) H-EHUM CKEJIETOM
hemo 3BaTy CKyI CBUX Iy:KM KOje Cy WBHIE OapeM jeJHOr OX Mmn jeIUHUYHNX
KBaapaTa O Kojux ce ucra cacroju. Oapenurtu cBe ypeheHe napoBe npupoIHUX
6pojesa (m,n), TakBe na ce ckesxeT Tabie m X n MOKE MOMIIOUATH PUTYPOM KOja
ce cacTOju O IB€ HOPMAJIHE je IMHWYHE NY:KU KOj€e MMajy jeTHO 3a)eTHUYKO TEME.

Ipyru pa3spen — A rareropuja

1. Hahu cBa peasna pemema jemnauntae x = 506 — (506 — x2)2.

2. Omgpenutu cBe Moryhe BpemHOCTH pPeaIHOr IMapaMeTpa a, aKO Ce 3Ha Ia 3a
cBako z € R mocroju Gapem jenan y € R ca cBojctBoMm ma je az? +y? +4xy + 2w+
2y =0.



3. Konuko nvma npruponHux OpojeBa KOju y nekanHoM 3anucy mMmajy 2023 mudpe,
IIPY YeMy ce, IPUJINKOM Oprcama NPOU3BOJLHE IBHeroBe udpe, yBex noduja 0poj
nemuB ca 77

4. Nobpuna u Mununa sxemne na nmocere 2202 mapka 1 y CBaKOM OJ BUX 3acale
u3BecTan Opoj apseha. Y cBakoMm mapky ce Ha modeTKy HaJsasum mo X apseha.
[Inam je ma cBaku on mapkoBa 0DOje mocere TAYHO jemaHmyT. ¥ k-TOM maHy
CBaKO O BUX he yjyrpy obuhu TadyHOo jemaH o1 mapKOBa, HE HYKHO UCTU, U Y
weMy 3acamutu TavHo k mgpeehia. MeDyruMm, cBake Beuepu JOKAJIHU XyJIUTAHU
Yy CBAKOM IapKy, y KOjeM IIOCTOju DapeM jemHo APBO, CEKy IO jeaHO ApBO. 360r
cBoje be3zbennoctu, Hobpuma u Mununa He kejle Ja UAY ¥ NapKOBe ¥ KOjUMa Y
TPEHYTKY MOJACKA HEKOT OJ ’hbUX HeMa HUTU jeqHo apBo. OmopenuTv MUHUMAIIHY
BpenuocT 3a X, takBy na lobpuma u Mwununa mMory na mocere CBe HAPKOBE U
mocane cBo apeelie Kao mWTO Keje, YIPKOC OMeTamuMa XyJIUCaHa.

5. Heka je Ttauka [ cpemmmre ynucane kpy:xuune tpoyria ABC. OsnaunMo ca
D raury mpeceka cuMeTpale YHyTpammer yriaa v temMeny A u crpanune BC tor
Tpoyriaa. Axo Basku BD =3, CD =4 u AD = 6, uahu nyxuny nyxu Al.

Tpehu paspen — A kareropuja

1. lata je maTpuna A = E)) Z

TAKO Ia BaKU MaTPUYHA j€THAKOCT

] Oppemutu cBe BPEAHOCTU mapamMeTrapa a u b

A? —5A =21,
upu yemy je ca I o3zmauena oarosapajyha jeauHuYHaA MATPUILA.

2. Ypomr u Bemko urpajy urpy Ha Tabiau Ha KOjO] Cy Ha IOYETKY HAIUCAHU
penom GpojeBu n,n — 1,n — 2,....1, npu yemy je n > 2 matu npupoman 6poj. Y
CBAKOM TOTe3y ¥ POIl mMa MPaBo na HajBumre k myTa m3abepe MO ABa CycemHa
Opoja ca Tabise u ma UM 3aMeHU MecTa. BeJ/bKOo y CBakoM more3dy Oumpa jemax
6poj u mpememTa ra Ha OPOU3BOJLHY MO3UNU]y HA Tabau (MOMKE ra U OCTABUTU
HA MCTOM MecTy). Y POIleB IuJb je Aa Ha Tabau Oyny pacryhie 3anucanu 6pojesu
1,2,...,n, nok je BemkoB musb na ra cupeuwn y tome. Koauko HajMame Mopa butu
k Tako ma Y porr uMa moOeIHUUKY CTpaTerujy’

3. Ucnuraru ma s nmocroju mpoct Opoj p, Kao u npupoaau OpojeBu a u b, TakBU
na Baskn af + P = (2p — 1)\

4. Y omrpoyraom tpoyriy ABC, AB < AC, tauke D, E u F cy, penom, nom-
HOskja HOpMauia u3 temena A, B u C wa omrosapajyhe crpanune BC, CA u AB
tor Tpoyria. Osmaummo ca K npecek npasux EF u BC, a ca X Tauky Ha Oy:KUA
BC rakBy ma je CX — BX = 2(CD — BD). IlokazaTn ma KpPy:KHUIA ONACAHA
oko tpoyria AKX canpsxu cpemumite ny:xu FEF.



5. Ako HeneraTtuBHE peaJsiHu 6pojeBu a, b u ¢ 3aM0BOBABajy yCIoB a+ b+ c = 3,
Hahu MakCUMaJHY MOTyNy BpemHOCT m3pasa:

(a) a+ ab+ be+ ca;
(6) a+ ab+ be.

YerspTu paspen — A kareropuja

1. Ha nmu nocroju xonexmmja { A, }, n € N, nonckymnosa ckyna npupomaux 6pojesa
TAKBUX Ja OMJIO KOja KOHAUHA IIOAKOJIEKIMja Te KOJEKIMje UMa Hepa3aH MPEeCceK,

aJIn Ja BarKNM
—+oo

ﬂAn:Q)?

n=1

2. HIar je tpoyrao ABC. Heka ynucana kpyskauna yuytap tpoyriaa ABC
nomupyje crpanune AB, BC u CA, penoMm, y taukama F, D u F, a cuoJsa npunu-
caHa KpysKHUIA, Koja oxrosapa crpauunu BC, mexka nomupyje npase AB u AC
y Taukama y G u H, penom. Ozmaunmo ca X Apyry Tauky NpeceKa KPY:KHUIA
omucanux oko TpoyrioBa ABC u AEF, a ca Y apyry Tauky npeceka Kpy:KHUIIA
onucanux oko tpoyriosa ABC u AGH. Ilokasatu na je BX = CY.

3. Y rpany G mocrtoju n > 8 mucko-kiaybosa, n € N; om KOjux CBaKM KOPUCTU
CBeTJa y TA4HO jenHOoj o1 ABe 0oje, IpBeHO] maum miasoj. Ilpmrom, mameby
onpebenux kayboBa MOCTOje AUpPEKTHE ayTOOyCKe JuHUje, Kako 6u rpabaru oBor
rpazga Morum ¢ JjakohoMm ma Memajy MecTta HONHOI IPOBOA, & Y3 €BEHTYAJIHO
mpecename, MOKE Ce CTUNM M3 IPOU3BOJLHOI KJIYy0a MO IPOM3BOJLHOI APYTOr
kIyba. AKO je IO3HATO Ha je CBAKM AUCKO-KIYD MOBE3aH OUPEKTHOM ayTO0yCKOM
JIMHUJOM Ca TAYHO TPU APyra AUCKO-KiIyOa, meDhy kojuma Gapem mBa Kopucre
cBeTaa npBeHe Doje, KOJMKO HAJBUIIE MOKe OUTU KiIyDOOBa Ca MJIABUM CBETINMA
y TOM rpamy’

4. Herka cy a = BC,b = CA,c = AB nyxune crpanuna tpoyria ABC u meka
je hg my:xuHa BUCHHEe Koja omnroBapa crpanunu BC. Hahwu majsehy moryhy
BPEIHOCT M3pasa

a+ h,

b+c '

5. Onpemutu cBe npupoae 6pojese k, TakBe na TOCTOjU OECKOHAUHO MIPUPOIHUX

6pojeBa n TakBUX na Bazku p(n) = 7 Tae je p(n), n € N, ykynan 6poj npupomaux
OpojeBa He Behux om N, KOju Cy y3ajaMHO MPOCTHU Ca 7N.



IlpBu pa3pen — b xkareropuja

1. Iar je cxyn X = {aca, konac, lopte,loto, prst} n Ha TOM CKyIy IBe penamuje o1
U 02, KOje Cy NepUHUCAHE 3aXTEBOM:

ned
T01Yy < peun T U Y Cy UCTE OYy:KUHE,

ned
TPy < peuu X MY Ce 3aBpIIaBajy UCTUM CJIOBOM.

(a) lla nm cy mate penanuje pedeKCUBHE, CAMETPUYHE, AHTUCUMETPUYHE
U TpaH3uTuBHE?

(6) 3a cBaky on pesanuja g1 U g2 UCOUTATU A4 JU j€ pejaluja €KBUBa-
JICHIIj€e, OOHOCHO, Na JIU je UCTa pejaluja MOopPeTKa. ¥ CIydajy Oa je HeKa OX
BUX peJlalnuja eKBUBaJIeHIMje, Hahlu cBe Kiace eKBUBAJICHIU]E.

2. Oppemury 30up CBUX NPUPOTHUX OPOjeBa M TaKBUX Oa je Opoj

n? 4+ 2n + 51
n24+4n+3

Takobhe mpupomaH.

3. Ilat je jemmarokparu tpoyrao ABC ca ocuosurom AB. CumerpaJia kpaka
BC ceue npaBy AB y tauku D tako ma Basku pacuopen D — A — B. Ha npasoj
CD nata je tauka F tako na je CE = AD, npu yemy ce tauka C' Hasasu usmeby
rauaka D n E. Ilokazartu na je rpoyrao DBE jenHaxkoKparu.

4. Y kyney jemHor cTapor Bo3a HaJja3e Ce IBE KIylle, Ca IO IeT MeCTa, OKPEHyTe
jenna mpema apyroj. Om mecer nmyTHuKa Koju Tpeba ma OyAy CMENITEHU y Taj
KyIle, BUX YeTBOPO Kejle Ja Cene y CMepy KpeTama, NOK TPOje Ol HBUX Keje
Ia cele y cMepy CyYOpPOTHOM OX KpeTama Bo3a. IIpeocramuMm myTHMnuMma cme-
IMTEeHUM y IOMEHYTH Kylle HUje BaKHa IO3UIUja MecTa 3a celeme. Ha xomawmko
HaJyMHA je MOrylie TuX JeceT NyTHMKa CMECTUTH y KyIlle, TaKO Ia Ce HUKO He
Oyuu?

5. Y ckymy peanHux 6pojeBa Hahu cBa pemema jeqHadvnHe

290—1‘ ’2x—2‘_§
2z 2 o

51|
2z 3

Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. HazoBumo peasan 6poj d dobpum ako je 3a cBakU peasiaH OpOj T UCIYHEHO

2x2 — 14x + 27

<d.
2 —Tx +13



(a) Ioxrasatu ma je 6poj 8 mobBap.
(6) Hahu cse noGpe 6pojese.

2. Y 3aBUCHOCTU OJl PEaJIHOI IapaMeTpa G OUCKYTOBATHU KOJIWKO Pellekha NMa
jemHauMHA

|2% + T2 4 6| — (22 + Tz + 10)| = a.

3. Har je tpoyrao ABC. Hera cy K,, Ky u K, KBagpatu KOHCTPYUCAHU Y
cnomacwmocTu Tpoyria ABC uwan crpanunavma BC, CA u AB, penom. Kpysxauie
omucane oko kBanpara K, u K. ce cexky y taukama A u L. Iloka3aru ma nmpasa
AL canp:ku npecek nujarosaJia kBangpara K.

4. Ha ronmko HaunHA MOKEMO na ynumemo 6pojere 1,2,...8 y moma ¢urype

ca CJIMKe 111, TAKO Ma je CBaku O4 OpojeBa ymucaH y TAYHO j€ITHO MOJhEe
¢urype un na, ako je Opoj 3ammcaH KUCIOI HEKOI Opoja, oHzxa je oH Behwm ox Tor
Opoja m3HanM Wmera, Kao u ga OpoOj KOju je 3ammcaH NEeCHO O HEKOr Opoja mMopa
OuTu Mamu o Opoja KOju je HEMOCPETHO JEeBO On mera?

5. Ila nmu mocroje mpupomau OpojeBr a, b U ¢ TaKkBU Oa je BPEOHOCT M3pasa
(a+b)(b+c)(c+ a) jennara:

(a) 20232024,
(6) 202420237

Tpehu pa3pen — b kareropuja

1. TTopebaru 6pojese a = sin 2023°, b = sin4046°, ¢ = cos2023° u d = cos4046°
IO BEJIMYUWHU, Tj. O HajMamer ka HajBehew.

2. Y ckymny peaJHuxXx OpojeBa PEMUTU HEjeTHAUUHY

2023 xx+3 1+=x
4046 3r+6 4+ x|<0.
6069 x+4+7 546z

3. Har je pasuocrpanu TanreHTHu dyersopoyrao ABCD y rome je AB = 2 u
BC = 4. Ako je ymyrpammu yrao y TeMeHy B TOr 4eTBOpOyIJia OIITap U aKo
cy mysube mujaronasie AC u crpamuma CD u DA Tpu y3acTomHa IPUPOIHA
Opoja, He obaBesno TuM penom, oapemutu LCAD.

4. Hahu makcumanan 6poj enemenara ckyma {1,2,---,13} koje Mokemo uzabpa-
Tu Tako na Mehy m3abpanuMa He IIOCTOje HeKa TPU, PenuMo a, b u ¢, a # b, Tako
naa—"b|ec.



5. Y rpynu on 2023 yuyeHUKa CBAaKU O HUX UMW yBEK IOBOPU MCTUHY UV yBEK
gaske. Ilo3HaTo je ma cBakM yUYEHWK 3HA KOjO] KATErOpHWju MpUIaia OH CaM, a
KOjO] IpUIaNajy OCTaJU YUEHUIU, Kao 1 na ce cBux 2023 ydyeHUKa MOry, jenaH
“3a OPYror, PACIOPEAUTU Y PEA TAKO A CBAKO, OCUM IIPBOT y PENy, MOMKE Ia
caommTu: ’Ja cam m3a maxkosa.” Komamko takBux pemoa, on 2023 yueHuka, je
y TOM ciydajy moryhe nHanpasButu?

Yerspru paspen — B kareropuja

1. Y uerBopoyray ABCD Basku na AB||CD. Ilokazatu na Basku

PA_ (PD)’
PB \PC)"’
rae je P rauka ma crpanunu AB rtakBa na je £ DAB = ADPC = LCBA.

2. Hexra je a majseha spemuoct pyurnuje y = sin(sinz), € R, a b onroc najuysxe
CTPAHUIE U IPEYHNKA ONKUCAHE KPYKHUIE OKO TPOYTJIa Unje Cy CTPAHUIE IY:KUHA
7, 8 u 13. Illra je Behe a unu b7

3. Axro je log2 = a u log3 = b, ogpenuru log; 216 y ¢pyurmuju ox a u b (logx =
logio 2z, > 0).

4. Hahu makcumanan 6poj eaemenara ckyna {1,2,--- 23} koje MosxeMO uzabpa-
Tu Tako na MeDhy m3abpanuMa He IOCTOje HEKa TPU, PEIUMO a, b u ¢, a # b, Tako
maa—"ble.

5. Ha konuko HaumHa Ha KJIACUYHY IIAXOBCKY Ta0Jy MOKEMO HA PA3IUUNTA I0JHA
pacnopeauTu 6eJ0T ¥ IPHOr KpaJba TAKO Ia Ce He HAIanajy?!
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OKPYHO TAKMWYEILE 13 MATEMATHURE, 04.03.2023.

IlpBu pa3pem — A kareropuja

1. Heka je p dbunapHa penamnuja medpuuncana Ha ckyny N Ttaxko na 3a cBe xz,y € N
BaKN

ned
zoy <= (FkeA z+2y=3k-z.

Y cBakoM O ciydajeBa:

(a) A=N; (6) A=T, rue je T ckyn menapuux npuponsaux 6pojesa; (B)
A=0Q;

UCIUTATU Oa JU je pesanuja ¢ pejalnuja mIopeTka Ha ckyny N m, y ciaydajy na
jecTe, mcuuTaTU A JU je pejanuja TOTAJHOT moperka. Takobe, y cBakoMm on
caydajeBa MCIOUTATU O3 JU je pejlaluja Q0 pejaluja eKBUBaJIeHNuje Ha CKymy N
U, aKO jecTe, OIpeauTu oaroBapajylie kiace ekBuBaJieHuje?

2. Ha crpanunama omrpoyraor tpoyriaa ABC nare cy tauke A; € BC, By € CA
u C; € AB tako na je <CC1B = <AA1C = <BB1A = ¢, rme je ¢ omrap
yrao. Iyxu AA;, BBy u CCy cery ce y taukama M, N u P. Ilokasaru na
ce oprouentap tpoyria ABC moksama ca IEHTPOM ONMMUCAHOT KPyra TPOyria
MNP.

3. Heka je S roHauan mOICKYIl CKyla MPUPOIHUX OpOjeBa TakaB Ma 33 CBAKA IBA
eJIEMEHTa T U Yy U3 CKyma S Basku ma mocrtoju z € S tako xa z | x —y. Ilokazatu
a TOCTOJU €JIEeMEHT U3 CKyla S KOju Hejr CBe OCTaJle ejleMeHTe TOr ckyma. lla
gu tBpheme ocraje Ha cHa3u Kada je S KOHAUYaH MOICKYII CKyla Ieaux opojesa’

4.Y jenHOj OCHOBHO] IIKOJIM CBaKO OX YEynHO 2023 yyeHuka uma jenax opMmapuh
Ha KOjUMa Cy HAmUCaHU, peaoM, cBu OpojeBu on 1 mo 2023. IIpermocraBumo ma
Cy HA IOYETKY CBU OopMapuhu 3aTBOpEHU. Y YEHUIW T€ IIKOJIE CY OMUIYUNIN IA
ce mourpajy, Te Ia CBAKO Ol BUX OJe U OTBOPHU/3aTBOPU MOMEHyTe opMmapulie.
IIpBu yuenur mosa3u u orBapa, penoMm, cBe opmapuhe. 3a wmuMm kpehe u npyru
VYEHUK U UOEe U 3aTBapa CBaKU APYTU, Tj. OpMapuil ca mapHuUM Opojem, UTH.
YdueHUK n uae O CBAKOI N-TOr opMapmha u, ako je OH OTBODEH, 3aTBOPU TI'a, a,
aKo je 3aTBOpeH, OHIA Tra orBapa. Ha kpajy, cBux 2023 yuyeHUKA TPUCTYIUIO
je mpomecy orBapama/3aTBapama opmapuha.

(a) Hakon oBe urpe, KOJMKO je OCTAJNO OTBOpeHUX opMapuha?
(6) Kosmro je opmapuha Tauno nBa myTa OTBOPEHO W jeTHOM 3aTBOPEHO?

5. Heka cy z,y € R Taksu ma cy z +y u 22 + y panuosaau 6pojesu.

(a) Axo je m x + y? parmMoHasaH, MOPAjy JU T U Y OUTH PATMOHAIHU?
(6) Ako je m x® + y panmonasaH, MOpajy U T U Yy OUTU PAMOHAITHA?
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Ilpyru pa3pen — A kateropuja

1. Hahu cBa peasina pemema jenHadvuHe

:zr—l—\/4a:+\/4217—|—\/-~-+\/42023x+3—\/5—1.

2. Heka je Ttaura O cpemumre onucane kpyskauie oko tpoyriaa ABC y kojem
BakU sinacosf = sin-ycosy, rme ¢y «, 8 U 7y, PemIoM, BEJIUUYNHE YHYTPAIIHUX
yruosa y temenuma A, B u C Tor tpoyraa. Ilokazatu na ce npasa AQ, mpasa
onpebena TeRUMHOM my:KU, KOja CaAp:KU Tauyky B Tor Tpoyria, u cuMmerpaia
yHyTpammer yria y tremeny C' Cexky y jemHOj TAuKu.

3. Hahu cBe mapose npupoaunux 6pojesa (x,y) takse na Baxu 2% + 11 = 3¥.

4. Tat je cryn S = {1,2,...,2022}. Ha rouuko ce Haumua moxke onabparu k-To-
wianu noackyn M ckyna S (2 < k < 2022) takas ma y ckyny M He mocToje msa
ejeMeHTa uuju je 30up jennak 2022, Hutu asa uuju je 30up jemmarx 20237

5. Heka 3a mosurmBHe peasne OpojeBe a, b 1 ¢ Baske jeqHAKOCTU
a?4+ab+b> =144, b> +bc+c* =25 u ¢+ ca+a® = 169.

Onpenutu BpenuocT uspasa ab + bec + ca.
Tpehu paspen — A kareropuja

1. Yronuro je AB = Au BA = B, nokazatu na cy Mmarpune A u B nugeMnoTeHTHe,
Tj. na je A2=Awu B?>=B.

2. lat je tpoyrao ABC. Heka cy S u S,, penom, cpeauinre ynucasne KpPysKHUIE U
CpeauINTE CIoJhba MPUNUCAHE KPYKHUIE KOja OAroBapa TeMeHy A Tor Tpoyria.
Axo je D nomuoskje Bucume u3 Temena A m S’ Tauka cumerpuuHa Tauku S y
omuocy Ha npaBy BC, nokasatu ma cy Ttauke Sy, S’ u D koauHeapHe.

3. a nn mocToju GECKOHAUYHO MHOTO IPUPOJTHUX OpOjeBa I TAKBUX Ja IIOCTOje
IpUPORHU OPOJEBU N, a1, as,...,ar € N\ {1} Taksu na Baxm

nl=ai!-as! a3z ... a!?
4. IlaTo je k mymrapamna u n xkeHa MeDhy KojuMa IOCTOje HEKU IAPOBU KOjU CY

MebhycobHO KOMIATUOUIHU, TPU YEMy je CBaka yKeHa KoMIaTubuiaHa ca OGapem
jemamM MymrapieM. Ilo3HaTto je nma Huje Moryhe cBakOr MyIIKaplia OKEHUTH
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ca KOMTIATUOUIHOM KeHOM, MehyTuMm, ako m3banuMo OMIIO KOT MYIIKAPIA, OBO
nocraje moryhe 3a mpeocrase. Ilokasatu na je k=n + 1.

5. Onpemuru cBe ¢pyurumje f: R — R 3a koje Baku

fW)f(@+y)+af(@)+ flzy) = flz+y)?

3a cBako z,y € R.

YerspTu paspen — A kareropuja

1. Hat je mexoncrantan upenyimmbunan nomuaoMm P € Q[z]. Heka cy a,b € R
rakBu na je Pla) = P(b)=0u a—b € Q. Horasatu na je a =b.

Hanowmena: 3a momunom P € Q[z] raskeMo na je mpenyuubuiaH ako ce HE MOKE
OPEeNCTABATH KAO IIPOM3BOJ ABA HEKOHCTAHTHA nosauHoma u3 Q[z].

2. ar je rousercan yerBopoyrao ABCD. Hera cy F u F' Tauke qooupa youcaHe
kpyskaune tpoyriaa ABD ca crpanunama AD u AB, pemom, a G u H tauke
nomupa ynucane kpyskHuile tpoyria BCD ca crpamunama BC u CD, penowm.
Hoxrazatu na ce nmpase EF, GH u BD ceky y jemHOj Tayku WJIX Cy CBe TPU
mapaJjiesiHe akKo M caMo ako je yerBopoyrao ABCD raHreHTas.

3. Onpemuru cse ¢pyuruuje f: N — N TakBe na Baku
f(m)+ f(n) [ m! +nl,
3a CBe mpupomHe OpojeBe m u n.

4. (a) Komuko nocroju an3osa monckymosa A, As, ..., Ajgo 1 Ajo1 cryma {1,2,3,
..,2023} Tako ma 3a csaro ¢ € {1,2,3,...,100} Bazku |A;AA;11| = 1017
(6) Kosnnko nma TakBUX HU30Ba MOACKYIOBA 32 KOje HOIATHO Baku U |A101 AA;| =

1017

5. Hara je ¢pymrxmuja f : N — N rakBa ga 3a cBaka [Ba pasinynTa IPUPOIHA
6poja a,b € N, taka na a | b, Baxku f(a) < f(b). Ha nu f mopa 6uru Heonmana-
jyha?

IIpBu pa3pen — b xkareropuja

1. 'pyma yuenuka yduecTtBOBaJja je Ha Kpocy. Ilpomenar Opoja ydueHUKa KOju
Cy WCIyHWJIM HOpMYy je He Mamu on 96,8%, a muje mu sehu on 97,2%. Koju je
HajMamu MOryhu Opoj ydeHuKa KOju Cy y4eCTBOBAJIU HA TOM Kpocy?
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2. Taura FE je cpemumre crpanune AB uyersopoyria ABCD. Taurke F u G cy

TAKBE Ia BaKU El_: = BCu EG = AD. Axo je tauka H cpemumre CD, nmoka3artu
na cy tauke F', G u H xonuneapse.

3. at je nupuponas O6poj n koju nMa 6 pPa3IUUIUTUX IPUPOTHUAX AEIUIAINA ULjU
je 36up jemuax 22. Iloxasartu na je n nempus ca 420.

4. Hera je Nj3 ={1,2,3...,13}. Konuro nma 6ujerunja f: Nj3 — Nj3 Taksux na
je f(3) = 13, upu uemy, 3a cBe z € Ni3 \ {3}, Basku na cy = n f(z) pasmmuure
mapHOCTU?

5. Jemna mpocropwuja je Ha modyerky mpasHa. CBakor MUHYTa WK jeaHa ocoba
ybe y my mau mBe ocobe m3 wme mzaby. Moske au mocse taumo 100 catu y
npocropuju outu tauro 2023 ocobe?

Ipyru paspen — B kareropuja

1. Heka cy a, b u c nmo3utuBHU peanHu OpojeBu u Heka je a + b < c. lokazaru
Ia BPETHOCT M3pasa

\/a+b+c+2\/ac+bc+ \/a+b+c—2\/ac+bc

He 3aBUCH O a U b.

2. YKOJIMKO TOCTOjU, UCTUTATU 14 JIU je TPOyrao Yuje Cy BUCHUHE:
(a) 5cm, 12 cm, 13 cm; (6) 6cm,9cm, 12 cm;
OIITPOYTJIN, IPABOYIVIN UIN TYIOYTJIU.
3. Axo cy cBU KOepUIUjeHTH KBaApaTHe jeqHaunse ar’ +br+c = 0 HemapH eI

6pojeBu, mOKa3aTU Ma TANa PeIema Te jeAHAUYNHEe He MOTY OUTH PaIlOHAJIHU
OpojeBu.

4. ITorazaTu na ce y Tpu MEpPEHmA HA Baru ca TepasrjaMa, O YKYIHO 23 KyTJuIe,
KOje Cy jemHaKe MO CBUM aTPUOyTUMa, OCUM IITO je TAYHO jeqHa TeXa O OCTa-
auX, MO)ke nponahu Ta Teka Kyriuna.

5. Y ckymny peanHux O6pojeBa PEIIUTH HejeTHAUNHY

1-— Vv1-—
VAR + T > T
Vi—x—1 vVi—x+1
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Tpehu pa3pen — b kareropuja

1. PemuTu cucreM HejenHaumHAa
- logg (2% + 3x) + logg 9* > 0

2log, 3 — 3logg 45
log, 75 +10gg 953

T+ 4

2. Tpoyrao poTtupa, pemoMm, OKO CBOjUX CTpaHUIA 4yuje Ccy myxuHe ¢ u b. Y
GYHKIUjI OX ¢ M b M3Pa3UTU OJHOC 3alIPEMUHA TAKO JOOMjEHUX Tela.

3. Hahiu ce npupoxne Gpojese n > 1 3a roje Baxu n! | n™ — 2023.

4. Ha xoaukOo HAUYMHA Ce MOTY CTABUTU Oejia maMa ¥ IPHU CKaKad Ha MPa3HY
maxoBCcKy Tabiay 8 X 8 Tako Oa HUjedHAa O Te ABe GUrype He HAamalga APYyry?!

5. lMospmmuua Tpoyraa ABC je 289cm?. Heka cy M, N u P Tauke Ha IpaBaMa
BC, CA u AB, pasmuuure ox tavaka B, C u A, penom, Tor Tpoyria TakBe Oa
Basku CB =CM, AC = AN u BA = BP. Ogpenutu nogpuiuay tpoyriaa MNP.

Yereptu pa3pen — b kareropuja

1. ¥ 3aBucHOCTH OZ peasHOT mapaMerpa M AUCKYTOBATU KOJIWUKO PEAJHUX pe-
memha UMa je THAYUHA
|22 + 2 — 2| =2+ m.

2. [lokazaTu na je MOBPIIMHA IPABUJIHOI OCMOYIJA jeNHAKA ITPOU3BOLY IYKUHA
IBEroBe HajMame U berose HajBehe mujaronade.

3. Y crymy menux O6pojeBa pemmTy jemHaumHy 5 + 24 = 2%,

4. Asuo-komnanuja Ep-/IMC sxenu ma 150 myTHUEKA pacmopenn HA UCTO TOJIUKO
cemuInTa y aBUOHY, Koja cy pacmopebena y 25 pemosa ca mo 6 cemumra, 3 ca
cBake cTpaHe mpoJsasa. Ilpm ToMe, Hexku myTHHIM OYyTyjy y rpynama m Ep-
IIMC skenm na ux pacmopenu mro OJMKe jeqHe APYTUMa: ABE IPYIE Ol YeTUPU
IyTHUKA, TAKO Oa OBOje Cele TAYHO WCIpPEeN APYro ABOje M3 I'pyle; IeT Ipyna
O TPOje M ocaM rpyna O ABOje TAKO Ma Cele Ha TPU, ONHOCHO IBa, Y3ACTOIHA
cemumiTa y peny, HeEIpekuHyTa nposaszoMm. Ha romuko paznuuuntux Havwaa Ep-
IIMC moske pacnopennTy IyTHUKE Y OBaj aBUOH?

5. Heka je n mpupoman 6poj. lokaszatu ma 3a x > 1 Baku HejeTHAKOCT

s
n

nrm <xr+n-—1.
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P KABHO TAKMUWYEILE 13 MATEMATURE,
A xareropuja, Beorpam, 25.03. 2023.

IlpBu pa3pen

1. Hera cy 21,x2,...22023 € {—1,0,1,2} TakBu na Baxm
1+ To+ ...+ 29023 =111 u x%+x§+...+x%023:999.

Hahwu najsehy moryhy Bpensoct uszpasa
x?—l—x%—l—...—i—x%wg.

2. Hat je tpoyrao ABC. Hera je taura D momHokje BucuHe 13 TeMeHa A Ha
npaBy BC' Tor Tpoyria M HEKa je w je KPYKHUIA KOHCTpyUCaHa HAL Oy:xku AD
kao mpeuraukoM. O3HaumMo ca G Opyry NpeceyHy Tauky KPY:KHUIE W U ONUCAHE
kpys&Huile oko tpoyriaa ABC. Ilpasa AG ceue npasy BC' y trauku H. Ilokazatu
Ia aKo KpysKHUIE onucane oko Tpoyriosa ABH u ACH, penoM, CeKy KPY:KHUILY
w uy taukama I u J, omna tauka npeceka npasux Bl u CJ mpunana w.

3. Oszmaummo ca f(n) HAjMaBM 3ajeHUYKK canpskasan O6pojesa 1,2,--- . n, e
je n mpousBosman npuponan 6poj. Hahu cBe mpuponne 6pojeBe n TakBe ma je

fn)<fn+1) < f(n+2) < f(n+3).

4. Har je mpupomar 6poj n. Kosnuko HajBuIe TOmOBAa MOKEMO IOCTABATU Ha
Tabiy OUMEH3Uja 1 XN TaKo Ia CBAKU TOI HAIALA HajBUIIE 3 APyra Toma (Hamamu
n3mehy mpoumsBo/bHA ABa TOmA OABMjajy Ce IpeMa IIaXOBCKUM IPaBUINMA, Tj.
jemaH TON Hamaga APYror ako Ce HaJa3e y UCTOj BPCTU/KOJIOHU Tabile U aKo ce
y Toj BpcTU/KOMOHM n3MeDy HUX HE HAJNA3M HUTHU jeIaH APYTU TOI)?

Ilpyru paspen

1. O3naunmo ca Z ckyn cBux nenaux OpojeBa. Hahw ce ¢yuruuje f : Z — Z
TAKBE Ja 3a CBakKa OBa eja Opoja a u b Baku

Fla+ F(b) =b+ f(a) + 1.

2. Heka cy D, E u F nonmuoxja Bucuna u3z temena A, B u C, pemom, Ha
npase oapebene crpamunama tpoyraa ABC. Osmaunmo ca H opTOmeHTAp TOT
tpoyraa. Ha nyskuma AD, BE u CF, penowm, nare cy tauke X,Y u Z takse na
BaKU

AX BY (CZ

XD YE ZF
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Hoxrazatu na tauke H, X,Y u Z npunanajy jeanoj Kpy:KHUIN.
3. Hahwu cBe npupomue Opojese z TakBe ma je 6poj 2+ 100z + 1 moTrmyH kBagpar.

4. Y uekoj mpocropuju ce Hasa3du n > 4 mwynu. [losnaro je ma Baku caenehe:
V CBAKOM CKYIy JbYAU KOJU CAAP:KU UeTUPU pasiaumuure ocobe Baku na je Opoj
mapoBa JbyIU Koju ce mo3Hajy Meby tux uerBopo jemuak 0, 3 nim 4. 3a roje n

. n
C€ M3 OBOT yCJIOBa MOKE€ 3aKBYUYUTU Oa IOCTOJU CKYIl BEJINYUHE 6apeM 5 TaKO

Ia HUKO HUKOD He 3Ha?
Tpehu pa3spen

1. Y cryny npupomuux GpojeBa pemuTu jennauuny logs (2™ —3) = log, % .

2. Onpenuru cse ypebene napose (z,y) npuponanx GpojeBa Takse na cy 6pojeBu
z+y u x?+y? — 2 cremenu ABOjKe.

3. Heka je M cpenumre crpanune BC, a H oproneHTap OMTPOYIJIOr TPOYLJIa
ABC, AB # AC. Hexka je L Taurka ma kpahem ayky BC onucase Kpy:KHUIE
tpoyraa ABC tako na je <CAL = <BAM . Ilokazatu na ce HOpMAaJa y TadKU
L ua npaBy AL, wopmana y tauku H ua npaBy AM u tamrenra y tauku A Ha
omucany kpyskHuny tpoyria ABC ceky y jeoHO] TAdkm.

4. 3a cBaky on ¢urypa npukasaHux Ha ciamkama (a), (6) u (B), noce6uo, Hahn
cBe mpupoaHe 6pojeBe n TakBe ma ce Tabya n X n MOKe MOMIIOYaTH PUTIYDPOM Kao
Ha naroj ciaunu. ITox momnouasameM Tabile IPUKA3aHOM GUIYPOM HOAPA3yMeBa-
MO ZIa je CBAKO IOJbe IOJa3He Tabiie MPEKPUBEHO TaYHO jemaHmyT. Jlo3BOJbEHO
jé KOpUCTUTH KOHAYHO MHOIO OCHUX peduiekcuja u poranuja (3a 90° cremenu y
oba cmepa).
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UerBpTH pa3pen

1. Hekra je C ckyn rommiekcuux 6pojesa. Y ckymy {z € C: Rez > 0} pemurn

jemHAUMHY

)Rez %(\2\2—Z—E)'

(Im z =e
2. Har je Tpoyrao ABC. Osumauumo ca D, E un F, penom, tauke y KOjuMa yIuU-
caHa KPYKHUIIA YHYTAp TOT TPOYILJIa, ca IHEHTPOM y Tauku S, DOAUpPYje Herone
crpanune AB, BC u CA. Axo rexumnre T tpoyria ABC npunana npasoj DE,
mokaszatu ga cy tauke 1, S u F rosuHeapHe.

3. Ha tabuau je 3anucan npuponan 6poj n. Auma u Bojan urpajy caemehy urpy,
mHaum3dMennvHo Bykyhu moresze. Ilores ce cacroju om Gpucama Hamucanor 6poja
¥ 3aMEBUBAKA KUCTOI Ca PA3JIUKOM TOr OpOja M HEKOT EEeroBOr IeJIMOIa KOju
muje 1, Hutu cam Taj 6poj (urpau cam Oupa menmman). Arxo AHa urpa npsa,
Yy 3aBUCHOCTH OZ Opoja m, OAPEAUTU KOjU WIpad uMa NOOeTHUYKY CTPATErujy
(urpy rybu oHaj urpau Koju He MO:Ke ONUIDATU IOTE3).

4. 3a rouBekcan yersopoyrao ABC'D kakeMo na je Jel ako LYyKUHE CBUX HEro-
BUX CTPAHWNA, AYKUHA OapeM jenHe OujaroHasie W IOBPUIMHA TOI YETBOPOYIJIA
nMajy neiaodbpojue Bpenuoctu. llokazatu na mocroju GECKOHAYHO MHOTIO JIENMX
HEMOAYJaPHUX YETBOPOYIJIOBA KOJUMA je NY:KUHA TAYHO jedHEe CTPAHUIE MPOCT
6poj.

NP RKABHO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE,
B kareropuja, Cmenepeso, 22.04. 2023.

IlpBu pa3pen

1. Ha tabau cy 3amucanu O6pojeBu

1-v/2022, 2-v/2021, 3-v2020, ..., 20203, 2021-v2, 2022- V1.
Koju on sammcanux Gpojesa je najsehin?

2. Ia nu mocroju nudpa a taxkBa na je 6poj 20aa...aq2l KBagpaT NPUPOAHOT

2020
opoja?

3. Ha crpanumu EF upasunsaor mecroyraa ABCDEF yodeHa je mponM3BOJbHA
tauka X. Heka je AXY jemHakocTpaHUdYaH TPOyrao, NPy YeMy Cy Tadke Y U
F ca pazmuuntux crpana npase AX u BY Z jemHakocTpaHUYaH TPOYTAao, IIPU
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yeMy cy Tauke Z u C ca paznuuutux crpana npase BY. Jloka3aru na ce Tauka Z
maJsiasu Ha ny:xu AO, roe je O menrap onucane kpyskuure mecroyriaa ABCDEF.

4. Mununa 3ra na mudpa Ha Kodepy HeHOr Opara IpencTaB/ba TPOIUPPEHU
6poj koMme cy cBe mudpe y crporo onanajyhem pemocaeny. Aro je mo3HaTo na
he Mwununa, OpuanKOM MOKyIIaja OTBapama OpAaTOBJ/FEBOr KOo(epa, TECTUPATHU
caMo paznu4nte upe, jep je maMeTHa, KOJMKO HajBuine npoba Mwniuna mopa
VUIUMHUTH na 0u ca curypHomhy oTBOpmia OpaToBbeB KOpep?

5. Onpemuru; cBe x € R takse na je

lv — 22| = 2|2? — 23| = 3|23 — 25| = 6[2° — 2|.

llpyru pa3spen

1. Heka je p > 2 mpocT 6poj 1 HEKa CY T1 U Ty Pellenha jeJHAUNHE T2 —p:z:—l-g =0.

Ioxkazatu na je x1° + 293 npuponan 6poj memus ca 24.

2. la nmu mocroju nudpa a TakBa na je 6poj 20 aa...aa 21 xky6 npuponaor 6poja’?
2022

3. ITar je rpoyrao ABC u meka cy Ha meroBuM crpanunama BC, CA u AB nare,
pemom, tauke D, E u F takse na ce npase AD, BE u C'F ceky y jeHO] TAUKuU.
O3HaumMmo Ty mpecevyHy Taury ca X.

(a) Ilorkasaru na ce kpyskHUNe omucane oko Tpoyraosa AFE, BDF u CED ceky
Vv jemHoj tauku, KOjy heMmo o3HayuTH; ca Y;

(6) Hokasarn na je X =Y ako u camo ako cy npase AD, BE u CF Bucune
tpoyrna ABC.

4. Ilo3raTo je ma KBaIpaTHA jeTHAUYUHA 224+ ax +b = 0 uma aBa peajHa U
pasauuura pelmema. KOMUKO pa3IndUTUX PEAHUX DEIlerha MMa jeTHAUYNHA,

2t +axd 4+ (b—2)2* —ar +1=107

. n(n+1)
5. Hakown mTo je ocTaBuo OTBOPEH MPO30D, TOKOM HEKOT BpeMeHa, ———+1 MyBa

je yneresna y MunopanoBy coby u onomahuia ce Ha merosom HohHOM cTrounhy,
ymja je mMOBpIMUHA OOJIMKA je THAKOCTPaHUYHOr Tpoyriaa crpanure n € N. Nnak,
Munopan mocenmyje MmyBapuiy, uMju BpX uMa OOJMK KBaIgpaTa cTpaHune 1, u
noMohy e 'Kelu na ce pemu HeOUeKMBAHUX yJibe3a. lIpermocraBumo iau na je
Munopan moBossHO 6P3 M Ipenu3aH, Te Ia MOXKE Oa 3343 yAapall MyBapuUIOM Ha
OMI0 KOM neiy cTrourha M y TPEHYTKY y KOME TO yKeJIU, KA0 U Ja Cy MyBe 3aHe-
MapJbUBO MAJUX IUMEH3Uja, AOKa3aTu na je Mumnopan y cramy na, 6e3 o63upa
Ha BUXOB PACHOPEN Ha CTOUMNY, YKJIOHM OapeMm IBe MYBE jeIHUM yIaPIEM.
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Tpehu pa3zpen

1. Hera cy x m y omTpu yIriioBU 3a KOj€ BaKu Sinx = % u tgy = 5v/2—7. IlokazaTn

na je ”Z;l”” npuponas 6poj.

2. Ha uBunama SA,SB u SC nupamune SABC youene cy, penom, tauke A, B’
n C' takse ma je
SA" SB’ SC'
SA T SB T5C
Ilokaszatu na je zanmpemuna nupamuzne SA'B'C’ 6apem 27 myTa Mama On 3ampe-
Mune nmupavune SABC.

1.

3. OmpenuTu cBe BPEIHOCTU PEAJHOT MapaMeTpa @ 3a KOje jeTHAUNHA
logax (3x + 41) = log(ax)g (72 (4:C — 3I)) + log(ax)a 8x71
rMa DapeM jeoHO pelleme y CKyIy peasHux OpojeBa.

4. JaTo je 12 Tavaka Ha KPYKHUIN.

(a) Ha ronuko maumza ce Mory mszabparu [gBe TETHBe, Ca KPajeBUMa Y JATUM
TaykaMa, KOje MMajy TAYHO jeJHY 3ajeTHUYKY TadKYy !

(6) Ha ronmko HaumHa ce MOM¥kEe M3abpaTu TPOYrao O TUX TadyaKa TAKO Ia Ce
ca obe cTpaHe CcBake IIpaBe Ha KOjOj JEXKU HEKa HEroBa CTPAHUIA HajJa3u bapeMm
jenHa oI MpeocTajux Tavaka?

5. Munucag je 3aMucino HEKM IpUpOAaH OpPoj n, Te je Ha Tabiau 3aammcao CBe
menmorne Tor 6poja koju Hucy Behu on y/n. Azekca je youmo 3ammcane Gpojese
Ha Tabau U pexkao ma Mo:ke ma kKaske MwuiamcaBy KOHAUYaH CKyI HEKUX OpojeBa,
TakaB ga je 6poj n, roju je MuaucaB HA MOUYETKY 3aMUCINO, CUTYPHO MeDy
wuma. JlokazaTu ma Asekca MOMKe a UCIYHU CBOJj [UJb KO U CaMO aKo OpojeBu
koje je Munucas 3anncao Ha Tabian He IPEACTABIbAjY CKYI CBUAX AeJIMJala HEKOT
onpebenor npupoaHor 6poja.

UerBpTH pa3pen

1. Iat je ru3 (an),"{i‘j ca: a1 =0u apy1 = an,+4n+3, 3a cearo n € N. Uspasuru
an y QYHKOUjU ON N, a 3aTUM, OAPEAUTHA U IPAHUYHY BPEIHOCT

lim \Qn + \/Qan + \SQy2, + 0+ SQg2022,,
n—+00 /Qp + \/A2n + /22, + -+ + (/Q22022,, ’

2. Y yuyrpammocTtu cpepe youeHa je tauka O. Kposz rauxy O xoHCTpycaHe Cy
Tpu upase p,q u r. [Ipasa p nponupe cpepy y raurama A u B, npasa ¢ y Tauxama
C u D, a mpaBa r npomupe cdepy y taukama E u F. VcnocraBuio ce na BayKu:

{OA,0B,0C,0D,0E,OF} > {1,5,15,17,51}.
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Konuko majmame Moske OUTU MOSYIPEUHUE Chepe?

3. Pemntu cucreM jenHaumHa y CKYyIy IPHUPOTHUX OpojeBa

ab+2a—b = 58
bc+4b+2c = 300
cd —6c+4d = 101.

4. IlyTHUYKM Oeo aBUOHA Ce CACTOJU U3 N PenoBa onx mo 6 cexumTa ¥ mpoJiasa
KOjU uOe IO CPEeOVHM CBAakKor pena. llpmToM ce y cBaAkOM TPEHYTKY HAajBUIIE
jenaH TyTHUK MOMKe HAJIA3UTH Ha HEKOM CEIUINTY, HAJBUINE jeNaH IYTHUK Ce
MOXKe HAaJIA3UTU y IPOJa3y y JHUHUJU C HEKUM PEeIOM CENUINTa U He MOXKe ce
HaJa3UTH HU Ha jemHoM ApyroMm Mecty. CBaxu ox 6m IyTHUKA HMMa Kapry C
jemuHCTBEHUM OpojeM cemumTa. llyTHUNUM yiaa3e HAJBUIIE jefaH CBAKe CEKyHIE
y aBHOH TakKO Ia je IpBa IO3UNOMja Ha KOjy 3aKopade yBeK OHa y Ipoja3dy y
JINHUJjU OPBOI pela, U IPUTOM UM je 3a Ipesla3ak C jeAHe Ha APYTY MO3UIUjY
norpebHa Tauno 1 cekynna (rze cy moryhu npenasu usmeby cycennux moszunuja
y pely u CyCemHmx mosmnuja y mporasy meby cemumruma). Koje je mpu oBum
YCJIOBMMa MUHUMAJIHO BpPeMe NOTpPeOHO nma cBuX 6n IyTHUKAa CEeNHY Ha CBOje
MecTo?

5. Hahwu cse ypebene tpojre (n,m,p), nae cy n u m meam, a p je npoct 6poj, 3a
KOj€ BaKU
7" — 3" =p? . 2mP,

PEIMTEIHA 3AJATARA OIIIIITVMHCKOT' TAKMYEIHLA U3
MATEMATUWRE

IlpBu pa3pem — A kareropuja

1. (a) Ha ckyny X = {aca, konac, lopte, loto, prst} penanuja

ned
TO1Y < peuu x U Yy Cy UCTe OYy:KUHE

je penanuja €KBUBAJIEHIMje, IITO CE€ TPUBUjaAJHO MPOBEPU, AU HUje peanyrja
[IOPEeTKA, jep OYUIJIEIHO HUje aHTUCUMETPUYHA. Kiace eKBUBAJIEHIjE PEJIAIN]je
01, Ha cryny X, cy: {aca}, {loto,prst} u {konac,lopte}.

(6) Ha ucrtom crymy X, penamuja

ned

T2y < peun I U Yy Ce 3aBPIIaBajy UCTUM CJIOBOM
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je yjemHo m peJsalyja eKBUBAJEHIMjEe U pejlalija MopeTka, jep y ckymy X He
IIOCTOj€e ABE PEYM KOj€ Ce 3aBPIIaBajy UCTUM CJIOBOM, Te€ C€ pejaluja 9o CBOIU HA
jemmaroct. Knace exkBuBasnenmuje cy rana jemmounanu ckymosu {aca}, {konac},

{lopte}, {loto} u {prst}.

2. Heka je P(z) = apa™ 4+ - + a1z + a9 = E apz® kaHOHCKO mpencTaBmbame

k=
maTor mojwHoMa P, mpum yemy cy ap € Z, k € Z? 0<k<n . Ako je moaunom P
KOHCTAHTaH MOJUHOM, Tj. ako je P(z) = ap, 3a cBaro = € R, tana je, Ha OCHOBY
yCJIOBa 3amaTKa, UCOyHmeHO ag = 1, omakie je P(2023) = 1. Uuaue je, upema
oraoMHO] Popmynn, 3a 0 < k < n, ucnymeHo

k k - .
(P(2023)+20238) = 3" (f)P(2023)k_120231 2023’“+Z ( ) (2023)""2023" =
i=0

k—1 )
= 2023" + P(2023) ) (?)P(2023)’“"‘12023i = 2023" + P(2023) - Ay,
i=0

k—1

rme je Ap =Y (I;)P(2023)ki12023i. Crenn,
1=0

n

P(P(2023) +2023) = Y ax (P(2023) + 2023) = > ai(2028° + P(2023) Ay ) =
k=0 k=0

= a;2023" + > P(2023)ar Ay =
k=0 k=0

= P(2023) + P(2023) > anAr = P(2028) (14 " as A ),
k=0 k=0

onakie 3akmyuyjemo nma P(2023) nemu P(P(2023) + 2023) = 1, Te cy jenune
moryhuoctu 3a Bpennoct P(2023) jemmare 1 mam —1.

Ouurnenno je xkorncranTad monauaoM P(z) = 1, € R, npumep monamHOMa 38
koje je P(2023) = 1. Ykouuko 6u nocrojao nonuaoM P ca HaBenenum ocobunama,
3a koju je P(2023) = —1, rana 6u mopaso 6utu u P(P(2023) 4 2023) = P(2022) =
1. Cnemu, monuuoMm P(x) = (2022 — x) 4 (2023 — z) = 4045 — 2z, x € R, je npumep
MOJIMHOMA, KOju, TakoDe, 3am0Bo/baBa yCiaoBe 3amaTka, 3a Koju je P(2023) = —1.
Ilakne, cse moryhe Bpenunocru 3a P(2023) cy 1 u —1.

3. Hexka ce ramrenre y P u Q va X PQ cery y tauku Y. Heka je <BAC = «,
<ABC = B, <BCA =#.
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[pumernmo na je <XPA = 180° — <XBA = 180° — a — 8 = v. AHaJOrHO je
<XQA = . W3 terusnoctu ABXP je <XAP = <«XBP = a, a ouna je u
<X AQ = a. Pauynamo tana u PXQ = 360° — f — v — 2a = 180° — a. Omatane
nvamo 1a je <Y PQ = <Y QP = «a, te je PY(Q = 180°—2q, na je APY () TeruBaH.
Canma nako summmo kpaj, jep je AY cumerpama <PAQ (jep je Y cpenumre
ayka), mro Baxku u 3a AX (to cmo Beh mokaszanu), omakie 3akmydyjeMo na cy
tauke A, X,Y ronumeapue.

4. Kako xBagpartu menmx OpojeBa majy ocrarke 0 mau 1, mo Momyny 3, 3a-
KIbyayjemo ma 6poj 12 4+ 71+ 2 uu 3a jenHo | Huje meLuB ca 3, Ia HE MOMKE OUTH
HU IPOM3BOJ BUIINE OX ABA y3acTOomHa mpupomnHa O6poja. Heka je P4+742=
n(n+1) = n?+n, 3a wexko n € N. Taza je 4% +281+9 = (2n+ 1)?, omakne cieau
nma je 412 4 28] + 9 kBagpaT HEMAPHOT IPUPOIHOT Gpoja.

Hpumernmo na je (20 +3)2 =412 + 120 +9 < 4% + 281+ 9 < 412 + 28] + 49 =
(201+7)?%, 3a cako n € N, Te je, na ocroBy nperxonsor, 412 +281+9 = (2] +5)% =
412 + 201 + 25, ommocuo 8 = 16, Tj. | = 2. 3amcra, 22 +7-24+2=20=4-5,
OZaKJe ciequ Oa jeauHo OPOoj 2 MCoymaBa yCIOBE 3aTATKA.

5. IIpuMmeTnMO [a je XOPU30HTANHUX Ky:ku TavHo n(m+ 1), IOk je BepTURAIHNIX
m(n+1). Kako cBaka ¢purypa KOjy KOPUCTUMO HOIIOYABA jEHY XOPU3OHTAJHY
¥ jemHy BepTUKaJHy Iy:k, mnobujamo ma je n(m + 1) = m(n + 1), omakue je
mn +m = mn + n, OOHOCHO ™M = Nn.

Axo je m = n, muje remko Hahwu nmonnouasame. Haume, ramasaom nujaro-
HaJIOM MOKEMO IIOJEeJIUTH II0JIa3Hy Tably, 3a KOjy je m = n, Ha IBa Oesa, a OHIa,
rOpBY IOJIOBMHY Tabje MOIIoUYajMo UrypaMa Koje IOKPUBAjy FOPHBY U JECHY
MBUIy CBAKOT JeIUWHUYHOT KBaAPAaTa, KOjU Ce HaJjla3e M3HAM TJIaBHE IUjarOHAaJIe
Tabe (3a OHE KBaApATE KOjJU CEKy IJIABHIAY JUjarOHANY yPAIUMO UCTO), & 3aTUM,
IOy MOJIOBUHY Tabje urypamMa Koje IPEKPUBAjy JOKBY U JEBY UBUILY CBAKOT O
jenrHWYHUX KBazxpara (3a OHe KBaApaTe KOJjU CEKy [NVIABHY NUjarOHAJY yParMO
MCTO).
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Ilpyru pa3pen — A kateropuja

1. Jemmauuny z = 506 — (506 — 2%)? moskemo zanucatu xao f(f(x)) = z, rme
je f(r) = 506 — z2. Hera je Ry CKym peaJHUX pemema jenHaumue f(r) = z,
a Ro CKyn peaJHux pemema nosaasHe jenaauunae. Ouurienuo je Ry C Rso. Ca
npyre ctpame, jemHaumHa f(r) = x, Tj. jemmaumna x? + x — 506 = 0, wma 3a
pemema peasine 6pojeBe x1 = 22 u x5 = —23. Habumo cama m ocrana pemema
nosasue jenHauuse. Y TOM nuby, kana jennauuny f(f(z)) — 2 = 0 nomenumo ca
(1—22)(x+23)), x # 22, x # —23, nobujamo KBagpaTHy jemaaunny r2—r—505 = 0,
14+ +/2021 u 1—-+/2021
2 2

2. Hexra je z € R mpou3Bo/bHO. 3amMmMMO HOJA3HY jeIHAKOCT y obmuky y2 +
(4z + 2)y + (ax? + 27) = 0 u MoCcMATPajMO je Kao KBaApATHY jeIHAUUHY IO Y.
Ha ocHOBy ycioBa 3a1aTKa MCTa MOPA UMATU HEHETATUBHY AUCKPUMUHAHTY, Tj.
MOpa 14 BaKA

KOja mMa joIl 2 peaJiHa pemema, Tj. 6pojeBe 3 = Ty =

(4o 4 2)* —4(az® +22) >0, 1j. 2?4 —a)+22x+1>0,

3a cBako x € R. 3a a = 4 mperxonHa HejemHAKOCT ce cBoau Ha 2z + 1 > 0, roja
He Baxku 3a cBako x € R. 3a a > 4 Hejemmakoct he BaxkuTu 3a cBako r € R.
Konauno, mopa 6utu 4—a > 0, 1j. a < 4, Ka0 u Oa je IUCKPUMUHAHTA KBA,IPATHE
dynrmje ca mese crpame Hejemmakoctu z2(4 — a) + 2z + 1 > 0 memosuTWBHA,
omuocHO, 4 —4(4 —a) < 0, Tj. a < 3. Iakme, 3a a < 3 Cy UCOYHEHN YCIOBU
3a,TATKA.
2022 .
3. Hera je Taj 6poj > a;10", tme je 0 < a; < 9, 3a 0 < ¢ < 2022 n
= 2021 2020
azo2 # 0. Tlo ycmosy 3amatka 7 | . a;10° u 7| Y. ;10" + ag02210%°2 ma 7 |

i=0 i=0
, OODHOCHO, 42021 1 a2022 ,L[ajy VCTU OCTAaTaK IIPpU OEJLEeHhY Ca 7.
2022—k—1 ‘ 2022 ‘
Amnanormo, 3a csako k € {1,...,2020} Baskn 7| >, a;10"+ > aq100t
i=0 i=2022—k+1

(a2021 — a2022)10202

2022—k—2 ‘ 2022 .
u'’v | Z a;10" + Z ailoz_l, ma 7 | (agogz_k_l — agogg_k)102022_k_l, Tj.
i=0 i=2022—k
a2022—k—1 YW A2022—k [Aajy UCTU OCTATaK IPU Aebewy ca 7. Ilakrme, cBe mudpe
2021
[ajy MCTH OCTATak IPU IeJbemy ca 7, Te KaKO 7 | agozz + ». 10" m Kako Basku
i=0
2021
71 > 10°, cnenn na mudpa agoze MOKe 6UTH OpOM3BOMbHA U3 ckyna {1,2,...,9}.
i=0
Ako je agoae € {1,2,7,8,9}, Tana 3a ocrase nudppe mmMaMo MO ABe MOryhHOCTH
(perumo, axo je asgez = 8, Tama ocrasie nudpe MOry y3eTH BPEIHOCTU U3 CKYIa
{1,8}), ma je y oBoM cayuajy yKymaH OpOj HPUPOTHUX OpPOjeBa Ca OMUCAHUM
ocobunama jemmax 5-22°22, Ca apyre crpame, ako je asoe € {3,4,5,6}, Tana cse
ocraisie nuppe MOpajy OUTu jemHAKE Ggg22, A& TAKBUX OpOjeBa y OBOM CIy4Yajy
uva tauro 4. Ilakme, ykynan 6poj Tpaskerux Gpojesa je 5 - 22022 4 4,
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4. Ogrosop je X = 1101. Hajope, npuMmerumMo na yKOJUKO 3a HEKU (PUKCHUPAH
napk Mwunuma nctu nocetu y a-toM nany, a obpuma y b-toMm, Tana Taj mapk y
nouveTky Mopa mMaTtu 6apem max{|a — b|,min{a, b}} npseha.

IIpernocraBumo na cy Mununa u lo6puna ycnenu ga obubhy cBe maproBe
u na 3acane cBo apsehe. OsmaumMo maprose koje Ilobpuma, pemom, obumirasu

Opojesuma 1,2,...,2202. Ca p; o3mauumMou naH y kKoM je Mwiaunma moceruia
napk 4, 1 <i<2202. Jacuo je na je tama (p1,ps2,...,P2202) TEPMYTAIMja CKyTIa
{1,2,...,2202}. Takobe, u3 rope HaBeneHNX 3amNaKama, jACHO je 14 MOYETHU

6poj npeeha mopa Ourtu Gapem

max { max{|p1 — 1|, min{p1, 1}}, ..., max{|pazo2 — 2202|, min{pazo2, 2202}}}.

Ilakne, 3amaTak ce CBOOM Ha TPAKEHE MUHUMAJIHE BPEIHOCTH MPETXOIHOT
u3pasa no cBuM Moryhum nepmyranujama (p1, pa, - . ., P22o2) ckyna {1,2,...,2202}.
Jlako ce mposepasa ma ce 3a mepmyranujy (1102,1103,...,2202,1,2,...,1101)
BPEIHOCT NPETXOMHOT m3pa3a conu Ha 1101.

IokasxkuMo na ce 3a cBaky IApyry nepmyramujy (pi,p2,...,P2202) CKyIa
{1,2,...,2202} He MOske mOOUTU Mama BPEIHOCT IOMEHYTOr u3pa3a. Y TOM
by, nocMarpajmo mapose (i,p;), ¢ = 1,2,...,2202. Kanma mocmarpamo obe

KOOpAMHATE CBUX TUX mapoBa mobumjamo na ce mehy tum OGpojeBuMa mojaBibyjy
2204 6poja seha on 1100 (cBakm ox Gpojesa 1101,1102,...,2202 mo msa myTa).
Kako maposa unma tayxo 2202, o no JupuxieoBoM IPUHOUILY IOCTOJU AP KOI
rojer cy obe koopaunate Behe ox 1100. Heka je To k-tu map, 3a mexo k > 1100.
Tana je

max { max{|p1 — 1|, min{p1, 1}}, ..., max{|pazo2 — 2202|, min{pazg2, 2202}}}
> max{|py — k|, min{pg, k}} > min{px, k} > 1100.

5. Hera je M apyra mauka mpeceka npase AD u onucane KpYsKHUIE OKO

tpoyrna ABC. W3 norenmuje tauke D y OOHOCY HA Ty KDPY/KHUIY BasKU

DB -DC
DM =—pF7—=2
MebyTum, 3uamo na je MB = MC = MI, onakne je <MCD = <MCB =

<IMAB = <MAC, na je AMCD ~ AMAC (cBu oarosapajyhiu yraosu cy meby-

M MA
cobuo jemnaku). Ilasme je Mg = o oAmocHo, MC? =MD -MA=2-(2+6) =
16, MB = MC = MI = 4, onakne je Al = AM — MI = AD+ DM — MI =

6+2—-4=4.

Tpehu paspen — A kareropuja

1. Kaga ybamumo marpuny A = il)) Z] y Marpuuny jemmaxoct A% — 54 = 21
Suri 1+3a a+ab| |5 5a|l_|2 0 . | —4+3a —4a+ab |
AODIAMO N3 130 3a+02] T (15 56~ [0 2] [-1243b 3a+b2—5b]
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2 0 . . .
{O NE W3 oBe maTpuuHe jemHakocTu moOMjaMO CUCTEM jeqHAYMHA, MO a U b:

—44+3a=2, —4a+ab=0, =12+ 3b =0, 3a + b?> — 5b = 2, Koju MMa pememHe
a=2,b=4 (roje nobujamo u3 upse u tpehe jemnauune. Konauno, rpusujanano
ce mpoBepaBa ma 3a ¢ = 2 u b =4 cy 3aI0BOJbEHE U IpPyra U YeTBPTA jeTHAYNHA

cucrema. Ilakme, A = ! 2]
3 4

2. Heka je m mera mepMmyranuja NpBUX N OIPpUPOIHUX OpojeBa. Kaskemo ma je
nuBep3nja nepmyranuje map (i,5), 1 < ¢ < j < n, takas ga je 7w(i) > w(j).
Bpoj cBux mnBep3uja nmepMyrtamuje o3Haunhemo ca inv(w). IIpumermmo na 3a-
MEeHa CYCEeIHUX ejleMeHaTa y IepMyTalVju OAroBapa NPOMEHU Opoja MHBEp3Uja
3a +1, mro 3HaYM Aa Y poOIleB IOTe3 KOjU Ce CACTOjU OJ HajBuie k 3aMeHa
MOke npomeHuTu Opoj mHBep3uja 3a HajBume k. Taxkobe, BeswkoB more3 koju
IIoMepa eJeMEHT ca MO3UIKje J Ha MO3UIN]Y ¢ MOXKEMO IOCMATPATU KA0 y3aCTOII-
Hy IpUMeHy |j — i| cycemnux 3aMeHa ejeMeHaTa, IITO OATOBApAa MPOMEHUW Opoja
uHBEp3uja 3a HajBume n — 1. Jomr jemmo OuTHO 3amaskame je ma je 3a maTy mep-
MyTanujy yBek Morylie Hahu aBa cycenHa esieMeHTa YMjOM 3aMEHOM CMamyjeMo
6poj uasepsuja (ocuM yKOJIMKO je Opoj unBepsuja Behi 0, WTO je €KBUBAJIEHTHO
ToMe ma je mepmyrammja 1,2, ..., n, a Tana je ¥ pom Beh nobennur). Axo je k = n,
Taaa je MOBOJLHO ma ¥ pom Oupa moTe3e KOju KOHCTAHTHO CMAamyjy Opoj umHBe-
p3uja, jep xoauko ron Bemko moBehao 6poj naBepsuja y cBoM moresy, ¥ porr he
HaKOH TOra CMamUTU OpOj MHBep3uja 3a Buile Hero mTo ux je Besko mosehao,
a Kako je Opoj mHBep3uja KOHA4YaH, jacHO je na he Y pom nobeautn. Jloka:kuMo
cana na k = n—1 auje moBossHO. [Ipumerumo na je Besmky morpebHO nma omp:xa-
Ba Gap jemuo on cnemeha mBa crama (3a 06a crama Bakwm inv(m) = n, ma Y pom
He MOKe y jemHOM cBOM more3y nohwm mo mobene):

1. makon Besmkosor moresa je (n) =1, n(n — 1) # n,
2. HakoH Besmkosor noresa je m(1) = n, m(2) # 1.

Ha mouetky cy ucnymena oba crama. [IpBu ciaydaj: Heka je y HEKOM TPEHYTKY
UCIYHEHO cTame 1. YKOIMKO je HAKOH Tora Y POIIEB IIOTe3 PEe3yJTUPao TUME Ia
je m(1) =1, rana Bemko Moske y3etu 6poj 1 1 mocTaBUTHU ra ONET HA MO3ULA]Y 1,
unme Bpalia mosunnjy y crame 1. Yroauko je HakoH Y pomesor moresa (1) # 1
u 7 1(1) < 7~ 1(n), Tana Bemko Moxke y3eTwm 6pPOj n W MOCTABUTH Ta HA TPBY
no3unujy, uume ocrsapyje crame 2. Ocraje jom nposepuru moryhuocr w(1) # 1
u 7 (1) > 77 1(n). Aro je m(n) # 1, Tama 6poj 1 mocraBbaMo Ha MO3UNUjY N U
nobujamo crame 1. MHaue, n nocrasmpamo Ha mo3umnujy 1 n gobujamo crame 2.
Hpyru ciay4daj, Kazna je UCIYEHEHO cTame 2, ce CIWYHO IpoBepaBa. Ha ocHOBY
IPEeTXOMHOr 3aKBbYyUyjeMo Ha je permeme k = n.

Hanomena. ExsuBasnentro 3a ciyudaj k =n — 1, 1oBoJbHO je 6uiao mokaszaTu na
VKOJIMKO TOCTOjW WHBEp3Uja y MEepMyTaluuju U TPeHyTHO je Besko Ha moresy,
Taga OH MOKE HalpPaBUTU MEpMyTaluujy ca 0ap m uHBepsuja. Asropuram je
CJIIMYAH rOPE OIMUCAHOM.
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3. 3a p = 2 TpuBUjaJHO Ce MPOBEpaBa Ma HE IOCTOje MPUPOAHU OPOjeBU a U
b taxkBu na Baxum a’ + b = 6. Hexka je p > 2 memapan npoct 6poj. Ha ocHOBY
mase Pepmaose Teopeme je ucnymeno 0 = (2p — 1)l = a? + 0P = a + b (mod p),

omaksne caemu b = —a (mod p). Ilpumermmo ma je a? + b? = (a + b)(aP~! —
aP=2%h + ... —abP72 + bP71), xao w ma je aP"t —aP7 b+ ... —abP72 4 P =
p—1 p—1

Z(—l)iapflfi(—a)i = Zapfl =pa?~! =0 (mod p), mTo HaMm maje ma je aP + bP
i=0 i=0

nemuso ca p>. MebyTtum, jacmo je ma p? { (2p — 1)!, mTo 3mAuUM ma TpaskeHU
npupoaHu 6pojeBu a u b He mOCTOje.

4. Heka cy S u M cpemumra ny:xxu EF u BC, penom. [Ipumerumo na je cBaky
taury U Ha nyswn BC Bawu |BU — CU| = 2MU, ®ao u na je pacmopen Tadaka
K—-B—-X—-D—M-—C, na ocuoBy ycaosa AB < AC. Hakne, Baxku M X = 2MD,
omakie je DX = DM, na je AAXM jemsarokparx u <AXK = <AMC.

Hame, yerBopoyrao BCEF je terusan (tauke F u F' cy Ha KPyKHULIU KOHCTDY-
ucano] Han ny:xu BC kao Hag npednuxoM ), onakie ciaenu xna cy AABC u AAEF
cauyHU, jep uMmajy MehycobHo jemHake oarosapajyhe yriose. ¥ TOj CAUYHOCTU
tauke M u S oarosapajy jemsa apyroj, na je <KAMC = <ASF = <ASK. Ilaxue,
<ASK = <AX K, onakie 3akmyuyjeMo na je guerBopoyrao ASX K reruBas, mrTo
je Tpebaiyio mora3aru.

5. (a) Kako je be < % & (b—c)? >0, nobujamo na je a + ab + bc + ca =

a(b—f—c—l—l)—i—bcga(b—i—c—i—l)—i—% :a(4—a)+% = 1(10a + 9 — 3a?) =
1

(2 —3(a—2)?) <%, npu uemy lhie jemmakocr BamuTh 32 a = 3 M b=c= 3.
(6) Is a+b<a+b+c=3, jep je ¢=0, nobujamo na je a+ab+bc=a+bla+c)=
a+b(B-0)<B-b+bB-b)=0+1)B-b) =4—(b—1)?<4, npu yemy ce

jemHakocT Moske moctuhu 3a a=2,b=1wu c=0.
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YerBpTH pa3zpen — A kareropuja

1. Omrosop: ITocroju. Hera je A, = {i € N|i > n}, n € N. Jacuo je na je

o0

m A, =0, jep Ou cBaKM €JIEMEHT KOju OU €BEHTYAJHO MPUIA A0 IPECEKY MOPAO
n=1

outu Behu ox 6muia0 KOr mpupomHor Opoja, mTo HUje Moryhe.

Ca mpyre crpase, nmpecek OUIIO KOje KOHAUHE MOAKOJEKIUje (hOopMUpAHE
kosekiuje ckymosa {A,} je Hempasan. 3aucrta, HOCMATPAjMO HEKY KOHAUHY
DOAKOTEKIN]Y Anyy Angy-o s Any, K €Ny ny € N 1 <<k, np <ng < ... < ng,
ronernnje {A,}. Tama, csakm mpupoman 6poj, koju je sehwm oxm ni, mpumana

k

IIPECEKY m An, .

i=1
2. Heka cy a, b, ¢ u p nyskune crpanuna u noiyobum tpoyriaa ABC. Jacuo
je ma je AXBF ~ AXCE, jep je <XBF = <XCF (ka0 nepudpepunjcku yriosu
max tetusoM AX kpyra omucasor oko tpoyriaa ABC), kao u <BFX = 180° —
J4XFA = 180° — «XFEA = <«CEX (yruosu <XFA u «XFA cy jemnaku kao
nepudpepujcku yraosu Hax terusoM AX kpyra onmucasor oxo tpoyraa AFE).

. .. BX CX YB YC BX
Amnamoruno Je, AY BG ~ AYCH7 Ia je ﬁ = ﬁ7 % = O—H (jTOFa.7 C—X =
BF YC CH

CE'YB- BC MebytuMm, kako je BG=CE=p—cu CH=BF =p—>5, 10
. BX CY

je ox — BY Kako ce rauke X m Y mamaze Ha mctoj crpanu ayka BC kpyra
onucanor oko tpoyriaa ABC, kao u tauka A, m kako je tauka X Mukenosa
tauka 3a Tpoyriose ABC u AEF, Tj. Kpy:KHUIle ONMCAaHE OKO HUX, T€ KAaKO je
tauka Y MukesnosBa Tauka 3a Tpoyriaose ABC u AGH, Tj. Kpy:KHUIE OIUCAHE

OKO BUX, TO je BY = CX, na je BX =CY.
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3. I'pax G moskemo mpencrasuty kao 3-peryaapuu rpad G = (V, E) (u3 cBakor
uBOpa moJsa3e Tauno 3 rpane) Ha |V| = n uBopoBa 060jeHUX Y HEKO] 01 nBe Goje u
TaKO A CBAKMW YBOD MMa Oap aBa IpBeHa cycena. Kako m3 cBaxor uBopa moiase
TAYHO 3 r'paHe, a CBaKa I'DaHA MMa TAadyHO [OBa KPajHba YBOPA, 3aKbYUYjeMO
3n = 2|E|, ma n Mopa Outu napas, ongocuo n = 2k 3a k > 4.

Axo ca ¢ u p 03HAUNMO penoM GpOj IPBEHUX U IIABUX YBOPOBA, TALA BayKU
2n < 3¢, jep cBaku YBOp mMa Oap ABa IPBEHA Cycena, a CBAKU IIPBEHU YBOD je
UPBEHU CyCen 3a TAYHO TP Apyra usBopa. IIpema Ttome, c> %n np=n—c< %m
ommocHo p < | 2k]. OBumm 3armyuyjemo ma He Moxe Ouru Bume on | 2k| mmasux
YBOPOBAa, T€ OCTaje jOII Ja HPOBEPUMO na je 3a cBako k >4 osaj Opoj miraBux
YBOPOBA W OCTBAPUB IIPU YCJIOBUMA 33IATKA.

Yrkomuko je k = 3l, I > 1, Tpaxkumo p = L%?)ZJ = 2l u ¢ = 4l. Hexra
Ccy v1,Va,...,U4 IOPBEHU, & Uj,...,Uy IJIaBU YBOpoBU. JlomajMo rpaHe Tako Oa
nOOUjeMO IBa MUCjYHKTHA IUAKIYCA VU2 . ..Uz U Ugl+1U20+2 ... V4 U 38 CBAKO 1 <
1 < 2] momajmMo rpaHe v;u; U U;V24i. laga cy CBU I[PBEHU YBOPOBU CTENEHA TPH,
a miIaBuU cremneHa nBa. Ho, Kako je OpOj miIaBUX YBOPOBA MAPAaH, MOKEMO JOII 38
cBako 1 < ¢ <! momartu rpaHy ug,_jUg;, YnMe nodbumjamMo 3-perynapas rpad xoju
3a00BOJbABA yCIIOBEe U p = 2] = %k

Yromuko je k = 3l + 1, | > 2, tpaskumo p = 2l u ¢ = 4l + 2. Youumo
IIOHOBO HUKJILYCE VU2 . .. V214]1 Y U2i42V21+3 - . . V4 +2 U 3a cBako 1<i< 2] rpane v;u;
U UjU214+144, T€ 3a cBako 1<i<! rpany ug;—1ue;. Tama cy cBu YBOpOBU CTemeHa 3,
CeM V241 U V4i+2, 11a HBUXOBUM IIOBE3UBaWKEM M00ujaMo 3-peryiapan rpad xKoju
3a/10BOJbABA yCJIOBE.

Konauno, 3a k=3l+2,[>1, tpaskumo p =2l4+1 u ¢ = 41+ 3. Jom jemnom
YOUMMO IUKIYCE V1V3 . .. Vg141 U V21+2V21+3 - - - U4+3 U 3a cBako 1 <i< 20+ 1 rpane
ViU; U UjU+144, T€ 3a cBako 1 < ¢ < [ rpany ug;—1ug;. lama cy cBU YBOPOBU
cTemeHa 3, OCUM Usgjy] U V4i+3, 1A BUXOBUM IOBE3UBAKEM N00UjaMo 3-peryiapan
rpad koju Tarkobe 3am0BOJbABA YCIOBE.

IIpema Tome, y rpamy G Moxe 6utw Hajeume p = |2k| = | 2] kiyGosa ca
[JIABUM CBETJIMMA.

4. Ilpumermmo na ce 3a (UKCUpaHe BPENHOCTU @ U h, BPEOHOCT M3pasa Ma-
KcmMu3yje kama je b+ ¢ majmame. I[locmaTpajMo mpaBy p Koja CAIp:KU TAUKY
A u mapasnenna je crpanunu a, kao u tadry C’ Koja je ocHa pediercuja Tauke
C y omuocy ma npasy p. Hyx AC’ je momynapua aysku AC = b, ma umamo
na je b+ ¢ = AC + BA = BA+ AC' > BC' = /a4 (2h,)?, a jemmakoct ce
[OCTUKE aKo U caMo ako je b =c. Y3 cmeny x = %ﬂ 4 Ha OCHOBY IIPETXOJHOT,
CBeNM CMO 3aJaTak Ha Tpakeme HajBehe moryhe BpemsocTn mspasza —==LZ

V1+(22)2 "

W3 mejemnakocTy KBagpaTHE M APUTMETUUKE CPEAUHE TOOUjamo

432 £ (22)2 4L 49
(3)” + (22) > Pl :2(14—3:).
5 5 5

Onasne uMamo
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a obe jemHaKOCTU Ce MOCTILKY aKO W CaMoO ako je b= c u a = 4h,.

Hanomena. Hajseha wmoryha sBpemsocT wuspasa % ce Moxe Hahwn
xT
I
HaJIaJKemeM IIPBOr m3Boga. VI3 yciosa 14z = 192 — 0, gobujamo
V/1+(2x)2 (1+422)3

MOTEHIUjAJHA €KCTPEMYM y TAUKU L = i.

5. Ilorazahemo ma cy pemema k = 2 u k = 3. 3a mux mocroju GECKOHAUHO
MHOTO oxaroeapajyhux n, jep je moBoJsHO y3eru OpojeBe 2% m 3-2% 3a a € N.
IokaskuMo na 3a HUTH jemHO apyro k takBo n He mocrtoju. IIpermocraBumo
CYyIpPOTHO, Tj. ma mocrtoje n u k u3 ckyna N raksu na je p(n) = T k#2uk#3.

Heka je n = p{"'p3?...p]" kanoucka ¢paxropusanuja 6poja n. Tana je

L — _ bip2 D1

e(n)  (pr—Dp2—-1)...(n—1)
Ila 6u mobujeru paszsiomark O6mo 1eo, jacHo je ma Mebhy mpoctum OpojeBuma pi,
P2, WTO, He MOKe OwTm Buine on jemuor Hemapuor. [arme, [ < 2. 3al =1
TPUBMUjAJIHO HaAJa3MMo p; = 2, 1j. k = 2. 3a | = 2 mobujamo ma je p; = 2,
p2— 1] 2ps, ma py — 1| 2. Hakne, pp =3 u k = 3. Ilakne, y oba ciaydaja cMO
noOMIM KOHpaauknujy, jep je k # 2 u k # 3.

ITpeu pa3pen — B kareropuja

1. Bumeru pememe 1. 3amaTka ca ONIITUHCKOI TaKMUUYeHma 3a 1. paspen, A
KaTeropuja.
n2+2n+517 24 —n

=142
n2+4n+3 n2+4n+3
Hakne, Tpeba ma oIZpeauMo CBe MpPUPOIHE OGpojeBe n Tako ma n? + 4n + 3 meman

2. PacraBmamem naror pasiomMika DoOUjaMo

24 —n, kao u ma je 6poj 1+ 2 takobe mpupomnan. IIpBo 3akmyuyjemo

24 —n _ 24 —n
n2+4n+3  (n+3)(n+1)
3amaTka. 1IpoBepoM ce TpuUBHUjaJHO MPOBEpaBa na TpupomaHu OpojeBu 1 u 2 me
3a,70B0/LaBajy yeaose. 3a n>3 he Baxuru na je n?+4n+3>24, nok je 24—n<21,
ma He MOKe Ba:RUTH Aa n’ +4n + 3 | 24 —n. Iakne, jemuuo pememe je n = 24,
KOJIUKU je TpaskeH! 30up.

n
n2+4n+3

>0, ma je n <24. 3a n = 24 BajKe yCJIOBU

a

3. Heka je S cpemumre kpaka BC u spo cumerpadia ucror. Tpoyraosu DBS u
DSC cy nonynapuu, na ocuoBy craa CYC (BS = SC, <DSB = 90° = <DSC,
DS = DS). U3 ose noaynapuoctu caenu na je DB = DC u <DBS = <DCS.
Ca gpyre crpaune, <DBS = <ABC = <CAB, 3aro mrto je ABC jenHakokpaku
Tpoyrao. Kako je <EFCB = 180° — <DCS = 180° — <DBS = 180° — <CAB =
<DAC, mobujamo, ma ocuoBy craBa CYC, ma cy tpoyriaosu DAC u CBE mo-
nynapuu (AD = CE, <DAC = <ECB, AC = BC). W3 nomynapHOCTU OBUX
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I\

(N>

TpoyraosBa caeau na je DC' = BE, a ¢ o63upom ma je je DB = DC', mobuja ce
na je BE = DB, onakie mpou3uina3u aa je Tpoyrao DBE jemHakoOKpaku.

4. UYerBOpo IyTHUKA, KOjU KejJe na Celne y IPAaBIy KpeTama BO3a, MOMXKEMO
pacoopenutu Ha 5 -4 -3 -2 = 120 mavyuHa, OOK Tpoje BUX, KOju he cemeTu ca
CYIpOTHE CTpaHe Kymea, MOkeMo cMmecTtutu Ha 5 -4 -3 = 60 mauuna. [Ipeocrana
TPU IyTHUKA MOKEMO pacmopenuTu 6wuio rme, tj. Ha 3! = 6 mauuna. Ilakie,
yrynas 6poj pasmemnraja je 120 - 60 - 6 = 43200 naunHa.

Hamomena. 3amartak cMO MOIVIM Oa ypaauMO U AUPEKTHO. Haume, yetupu my-
THUKA, KOju OU cemesu y MpaBIly KpeTama BO3a, Tpeba ma pacmopeauMo Ha 5
moryhwux mecra. Ykymau 6poj raksux moryhuocTtu je 4!- (Z) =24-5=120. 3a
CBaKy TakBy MOTyNHOCT, Tpoje myTHUKA, HA CYIPOTHY CTPAHY, MOKEMO CMECTU-
T, aHAJOTHO, Ha 3!- (g) =6-10 = 60 maunna. [lakne, ykymas 6poj moryhHocTtu
je 3!-120- 60 = 43200, jep mpeocraJja TpuU IyTHUKA MOKeMO cMmecTuTu Ha 3! = 6

Ha4YVHa.

5. PaznuroBahmo yetupu ciaydaja.

1° x < 0: Jenmaumna mocrtaje L + 201 + 2w 2 = é, Tj. de — 4 = é, Tj.
2z 2z 2z 3 2z 3
T = 3, IWITO HUje Pelmeme Yy OBOM CIIydYajy.
2° 0 < z < =: Jemmaumna mocraje L_E_2x—2 :é, Tj. M:é,
2 2z 2z 2z 3 2z 3
Tj. T = g, mTo, Takobhe, HUje pememe ¥ OBOM CIydYajy.
3°1<:1:§1: JenHatn/IHaHOCTajeL—l-2$_1—2:17_2:é Tj i:é Tj
2 2 2 2 3’ 2r 3’
T = Z, IITO jECTE PEIIEHmE Y OBOM CIYUajy.
4° x > 1: Jemmaumna mocraje L + 201 + 2o 2 = é, Tj. Az — 2 = é, Tj.
2z 2z 2z 3 2z 3

3
T = 3 IITO jECTE PEIIEHmE Y OBOM CIYYajy.
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. 3 3
Ilakne, jenuHa pemema Cy T = 1 um r = -.

2

Ipyru pa3spen — B kareropuja

222 — 14 27
1. (a) 3a d = 8 Tpeba ma mokraxkeMo nma je % —8<0, 3a cBe peaane
—62% 4+ 422 — 77 622 — 422 4 77

>0. 3a

opojese x. To ce cBoau Ha <0, Tj. Ha

x2 —Tx + 13 22 —Tx + 13
06e kBagpatae Qpyuruuje je D < 0 (—84 m —3), a Kako Cy KOeQUUUjeHTU y3 T
HO3UTUBHM, TO BaykM U 622 — 422 +77>0 u 22 — 72+ 13 >0, ma cMo mokazaau 1a

2

222 — 14 27
BaKU U ﬁ —8<0, 1j. na je 6poj d =8 mobap. 2
2z — 14 27
(6) CairuHO KAO y IPETXOIHOM A€y 3aIATKA, HEjeTHAKOCT v wd el —d<0
x? —Tr+13

ce CBOIM HA
(d—2)z? + (14 — 7d)z + (13d — 27)

>0
2 — 72 +13

3a kBanpaTry GyEEmujy 2 — 72+ 13 cMo Beh mokazaau ma je yBek MO3WTUBHA, a
(d—2)x?+ (14 — 7d)x + (13d — 27) je yBek HeHETATUBHA, aKO je HEeH KOe(UIAjeHT
A=d—2>0, a muckpumunanTa D = —3d?+16f —20<0. Umamo na A =d—2 >0
Bazku 3a d > 2, 10k je D = —3d? +16f —20<0, 3a d € (—00,2) U (4, 400), ma to
Bazku 3a d € (%, 400).

Ocraje jom ma ce mpoBepu 3a d = 2 mTa ce HeliaBa, jep Tal HEMaMO Y

222 — 14 27
Opojuony kBaaparHy ¢yeruujy. Tam tpeba na Baxu el < 2, mTo
. 2 —Tx+13
ce CBOIMU HA m — 8 >0, wro je yBek HeratuBHO (a Tpeba na Gyne

HO3UTUHO). 3aTo, 6Poj d = 2 He yKIbYUYjeMO y pellemne.

2. 3aa<0ua> 12—7 HeMa pelema, MIOK 3a a = % uMa jenHo pememe. 3a a =0

nid<a< 12—7 uMa OBa pemena, aau 3a 0 < a < 4 Haga3uMoO 1a je IHAUUHA HMa
JeTUpU pelrema. KoHauno, 3a a = 4 numa 6ECKOHAYHO MHOTIO pemnrema. Ha coaunu

je mar rpadux pymxmmje f(z) = |[2% 4+ Tz + 6] — (22 + Tz + 10)|.
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3. Ilpumerumo na je <ALC = <ALB = 135°, tako na je <BLC = 90°. Cuaemu na
je AL cumerpana <BLC. Heka je X npecek mujaronana ksangpata K,. Tana je
yerBopoyrao BLCX terusan u BX = CX, na je LX cumerpana <BLC. Ilakie,
A, L, X cy xonuHeapue.

4. Y homrky mMopa ma b6yme mHajsehwm 6poj, tj. 8. Kama mzabepemo tpu Gpoja
KOja Cy M3HAI Wmera, BUX MOpPaMO Aa cTaBuMoO on Behux ka Mamum Ha rope, a
npeocta yvetupu Opoja Tpeba ma cTaBbhaMO ClIeBa y MECHO, UCTO on Behux Ka
mamuM. Jlakie, n300poM Koja Tpu Opoja Cy M3HAL MOCTABJLEHOr y NOMKy, cBe

je onpebeno, a ToO MOKEMO Oa ypaauMoO Ha (g) = 35 Ha4ywuHA.

5. (a) Taksu GpojeBu He mocroje. 3awmcra, Kako je (a+b)+ (b+c¢)+ (c+a) =
2(a+b+ c) mapan 6poj, 6apeMm jeman on Gpojesa a+b,b+c u ¢+ a je mapan, ma
je \muxoB nmpousBon Takohe mapan 6poj.

(6) Taxsu Gpojesu moctoje. CraBumo nma je, ma npumep, (a +b) = (c+a) =
202401 1 b+ ¢ =2024. Tana je b=c= 1012, amu u a = 2024'°11 — 1012.

Tpehu paspen — B kareropuja

1. Kako je 2023 = 5360 + 223 = 2290 + 43 u 4046 = 11 - 360 4+ 86 umamo na
je a = sin2023° = —sin43°, b = sin4046° = sin86°, ¢ = c0s2023° = —cos43° u
d = cos4046° = cos86°. Iame, xako je 3a x € (0, z) ¢yHKIUja cuHyC pacTtyha
¢yHKIUja, a KocuHyc omanajyha um rako je cos45° = sin45°, mmamo 0 < d =
€08 86° < cos45° = sin45° < sin86° = b. Cnuuno mobujamo u na je ¢ = — cos43° <
—cos45° = —sin45° < —sin43° =a < 0.

Korauno, natu 6pojeBu nmopebanm mo BeauyrHu ox Mamux Ka BehuMm cy: ¢ <
a<0<d<b.

2. Ako mpBy BpPCTYy NOMHO¥KUMO Ca —2 U IOITAMO APYroj BPCTU, T€ MO-
2023 xx+4+3 14z
MHOKMMO ca —3 u pmomamo tpehoj, mobujamo: 4046 3xr+6 4+zxz| =
6069 x4+7 H+6x
2023 = +3 1+

0 T 2 — x| =2023(2? + 4z + 4) = 2023(z + 2)? <0, mTO Baku camo
0 —2r—-2 243z
3a T = —2.

3. Ilpema xkocunycHoj Teopemu, npumemenoj na AABC, manasumo na je
AC? = AB? + BC? —2AB - BC cos ZABC < AB? + BC? = 20,

AC? > AB? + BC? —2AB - BC =4,

rme mpBy HejemHarocT mobujamo jep je <ABC omrap, ma je HmeroB KOCHUHYC
nosurusas. IIpema Tome, 2 < AC < 2v/5, na je AC =3 wmm AC = 4, 360r Tora
mro je my:xkuna AC npupoman 6poj. Ca apyre cTpane, U3 yCJIoBa TAHTE€HTHOCTU
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yerBopoyria ABCD, nanasumo na je AB+CD = BC+ DA, omsocao CD—DA =
BC — AB = 2, na ny:xkuna nujaronaie AC Mopa 6uTu cpemmy O TPU y3aCTOIHA
npupoaua 6poja. Axko je AC' = 3, mamasumo na je CD = 4 u DA = 3, mro
uHuje Moryhe 360T pa3inuuUTOCTU AY:KUHA CTPAHUIA YeTBOpoyria. AkKo je, mak,
AC = 4, nobujamo na Baxu CD =5 u DA =3, ma y ACAD Bawu CD? = 25 =
1649 = AC? + AD?, te je nmpema IIuTaropuroj TeOpeMu OH IPABOYTJIHN, OTHOCHO
<CAD = 90°.

4. Ogmgrosop: 7. Ilpumerumo ma ako u3abapemo Gpojese 1,3,---,13, cBu cy
HEIapHU, TaKO Ma je pa3ianka a — b mapHa, Te Tala OHA HUKAI He MOXKE Ia Hesu
c jep je om memapan. Ako m3abepemo 8 GpojeBa, oHma hie MopaTu ma MOCTOje
HEKa nBa, penuMo a u b, a > b, Koje cMO M3abpas 1 KOjU Cy CyCeIHU, OTHOCHO
3a Koje je a — b =1, ma 3a 6uio xoje ¢ xoje mzabepemo he BaskuTu a — b|c.

5. Csara ocoba hie pehu 3a ocoby ucnpen cebe ma je Ja;KOB aKO U CaMO aKoO
Te nBe ocobe cy m3 paznauumre Tpyne (JaKOBU W UCTUHOBYNNX). HyMepummmo
pemoBe, om moueTka mO kKpaja, ca 1,2,...,2023. Jemny rpymy uumHe YO HA
mapHUM, & APYTY HA HEeOapHUM MectuMa. 300r HemapuocTu O6poja 2023, Tte nse
rpyIe uMajy pa3induT Opoj U4IaHOBa U aKO je Ha jeJHOM pacCIopeny Ha MapHUM,
Ha CBUM ocTajuMa je, Takobe, Ha mapHuM MectuMa. VcTo Basky m 3a HemapHa
MecTa, 3a Koja umMamo 1012! mauuma 3a pacmopesm, IOK 3a MapHa MeCTa UMaMO
1011! mauuna. Crora, yrkynan 6poj pacnopena je 1011!-1012!.

Yereptu pa3pen — b kareropuja

1. Kako je AB|DC, 1o je <APD = <PDC u <BPC = <PCD. Taxo-
be, <DAP = <DPC = <CBP, na je ADPC ~ APAD ~ ACBP. Tana je

P—A*Qoa e cie PA*P—D2 a0 D—O*P—C e'ePB*PO2
pD ~ pC OMRRe CHem BA = TRen RO M b = ppy 1O - DC

JlemmemeM NPETXONHUX jeTHAKOCTU TBPpDEme TPUBUjATIHO CIENU.

2. Kaxo je —1<sinz <1 < §, majseha Bpemnoct a je a = sin(1), a m3 Kocunycne

TeopeMe, IPUMEHEHE HA TPOYrao ca cTpaHunama 7cm, 8cm u a = 13cm, mobu-

. . 132 — 72 — g2 1:> 21 C

aMO a Jje cosy = —————— —= —— o = — OK 3 CHE eopeMe

JaMo na ] 5.7.3 9 3,11 u UHYCHE TeopeMme,
oy @ . V3 Kaxo 01— sin T < s V3

aJial3 (@] a je = — = Sslinoa = —. aKO ]J€e a — SIn 1 — sin — Sl — = —— =

FAASHMO A8 ) 2R 2 ! - 37 2

2
sin ?ﬂ- = b, nobujamo na je Behe b.

3. Axko je log2 = a = log, 10 = %, Tj. logy 2 + logy b = % = logy, b = %—1 =
120 = Jog 2 = 2.

a 1—a
Kana log3 = b momenumo ca log2 = a, mobujamo nma je logy,3 = g, OJTHOCHO
log;2 = 7.
log3 =0 = log; 10 = %, 1j. logs 2 + logs 5 = % = logs 5 = % —-¢= 1_T“ = logs 3 =
b

l1—a-

Konauno, log; 216 = log;(2® - 3%) = 3log; 2 + 3logy 3 =3+ 1% + 3. ;& = 3a43b,

—a 1—a
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4. Opgrosop: 12. Ilpumerumo ma axko uzabapemo Opojese 1,3,---,23, cBu cy
HEMapHU, TAaKO a je pa3iuka a — b mapHa, Te Tala OHA HUKAJ HE MOKe A Heju
c jep je ou Hemapan. Ako usabepemo 13 Gpojesa, onga he mopaTru ma mocroje
HEKa ABa, penuMo ¢ 1 b, a > b, Koje cMO m3abpaJyy U KOju Cy CYyCEIHU, OTHOCHO
3a Koje je a — b =1, ma 3a 6uno Koje ¢ Koje uzabepemo he BazxuTu a — blc.

5. Qurcupajmo Gesor kpasa. IlpermocraBumo, TpPBO, Oa je OH y jeTHOM ¥
gyetupu Moryha homka tabne. 3a cBaky TakBy MO3WLUjY, IPHOT KPaJbad MOXKEMO
mocraBuTy Ha ocranux 60 moma. [lakme, yronuko je Genu Kpasb y HEKOM O
homrosa, yryman 6poj moryhuoctu je 240. IlpermocraBumo na je cama Gemu
KpaJb Ha uBuiu tabse, aau He m y homkoBuMa Tabie. Tama, MpHOT KpaJjba
MOYKEMO CMECTUTHU Ha ocTajaux 58 mosma tabae. Ilakme, y oBOM ciaydajy, YKyIaH
6poj moryhuoctu je 24 - 58 = 1392.

Kownauno, npernocraBumo na Genu Kpass HUje y NOmMKOBUMa Tabiie, HUTU
Ha MBUYHUM moJsbuMa, Bell Herme y cpenuwnam tabie. 3a mera heMo MMaTy TAYHO
36 moryhHoCTH, OOK, 38 CBaKy O BUX, IIPHOT KPaJjba MOKEMO CMECTUTU HA OCTa-
aux 55 ciaobomuux mosba. llakie, y oBoM ciaydajy je ykymar Opoj moryhHocTun
1980. Ilakme, mpeMa ycJyiOBUMa 3aaTKa, YKYIHO pacrnopena je 3612.

PEIIIEIHLA 3AINATAKA OKPYKHOTI' TAKMMYEILA U3
MATEMATHURE

IIpBu pa3pen — A rareropuja

1. TlonoBuMmo ma je ma ckyny N mara pejanuja @ 3aXTEBOM

e 3k —1
zoy <= (Fkedy= 5 %

(a) Heka je A = N. Jacuo je ma penanuja ¢ Huje TpaH3uTuBHA, jep je 4 o 10,
mro ce mobuja 3a k = 2 (y = gx)7 rao m 10 p 25, mro je Tauno, taxkobe, 3a
k=2 (y = 3z). Mebyrum, (4,25) ¢ o, jep 6u y npormsrOM 25 = 3’“2—*1 - 4,
Tj. k= % ¢ N). Camum TuM HUje HU pelanyja €KBUBAJICHIVje, HUTU peJialyja
MOpEeTKA.

(6) Heka je, cama, A =T, rae je T ckyn Henapaux npupomHux 6pojesa. JacHo
je ma je pemammja o pediekcusHa, jep 3a cBako r € N Bawwu (r,z) € o, WTO
ce nobuja 3a k =1 € T. Karo Basu (2,8) € o, 1j. 208 (mobuja ce 3a k =
3 € T), e xako (8,2) ¢ p, TO penanuja @ HUje CUMETPUYHA, 4 CAMUM TUM
HU pejanuja exkBuBaJsieHuuje. MeDyrTum, TpuBujasHo ce mOKasyje 1a je y OBOM
ciIydJajy pejainyja ¢ AaHTUCUMETPUYHA U TPAH3UTUBHA. 3aUCTa, aKo Ou 6UiIo x oy
u yox, umaan bucmo na nocroje k, ¢ € T takBu na je x+2y = 3k-x u y+2x = 30-y.
CabupameM OBUX jemHakocTu mobujamo na Baxku 3x + 3y = 3kx + 30y, omakie
je3k =30 =3, 1j. k={=1. Kama to Bpatumo y jemmaxoct x + 2y = 3k - x,
nobujaMo ma je x =y, OQHOCHO Oa je pejlanuja ¢ aHTUCUMETPUYHA.
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Ila 6GucMo moKa3aau TPAH3UTUBHOCT Pejaluje 9, TPETIOCTABUMO 14 je T oY
u Yy oz, 3a HEKe x,Y, 2 € N. Tana, moctoje k,m € T TtakBu na je x +2y = 3k -z

uy+ 2z = 3m-y. Kaga u3 npse jegHaxocTu m3pa3uMo ¥y MPEKO T, m0bumjaMo
3k—1

Yy = 5—T, WTO KalX yBPCTUMO y APYTY JENHAKOCT Haje z2 = 3’“2—_1 . % cx =
Bkm—k—m+1)

C—— YA cy k,m € T menapuu, umamo na je k = 2a+1 um = 2b+1,

oa je u (3kmfl;7m+l) _ (3(2a+1)(2b+1)7(22a+1)7(2b+1)+1) _ (12ab+4§+4b+2) _ 2(36Lb+

a+b)+1 €T, jep je vemapan. Trume cMO OKA3AJIM Oa U3 TOY U Y2 CIEIA TOZ, TA
je oBa penanmja m TpaH3uTUBHA. [lakie, KaKO Bajke 0COOMHE Pe(IIEKCUBHOCTH,
AHTUCUMETPUYHOCTU U TPAH3UTUBHOCTU pejaluje g, 3aKbydyjeMo Oa je OHa
jemna pesanuja noperka Ha ckyny N. OHa Huje pesalnuja TOTAJHOI IIOPETKA,
jep ouumrsenuo Baku (1,3) € o, kao u (3,1) & o (Moke ce mokazaTu na je o
penanuja mapuujajgHor noperka Ha N.)

T+ 2y

3z

enemenT u3 N y penanuju ca cBakuUM APYTUM, Ia je Ta pejanuja pedaeKCUBHA,
CUMETPUYHA U TPaH3UTUBHA, Tj. jeAHA peJsalnuja eKBupBajieHnuje Ha ckymy N. C
ob3upom na je cBakm eseMmeHT m3 N y penanuju ca CBaAaKMM APYTUM, UCTA UMA
caMo jenHy kjacy ekBuBavsieHunuje, neo ckyn N. Ca apyre crpane, Kako Huje
anTucumerpuyda, jep us (1,2) € o u (2,1) € g me caemu 1 = 2, To ona Huje
penamnuja mopeTka Ha CKymy N.

(8B) Heka je, cama, A = Q. Kaxko je k = € Q, 3armpyuyjeMo ma je cBaku

2. Heka je AA1 ﬂBBl = M, BBl ﬂCC’l =Nmu COl ﬁAAl = 1:)7 /BAC = a,
ZABC = 8 u /BCA = ~. Tana je ZPMN = ¢ — /B1BC = ¢ — (p —7) =
v. Cunubno, /ZMNP = o« u /ZNPM = (3. Hera je H opromeHTap TpoOyria
ABC. Kaxko je ZHCCy = /ZHBB; = ZHAA; = 90° — ¢, ciiequ na je CBakU O
uverBopoyriosa ABMH, BCNH u ACHP teruBan (4eTBOPOYrao je TeTUBAH
AKKO C€ CTPaHWUIA U3 MPEOCTajla [BAa TEMEHA BUAU IO UCTUM yrioBuma). To
sHaun ga je LZHMA=/HBA=90°—-au ZHPM = 180° - ZAPH = ZACH =
90° — a, omakae caemu ma je HP = HM, omaocuo ma ce tauka H wmasazu Ha
cumerpaau crpanune MP. Ciaunyeo OucMO MOKa3aau na ce Tadyka H Hamgasu

Ha cuMmeTpasau crpanune MN. Ilakne, H je meHTap OmMCaHOT KPyra TPOYTJa
MNP.

3. Heka cy esnementu ckyna S mopebanm y moperky s1 < So2 < -+ < Sp.
IlokazaheMmo MHAYKNIMjOM na s Aeiau HajMamux k wianoBa u3 S, rae je 1<k<n.
Basuu cayuaj k = 1 je, napasuo, rpuBujaian. Crora, MOKEMO IIPETIOCTABUTU
na 81 | s1,-+,S8k—1, 3a HeKO 2 < k < n. IlocMaTrpajMo BpemHOCT S — $1, KOja je
nespuBa ca HeRuM S;. MebyTum, rako je 0 < s — s1 < Sk, TO je i < k (ako 6m
Baskuio i > k, onma s — $1 > S; > Sk, WTO je HapaBHO KoHTpamuknuja). Cienu
S; | s — $1 3a HeKO i < k, a MO MHAYKOUJU je S | $;, OLAKJIE 3aKILYyUyjeMO mIa
$1 | Sk — S1, OMHOCHO §1 | Sk, ITO HAM 3aBPIIABA WHIYKTUBHU KODAK.

3a mene Gpojese Huje Tauno tepheme. Ha mpumep, yammmo S = {2, —3,5}, jep
2]5-(-3),3|5—2u5|2—(-3), amu H37(2,-3,5) = 1, Te 6u Mmopano Guru
na je 1 mwau —1 y ckymy, mITO HUje TAYHO.

4. (a) IIpumerrMo nma cy Ha Kpajy OTBOpeH:u opMapuhu camo ca oHuM Opoje-
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BMMa KOjU MMajy HemapaH Opoj menuiaalna, a TO Cy TayHU KBaApaTU. TauHux
kBanpara He Behiux on 2023 uma [v/2023 | = 44, na hie na kpajy 6utu 44 oTrBOpe-
Ha opMmapwuha.

(6) To cy opmapuhiu ca 6pojeBuma Koju UMajy TauHo 3 meauona, Tj. opMapulin
ca OpojeBuMa obnuEa p2, rme je p mpocT 6poj. 3amcTa, Kako je /2023 < 45,
noTpebHo je Hahu cBe mpocTe 6pojeBe Koju cy mamu on 45, Tj. y EparocrenoBom
cuty Tpeba mpenprary cBe OpojeBe KOju Cy AebUBU ca 2, 3 Wiu 5, HAKOH yera
HaMm octaje 14 6pojesa (To cy 6pojesm 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37,
41, 43), re je camo 14 opmapuha TayHO ABa MyTa OTBOPEHO U JEJHOM 3aTBOPEHO
(To cy onm ca Gpojesmma 22,32 52 72,112,132%,17%,192, 232,292,312, 372,412,432).

5. (a) AKOjex:HQ—ﬁMy:%a,OHﬂajex+y=1€Q,x2+y=x+y2=

% € Q, anu x 1 y HUCY PAIMOHAJTHMU.
(6) Ako je x panuoHaJaH, KaKO je T + Yy DANMOHAJAH, CIeOU Oa je U Y
pammnonanan. Wuaue, Bazku = ¢ {0,1}, Te je mo ycioBuMa panuoOHAJAH U

3 2 2, .
%ﬁ%féfyy)) = mx((ffll)) = 2, a KaKO je T + Yy panMoHAJaH, CIeIU PalMOHAJIHOCT
uy.

Ipyru pa3pen — A rareropuja

1. Jemmauuna uma cmuciaa 3a x > 0. Arko kBagpupamo obe cTpaHe jeIHAKOCTU

x+\/4x+\/42x+\/...+\/m_\/§+l,

nobujamo

\/4:v+\/42:v+\/---+ 420233 4+ 3 =2\/z + 1.

Axo kBagpupamo obe cTpaHe OBe peJjanuje, mobujamMo mna je

\/42:c+\/43:v+---+ 420235 4+ 3 = 4/z + 1.
Axo HacTaBUMO IpOoLEeLypPy KBaApUPama, H00MjaMo jeaHauuny
42023x+3:42023$+2.22023.\/E_i_ 17

OaKyIe je x = 42%.

2. Hera je B; cpemumre ny:xu AC u aera npasa AO ceue npasy BC' y tauku D.
Osmaunmo ca F mpecek cuMmeTpajie yHyTpammer yriaa y remeny C u npase AB.
Axo 6u yrao (3 6uo npas, Taza 6u Baxuio sinycosy =0, ma 6u u yrao vy 6uo
ccosy  sinycosy

bcosf3  sinfBcosf’

rakas, mTo je Hemoryhe. Cuemu, cos S # 0, ma je BD/DC =
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kao u CB1/B1A=1, AE/EB = AC/BC, omakse cienu na je, Kaua M3MHOKUMO
BD CB; AE
DC BAEB
Ceé CeKy y jeIHO] TAuKW|.
3. Kako je 3Yy =22 +11 > 12> 9 =32, 10 je y > 3. 3a y = 3 Baxnu 2% = 16,
na je © = 4 u nap (4,3) je pememe. 3a y >4 umamo: 2% =3Y —11>81—11 =
70 > 64 = 2°. Cnemm, z > 7. Kaxro je 2%+ 11 = 0(mod9) (6 je mopemax 6poja
2 mo mMomyay 9), e rako je 2% = 7(mod9), cnemm x = 4 (mod6). 36or Maime
depmaose Teopeme je 3Y = 2% + 11 = 2% + 11 (mod 7), 1j. 3Y = 27 = 33 (mod 7).
MebyTum, kako je 6 nopenak 6poja 3 mo Moxyry 7, o je y = 3 (mod 6). Tarobe,
3Y = 11 = 37 (mod 32), ma kako je mopenak 6poja 3 Mo MoayTy 32 jemHak 8, TO je
y =7 (mod8), tj. y =3(mod4), tj. 3¥ =2 (mod5), na je 2* =3¥—11 =1 (mod 5).
Kounauno, u3 yumenune na je 6poj 4 nopenak 6poja 2 mo moxyny 5, To 4 | z, na
27 maje moryhe ocrarke 1 u 16 mpu mememy ca 17, a 3¥ = 2¥ 4+ 11 maje moryhe
octatke 10 u 12 mpm nemewy ca 17. Caemm, y = 3 (mod 16) nmm y = 5 (mod 16).
MebyTtum, raxko Beh smamo na je y = 7 (mod8), mobujamo na jenmaumna HEMAa
pemema 3a y > 4. Iakiue, jequno pememe je nap (4, 3).

nobujewo, =1, Tj. moMeHyTe mpaBe, HA OCHOBY YeBumHe Teopeme,

4. 3a k > 1011 uma O maumna ma uzabepemo TpaskeHu moiackyn M, jep mare
6pojeBe Moskemo pa3butu y 1011 mucjymxramx ckymosa Ay = {2022,1}, As =
{2021, 2}, As = {2020,3},..., Ajgoe = {1014,1009}, Ajg10 = {1013,1010}, Ajoq =
{1012,1011}, ma mo JImpmxieoBOM NPUHIWIYy TOCTOje Gap 2 Koja Cy M3 UCTOT
ckyna A; u ®»uxoB je 36up jemumax 2023.

3a 2 < k<1011 nopebajy ce y mus (z,,) 6pojesu:

2022, 1,2021, 2, 2020, 3, 2019, 4, ..., 1008, 1014, 1009, 1013, 1010, 1012, 1011

(oBO je KoHauaH HU3 KOju canp:ku npBux 2022 npuponHux GpojeBa y ropeHase-
JEHOM PEeIOCIeny ).

Tana, He cMejy na ce onabepy ABa y3aCTONHA wWiaHa Hu3a (Z,), jep je
BuxoB 36up miaun 2023 uiam 2022. 30mp O6uio Koja nBa HeCycenHA djaaHa HUje
jemuar mu 2023, suru 2022. Ocraje na ogpeanMo HA KOJIWKO HAYWHA MOKEMO
u3zabpaTtu k ujgaHOBa OBOr HM3a, TAaKO Aa MeDy muMa HE MOCTOje IBa KOjU CY
cycenuu y Hu3y. To ce cBonu Ha n360p MHAEKCA J1, J2, ..., Jk, 38 KOje Baku 1< j; <
Jo—1<j3—2<...<jr—(k—1)<2022—(k—1) (ca oBAKBUM yCIOBUMA CMO 0OOUIN
Ia He IIOCTOje ABAa Y3ACTOIHA UHAECKCA jy U jo41, IITO je EKBUBAJIEHTHO 18 HEMAMO
ZIBa y3aCTOIHA YJIaHA HU3A Tj, ¥ Zj, ). Cana yBeIUMO CMEHY Sp = jm — (m—1),
3a 1 <m <k, u npobaem cmo cBeau Ha u3bop OpojeBa Si, So, ..., Sk, 38 KOje BaKU
1<81 < 82 <83 <...< 8<2022—(k—1). U3bop k pasnuumtux Gpojesa
S1,82, ..., Sy mormynocTtu oxpebyje m3bop Opojesa j1,Jo,...,Jk, Y KOME ce He

Hasaze nBa cycemHa opoja (u o6puyTo). To MOkKeMO yduHUTH HA (2022’];’“’1)) =

(20227]“) Ha4YUHA.

5. (IIPBO PEHIEILE) Heka cy yraosu <ATB = «BTC = <CTA = 120°. Tana
U3 KOCUHYCHUX TeopeMa 33 Tpoyriose AATB, ABTC u ACTA nobujamo: x2 =
a? —2abcos120° +b? = a?+ab+b? = 144 = 122, 32 = b2 —2bccos 120°+c? = b? +be+
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c? =25 =52, 22 = c2—2cacos120°+a? = ?+ca+a? = 169 = 132, ogarie nobujamo
na cy crpauaure AABC jemmake © = 12, y = 5 u x = 13. Ilomohy Xepouosor
obpacna (Mau ako IPUMETHMO Na je 0Baj TPOyrao mpaBoyrim) mobujamo na je
noBpmuHa OBOT Tpoyraa Paapc = 30.

Ca mpyre crpane, mobujaMo na je OBa IMOBPIINHA
absin120°  bcsin120°  casin120°

2 + 2 + 2

Parapc = Paapr + Paper + Pacar =

V3

T(ab + bc+ ca). NsjennauaBamem oBUX m3pasa mobujamo xa je ab+ be+ ca =

40+/3.

(IPYT'O PEIIEILE) Axko 6u Heku ox a,b, ¢ 6uo jenrax 0 (xnp. a =0 = b= 12
uc=13 = b2 4 bc+ ¢ = 469, a me 25; aHaIOrHO 6U Ce MOKA3aJ0 U ako je b =0
wiu ¢ = 0). Crora cy a,b,c# 0.

Iakne, Mmoskemo y3eru na je a = kbu ¢ = ¢b (k,£ #0). Taga numamo na je:
a?+ab+b? = k202 + kb2 + b2 = b2(k2 + k + 1) = 144,
b2 +bc+c? =2+ 002 + 020 = (2 + 1+ 1) = 25,
A+ ca+a? = 020 + keb? + k20? = b2 (02 + kl + k?) = 169.
Omnasne je B?[(k® +k+ 1)+ (2 + 0+ 1) — (K2 + k0 + %)) = 1444 25 — 169 = 0, Tj.
b2+ k+ ¢ —kf] = 0. Hame, xako je b # 0, nobujamo mxa je 2+ k + ¢ — kl = 0,

2+ k
omakise mobujamo nma je 2+ k =kl —{, 1j. { = ﬁ (ako Ou 6uso k = 1, onga

6u 6uno b = a, mro maje a® = b? = 48, mro je memoryhe, jep je b +bc+ c? = 25
ub,c>0).

E+k+1
Ws (2 +k+1) = 144 u 22+ 0+ 1) = 3 TE+1

= 25, mobujamo ma

(k—1)2
je é* L omarne je k — 1 = 124/3. Komauno umamo ab + be + ca =
s T oy e - Ve -
2+k 2+k BP+k+1 2-144
kb2 + ——— b2 4+ k=——1b2% = 22 = = 40v/3.
T TR k—1 2V3 Vs

Tpehu pa3spen — A kareropuja

1. Ako jemmauuny AB = A moMHO;KMMO MaTpUIIOM A, ca mecHe cTpaHe, a jeaHa-
unHy BA = B DOMHOKMMO MAaTpuIoM A, ca jeBe cTpaHe, 100ujajy ce jeqHauvmnHe
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ABA = A? u ABA = AB. Kaxo je AB = A 1o ycioBy 3aIaTKa, TO UMaMO A3 je
ABA = A? = A, tj. mokasanu cMO na je Marpuna A MIeMIOTeHTHa. AHAJIOrHO
ce moxa3syje u B% = B.

2. IMosuaro je na cy tauke A, S u S, Konuueapue (CBe TpU JesKe HA CUMETPAINA

yHyTpammer yraa y temeny A tpoyraa ABC), ma je 36or obpara Tamecose

. ’ . . .
TeopeMe IHOBOJLHO MOKA3ATU N4 j€ ngx = % (jep je no medpuuuumju AD 1 BC n

SS" L BC, na je AD || SS’). Heka cy a,b,c nysuHe CTpaHWIA, HACIPAM TEMEHA
A, B,C, penom, u HEKa Cy S moayobum, h, BucCuUHA U3 TeMeHa A, r MOJYIPEUYHUK

yuucaHe KpykHuie n S IOBpUIMHA I[OJIA3HOI Tpoyria. Tanma je jacHo ma je
ss' _2r _ 22

AD he —

o
Heka cy, name, P u (Q nooupu yIucaHe U CIOJba IPUIKUCAHE KPY/KHUIE Ca

npasoMm AB, pemom. Tamna je uz TasiecoBe Teopeme UCIYHEHO gai = % =3,
a

a

’E

i

!
jep je AP = M=t y AQ = 5. Ilpema Towme, gzi 2 =35 macy S, S’ uD,
3amcra, KOJUMHEeapHe.

3. Ila! IIrasume, mokasalieMo ma 3a CBaku OIpUPOLAH OpOj 7 MOCTOj€ IPUPOTHA
6pojesu ay,as,ds, ..., a4y, KA0 U IPUPOIAH OPOj M, KOJU UMAajy TPAKEHO CBOjCTBO.
Y TOM nmipy, MOBOJBHO j€ Y3€TH IPOU3BOJbHE IPUPOIHE OPOjeBe a1,0asg, ..., Ar_1-
Crasumo na je a, = ailas!...ar,—1!—1. Tana 3a n = aylas!...a,_1! ounraenuo Basku

n! = (ailag!...ar—1!)!
= (a1!ag!...aT_l!)(allagl...ar_l! — 1)'

= ailas!...a,_1!a,!.

4. Bumumo ommax ma je n >k — 1, jep k — 1 mymrapamna MOKEMO YIApUTH Ca
n skeHa. Y OajbeM, MCKOPUCTUNEeMO XOJOBY TEOPEMy 3a pellaBame 3aaTKA.
[IpumernMo ma 3a cBaky IpaBU MOACKYI CKylla MYIIKapalla BaK{ 1a je OH IIO-
Ackyn Herxor (k—1)-TowriaHor moACKyma CKylla MymKaparna, Ia je moryhe ynapu-
TU Taj TOMACKYII Ca HEKUM IIOJCKYIIOM CKYIa sKE€HA, Ma CAMUM TUM j€ U CyCeICTBO
Tor ckyna Behe kapauHasHocTy o Hamer ckyna. Mebhyrum, kako ycnos Xomnose
TeopeMe HUje WCIYHEH, 3aKbydyjeMo na MOopa Ha IMOCTOjU HEKU MOACKYIl CKyIa
MyHIKapamna KOju MMa CyCeNCTBO Mame KapIWHAJIHOCTHU, & KaKO TO HUje HUjedaH
IpaBU MOJACKYI, TO MOpa OWTU Ie0 CKyn cBuxX Mymkapana. MeDyrtum, kako je
CBaka jKeHa KOMIAaTuOWiaHa ca OapeMm jemHUM MyIDKapleM, 3HaMO na je cyce-
ICTBO KapAWHAJHOCTYU YIPABO N, Te je opna k < n. Cana je y MOTIYHOCTU jaCHO
na mopa obutu k=n+ 1.

5. Omrosop: f(z) =z, kao u f(z) =0, 3a cBako x € R.

Y6amusaweMm r = 0 y monasmy pesnanujy Hamazumo na je f(0) = 0. 3arwmm,
ybanusamem Bpensoctu y = 0, manasumo zf(z) = f(z)?, Tako na je f(x) = x
wiu f(x) = 0, 3a cBako x. MebhyTtum, 0BO HUje HOBOBHO na OGUCMO 3aKJbYUMIN
na je yBek ucta ,ommuja’. IIpernocrasumo na je f(a) =0wu f(b) = b, 3a a,b # 0.
Yamumo, cama, v =buy=a—b. Tana je f(a—0b)f(a)+bf(b)+f((a—b)b) = f(a)?,
omaocuo, b> + f((a — b)b) = 0. Tama je, ouurto, f((a — b)b) = —b? # 0, na
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je (a —b)b = b2. Crora je a = 2b. Mebyrum, BUje Moryhe ma oBO Bakw 3a
cBaku oBakas nap (a,b). Ha mpumep, mo:xeMo y3etu HeKO ¢ # 0, Koje je yjenno
pasnuuuTo ox a u b. 3a mera Baxku ga je nan f(c) =0 wu f(c) = ¢, a He Baxku
HU a = 2¢, HuTU ¢ = 2b. TpuBujasHo ce mpoBepasBa ma cy 00a HaBeNEHA Pellemha
BaJUIHA, T€ je TUME NOKa3 3aBPIIEH.

YerspTu paspen — A kareropuja

1. Heka je a — b = q € Q. Tlocmarpajmo momuaom Q(z) = P(x — q), © € R.
JacHo je ma je OBaAKO KOHCTDYMCAHN NOJMHOM KCTOT cTemeHa (GapeM jenaH)
Kao m moiamHOM P, na mMa panuoHaiHe KOepUIjeHTE, jep je TakaB IOJUHOM
P, amu u uctu Bomehwm koedurujent rao u moamHoM P. Ako o3Haummo ca
R(z) = H3O (P(x),Q(z)) Hamasumo na u noimHoM R, takobe, mMa pammoHasHe
KoeduImjenTe, jep uctu mobumjamo ropumrhemeM EyKInmoBOr ajropurMa, Ipu-
MemeHor Ha mosarHoMe P u ( (kopu7hiemeM Te mporenype HajlasKema IOJIN-
HoMa R, cBu meroBu koepumujentu ocrajy yuyrap Q). Takobe, rako je
Q(a) = P(a—q) = P(b) =0 = P(a), to (rnemano uan R[x]) Baxu na ¢ —a | R, Tj.
crenen noaunoMma R je Gapem 1, a kako R | P u kako je P upenynubuias, To je
cTeneH MoJMHOMA [, 3ampaBo, jemHak cTenmeHy moJmHOMa P, omakiie HAJa3mMO
naje P(x) =rR(z) m Q(x) = roR(z), 3a cBako © € R u Heke parmonaise Gpojese
r1 u ro. Mebhyrum, n3 uumenune na cy Bomehu roepunujentr nonuuoma P u @
nneHTHYHYU, nobujamMo ma je r1 = 7o, Tj. ma Baxu P(x) = Q(z), 3a cBako z € R.
Korauno, 0= P(a) = Q(a) = Pla—q) = Q(a—q) = Pla—2¢) =Qa—2¢) =+ =
P(a—kq) =---, Te ako 6u Baskuio g # 0, Tana 6u noauaoMm P umao 6eCKOHAYHO
MHOT'O HyJa, mro Huje moryhe. lakne, ¢ =0, tj. a =Db.

2. Kousekcan gerBopoyrao ABCD je tanrenran ako u camo ako je AB+CD =
AD + BC. Hysxu EF u BD cy nmapajesiHe ako W CaMO aKO BayKU % = ﬁ—g, na
kako je AF = AF, 1o mopa 6utu AD = AB u o6puyto. Anajoruo, nysxu GH u
BD cy napanenne ako u camo ako je BC' = CD. Crora, ako cy CBe TpU ILy:KHU
napaJsenne, nobujano ma Baxku AB + CD = AD + BC, Tj. ma je 4eTBOpOyrao
ABCD TanrenTas.

IIpernocraBumo ma ce mpase ompebenme Tpuma ny:xuma EF, BD u HG

cery y jemuoj tauku, penumo S. I[Ipumenom Memnenajere TeopeMomM mo0ujamo

% = —i:Fy . % = —% . % = —%, 300r ycMepeHOCTH oaroBapajylnux nysxu

u AF = AE. Amnajoruo, % = B¢ Cnenn, % = %, a moOujeHo BasKU aKO
Kpyrosu ynucauu y Tpoyriose ABD u BCD nonupyjy npasy BD y ucrtoj Tauru,
mTo je exsusanentHo ca SAFBD=AD — BCEBD-DC 1 BA— AD = BC — DC,
1j. BA+ DC = BC 4+ AD, na je gerBopoyrao ABCD ranrenras.

Konauno, ako je uersopoyrao ABCD Taurentan, tana, ako je AB = AC u
CB = CD, To cy (3aamo u3 npBor nena nokasa) nysxu BD, GH u EF napasneinse.
Axo AB # AD u CB # CD, tana uukoje nse ox upasux BD, EF u GH uucy

mapadsienne. Crora, mpermocraBumo na ce npaBe BD u EF cery y Taukn X,
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a BD u GH y rauku Y. Ilpumenom MenenajeBe Teopeme mobujamo: %_X)ﬁ— =
_FB.EA _ _BF EA _ _BF .. . BY _ _GB HA _ _BG HA _ _BG ..

Y3  ac DB AG HD ~— T DH>
BA+BD-AD _ BC+BD-CD _ -
S = S = BF, DH =

IF DE_ AF ED — _ED>
ropuctehu panuje jemmaxkocru, BG =

? —
AD+BD—AB CD+BD-CB D B BY :
= = O JakrJie cjaean = IIITO J€ EKBUBAJIEHTHO
S 5 E, on = = S j

ca X =Y, ma ce cBe Tpu mpaBe CEKy y jeIHO] TAUKU.

3. 3am =n mvamo f(n) | nl. Crora, f(1) =1 =1 u3an=m =1 umamo
f(n)+1]nl+1. Crora, f(n)|n!— f(n), f(n)+1|n!— f(n), re karo cy f(n)
u f(n) + 1 ysajamsao upocru, nmamo f(n)(f(n) +1) | n! = f(n). 3a f(n) < nl,
n > 1, je n! > f(n)(f(n) +1) > f(n)?, ma je f(n) < vnl. 3a n = 2, mamo
f(2)+1 | 3, a garo je f(2) +1 > 1 u 3 je mpocr, cremu f(2) +1 = 3, 1j.
f(2)=2=2. 3an=3, mmamo f(3)+1]7, axraro je f3)+1>1mu 7 je
upocr, caeu f(3)+1=7wu f(3) =6 =3l. 3an=4, umamo f(4)+ 1|25, na je
f(4) e {6 -1,25 -1} = {4,24} u ranx yamemo m = 2, umamo f(4) + 2| 26, a 3a
f(4) = 4 mmamo ma 6 | 26, mTo je HeTauHo, na je f(4) =24 =4l. 3a n =5, nmamo
F(5)+ 1] 121, f(5) +1 € {11,121}, ma je f(5) € {10,120}. Axo je £(5) = 10, 3a
n =05, m = 2, nobujamo 12 | 122, mro je merauno. Crora, f(5) = 120 = 5!. 3a
n=6je f(6)+1| 721, na je f(6) € {6,102,720}. 3a f(6) = 6 u m = 2 Bazxu 8 | 722,
mro Huje TayHo. 3a f(6) = 102 u m = 2 Baskm 104 | 722, mro omeTr HUje TAUHO.
Crora f(6) = 720 = 6!. Ilokasyjemo muaykuujom ma je f(n) = n!, 3a ceako n>7.
Axo f(n—1) = (n—1)!, ouma je f(n)+(n—1)!| (n—1)! (n+1), na 3a HEKO TPUPOIHO
k, mmamo kf(n)+k(n—1)!=mn—-(n+1), 1j. kf(n)=n—-1D!(n+1-k) >0,
na jen+ 1>k, tj. k<n. Takobe, Basku f(n) = ("_1)!(,?+1_k) > (";1)!. Axo
f(n) #nl, karo f(n)+1|n!+1, smamo xa je f(n)<n!, omarme cremu na MOKEMO
npernocrasuty a je f(n) < n!, ma f(n) < v/n!. Crora, mamo @ < Vn!, ma
je /(n—1)! < /n-n=+vn3, ommocuo (n —1)! < n®. Mebyrtum, 0BO Huje TaUHO
3an>7. Baucra, (n—1)!, 3a n =7, je 6! = 720, a 73 = 343, KouTpaauKIIja. 3a
n=8 (n—1!'>=(n-1)-2)-(n—2)-3)-(n—3)-4) >n-n-n=n3 Ilarme, 3a
cee n>1 je f(n) =nl, xao u 3a cee n <5 je f(n) =nl. Crora, f(n)=nl, 3a cse
npuponse n. TpuBrjasHo ce mpoBepaBa Oa IOMEHYTa (YHKIHMja 3aI0BOJbABA
yCJIOBE 3aIATKA.

)100

4. (a) Ogrosop je 22023(2100213

Hoxrazxumo na 3a ceaku caeaehn ckyn muamo (%)) HauMHA, OJaKIe CIean HABe-
neno. Ilpumerumo na Baskun BNC = B\ (BAC) nu C\ B = (BAC) \ B, mto ce
nako nposepasa. Onarie caenu na Baxku u C' = (B\ (BAC))U((BAC)\ B). Ha-
KJIe, YKOJIUKO (urcupamo Herkn ckyn S C {1,2,3,...,2023}, Takas na je |S| = 101,
jemuucreno je ompeben ckyn C rtakas na |[BAC| = S. Takobe, ounmro HEU-
je moryhe ga nBa pasnuunTa TakBa ckymna S majy uctu ckyn C, ma je Opoj

rpaskenux ckynoBa C jemnak Opojy ckymosa S 3a koje Baxku |S| = 101, a ou je

TaYHO (2100213) .

(6) Omrosop je 0, 36or maprOCTH. 3aKCTA, IPUMETUMO A& 34 CBAKA ABA CKYyIa
BuC, B,C C {1,2,3,...,2023}, 3a roje Basku |[BAC| = 101, Ttakobhe Baskm ma
je mapuoct 6pojesa |B| n |C| paznuunra. To IMPEKTHO Cieay U3 MIEHTUTETA

3amncra, 3a npsu ckyn mMamo 22023 ysGopa.
2023
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|A|+|B| = |AAB|+2|ANB|, koju ce TpuBmjasHO na npoBeputn. Jlakie, yKOIUKO

OucMo uMau Hu3 ckymoBa Ai, Ao, ..., A1p1 KOjU UCIyHaBa TPaKeHO, MOPaJio Ou
6utu ma cy |Ail,|Asl, ..., |A1p1| ncre maprocTu, amu To Huje moryhe, jep, 3Gor
monarHe ocobuue, Tj. uumeHune ma Baku u |A;AAjgr| = 101, 6pojesu |A1] u

|A101| MOpajy GuTtu paznuyunTe HAPHOCTH.

5. Omrosope je me. IMocmarpajmo ¢pymrmmjy f : N — N zamary ca f(2) = 3,
f3)=2, f(n) =n, n € N\ {2,3}. Jlako ce npoBepaBa Ia OHA UCIYHABA YCJIOB
u3 3amaTka, a Huje Heomanajyhia, jep f(2) > f(3).

IIpBu pa3pen — b xkareropuja

1 1
1. Kaxo je 5 > 0,03 > 0,004 = 0,972 0,968, j. 57 +0,968 > 0,972, 10 3 cne

k
pamuonasHe OpojeBe 0OJIUKA 7 2<I<3lnl1<k<l—1, a kKoju cy Mamu on
1, Basku ma cy, takobe, mamu u ox 0,968. OmaBne HamazuMo ma TpaxkeHu OPOJ
31 30
Mmopa 6butu Behu on 31. Kaxko je 33 = 0,96875 (5 =0,9375) y 0BOM 3aTBOPEHOM

UHTEPBAJIY, nobujaMo ma je TpaskerHu 6poj 32.

2. (IPBO PEIIEIHLE) U3 ycnosa 3amaTka mMamo ga je E7’ B?’ u ﬁ =
E. Kako je E cpenumre AB u H cpem/nnTe CD umamo na je EA + ﬁ 0
MC?—}-ﬁ—O H&JGE? EA—i-E—I—ﬁ HH—E@—FB?—FC?
CabupameM oBe 2 jemHakocTu qobujaMo ma je QE? E—i—B? ﬁ+ﬁ Tj.
ﬁ = %E + %E , ma je tauka H cpemumre mysxu FG.

A E B

(IPYTO PEIIEILE) U3 ycaosa 3amaTka uMaMo 1a je ﬁ Eg = YeTBOPO-
yrao FFCB je napajesorpam, 1a je u 1@ E—g = 11@ Cumuno, I/IMaMO na je
ﬁ }fﬁ = yerBopoyrao FGDA je mapamenorpam, ma je u __5 EA 11@

Crora je u F(? = DE?, ma je u yeropoyrao FCGD je napaiaenorpam. Kako
ce mujaroHaJie mapaJiesorpama moJjoBe, nobmjamo ma je tauka H u cpemumre
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mujaronase C'D u mujaronane F'G, uume cMmo mokaszanu na cy tauke F, G u H
KOJIMHEeapHeE.

3. Ilpumermmo ma je 1+2+4+3+4+54+6=21ul+24+34+4+54+7= 22,
a cBaka cyMa 6 pasauuutux OpojeBa je Beha om 22, MOKEMO 3aKbYUUTU 14 CY
1,2,3,4,5,7 ceu nenmuonu on n. Onna je n memwus u ca H3C{1,2,3,4,5, 7} = 420.

4. Kako je spemuoct f(3) = 13 seh mara, octaje ma oapeanMo jom BPEeAHOCTH 34
FQ), £5), £(7), £(9), f(11) n f(13) (TO cy cBe pazauuuTy napuu 6pojesu u3 Nig),
kao u Bpemnoctu 3a [(2), f(4), f(6), f(8), f(10) u f(12) (to cy cBe pasmumuutu
Henapuu 6pojesu n3 Nip). U jemso u nqpyro moskemo onpenuru Ha 6! =6-5-4 -
3-2-1 =720 maumna, ma Tpakenux ¢ymrnuja mma (6!)2 = 720% = 518400.

5. Y cBakOM MUHYTY YKymaH Opoj ocoba ce mpoMeHu 3a OPOj KOjU maje OCTATaK
1 opu nmemewmy ca 3. Osrnaummo ca S; 6poj ocoba y HPOCTOPUjU HAKOH {-TOT
MmuayTa. Ha mouerry je Sp = 0, a 300or ommcanor mpasuia je Sit1 = S; +
1 (mod3). 3aro je 3a cBako k € N ncnymeno Sz, = S3p—1) +3 = Szp—1) = -+ =
So = 0 (mod 3). Iakrne, makon 100 catu, tj. maxon 6000 munyTa, 6poj ocoba y
mpocTopuju Mopa outu mesuB ca 3. Mebyrum, kako 3 me meaum 2023, oaroBop
Ha TMUTAmE U3 3aaTKa je OIpeYaH.

Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. ITpema ycnoBuma 3anaTka, HaTy U3pas3, O3HAYUNMO ra ca I, MoxkeMo TpaHcdo-
pMmucaTu Ha cienehu HAYWH:

I:\/a+b+c+2\/5\/a+b—|—\/a+b+c—2\/5\/a—|—b

— (et Va2 + /(o VaTop
=Ve+Vat+b+ve—Va+b
=2y/c.

jep je vVa+b < +/c. Onasne je jacHO ma maTu u3pa3 He 3aBUCU OX a U b.
b — 2P

2. (a)Us P = “5 b12 _ 013 = a= 5 5, c= 13 Kako 3a oBe cTpanure

2
He BaKW HeJeﬂHaKOCT Tpoyrna a=2L = 222 >b+c=320 428 = 2828

) 5 T 125 156 °
TPOYrao He IOCTOjH.

TaKaB

(6) Us P =28 = b9 — =l2 =22 p =22 =20 Kaxo 3a ose cTpanume
3 i — 2P _ 2P6 — 2P , 2P _ 2P7
BayKM HEJeJIHAKOCT TPOYTIA, jep a = % = %52 < b+c = 5 + 95 = 57,

TakaB TPOYTao HoCToju (JOBOJBHO je HpOBepI/ITI/I caMoO OBy HEjeITHAKOCT, jep je a
4P? _ 4P%.25 _ 4P%.36 _ 4P% _

144 — 71296 1296 36

Hajay#&a cTpanuna). Kako Baskm b? + ¢ = 48131 +
a?> = A je Tynoyriu.

3. Osmaummo ca D IUCKPUMUHAHTY MOJIa3HE KBaJpaTHe jeqHadumHe. Tana Basku
D >0 u ¢ 063upom ma cy peliema ucre panuoHasHu OpojeBu, 1O je 0 < VD =
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b € Q, 3a Here y3ajaMHO IpOCTe MPUPOAHE OPOjeBe p U ¢, Tj. 3a HEKe MPUPOIHE
q

2
6pojese p u g 3a xoje je H3/I (p,q) = 1. Crora, mopa Gutu D = p—2, 1j. ¢°D = p?,
q

omakse Baxku na q | p?, Tj. q | p, jep je H3 (p,q) = 1, mro je moryhe camo y
cayuajy ¢ = 1. Ilakme, D = p?, ma je nuckpuMmmHanTa D KBaIpaT IPUPOTHOT
opoja.

Iloxasxumo, y maspeM, na Opu JATUM YCIOBMMA, NUCKPUMIHAHTA [IOJIA3HE
jemHAYMHE MOpa JATU OCTATAK H MO MOAYIy 8. ¥ TOM NUby, HEKA je a = 2n — 1,
b=2m —1wu c=2k—1, 3a Heke neiae 6pojese m,n u k. Tana Baku

D= (2m—1)>—4(2n - 1)(2k — 1),

te kako je (2m —1)2 =4m? —4m +1 = 4m(m — 1) +1 = 1 (mod8), jep je 6poj
m(m — 1) mapan, u 4(2n — 1)(2k — 1) = 4 (mod 8), o je D = 5(mod38). Jlako ce
MoKa3yje ma KBaApaTH IMeJuX OpojeBa Mpu Aebemy ca 8 He MOTY OaBaTU OCTATAK
5. Mory matu camo octarke 0, 1 unau 4, ogakie 3aK/bydyjeMoO Oa OTUCKUMUHAHTA
naTe KBaApaTHE jeHAUYMHE He MOKe OUTU MOTILYH KBAAPAT, ONAKJIe CJIEON Ha CYy
pemema KBagpaTHE jeqHAUNHE UPAIUOHAJIHU OPOjeBU.

4. Ako 6ucmo ox 3 objekra jemHaka IO CBUM aTpubOyTHMa, OCUM LITO je& jenaH
TEKU OJ] OCTAJINX, TPAaKUIN HAjTEXKU ODjEeKAT, MOBOJFHO j€ CAMO jeITHO MEDEHE.
To MOKeMO M3BECTH TaKO IITO MOXKEMO CTAaBATHU IO jeZaH O0jeKaT Ha CBaKU
on TtacoBa. Y CAyIajy HEpaBHOTEXKE, TpasKeHW O0jeKaT je OHaj HA Tacy Koju
nmpeTreske, CBaKaKo. & CYMPOTHOM, TpaskeHu ODjeKaT je OHaj KOju HUje HU Ha
jemHOM Ol TacoBa.

Axo 6ucMo Masu 9 Kyraumna ol KOjUX je jemHa Teska Ol OCTaJnX, IOTpe-
OHa Ccy HaM [Ba MEpema Oa IPOHAIEMO yIpPaBO Ty TEXY. 3awmcra, 9 ryrawuna
MOKEMO IONEJWUTU Yy TPU TIPyIle OA IO TPU KYIVIMIE U NPUMEHUTU OBA IyTa
MPEeTXOOHO pa3MaTPaHy cTparerujy. ¥ ciaydajy ca 23 Kyrauie, MOKeMO Halpa-
BUTU TPU TPYIE TAKO na y BUMa mMaMo peroMm 9, 9 m 5 Kyraumna @ OHIA Ha
BAry CTaBUTU, PEIUMO, IPBE ABe rpyne. AKO HACTYNU HEPABHOTEKA, 3aJATAK
ce CBOIM Ha pa3MaTpaHu ciaydaj ca 9 ryrauma. Y CYOpPOTHOM, gonaBameM 4
MepeHe kyraune y Tpehy rpymy, 3amarak ce omeT CBOIOW HA CJIyYaj Cca yKYIHO
9 kyrauna. Kako maMm je 3a caydaj ca 9 kyrauma moTpebHO TauyHO 2 Mepema,
IOBOJbAH OpPOj Mepema na mpoHabhemo HajTexy je 3.

5. Hejenmauuna je mepumumcama 3a x € (—o0,0) U (0,1], jep mopa Outm 1 —
r>0u 11—z # 1. IlpebanuBameM u3pasa ca AeCHE CTpaHe Ha JIEBY, HAKOH
cpebuBama, mobujamo

Vi—z—-2V3z >0
Vi—z—-1)(1T—z+1)~
Ouurnenso je ma 3HaK M3pa3a y KMEHUONY 3aBHUCH CaMO O 3HAKa MU3Pa3a

v1—1xz—1, jep je 3a caBako r <1 ucnymeno /1 —z+1>1. Crora, pasMoTpuMo
IBa CIIydaja.
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1°0y1-2-1>0,1j]. 1<y/1l—2,71]. 1<l—2,1]. 2<0
Y oBoMm cayuajy HejemHauuna noctaje /1 — x—2v/3 >0, omocHo 2v/32<V/1 — «,
mTo je TayHo 3a cBe < 0.

2°: V1I—-z-1<0,71j. Vi-z <1, 1. 1—2 <1, 1j. 2 € (0,1], 360r
obnacTy nepUHUCAHOCTU HEjeTHAYVHE
Y oBowM cayuajy Hejeamaunua moctaje v/1 — z—2v/3 <0, ogrocro /1 — 2<2v3 z,

tj. 1222 + 2 — 1> 0. Amamusom nobujene kKBampaTHe (YHKIUje TPUBY]jATHO
1

HaJIa3uMO ma Mopa outu x € (—oo,—=] U [—,+00), Te KaKo je y OBOM Ciy4ajy

) 3 4
z € (0,1], To je x € [1,1].
Konauno, y3umajyhn y 063up nobujeno y oba ciydaja, TOJIa3UMO IO 3a-
1]

K/bYUKa Ja je CKyIl pellerma IoJa3He Hejexnadnde ckyn (—oo,0) U [—

4
Tpehu pazpen — b xkareropuja

1. Ycnos ma je mpsu joraputam medurucan je 2 + 3z > 0, ogHOCHO, T €
(—00,—3) U (0, +00).

IIpBy HejenHAYMHY MOKEMO HAIIMCATU Y OOJIUKY T - (10g0_5(x2+3x)+2) > 0.
IIpousBon mBa 6poja je mMO3UTHMBAH YKOJUKO Cy 0ba Opoja MO3UTUBHU Uau 00a
6poja HeraTWUBHU, OIaKJe HOOMjaMO OBa CUCTEMA Ca IO JBE HejeqHAYNHE:

(x>0, logy s(x* +32)+2>0) u (z<0,logys(x*+3x) +2 <0).

Jennauuna logg (22 +3x)+2 > 0 & log, (22 +3z) > —2 = log, 5 4, ma Kan
ce ocaobomumo aorapurma (36or 0.5 < 1 mema ce 31ak!), nobujamo KBaapaTHy
wejenmaunny x2 + 3r — 4 < 0, Koja mma pememe z € (—4,1). Pememe mpsor
cuctema, Tj. cuctema Hejemnaumna (x > 0, log, 5(z% + 3z) + 2 > 0), je x € (0,1).

Cauuno, logy 5(z% +3z) +2 < 0 & logy 5(z? + 3z) < —2 = log, 5 4, ma Kazx
ce ocaobomumo gorapurMa (36or 0.5 < 1 mema ce 31ak!), nobujamo KBaapaTHy
nejennaunny 2+ 3z —4 > 0, koja uma pememe z € (—oo, —4) U (1, +o0). Pememe
ApyTor cuctema, Tj. cuctema HejenHaumua (r < 0, logy 5(2? + 3z) +2 < 0), je
x € (—o0, —4).

Konauno, cmajamem pemema oBa ABa CUCTEMa M0OUjaMO na je perreme
IpBe JOorapuTaMcke HejeIHaunHe jeqHaxo x € (—oo, —4) U (0,1).

CpebuBamem u3pasza y APYyroj HejeqHAUMHU IIOJA3HOI CUCTEMA TOOMjaMo
na je

2logy 3 — 3logg 45 -

=1
log, 75 + logg 95 3

)

Te ce OBa HejemHaywmHa cBoau Ha x + 4 > —1 u oHa mMa pememe £ > —5.
YKynHO pememe mobujaMoO Kao Mpecek oBa nBa pemema: = € (—5,—4) U
(0,1).

2. Heka je ABC matu Tpoyrao. Os3saummo ca a u b, peIoM, Ay:KUHE CTPaHUIA
BC u CA, a ca § un v yuyrpamme yriaose y temeruma B m C TOor Tpoyria,
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penom. IIpermocraBmMo, IpBO, Ha TPOyrao pPOTHPa OKO CBOje @ CTPAHUIE, Tj.
oko crpanure BC. Y cayuajy mna je TAyHO jemaH ol yrJyioBa [ WX Y jeIHaK
90°, y Tom mpomnecy hemo noburtn oGpTHO Teno (00MUHYy mpaBy Kymy), KOje mMa
[OJIyIPEYHUK OCHOBE jemHak h, = % U BUCHUHY jeIHAKY a. Y KOJUKO Cy [ u
~ OWITpU YTJIOBU, HE3aBUCHO O]l BeJUYUHE yria y Temeny A, mobuhemo mse
Kylle, UCTUX HOJIYIPEUHUKA OCHOBa jeqHakux h, (OCHOBe Cy HACIOIEHEe jenHa
HA ApYry), umMju je 30Up BUCWMHA jemHAK, yIpaBo, a. Y Ciaydajy Oa je HEKu
on (TavHo jenam) yrioBa [ wmaum 7y TyI, IPWINKOM poranuje he ce popmupaTu
TEJO0 UIAEHTUYHO TeJy KOje HacTaje Kala M3 jelHe KyIle ,,M3BaAuMO’ Mamy KyILy,
UCTOr MOJyIPEYHUKA OCHOBE, C TUM INTO j€ PA3JIMKA BUCUHA TUX KyIa jeIHAKA
a. Y CBaKOM OX OBa TPHU Cilydaja nobujaMo KCTy 3alpeMUHy OOPTHOr Teja:

4P3%*1
V, = % (%)2 -a = . Amasioruo ce nobuja u na je 3ampeMuHa OOPTHOT TeJa
3a
. . . . 4P
KOje mobujamMo Kama TpOyrao poTupa OKO CBOje crpanuie b jemnaka V, = 3D
. 4P%r  4P%r 1 1 .
Opanre mmamo na je Tpaskenu omHoc V, : Vj, = : = - =, Tj.
3a 3b a b

Vo :Ve=b:a.

3. U3 mouernor ycaosa uMmamo aa je n” = 2023 (mod n), onakue cnemu n | 2023 =
7-17%. Tarobe, ykonuko je n> 14, Tama 6u pamumo 0 = n™ = 2023 (mod 49), mrro
Huje moryhe. V3 nperxonHux 3amaskama IPeOCTaje joul NCIUTATU caydaj n =7,
IITO U jecTe pememe MoIa3HoT Mpobiaema. 3aucTa, ma 6u Baskmmo 24-32.5.7 = 7! |
77 — 2023, Tpeba mokazaru ma 16 | 77 — 2023, 9 | 77 — 2023, kao u ma 5 | 77 — 2023,
jep, ceakako, 7 | 77 — 2023. Ctora, Tpeba yNOPeIUTH OCTATKE MU ALTLEmY
6pojesa 77 u 2023 ca 16, 9 u 5.

Mmamo ma 6poj 48 maje ocrarak 0 npu nememy ca 16, omakie cienu na 72
naje ocratak 1 npu nemewy ca 16. laxrie, 77 MOpa IaTU OCTATaK 7 MPU AeJLEHY
ca 16, a To je yjemHo u ocrartak npu nemeny Opoja 2023 ca 16, jep 16 | 2016.
Cauuro, ocTaTak pu gesbeny 6poja 7' ca 9 je 7, jep 9| (73 — 1) = 342, mo je
yjemHO m ocTaTak mpu gememy Opoja 2023 ca 9 (smamo ma 9 | 2016). Komauno,
74 opu gejbewmy ca b maje octaTak 1, omakJe cileou na 77 naje ocTaTak 3 mpu
nememy ca 5. Kako je ocrarak mpu gememy 6poja 2023 ca 5 jemHax 3, TO
5|77 —2023.

4. Ha cnenehuMm ciamkama je y CBako IoJbe MAXOBCKe Tabie ynucas 6poj KOIUKO
noJba HAALA AaMa Ca TOT M0Jba (CIUKA JEBO) M KOJIMKO II0Jba HAIlaAa CKAKAd Ca
TOr mosba (CamKa 2. cjeBa) — TO je MCTO U €& KOJMKO I0Jba OU CKaKad HAIATAa0
[aMy YKOJIMKO Ce HAJIA3U Ha TOM IOJBY.

21]21)21|2121|21|21|21
21]23|23]|23|23|23|23]21
21|23]25|25]25|25{23|21
21|23|25|27|27|2523|21
21|23]25|27|27|25{23|21
21]23)25|25|25{25{23]21
21|23]23]23|23]23]23|21
21]21|2121|21|21[21]21
abcdefgh

=N W = OOy =1 o
P NWhOOO N
OIN|W| B BB W

{o) [¢8] B=N [o] (2] [o)] [op]l BEN| (48]
o|B|o|o|o|o|o|o| >
[o] =Y (o] [oe] (o] [oe] [oc] [op] BEN
o|B|o|o|o|o|o|o| >
||| |o||o |~
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8 |23]24]25]25]| 25]25] 24|23 8 [40{39]38|38|38{38]39{40
7 |24]27]29]29|29] 29{27] 24 7 139]36]34(34]34[34]36{39
6 |25]29]33]33|33]33|29]25 6 |38}34]30{30]30{30]34|38
5 125]29]3335[35|33]29] 25 5 138]34]30] 28|28{30|34|38
4 2529 33}35|35{33] 29|25 4 [38]34[30]28]28|30]34/38
3 |25]29]33]33]33]33}29{ 25 3 38]34]3030{30{30|34|38
2 |24]27]29{29|29]29] 27] 24] 2 39]36|3434|34|34]36]39
1 |23|24]25|25]25|25]24] 23 1 [40{39]38|38|38{38}39{40

abcdetgh abcdetgh

Kana cabepemo oBe 6pojeBe mobujaMo CIUKY 3. CleBa, a Ty je y CBaKO
moJsbe ymmcaH Opoj mMoJhba KOje Hamama maMa ca TOr MoJba WM Ou mama Ouiia
HamalHyTa ako 6u Ty Ormo ckakay (IPUMETHMO [a Cy OBa [0Jba AWC)yHKTHA,
3aT0 UX camo cabupamo). Ha nocaenmoj cauim (Ckpo3 mecHo) je 6poj mosba
HA KOjUMa MOKe OUTH CKakad TAKO Na HUT Hera Hamala JaMa HUT OH gaMy (To
yrymHO 64 mossa omy3Memo 1 mosse rae ce Haja3u gaMa u d MoJba KOja HAIama
[aMa ca TOr NOJha M § IOJba Ca KOJUX CKAKAU Halazna gaMy Ha TOM IIOJBY, Tj.
63 — (d+s), 1j. ox 63 omy3amemo 6poj ca 3. CiUKe JIEBO).

Ykyman 6poj HaumHA Ha ce cTaBe Oeja mAaMa U IPHU CKAKa4d Ha MaXOBCKY
Tabiry 8 X 8 Tako ma HHUjeqHA OX Te 2 UIype HUje HANaAHyTa je jenHak 30upy
cBux OpojeBa ca CJMKe CKPO3 IECHO, a TO je jeIHaKO:

4-40+8-39+16-38+4-36+16-34+12-30 +4-28 = 2240.

5. Yroauro je XY Z tpoyrao y pasuHu, ca Pxyz heMo o3HaumTu mHeErosy Io-
pumny. Jlokaskumo ma je Pynp jemsaro 2023 cm?. 3Baucra, mexa cy A, B’
u C' monuoskja Bucuna u3 remena A, B u C tpoyraa ABC, koja oarosapajy
crpanunama BC, CA u AB, penowm, u Heka je M', Takobe, mogHOXKje BUCUHE U3
temena M tpoyraa CM N, koje onrosapa crpanuiu NC. Osnauumo ca a, b u ¢
nysxuuu crparuna BC, CA u AB, tum penom, Tpoyria ABC. Kako je NC' = 2b,
to je Poyyny =b- MM’'. Ca mpyre crpare, ako mocMarpamo Tpoyriaose BCB’
u MCM’, 3akmyuuhiemo, onmax, na cy nomymxapuu (YCY), jep je BB'||MM’.
CJIe,lI[I/I7 BB/ = MM/, IIa je PC]WN =b- BBI = 2PABC~

N
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Amnajiorso ce mokasyje ma je Payp = ¢- CC’' = 2Pspc, kao u Pgpy =
a-AA" = 2Pspc. Hakne, Pynp = Papc + Pocun + Panp + Pepyu = TPapc =
2023 cm?.

Yereptu pa3pen — b kareropuja

1. Ksamparna ¢ymrmaja f(z) = 22+ — 2 uma myne 1 = 1 1 22 = —2, a Teme
napa6oie je rauxa T(—3,—3).

dynmuja g(z) = —f(r) = —2? — r + 2 wma ucre HyTe, a Teme mapaboie joj je
D).

?+x-2, 1€ (—00,—2]U[l,+00)

2?2 —r+2, ze€(-21).

Oapenumo 3a KOje BpeJHOCTU TapaMeTpa m IpaBa iy = & + 1m IPOoJa3u KPO3 HEKY
on tagaka Ni(—2,0) m Na(1,0) wiu je TanrenTa Ha mapabony y = —x2 — 1z + 2.
Kana y6amumo roopausare tauke Ni(—2,0) y jenHaumny npase y = & + m Jo-
bujamo m = 2. Kana ybamumo roopamuare tauxe N3(1,0) v jenmauumny mpase
y =z +m mobujamo m = —1.

OapenuMo m Tako Oa IpaBa y = T + m u napabona y = —x2 — x + 2 uMajy jemay
3ajemHUUKy Tadky (Tam je Ta mpasa TaHreHTa mapabose): x4+ m = —x? —x + 2,
Tj. n0OUjaMO KBaIPATHY jenHaunny &2+ 2x+m—2 = 0 kKoja uMa IUCKUPMUHAHTY
D =4—-—4(m—2) =12 — 4m. [a 6u nManu jeJUHCTBEHO peIleme Mopa buru
D =0, ma nobujamo m = 3.

OBe 3 mpaBe, y=x+2, y=x—1u y=2x+3, cy TPAHUYHUA CIIydIajeBU 3a TO
KOJIMKO IIPECEUYHUX Tadaka MMajy mpaBa y = T + m U rpaur QyHKOuje y =
|#2 + 2 — 2|. To je cBe mpeACTaBLEHO HA HAPETHO] CIUTIM.

Crora je |22 + 2 — 2| = {

3a m < —1 Hema pemema; 3a m = —1 uma jeqHo pememe, 3a —1 < m < 2
u m > 3 uMa ABa pelema; 3a M = 2 U m = 3 UMa TPU pellena; 3a 2 < m < 3
UMa YETUPU PelleHmhAa.

Hamomena. Moske ce rieaTi 1 KOJIMKO IPECEUHUX TaYaKka UMa rpadur GyHKIN-
je



49

x? -2, x € (—o0,—2]U[1,400),

24r—2—z=
| | —x?2 -2z +2, we(-21),

ca mpaBoOM y=
m, rae je m € R.

2. (IIPBO PEIIEIE) U3 kBanpara As AyAAs, crpanune d u aujaronase D,
no6ujamo Besy D = dv/2.
d-2 d.-D ,

= ——, JIIOK je NOBPHIMHA IEJOT OCMO-

4

d- .
yraa 4 - = d- D, ynme cMO TOKa3aJau 1A je MOBPIIUHA TPABUIHOT OCMOYTIIA

[Mospmuna mentouna OAzA; Ag je

jemHaka IPOM3BOLY ILy:KMHA HErOBe HajMame UM HajBehe aujaroxasie.

(IPYTO PEHIEIGE) IMospmwmua P ocmoyraa je 30up HOBpImIMHA 2 MOLY-
napua tpamneda AjAgA7Ag u Ay AsAyAs m mpaBoyraonmuka A;AsAsAg.  He-
K& je @ CTpaHWIla IPABUJIHOT OCMOyria. Tanma je mujaronasna A;Ag jenHaka

a av/2

A1Ag = A\M + MN + NAg. Bucuna tpanesa h = AgM = E =3 a OCHO-
2 2
Bulle Tpamnesa cy A;Ag = % +a-+ % =a+aVv2= a(l+ \/5) u AgA7; = a, na
AAg + AgA
je moBpmmHA Tpane3a Pa, A,4,4; = % - AsM = (a + a—\z/i) . ‘IT\/E ITo-

BpmuHa npaBoyraoruka Ay AsAsAe je Pa,a,a,4, = A1As- A1As = a- (a + a\/i),
ma je MoBpIIMHA HeTor ocMoyTaa P = 2PA, A A, 45 + PayAsasa, = 20%(1 4 1/2).

U3 npasoryior tpoyriaa Ay AgAs manazumo mujaronany Ay As? = A1 Ag? +
AsAg® = a® 4+ a*(1+v2)? = a*(44 2V/2), 1j. majseha mujaronana je D = A A5 =
a\/4 + 2v/2. W3 npasorymnor AA; NA; HaIa3uMo IujaroHasy

2 2
A1A7? = AAN? 4+ NA;? = <a+aT\/§> + (#) =d?(2+2),

Tj. HajMama aujaromana je | = Aj A7 = a\/2 + /2. Iakre, npoussoxn Hajsehe u
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HajMame OUjaroHaJie IOJIa3HOI OCMOYTJIa je

D- :a\/4+2\/§-a\/2+\/§=a2\/§(\/2+\/§)2=2a2(1+\/§)=P,

mTo je u Tpebaso JoKa3aTu.

3. TpuBujanuo ce mpoBepaBa na x = 10 jecte pememe moJa3He jeTHAUYUHE.
OuurnenHo, ako je x € Z pememe nare jeaHadwHe, na Mopa Baxkutu x = 0, jep
3a ¢ < (0 nmeBa crpaHa jemHauuHe je meo OPOj, HOK je MeCHa PAaIMOHAJAH, KOju
HUj€ I€O0.

Taxrxobe, nako mposepaBaMoO (jeTHOCTABHUM yOaNUBAH€M BPEIHOCTH) Oa
neau 6pojesu 0,1,2,3,4,5,6,7,8 u 9 Hucy pemema nosiasHe jenHauuse (JeBa
CTpaHa je y CBUM TUM ciydajesuma crporo sBeha ox mecue).

Hexka je cama x =n >11. Kako je n € Z un > 11, To je n upuponas 6poj
e mMamu on 11. TpuBujasHOM TPUMEHOM NTPUHIUANA MATEMATUYKE WHIYKIIA]jE
nmokasyjeMo ma 3a csako n > 11 Bakm 6(n+ 1) < 2. 3awncra, 3a n = 11 tBpheme
ce ceomu Ha 72 < 2'' = 2048, mTo je Tawmo. AKO GMCMO TPETHOCTABUIU Ha
rcro Bazku 3a HEeKO n € N, n > 11 (unmykruBHa Xumore3a), Taxa Ne BAKUTU
6(n+2)=6n+12=6(n+1)+6 <2"+6 <2"+2"=2.2" =2"" jep je 3a
n > 11 ucnymeno 6 < 2048 < 2". Iakue, 3a cBako n > 11 Bamu 6(n + 1) < 2™,

Kopumhiemem mperxomno mokasanor, Tj. Hejemmakoctu 6(n + 1) < 27
n 2 11, canyHO ce mOKa3yje ma 3a cBako n > 11 Bawu u 2 +3n+1 < 27
Bamncra, 3a n = 11 mejemmakocT mocraje 397 < 21 = 2048, koja je Tauna. Axo 6m
HejeIHAKOCT BasKMJIA 33 HEKO IpUpPoHo n>>11, Tj. axo 6u 6umao 3n?+3n-+1 < 27,
Tanga Ou, HA OCHOBY NPETXONHO AOKa3aHe HejemHaKoCTu, Baskuio u 3(n + 1)2 +
3(n+1)+1=3n?+3n+1+6n+6=3n*+3n+1+6(n+1) < 2"+2" =2.2" = 2"+
OlaKjie, HA OCHOBY IPHHINIA MATEMATUYKE WHIYKIHje, CIEeAN Oa je 3a CBaKO
npupoaro n > 11 ncnymeno 3n? +3n + 1 < 27,

Kownauno, kopuctuhiv, TOHOBO, MPUHIUI MATEMATUYKE UHIYKIUjE, TOKAKL-
MO Ha Kpajy ma he 3a cBako n > 11 Baxuru n® +24 < 27. 3a n = 11 je TBpheme
TPUBMjaTHO TauHO, jep je 1355 < 21 = 2048. Ako 6um 3a meko n > 11, n € N,
BaEuio N’ + 24 < 2" (MEAYKTUBHA XWIOTe3a), Taja e, Ha OCHOBY WHIYKTUBHE
XUIMIOTE3€e U ApYyre MOoKa3aHe HajeTHAKOCTHU, 3a cienuhu mpupoman 6poj, Tj. 3a
n+1, 6utu ucnymeno (n+1)3+24 = n3+3n2+3n+25 =n3+24+(3n?+3n+1) <
2" 42" =2.2" = 2" Jlakme, n® 4 24 < 27, 3a cBako mpupoaHO n > 11, omaxie
cilequ Ja NoJia3HA jeAHAUYMHA HEMa pellema y CKYIy HPUPOAHUX OpojeBa Koju
HUCy Mawku on 11.

W3 cBera mokasamor, jequno pememe jemaauwnue je x = 10.

4. 2 rpyne ox 1o 4 ocobe Moxemo pacnopenutu Ha (14-14+2-1213).21.92.(41)2 =
1622016 mauuna!

OGjammeme: AKO je jenna rpyma JeBo, a Apyra JECHO, OHIa MOMKEMO MPBU pPel
cBake on TuxX rpymna m3abparu Ha 14 Haumaa — ox 1. mo 14. u Tto maje 14 - 14
usbopa. AKO cy obe rpyme Ha HUCTOj CTpaHU TO Ce CBOAM Ha u3bop 2 Gpoja
on 1 mo 14 koju HUCY y3aCTONHU: ako je m3abpaH Mamu Opoj 1 aApyrm Moske
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on 3 mo 14 (12 moryhuoctn), ako je mzabpan mamu 6poj 2 mpyru moske onm 4
mo 14 (11 moryhuocru), ako je uzabpan mawu 6poj 3 mnpyru moske on 4 mo 14
(10 moryhmoctn), ... , ako je mzabpan Mawu 6poj 12 mpyru moske camo 14 (1
moryhnoct), ma oBakBux u3bopa Ha cBakoj crpanu uma 12+11+10+.. +1 = 122&,
a YKYIOHO X mMa 2 - 122J Koja je uerBOpKa TAe, TO MO¥KEMO ompenutu Ha 2!
HauymHa. Kaza cMo omabpainu penoBe M CTPaHY Ie Ce HajJa3W Hallla YeTBOPKA,
Mo:keMO nx cMectutr Ha cemumTa (AD mnm AIL), mro cy jom 2 moryhuoctn 3a
CBAKO OJf OBe 2 UeTBOPKe. Kama cMO oApeauyu TO3UIMje Ha KOjuMa Cy, JbyIe
MOKEMO pacmopeauTu Ty Ha jom 4! Hauwna, 3a cBaky o1 oBe 2 deTBOpKe. Tume
cy HaM 3ay3ere 4 pena on ykymHO 50.

5 rpymna ox mo 3 0ocobe MOMKEMO PACIOPEIUTH HA (456) 51 (3% = 933120 - (456) =
1279077972480 nauuna!

OGjammeme: Penose y KojuMa Cy HEKU O JbYOU U3 YETBOPKE HE MOKEMO Ou-
partu, ma ocraje ma onm npeocranux 46 pemoea omabepemo 5, TO je (456). Koja je
TPOjKa rae, TO MOkeMO onpenuTy Ha 5! maumna. Kamga cmo ompenuinu mosumuje
Ha KOJUMa Cy, JbyJEe MOKEMO DACIHOPEIUTH Ty Ha joumr 2! HauwHA, 38 CBAKy OX
oBux 5 Tpojku. Hakou oBora mam je 3aysero 4+ 5 =9 penosa on ykymuo 50.

8 rpyma oxn mo 2 ocobe MOKEMO PaCIOPEIUTH Ha (481) -81.28.(21)8 = 2642411520-
(%4) = 252477783303782400 naunnal

O6jammeme: Penose y kKojuMa Ccy HEKM OX JbyAW U3 YETBOPKE MM TPOjKE HE
MOKeMO Oupartu, ma ocraje ma onm mpeocrtanux 41 pemoBa omabepemo 8, TO
je (481). Koja je mBojka rme, To mMoskeMoO ompemutu Ha 8! maumna. Kama cmo
onabpaiy penoBe T'Ie ce HaJIa3e Hallle NBOjKE, MOXKEMO UX CMECTUTU Ha Cenu-
wra (AD umu AIT), wro cy jom 2 moryhuocTu 3a cBako on osux 8 nBojru. Kana
CMO OOpEIUIN MO3UIMje Ha KOjuMa Cy, JbyIde MOKEMO DACIOPEIUTU Ty Ha jOII
2! mauwmHa, 3a CBaKy OJ OBUX 8 IBOjKU.

Osum cmo pacnopenuiu 2-4+5-348-2=39 mymu. [Ipeocramux 150 —39 = 111
MOKEMO PACIOPEIUTH Ha ocTaja MecTa Ha 111! mauuna.
YKYIHO TPaKEeHUX PACIOPENa UMA:
(14-14+2- 1213y o192 (42 . (1) .50. 30> - (Y)-81-28.(2)® - 111!
5. (IPBO PEHIEILE) IIpumenom mejennaroctu usMeby apurMeruuke u re-
OMETPHUjCKe CpeIauHe HOOmjaMo
n—1
—
-1 1+14+...4+1
T+n _zH+l+l4...+ >

n n

MuoskemeM mocienme HejeTHAKOCTU ca N J00ujaMo TPaKeHy HejeTHaKOCT.
(IPYTO PEUIEILE) IMocmarpajmo ¢yurnmjy f(z) = nzw —z+1, z> 1. Tazna
je f'(x) = zw~! =1, 3a cBaro x > 1. Kaxo je 3a z > 1 oumramemno f'(x) <0, 3a
6uno koje n € N, to je f omamajyha ma (1,+00), ma Bazku f(x) < f(1) = n, 3a
cBakKo z > 1.

(TPERE PEIIEIHE) Hera je n = 1. Tanga je HejeqHAKOCT TPUBUjAJIHO UCILY-
HEHAa, jep ce CBOAMW Ha JeOHAKOCT, Tj. Ha & < I, IITO je TavyHO, 38 CBako T > 1.
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. . . 1
Hexka je, mame, n > 2. Jlara HejemHAKOCT je ekBuBaJsieHTHA ca n(rn — 1)<z —1,
3a cBako n > 2 u x > 1. Ilo3uaro je ma Baku

Y 1=y - . Fy+1),

1 .
3a ceako n € N u y € R, onakiue, 3a y = z», nobujamo

1

x—l:(xﬁ—l)(x%+...+x%+l).

Kako je x > 1, To je zw > 1, 3a cBako @ € {1,2,--- ,n— 1}, na je

n—1

T n —l—...—|—x%+1>n,

= (zw — (@ +...4+zv +1) > nlzr — 1), 1j.
mc%<:10—|—n—17 3acBako n>2mumx > 1

3=

omakJyie ciaemu na je T — 1
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PEIMTEIHLA 3AJATAEKA IPKABHOT TAKMUYEIHLA U3
MATEMATWUKE — A kareropuja

IIpBu pa3pem — A kateropuja

1. Oszmauumo ca a,b u ¢ 6poj mojaBmwama, pemom, 6pojeBa —1, 1 u 2. Tana
cy a, b u ¢ nenu 6pojeBu 3a koje Bakum a >0, b>0, ¢c>0, —a+b+2c=111n

a+b+4c=999, 1j. a =444 —c >0, kao u b =555 —-3c >0, ¢ > 0. Crora, Tpeba

555
MakcuMu3oBaTu uspa3 —a + b+ 8¢ = 111 4 6¢, y3 orpanuvemme 0 < ¢ < =3 = 185.

MebyruMm, cama je jacHO je ma ce MakKCUMaJHa BPETHOCT MPETXOTHOT M3Pa3a
nobuja 3a ¢ = 185 m ona m3nocu 11146 - 185 = 1221. Y Tom cayuajy je a = 259,
b=0wu c=185, HOK Cy CBU OCTAJN I; jeTHAKN HYJA.

2. Heka je X rmauka cumerpuuna tauku G y ommocy Ha upaBy AD. Ilpermno-
craBuMoO nma cy tauke G m J ca wmcrte crpame npase AD. Kako je mcnymeno
JAJX = <AGX, jep cy y muramy mepudeprjcku yriaoBu Hazx TetuBoM AX
KpyskHUIE w, kKao u <KAHC = <AJC, jep cy y nuramy nepudpepujcKku yriaioBU HAL
retuBoM AC' kpyskHuie onucane oko tpoyriaa AHC, To je, 300r mapaJieslHOCTA
npasux GX u HC, ncnymeno <AHC = <AGX, na je <AJX = <AJC, onarne
cnenu na cy tauxke C, X u J Konuueapue.
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Tarobe, <BIA = 180° — <BHA, jep tauke A, H,B u [ npunanajy Kpy:KHUIA
ommcanoj oko tpoyraa AHB, na je <BIA = 180° — <XGA = 180° — «X[TA, na
cy tauke B, I u X rtakobe konmuueapue. Mebhyrum, Tauka X € w, na ce Bl u CJ
CEeKy Ha w ympaBo y Tauku X .

3. Oarosop jen € {1,2,6}. IIpso, npumerumo na je mejemuaroct f(n) > f(n—1),
n > 2, eKBUBAJEHTHA Ca TUME A je M CTeleH HpPOoCTor Opoja. 3aumcra, ako je
n=pi'ps?---ppt, 3a meko k> 1 m a; € N, 1 <i<k, rana ce cBaku o1 6pojena
obuuka p;* Bell mojaBuo y nocamammem pauynajy H3C-a, ogakie 3akmydyjemo
na ce f(n) me moke moseharn. Ca mpyre crpane, ako je n = p%, 3a HEKU MPOCT
6poj pu a € N, Tanaa je f(n) =pf(n—1) > f(n—1), jep je p > 2 u crenen p“
ce HUje MOjaBUO HU y jemHoM Opojy mameMm ox n. Ilakme, 6pojeBu n+1, n+2 u
n + 3 Ccy CBU CTelmeHU NPOCTUX OpojeBa.

Pasmorpumo, nmpBo, cayvaj kama je n Hemapan mpuponan 6poj. Tama cy
opojeBu n+1 u n+3 cremeru nmpocTux OPoOjeBa U MAPHU, OJaKIe CIeau aa Cy 00a
CTENeHW OBOjKE M TO OBa CTEIeHa ABOjKe, Koja ce pasiukryjy 3a 2. OuuriemHo
je To jemmuo moryhe y ciyuajy ma cy y nuramy O0pojesu 2 u 4, 1j. na je n = 1.

Heka je cama n+ 2 mapan 6poj. Tana je n+ 2 = 2% 3a mexko a € N. Tana
je jeman on OpojeBa n+1 u n+3 nemus ca 3, na je caMUM TUM U CTEIEH TPOjKe.
Axo je n+ 1 = 3, rama pemasamo jemmaumny 3° + 1 = 2% 3a Heke IpPUPOIHE
Opojese a n b. la 6u mecra cTpaHa gaBaJja OCTaTakK 1 IO MOAYJIY 3, MOpa butu
a mapuo, ma je 3° = (25 —1)(2% + 1), mTo 3maum ma cy 6pojesm 25 — 1 u 25 +1
o0a cTemeHN TPOjKE KOJU C€ PA3NUKY 3a 2, IITO jeIUHO MOXKEe Kala Cy Y NUTAmY
6pojeBu 1l u 3, rejea=2ub=1, 1j. n=2.

Hajszan, mexa je n+ 3 = 3%, 3a mexo b € N. Tana Basu 2¢ +1 = 3°, 3a
HEeKe Mo3uTuBHE Ieje OpojeBe a u b. Ako je ¢ = 1, T0 OM UMIIMIUPAJIO Oa je
n = 0, mro He Mmoske. Ilakme, Basku a > 1 u jeBa cTpaHa, CTOTa, Maje OCTATaK
1 mo momyny 4. Ila O6u u mecHa cTpaHa gaBaja ocrarak 1 mo momxyiay 4, Mopa
b Guty napan 6poj, ma je 2% = (35 — 1)(3% + 1), Tj. 6pojesu 3% —1 u 35 + 1 cy
oba cTemeHU OBOjKe KOju ce pasnaukyjy 3a 2. To mory durtu camo 6pojeBu 2 u
4, maje b=2wua=3. Y Tom cayuajy Hagazumo ma je n = 6. TpuBujaano ce
IPOBEpaBa [a OBO 3aKCTa jeCy peliema 3aTaTKA.

4. 3a n =1 MOKeMO IIOCTABUTU HAjBUIIE jeqHOT TOIa Ha Tabiy mumensuja 1 X 1
¥ TAKO NOCTABJ/bEHU TOI He peMeTu ycioBe 3anartka. lakae, 3a n = 1 oarosop
je 1.

3a n = 2 MokeMO ImocTaBuTH HajBuine 4 Toma, jep cBa 4 Toma Ha Tabiu
KCHOUyHaBajy yciaose 3amarka (YCJIOB Ja CBaKU Halala HajBuiie 3 Apyra TOIa
je mcuymen). Iakme, 3a n =2 oxrosop je 4.

3a n = 3, He MOKEMO [TOCTaBUTHU TOIOBE Ha CBUX 9 MoJba, HAPABHO, aJl
aKO M30CTABMMO IEHTPAJHO Iojbe, nmaliemo ykymuo 8 = 4 -3 — 4 TonmoBa Koju
3a10BoJbaBajy ycuoBe 3anarka. Heka je, canma, n > 4. IlocraBumo TomoBe Ha
CBaKO MoJbe Tabile Koje mpumaga IPBOj WK HOCIENKO] BpCcTU Tabie, OJHOCHO,
IpPBOj MM TOCHenHo] Komonu. Ocrana mojba, HA TPEHYTAK, OCTABUMO NPA3HA.
Ha Taj mauus cmo cmectunu n’—(n—2)? = 4n—4 Tona u CBAKA O/ HUX UCTYHaBa
ycaoBe 3amaTtka. llakie, MokeMO mx mocraBuTu Gapem 4n — 4.
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TlocmaTpajmo HEKM APYTU pacmopen TOMOBa, Kojux nMma bapem 4n—3, u Ko-
ju 3amoBoJbaBa yciaoBe 3amatka. Pehu hemo ma je x oca 6mio Koja XOpU30HTAIA
Oy M0Jba y OMHOCY Ha Tabiy, a y oca he mam 6mutu 6o Koja BepTukaga. Ha-
30BUMO TOIIOBE KPajHBUM IO T OCH, aKKO Ca jeOHEe CTPaHe T Oce HeMa HUjeITHOT
tona. Muaue hemo mx 3BaTy cpemumsuM 0O T OCH. AHAJIOTHO AePUHULIIEMO
TOIIOBE KOjU Cy KPajibU UV CPEIUIIHY IO ¥ ocu. TOI HEe MOsKe OUTU CpenuIIu
mo obe oce, jep Tana mamana 4 apyra Toma. Heka je, masme, a ykyman 6poj cpe-
AUITLUX TOTOBA 1O x, b yKymaH Opoj CpeAuIImhuX TOMOBA MO Y OCu, a d yKyIaH
6poj Kpajmux TOomoBa mo obe oce. Bpoj Kpamux TOMOBA IO Y OCHU je, CBAKAKO,
a4+ d < 2n, ok je yrymaH Opoj TomoBa KOju Cy Kpajwmu mo x ocu b+ d < 2n.
Crora je 6poj Tonosa a+b+d = (a+d)+ (b+d) —d<4n —d, a kako ux nMamo
Bapem 4n — 4, o je (a+d) + (b+d) —d > 4n — 4. 3aro, y cayuajy majseher
moryher 6poja TomoBa, koju Huje ucmon 4n — 4, he Baskuru 4n — 4 < 4n — d, Tj.
d < 4. Tpusnujanso ce nokasyje na Mopa 6utu d >4, jep TONOBU KOju Cy Kpajmbu
Yy Pa3InuuTUM BpPCTaMa MOPajy OUTH pa3iuynTh, Ka0 U OHU KOjU Cy Kpajmbu
y paznumunTtyM kKoJsioHaMma. [lakie, mHajBehwm moryhu 6poj Tomosa koje MOKeMO
mocTtaBuTHu je 4n — 4, 3a cBe n > 2, NOK je y nuramy 6poj 1, 3a n=1.

Ilpyru pa3pen — A kateropuja

1. Kao m 0o6wuuHO, 03HAUMMO YCJIOB KOju 3amoBosbasa ¢ymkmmja f ca P(a,b),
a,b € Z. N3 P(1,—f(1)) zarmyuyjemo ma je f(t) = 1, 3a t = 1+ f(—f(1)).
Cana je, mz P(x,t) ncnymweno f(x + 1) = f(z) + ¢, rme je ¢ =t + 1 koHCTaHTA.
JennocrasuoMm uunykuujom, Ha o6e crpaue (jep je f:Z — Z), 3axmbydyjeMo ma
je f nuHeapua ¢pyHEuMja (BpeLHOCTH (PYHKIMjE Y CyCeIHUM IeauM 6pojeBnMa ce
pasnukyjy 3a koHcTraHTy). To 3HauM na je, 3a HeKe QUKCHe Leie OGpojeBe m U n,
f(z) =maz +n, 3a cBako x € Z. Crora, Ham yciuos nocraje m(a+mb+n)+n =
b+ma+n+1s (m?—1)b+ (mn—1) =0, 3a cee nene 6pojese b, omarme je
m2=1lumn=1,1. m=n=1wmwmm=n= —1, mro oarosapa ¢$yHKIHIjama
f(x) =xz+1, z € Z, omaocuo f(xr) = —x — 1, x € Z. JemHOCTABHOM IPOBEPOM
3aKkpydyjeMo na obe QpyHKUUje MCIYHaBa]y YCIOB 3aJaTKa.

2. Hexka cy tauke A1, B1,Cy u G, penom, cpenummra onarosapajyhux crpanuna u
reskumre Tpoyria ABC. 1o o6pryToj TamecoBoj Teopemu, 360r 3‘}—)[() = C‘?fl =2,

nmamo GX || BC, onnocuo, <GX H = 90°. Iakue, tauka X JeKU HA KPYKHULN
Han npevynukoM GH, mTO aHAJOTHO BayKM U 3a Tauke Y U £, OOAKJIE CJIeau
TBpbeme 3amaTka.

3. JemmocraBHOM TpOBEpOM ce Buau na OpojeBu 1 um 2 He MCHyHAaBajy YCIOB
3aaTKa. 3a & > 3 NIPOBEPOM IO MOAYJY 8 3aK/bydyjeMO a Mopa x OuTu mapax
6poj, omakse, crasmajyhiu x = 2t, t € N, umamo na je 4 + 200t + 1 mormyn
KBaApaT HemapHOr 6poja Beher ox 2t. O He Mosxe 6uty kBagpar 6poja 28 + 1,
jep 6um 6mmo 217! = 200t, omrocwo 5 | 2!FL mTo je memoryhe. Ilakme, Mmopa 6uTn
484200t + 1> (28 +3)2 =48 +6-20 + 9, ma je 50t >3- 271 + 2. JemmocrasHOM
MHAYKIMjOM Ce NOKa3yje na mocienme He Baku 3a ¢ > 9, ma je t < 8. Tarobe,



96

aHAIM3UpameM u3pasa 4° + 200t + 1 mo Moxyny 5 3aKBydyjeMo Ja je t HemapHO.
Konauno, jemmocrasaom mposepow, 3a t € {1,3,5,7}, 3akmyuyjemo na je jemuno
pememe t = 5 (6poj 7 ormana, jep mspas 47 + 200 -7 + 1 maje octaTtak 5 mpu
neJbey ca 7, MOK KBaApPATU IeJUX OpojeBa IpU AeJbelmy ca 7 MOTY IaTU CAMO
ocratke u3 ckyma {0,1,2,4}). Tarxobe, 3a t = 1, omocuo t = 3, TpuBHUjaIHO
nposepaBaMo zna uspas 4° + 200t + 1 muje kBagpaT npuponsor 6poja. MebyTum,
3at =25, Tj. =10, Bassn 2'9 + 10010 + 1 = 2025 = 452, e je z = 10 jenunn
npupoman 6poj Koju 3aM0BOHABA YCIOB 33,TaTKA.

4. Ogrosop: Cpaku nmpuponan 6poj n, ocum 6pojeBa n = 5 wiu n = 6, uma
TpaskeHy oCcOoOuHy. Y TOM nuiby, npebhrMo Ha je3ur rpadgosa.

IIpBo, ako je n = 4, momro Mehy TuM UBOpOBMMA MMa HajBuine 4 rpane, IOCTOje
Heke nBe ocobe kKoje ce He mo3HAjy. Ako je n = 5, yamumo muriayc Cs Ty:KUHE
5. Kam uzabepemo 6muio koja 4 yBopa, BUAUMO Oa NeMO YBEK UMATU TAYHO 3
rpaHe, TakO Oa HaM rpa¢ ncIymaBa cBe ycioBe. Tarkobe, jacHo ce Bumu na
y TOM CIydajy He IOCTOje 3 YBOpa KOja YMHEe He3aBUCAH CKYI, Tj. KOja YWHE
CKyIl UYBOpOBa y rpady 3a KOja BaKM Ja HUKOja IBA UBOPA HUCY CyCemHA. 3a
n = 6 HeKa Cy HaM UBOPOBHU {ai,as,as,bi,bs,bs}. Tarkobe, Heka cy HaAM cnojeHn
YBOPOBHU @; U Gj, 38 CBAKO { # j, Kao u b; u bj, 3a cBako ¢ # j, anu u a; u by,
3a cBako i. Hera je A = {a1,a92,a3} u B = {b1,b2,b3}. Ako ysmemo 3 uBopa
u3 A u jenan uz B, wiu 3 u3 B u jeman u3z A, umahemo tauno 4 rpame. Ako
y3MeMo mo aBa usopa u3 A u B Bumu ce ma hemo ysek mmatu 3 uiu 4 rpane,
ma HaM OBaj rpa¢ wucmymasa cBe yciaoBe. MebDyrTum, kaxko ron y3eam 3 dyBopa
ouhe 6ap mBa mau u3 A wiu u3 B, ma Taj ckyn usopoBa Hehie OuTH He3aBUCAH.
Hexka je, cama, n>7. Kako je n>6 = R(3,3), y oBoM rpady HOCTOju nau Ipa3an
TPOYTao WM IIyH TPOoyrao. J{OoKa:KuMO a He HOCTOjU IIYH TPOYrao Uy Ty CBPXY
npernoctasumo cynporao. Heka cy T = {t1,t2,t3} y TpPOyriy, OJHOCHO HEKa CY
CBU TIOBE3aHM. 3a CBakW 4BOp a BaH T, mocmarpamem ckyna T U {a}, mobujamo
Ia je CBaKO @ MOBE3aHO ca HajBuUINe jemHuM YBopoMm u3 Tpoyraa 1. Hexka je
Bi, TN By = (), ckyn cBUX 4YBOPOBa KOjU Cy MOBE3aHM CaMoO ca i WJIM HU ca
jemaum, By, T'N By = (), ckynl CBUX KOju Cy TOBE3aHU Ca ty WM HUA CA jJETHUM U
Bs, TN By = (), ckynl ¢BUX KOjU Cy TIOBE3aHU Ca t3 WM HU ca jemHuMm. Kako je
|Bi| + |B2| 4+ |Bs| >n—3>7—3 =4, cnemn na je 6apeM jenaH KapAUHAIHOCTU
bapem 2. Heka je To B, 6e3 ymamema ommnroctu. Ako cy a,b € B; u ako
nocMaTpaMo CKyn {tq,ts,a,b}, Tana hemo nmaTu jenHo wiu aBa CycencTBa, INTO
je memoryhe. Iariue, nocroju E = {e1, e, e3} mezasucan ckyn eauuune 3. Heka
je B majsehu mezaBucan ckyn y oBom rpady. Hera je C ckyn uBopoBa Bau B.
3a cBako ¢ € C' Baxku ma mocroju b € B Ttako ma cy b u ¢ moBesanu. Onmoa 3a
cBako b’ € B nmocroju b’ € B pazmuuuto ox b u b’ (jep je |B| > 3) u rnenajyhn
TpOjry {¢, b, b, 0"} 3akmyuyjemo ma Ty Mopa na mMa tauno 3 rpame, ma cy ¢ u b’
moBeszanu. OBo 3HauM na je cBaku uBop m3 C mMOBe3aH ca CBAKUM YBOPOM u3 B.
Heka cy c¢1,c2 € C u by,by € B. Tlocmarpajyhu ckyn {c1,co, b1, be} umahemo 4
uiau 5 rpaHa y 3aBUCHOCTU O TOTA Ha JIU CY YBOPOBU ¢ U co moBe3anu. llakie,
YBOPOBU €] U ¢ Hucy mose3anu. Crora, ckym uBopoBa C je takobe HezaBucan

cryn. Hakae, 2|B| > |B|+ |C| =n, Te je |B| > &, uume je mokas 3aBpIieH.
2
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Tpehu paspen — A kareropuja

1. Jennaumnua je me¢uuucana 3a n € N\ {1} u exBusasentna je ca 2" = 3 +

(4"2*#)10"535. Kako je 5% = 25 < 27 = 33, caemu logsh < 3,

2 Ry\2 . 2 —5)3 .
1009 o 205 gy je (dni=l0nt9ylosss o CnB) Kago je 29 — 3 = 509 >

8
_5)3 _5)3 _ )3 _ )3
298 g kawo us 273 > C0PL ey 2741 = 2,27 > 2. (342000 > 34 B0 8
3a m > 7, Ha OCHOBY MHAYKIMje HaBeNeHA jeNHAUYMHA HEMa pemema 3a n > 9, Nok
nposepoM Bpemaoctu n € {2,...,8} ciaenu ma je pememe HaBeleHE jeIHAUYUHE

n e {2,3,7}.

2. IlpumeTtuMmo npBo ma x =y = 1 HUje pemene, Ia MOKEMO Ha IPETIOCTABUMO
ma jex # 1 wm y # 1, kao u ma je oma 22 +y% —2 > x +y, jep (22 — ) +
(y? —y) > 3+ 0 > 2. Omatie 3HaMO, MOMTO Cy 00a CTEHEHW ABOjKE, Ma BAKU
2z + 2y|z? + 3% — 2. MebyTtum, omma 2z + 2y | (z + y)? — 2 — 22y, omHOCHO
22 + 2y | 22y + 2 (wako je x +y mapanm, 2z + 2y | (z + y)?). Ilame, 3mamo
2242y | 2vy—22—2y+2, 1j. +y | (x—1)(y—1). Ilomro je z+y = 2* crenen mBojre
(Behu on 2) u Basku ma je HeKM on Z,y KOHIpyeHTaH ca 1 mo moxmyny 4, mok je
OPYTU KOHI'PYEHTAaH ca 3 nmo Monyiy 4. De3 ymamema ONMTOCTH, IPETIOCTABIMO
na je =1 (mod 4). Buamo na je k =va(x+y)<v2((z—1)(y—1)) <1+wve(x—1),
omaocHo va(z—1)=k—1, ma 2F~1 | 2 — 1. MebyTum, kako je z < 2%, omna jenune
moryhuoctu 3a = cy 1 um 2871 4+ 1.

Arxo jex =1,omma cy y+1uy?—1= (y+1)(y — 1) crenenn asojke, ma cy u
y+1my—1, takobe, cremeHn ABOjKe KOju ce Pa3yUKYy]y 3a 2, omakie je y = 3.
[Ipeocraje u apyru cayuaj, 1j. # =281+ 1uy =2F1—1. Tana je 2> +y>—2 =
(2F L4+ 12+ (21— 1)2 =2 = 22%~1 1o smaum na je x =28+ 1umy =2t — 1
3aucra pememe. Crora, pememe je map (2¢ + 1,2 — 1) (u o6puyTo) 3a cBako
t € N (uperxomuo vabeno pememe (1,3) ce rakobe ykmama y oBy memy).

a BaEku "

3. Heka ce mopmasia va npaBy AL y tauku L u Tanrenra y tauku A Ha onucamy
Kpys&HUNY ceky y Tauku X. Heka je Y cpemumre nysxu AX u Hera je Z cpe-
mumre nysxu AH. Tlorpebno je mokasaru na je X H | AM, mro je eKBUBaJIEHTHO
ca TuM na je npasa Y Z wopmanna Ha AM. Kako je <ALX npas, a Y cpenumre
nysxsu AX, 10 je YX =Y A =YL, te karko je YA TaHreHTa Ha ONUCAHY KPYKHU-
Iy, MOXKEMO 3aKbyduTu na je Y L takobhe Ttanrenta Ha Ty KpyskHUIly. IlomTo je
<CAL = «BAM, cnenu na je uerBopoyrao ABLC xapMmoHujcku, ma ce Y Kao
mpecek TaHreHTn y Tavkama A m L Hamasu Ha mnpomyskeTky mujuaronase BC,
onHOCHO Y je mpecek Tanrente u3 A ma omucany kpyskauny ABC u npase BC.
Ila 6ucmo moBpmumiau noka3, mokazahemo na je Z oproumentap tpoyraa AY M.
Jacro je ma je AZ L Y M. Tarxobe, ako npeciuramo H npeko M y A’, mosmaro
je na je AA' npeunuk onucane Kpysuune tpoyraa ABC, ma je 3atro AA’ L AY.
36or cpemnme nuauje je u MZ||AA’, ommocuo MZ 1 AY. Crora je Z 3aucra
oprouentap tpoyraa AYM u Bawu XH||YZ L AM, mro cMO u skemnenu na
TMOKAKEMO.

4. Hoxraszahemo ma 6poj n Mopa Outu memus ca 4 u ma 3a 4 | n nmamo momroua-
Bame OMIIO KOjoM (UIypoM. 3a CBaky (UIypy MMaMoO Oa n Mopa OUTu mapHO,
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jep je ©6poj moma Koje 3ay3umMa CBaka (Gurypa mapaH, a caMUM TUM U YKYIaH
6poj moma. 3a 4 | n ounmrienHO je MOBOJLHO KOHCTpymcaTu mpumep 3a 4 X 4
TabJy M TO YMHUMO Kao Ha camkama. lase, mpernocrasumo na 4 | n — 2.

(a) OBojumo moba TAKO ma Cy MoJba y MAPHAM KOJOHAMA IPHA, a OCTaJa Oela.
Bunumo na he ¢urypa 3aysmvaru Henapar 6poj IPHUX IOJba, a YKyIaH Opoj
HPHUX II0JbA j€ IapaH, Ia je U yKynaH Opoj ¢urypa mapan. Mmak, Kako cBaka
¢urypa 3ay3uma 4 mossa, yKymaH Opoj mojba je mesruB ca 8, omakie CcIennd na
4 | n. Kourpanukuuja!
(6) Tlouesmu ox ropmer gesor homka aymepumemo spere on 0 o n—1. Ypanu-
MO UCTO U 3a KOJIOHE. Y MoJbe Koje ce Hajga3u y k-Toj KOJOoHUW u [-TOj BpCTU
ymamemo 6poj ¥, rme je i? = —1, 1j. pememe jemmaumme 22 + 1 = 0, Koje
npunana ropmoj noaypasuu {z =z +1iy € C:y > 0}. Jlako ce nposepasa na je
cyma OpojeBa yIMCAHUX y IOJba KOja NMOKPUBA (UIypa jeJHAKa HyJIa, aju U aa
je cyma OpojeBa Ha 1es0j Tabau jemHaKa
n—1 2 ‘n 1 2
Y| = (Z, — > =2 40,

1—1

J=0

IITO je KOHTPAAUKIU]a.
(8) O6ojumo Tabmy y upHo-Geno, kao maxoscky. Csaka ¢urypa HOKpuBa
HemapaH Opoj OpHUX moJ/ba. KRako je OpPoj IpHUX MOJba mapaH, YKyman Opoj
¢urypa mopa 6utu takobe mapas, Tako na MMaMO KOHTPAIUKIU]Y KAO U Y HEIY
ONMCAHOM y Tadku (a).
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YerBpTH pa3zpen — A kareropuja

1. Hera je Rez = a >0, Imz =b, 2z = a+ b € C. Bumumo na m3 yciosa
nepuHrcanocTr nvamo b > 0. JenHaunHy MOKEMO 3ammcaTé Kao:

bt = A +t*)-20)

jep je z+Z = 2a, omHOCHO:

ealn b+a — e%(a2+b2)

mITO naje:

a(lnb+1) = %(aQ +v?)

Hame, mumamo na je Inb+ 1< b, 3a b > 0, rue jeAHAKOCT Ba:KM aKO U CaMO aKO
b =1 (wro, Ha npumep, nobujamMo u3 kiaacuuHe HejemHakocTu: e® > 1+ x, 3a
z € R). Ilame je, 32 0 < b<e™ !, ncnymeno a(lnb+1)| <0, nox je 3(a®+b%) >0,
na jefHauMHA HeMa pemema. 3a b > e~ ! Baxu a(lnb+ 1) <ab< 3(a? +b?), roe je
Ipyra HejeIHAKOCT, 3alpaBo, HejeHAKOCT usMehy reoMeTpurjcke 1 apuTMETUYKE
cpenuue (a u b cy mosurusHU, na je |ab] = ab). IIpema Tome, jemHAKOCT y IPBOJ
OJI [B€ HEjeTHAKOCTU BayKM aKO M caMO ako b = 1, a y Opyroj ako m camo ako
je a =0b, Tj. jemHaroCT Bakum ako um camo ako a = b = 1. Ilpema tome, jemmua
MmoryhHOCT 3a pememe je a =b =1, 1j. 2 = 1414, mrro ce mpoBepoM 1 moTBpbhyje.

2. (IPBO PEUIEWE) IIpernocrasumo na je AB = BC. Tana je rpoyrao ABC
jemHaKOKpaku, omakie ciemnu na tauke 1 u S npunanajy BF, ma je tBpheme
TpuBHjadHO McnymeHo. Heka je, mamwe, AB > BC. Osmaunmo ca M,N u P,
pemom, cpemumra crpanuna AB, BC u CA. Heka je LDTM = LCTE =xz. U3

cunycuux teopema 3a ADTM u AECT wvamo (npumeruvo LTDM = T8y

2
LTEC = =£8):
sinx DM sinx EC

= u = =,
sin % MT — sin # cr

ma Kako je sin# = sin# = cosg u CT = 2T'M, nobujamo CE = 2DM =

2BD —2BM = 2BD — ¢. llpumerumo cana na je AD = AF =x, BD = BE =y,
CE=CF=zmn
= ¢

=0

IS IS
++ +
SIS NS

Ilobujenu cucreM ce TPUBUjAJHO PelIaBa, ONaKJe HAJIa3MO 14 je £ = S —a,y =
s —b,z = s—c Cana, kako je CE = z u BD = y, u3 nobujeHe jerHaxocTu
CE =2BD — ¢, umamo na je s —c¢ =2s—b—c¢, 1j. s = 2b, na je a+ c = 3b.
Heka je P mnospmuua tpoyraa AABC. Tana saxku P = rs = 2br. IHame,
nospmuHa Tpoyraa TCA je Proa = %’P = %br. Hexa je cama h Bucuna Tpoyria
TCA xoja omrosapa crpanunu CA. Tana je Proca = %bh = %br, onaKiIe je



60

acsin 8 acsin 8
4

h = %r. Hame Basku u P = % = 2br, omakie je r = , ma je h = %5

3
W3 rocunycue Teopeme 3a AABP ce mobuja t, = 7MM, ma je TP =

VA Tee 0 2“2"’202 b2 Komauno, Heka je cama X rtauka npase AC takxsa na sawu TX L
AC n TX h. 36or AB > BC, Basu pacnopenq A — P — X — C. Tpoyrao PTX
je mpasoyrim ca xunorernysom PT, ma je PX? = PT? — TX?. Cana cpebyjemo:

202 +2¢2 — b2 a?c?sin? B

PT? —-TX?
36 92
B 2020 4 2¢2b? — b* — 4a?c?sin? B
N 3602
- ¢t — 202 + ot
N 36b2 ’
jep je b? = a® + ¢? — 2accos B, ma je
_ (=d®)? _ (c—a)’(cta)?
PT? -TX? = 3662 3662
 (c—a)?-90?  (c—a)?
N 36b2 T4
Onasne je cama PX = % Mebrum, npumerumo na je PF = AF — AP =
s—a—b =3 _ 45— ca
2= 2 = 3

mesor X = F, 1j. TF 1 CA, anu u npasa koja je nopasna na CA y F mponasu
kpo3 S. Hakne, rauke T,S u F cy ronuneapwe.

(IPYTO PEUIIEILE) Iokazahiemo ma tauka P = DS N EF npunana Teku-
wroj xysku CM, M € AB (y ommroj curyamuju, Ge3 3anaTe IPETIOCTABKE O
Te;RmKTY ). Tama 6u ouurnenno ciaenuo tpbheme, jep je, mo ycaosy, T = CM N
EF = P, onaocuo tauke T u P Ou Ouine jennaxke.

3aucra, HEKa mpaBa Kpo3 Tauky P, mapaJesna ca AB, ceue crpanune AC u
BC y taurkama X un Y, penom. Owumraenso je <SPY = <SEY = <SPX =
<SFX = 90°, nma cy yersopoyraosu SEYP u SPFX rterusHu (Kpyrosu HaX
npeununuma SY u SX). Cana je <SYP = <SEP = <SFP = <SXP, upu uemy
cpenwa jeqHakocT Basku 30or SE = SF, 0Ok cro/bHE Baske HA OCHOBY IIOMEHYTUX
teruBHoctu. Omnmasue je SY = SX, ommocuo tpoyrao SXY je jenHakoKparu u
rauka P je cpemwkre my:xm XY (36or SP L XY). Kako je XY | AB, us
xoMmoTeTuje, koja camka tpoyrao CXY ma tpoyrao CAB, 3akbydyjeMo na Cy
tauke C, P u M rosuHeapHe, omakie cienu TBpheme.

3. Ilpernocrasuhiemo ma cy urpauum panuoHaJyuu, Tj. mxa Hehe omurparu more3
HaKOH Kojer Ile, HAKOH M3BECHOI BpPeMeHa, ca CUI'ypHOmhy n3ryouru.

Ako je n jemmak 1 mim je mpoct, AHa He MOKE OAWIpATH MOTe3, Ha Bojax
nobebhyje. Ako je ma Tabnm y HeumjeMm moresy O6poj k u ako Taj urpau omabepe
memunan d, dlk —d, 1 < d, nporusauk rybu y caeneliem moresy akko je k — d
npoct, a Kako d memm kK —d, to je k—d = d, tj. k = 2d, ma je u d mpocr.



61

Crora, ako je Ha Tabiau HemapaH Opoj um ako urpad X MO:Ke OAUTApPTU MIOTE3,
npotuBHUK Y he mMmaTuy nmapan 6poj Ha TabJIM KOjU je mAe/bUB OHUM JEeIUOIEM KOju
je omabpao urpau y npomaoMm noredy. lakme, or he dupartu nctu Taj meausar,
omagJie ciaenu na he Ha Tabnu urpad X mmaru omner Henapan 6poj. Mebhyrum,
Kako Ha Tabau Mopa Outu mapan 6poj ma 6u urpau Y wmarybwo, urpau X mehe
mobequT YKOJIUKO je Ha Tabsu 3amucan Henapan 6poj. Ilakme, ako je ma tabiu
Henapuo n, bojan mobebyje.

3a n mapHO, KOje Huje crermeH Opoja 2, Ama oGabupa meawuiain o n KOju je
menapaH, a Huje 1. Bojan mma memapan 6poj ma Tabmum, te he m3ryburu, Ha
OCHOBY peueHor m3Han. lakie, y oBoMm cayuajy Ana mobebyje.

Axo je n = 4, o Ama mnobGebyje, jep, makon Obupama Opoja 2, Dojanm mehe
mohu ma omurpa more3. Heka je, 3ato, Ha Tabam 3anucan cremen 6poja 2, Tj.
6poj 2!, 1 > 3. Hoeros memmnan he 6urtu, taxobe, cremen 6poja 2. Ako urpau
omabepe 2%, 3a 1<x < [—1, rana he HakOH BEroBor more3a Ha Taban outu O6POj
2l 2% = 2¢(2!=* 1), ma kako je 6poj 2! =% —1 menapau u Behu ox 1, TPOTUBHUK Ha
Tabuu nobuja mapax 6pOj, aaum KOju HUje CTemeH Opoja 2, Te IPOTUBHUK 100Uja.
Crora, 3a 6pojese n = 22™*+1 m >1, Ana ogabupa gemunan 2™, na Bojan ry6u
He omabepe nu memmaan 22"~ MebyTum, ykomuko omabepe meamian o0InKa
22m—1 Ama he y cmenehm xpyry mmaru Ha Tabmu 6poj 22!, omakme ciaenn,
cuymrTajyhu ce yHasan, na 3a 6pojeBe n mperxoaHor obnuka Bojan mobebyje,
jep he markon m moresza Bojan Ha Tabau umaTtu 3amucan 6poj 4 = 22, mro Axu He
omoryhyje ma omurpa cremehu mores, jep Bojan Mmopa Gupatu 2 (ako riemamo
npeTxomHu ToTe3, AHa je mMasa samucan 6poj 22, ma je mzabpama 22 = 4).
Amanorno, 3a n = 2™, m > 2, Ama nobebyje. 3aucra, 3a m = 2 je rBpheme
tauno, jep he Ama y mpsom moresy 6upatu 23. Bojam y cremehem 22, jep je
Ha Tabmu ocrao 23. Ctora, Hemocpenso mpen Auue cremehn mores, ma Tabau
je 6poj 22 = 4, ma he Ama moparu ma omabepe 6poj 2, Te Dojan mehe mohn
na omurpa more3. llpermocraBumo, 3aTo, na Axa mobebyje xkama je ma Tabiau
samcan 6poj n = 22™ 3a mexo m € N (unaykTusHA xUNOTEe3a). Tazxa, 3a 6pojese
obmuka 2212 Ama rybu me omabepe mu 22Tl 3a menmman, Te HakoH Gupama
Tor mesuona, bojan he mopartu na bupa meauiai 22m re hie AHY mpe Hero mTo
OZUrpa moTe3, HakoH BojaHoBOr moTe3a, Ha Tabau OuTm 3ammcad 6poj 22™, mro
HaM omoryhyje ma mpuMeHNMO MHAYKTUBHY XWUIOTE3y, Tj. Aa 3aKbLyduMo na he
Ana nmatu nobenHunury crparerujy. Jlakiae, Ha OCHOBY MPUHIMUIIA MATEMATUYKE
uanykmaje, Ana nobebyje 3a cse n = 22", m > 2.

4. (ITIPBO PEIIEHWE) Heka je p mpocrt Gpoj takas ma 24|p — 17 u meka je
p=a’?+b?>ua=2m. Tana je b menapuo, omakie caemu aa je b> =1 (mod 8),
ma kaxo 8 | a2 + b2 — 17, To 8 | a?, tj. 8 | 4m?, ma 2 | m. Ilakme, m je mapHo.
Cremu ma moCTOju IPaBOYTJIM TPOYTao ca CTpaHaMa

(2ab, la? — b2|,p) )
Tarobe, mocToju mpaBoOyriau TPOyrao ca CTpaHAMA

(4mb, |m* — (2b)%|,m* + (2b)?) .
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,3ajgenuMo” OBa IBa TPOYIJIa IO IOLYAaPHUM CTpaHumama ny:kuHa 2ab = 4mb,
Tako na mobujemo Tpamne3. [loBpmuHa m Ay:XKVMHE CBUX CTPAHWIA UCTOL CY LeEJIU
OpojeBu, Kao W jemHa OujaroHajia u mocToju Oapem jemam mpoct Opoj meby
cTpaHaMma, aju, Takohe, W HajBUIIE jenaH, jep BayKU:

o 2| m?— (2b)?
o 2| m?+ (2b)?2
° 3|a2—b2.

Mebyrtnm, kako Ha ocHOBy lupuxiieoBe TeOpeMe O IPOCTUM OpOjeBUMA IOCTOjU
GEeCKOHAYHO MHOIO TAKBUX MPOCTUX OpOjeBa p, NOKA3 je 3aBPIIEH.

(IPYTO PEHIIEILE) Mo Mupuxaeosoj TeopeMu, Kako cy 13 u 3 ysajamuO
IPOCTU, TOCTOju DECKOHAYHO MHOIO HPOCTUX OpojeBa p TakBUX O je P =13 3.
Heka je p > 3 mpoct 6poj TakBor o6mka u Heka je p° = 4a+1u b = 2a%>+2a. Tana
jea=132ub+1=150 (re 36or p > 3 mmamo b+1 > 13), e je b+ 1 caoxen 6poj.
Tpoyrnosu ca crpanumnama p, 2a u 2a+ 1, onaocuo 2a+1,b u b+ 1 cy mpaBoyrau.
Yersopoyrao ABCD, kon kora je AB = p, BC = 2a,CD = b, DA = b+ 1
u AC = 2a + 1 ounrsnenso 3am0BOJbaBa CBE YCJIOBE 3aaTKa, YMME je IOKa3
KOMILJIETUDAH.

PEIMTEIHLA 3ATJATARKA NPKABHOT' TAKMUWYEIHA U3
MATEMATWUKE — b kareropuja

IIpBu paspen — B kareropuja

1. Osmaummo Gpojese ca x, = ny/2023 —n, 3a n € {1,2,...,2022} u ymopeaumo
cycenue Gpojese ca tabme. Onxpenuvo 3a koje 6pojese n € {1,2,...,2021} Baxu
Tpt+1 > Tn. AMamo:

L1 > Ty < (n+1)4/2023 — (n + 1) > n/2023 — n &
(n +1)%(2022 — n) > n?(2023 — n) <
& —n® +2020n° + 4043n + 2022 > —n® + 2023n* & 2022 — n > 3n(n — 1348). (1)

Yromuro je n < 1348 mejemmaroct (1) je 3am0BOJbEHA, MOWTO je MECHA CTPaHA
HENO3UTUBHA, & JIEBa je MO3UTUBHA. 3a n > 1349 Basku 3n(n —1348)>3-1349-1 >
2022 > 2022 — n, te vejennaroct (1) Huje 3an0Bomena. OBUM CMO yTBPAWIU Oa
1 < Tg < ... < 1348 < 1349 U T1349 > L1350 > ... > T2021 > T2022, T€ je HajBehI/I
6p0j L1349 — 1349\/@

2. Kopumhemem kpurepujyma messuBoctu ca 11 mmamo:

20ga...aa21 =13 (14+a+...+a+0)— 2+a+..+a+2) =11 8.
—— —_——— ~———
2020 1010 1010
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Ca mpyre crpaHe, akO je T OpuUpomaH Opoj, oma je x =11 0 mwou x =17 £1
umn & =11 2 naun r =17 £3 nwim x =11 +4 wiu x =11 15, ma je 22 =11 0 wm
22 =111 wm 2?2 =11 4 uwmm 22 =11 9 wim 2?2 =11 5 unu 22 =1, 3. Haxkiae, 6pojesu
20 aa...aa,21 u 2% mpu mememy ca 11 majy pasamuuTe ocTaTke, Te HE MOTY OUTH

2020
Mebycobuo jemuaxu. [lakie, nudppa ca TpaykeHOM OCOOMHOM HEe IIOCTOjU.

3. Youumo ma gyxm OC tauky Y’ takBy ma je OY' = FX. Kako je AF =
AO, FX = OY' u <AFX = 120° = <AOY’, 1o cy tpoyraosu AFX u AOY’
noaynapuau. Otyna je AX = AY u <FAX = <OAY’, te je <XAY' = <X AO +
JOAY' = <X AO + «FAX = <FAO = 60°. 3aro je tpoyrao X AY’ jemmarokpaxk
ca yriom npu Bpry on 60°, te je jemmaxoctpanumuan. OTyna ce tauke Y/ u Y
MIOKJIAIA]y.

E I

X
i d
| ‘ |
A B

Youumo taury Z' ma myswu OA raxsy ma je OZ' = YC. Kako je 2’0 =
YC, OB = BC u <Z'OB = 60° = «YCB, tpoyraosu Z'OB u YCB cy no-
nynapau. V3 ose momymapHOcTH mMamo na je BZ' = BY u <OBZ' = <CBY,
te je <Y BZ' = «YBO + <OBZ’' = <Y BO + <CBY = 60°. Onmasue je Tpoyrao
Y BZ' jennakokpaku Tpoyrao ca yTJioM npu Bpxy <Y BZ' = 60°, Te je jemmako-
crparndan. OTyna ce Tauke Z' u Z HoKJallajy, Ia je Tauyka Z 3alCTa Ha Ly:KA

OA.

4. Axo mopebamo mu¢ppe y omamajyhu pemocsien 9876543210 m3Gopom 3 on
oBux 10 mmupapa nobujamo mery mudpy. Crora, mudpu nma (130) = % = 120.
Haxme, y 120 nokymaja Mununa curypHo oTBapa Kogep.

5. (IPBO PEHIEILE) U3 |z| -1 — 2| = |z — 22| = 2|22 — 2% = 2[z* - |1 — 2
cremu ma je i x = 0w © = 1 winm |z| = 5, Tj. € {0,1,—% , %} MebyTum,
sa © € {—%,3} Huje 3amoBomeno |z — x?| = 3|z® — 2%, na oo Hucy pemema
cucreMa, JOK Ceé NPOBEPOM YCIOCTaBsba na pememe jecte x € {0,1}.
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(IPYTO PEHIEILE) Axo je m = |z —?|, rana je 1% — 2% = 2, |23 —2f = 2
u |20 — [ =2, na je
m =l —a?| <|2? — 23|+ [2° — 2O+ [2® —2| =2 + B+ B =m,

Te ce y HAaBeIEHOj NPUMEHU HEjeTHAKOCTU TPOYTJIa MHOCTIKE j€THAKOCT, OIAKJIe
3akmyuyjemo ma meby 6pojesuma x — x3, 23 — 2% u 2% — x me mocroje mBa Kojm
cy pasmruuTor 3Haka. MebyTuwm, ako je z < 0, Tanga je 23 — 2% <0 um 25 —2 > 0,
1ok, ako je x € (0,1), Tama je v —2® > 0 u 2% — 2 < 0. Ca mpyre cTpame, ako
je x € (1,00), mobujamo ma je v — 22 < 0 u 2% — 2 > 0, Te y oBuM cayuajesuma
Hema pemema. Cuemu na je pememe HaseneHor cucrema € {0,1}.

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

1. W3 BumeroBux ¢opmyna mMaMo na je T} + 2 = p U Ty - Top = % Hame je
1+ 10® = (21 +22)3 = 3ziwa(v1 +22) =p* —3- L p=p*—p=(p—p(p+1) eN.
Ako je p=3, ouma je (p— p(p+1) =2-3-4=24. Axo je p > 3 npocr 6poj,
raga je p=06k+1, macy p—1up+ 1 y3acTonHu napHu OIpupogHn OPOjeBU, ma
je jemaH on BUX HebuB ca 4, a IPyru mapaH, T€ je HBUXOB IPOU3BOM NEJHUB CA
4-2 =8. Mebyrum, npousson tpu ysacronna npuponsa 6poja (p— p(p+1) je
nemus u ca 3. Tume je mokazano na je x1° + 22 = (p — 1)p(p + 1) nemuso ca
8-3=24.

2. Kopumhemem kpurepujyma AebUBOCTUA Ca 7 UMaMO:

20 aa...aa 21 =7 a21 — aaa + aaa — aaa + ... — aaa + Oaa — 2 =7 19 =7 —2.
2022

Ca mpyre crpame, ako je x mpuponaH 6poj, ouna je x =7 0 wiu ¢ =7 +1 nam
T =7 2w x =7 +£3, ma je 2% =7 0 wm 22 =; 1 wm 22 =; £1 nwmm 2® =; F1.
Haximre, 6pojesu 20 aa...aq21 u x° opu nememy ca 7 ajy pasIdduTe OCTATKE, T

2022
He Mory 6butum Mebhycobuo jemmaxu. llugppa ca rpaskeHOM 0COOMHOM He NOCTOjU.

3. ObGenexxkuMo mare Kpy:kHUIE penoM ca ka,kp u kc.

(a) Hera ce kg u kp cery y Y # F. U3 tetusnoctu uersopoyriosa AFY E
u BDYF Bawu <FYFE =nm—a u <DYF =7 — (. Cana je <DYFE =
2 —<DYF —<FYE=a+ f=mn—7. Mebyrum, uz <DCE + <DYFE =,
cnemu na je CEY D retuBaH, onakie ciaenu TBpheme.

(6) Hera je X =Y. Ilpumerumo caenelie cauunocrtu:

e NABX ~ ANADF
<ABX = <ADF (unepudepujcku yriioBU HAI UCTUM JIyKOM )
<(BAX = <DAF

o NAFC ~ AXEC (amanorso Baske cauusnoctu ABFC ~ AXDC u
AAEB ~ AXFB)
JAFC = <X EC (cnemu n3 <AFC+<AEX =7, <CEX+<AEX =)
JACF = <XCFE
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e NABC ~ ADBF
<CAB = <FDB (u3 AAEB ~ AXFB, cnenu <CAB = <EAB =
<FXB, nok je <I'XB = <FDB, jep cy y nutamy yIJIOBU HaI UCTOM
TETUBOM )

<ABC = <DBF.

[Morasahiemo ma je AAXB ~ AEXD. Karo je <AXB = <EXD, noBosmHO
je morazatn 4% = EX Y13 AABX ~ AADF je ucmymeno gf( = 4AF

BX DX DF -
U3z NAFC ~ ANXEC Baxu g—f{ = é—fv na je AF = EX - é—§7 Te je Ta-
na 4% = EX - 528%-. Us AABC ~ ADBF je ucnymeno 4< = $5 na
je g_§( = FEX - Fg.%. Konauno, uz AFBC ~ ADXC Basku % = gg,
ma je g—))g = %7 Te je ANAXB ~ AEXD. Canma uMaMO HU3 jeIHAKO-

ctu: <DCX = <DEX = «XAB = «XAF, onakne, kopucrehu caununo-
cr tpoyriaoBa AAXF u ACXD, cnemu <XFA = «XDC. Mebyruwm,
<XDC = 7 —<XDB = <XFB = 17— <XFA, na je <XFA = 7, ona-
rie je CF 1 AB u amasoruo AD | BC u BE 1 CA, mro je u Tpebano

IIOKa3aTu.

Ca gpyre crpame, ako cy AD, BE u CF Bucume, tamza je X oprorme-
Hrap tpoyria AABC. Kako cy tpoyrnosu AEX u AFX mpasoyrau ca
xunorenyzom AX, Basku na tauke A, F, X u F npunanajy jeaHoj KpysKHU-
U, Te TO MOpa OuTu omucaHa Kpy:kHuia oko NAFE. Cauubo, KpYy:KHUILE
onucane oko ABDF u ACED canp:ke tauky X, Ia ce Ta TPU Kpyra CEKy
y X. Harkme X =Y.
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4. Ouuraemso r = 0 Huje pememe jenmauune vt + az® + (b — 2)z? —axr +1 = 0.
3aTo je OHa eKBUBAJIEHTHA Ca j€HAUYMHOM KOja ce mobuja mejbemeM IOoJa3He Ca
2%, OHOCHO Ca jeqHAUMHOM

x2+i2+a(x—l)+b—220.

x x

YBobemem cmene y = x — %, nocyieama jemHaunHEa noctaje y2 +2+ay+b—2 =0,
omaocHo Y2 + ay + b = 0. VI3 ycioBa 3amaTka TO3HATO je Ma OBa jegHAUMHA
UMa [IBa PeajiHa U pasiauuura pemema. OOenexkuMo uxX ca y; U Y. JenHadumHa
T — % =y exBuUBaJeHTHA je ca 22 —y1x—1 =0, = # 0. Kako je muckpuMuHaHTHA
nociaemme jemnaumHe jemHaka y; +4 > 0 m Kako ¥ = ( HUje mEHO pememe, OHa
“Ma [Ba peasHa U paziinuuTa pemema. AHAJIOTHO U jeqHAuUHA T — % = Yo
UMa [Ba pEaJIHA U PA3JIUYUTA pellema. Y KOJIUKO OU jemad Te uctu Opoj x O6uo
pelleme u jeqHAunHE T — % = Y1 U jegHAYUHE T — % = Y9, BAKUIO OU Y1 = Y2,
mTo Huje camyaj. V3 cBera HaBemeHOT 3aK/bYUyjeMO Ma MOCMATPAHA jeTHAUMHA
nuMa YeTUpHU peasiHa u MehHyCcoOHO paziumyuura permema.

5. IlomemuMo a1 JaTH TPOYrao Ha n’ je [MHUUYHUX TPOYLJIOBA, HOGHMjaMO MPEXy

s s s n(n+1)
y K0jOj je TauHO “—5— TPOYIJOBA Ca BPXOBMMA OKpPeHyTuM Ha rope. Haszosu-

MO TakBe Tpoyriose ycupaBuuMm. Ocrtane hemo masBaru oGopenum. I[Ipeunur
ONUCAHOT KPyra CBAKOT O yCIPaBHUX TPOYIJIOBA je %, mTo je Mame ox v/2,
Tj. On mUjaroHaJie KBaapaTa Koja IpencTaB/ba BPX MyBapure. lIpema Tome,
VKOJIMKO Ou ce IBe MyBe HaJjla3Wuje Y MCTOM OIMCAHOM KPYI'y HEKOI O OBUX yC-
IpaBHUX TPOYIJVIOBa, BUX Ou Mwuiaopan Morao yKIOHUTH jeIHUM yAapPIEM, jep
MOKe a UX yAapu [0 AWjaroHaJu KBaapaTa Bpxa MyBapune (Koja je JOBOJLHO
nyrauka). Crora je ZIOBOJBHO Ha MOKAKEMO [ OBU ONKUCAHU KPYTOBU HPEKPUBA-
jy meo maru Tpoyrao, jep he rana nmo JIuprxieoBoM OIPUHIUNY IOCTOjaTH DapeM

jenaH y KOMe ce Haja3le bapeMm aBe MyBe.

JacHo je ma cBaku oI KpyroBsa npekpusa npunanajyhu ycupasau rpoyrao. IIIto
ce 06OpEHNX TPOYIJIOBA TUYE, CBAKU O IbUX je OKPYIKEH ca TAYHO TP yCIIPABHA
U, IPUTOM, ONMCAHU KPYT'OBM Ta TPHU CyCeNHA TPOYIJIa CaAP/KE LEeHTap IocMa-
TpaHor obOpeHOor, OMaKJe je jacHO M Oa YHHja OBa TPU KPyra TPEKPUBA Taj
oGopenu Tpoyrao. lleo Besuku Tpoyrao je, Jakie, IPEKPUBEH OBUM KPYyLOBUMA,
IITO CMO U XTEJU Ia JOKAKEMO.
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Tpehu pazpen — b kareropuja

1—
1+

N3

1

1. Jlako Hama3uMo na je cosx = %, Te je tgz = 3. Onasze je tg(% —x) =

o)

Ca mpyre crpaHe mMamo na je u tg2y = ﬁtify = 13((55@__77))2 = % Kako je
2y € (0,7), a tg2y > 0, To je m 2y omTap yrao. Jlakie, TAHTEHCHU OIMTPUX
yriaoBa 7 —x u 2y Cy jeiHaku, OJAKJIE Cy U CaMU yIJIOBU jeHAKU. 3aTo je
r—4z _ b = 9.

4y y

2. Tlocmarpajmo mupamune SABC u SA'B’'C’ ka0 ma cy WM OCHOBE, PEIOM,
tpoyraosu SAB u SA’'B’, a sBpxosu, penom, C u C’'. Heka je H Bucura nmpamuie
SABC u3 C, a h Bucuna nupamuzne SA'B'C' uz C’'. VI3 ciu4HOCTU TPaBOYyTIIUX
TpoyrioBa kojuma cy xwumorenyse SC’ u SC, a rarere h m H, mumamo ma je
% = % Heka je ¢ = <ASB. Cana je

Voape  Zsamtp gA . SB sing  SA' SB' SC'

VsaBc N w H SA-SB-singa ~ SA SB SC’

Te Ha OCHOBY HejeTHAKOCTU n3MeDy apuTMermuke M 'eOMETPHUjCKe CPEeIVHE, V3

VSA’B’C’

Vsasc < %, mTo je u Tpebasio moKa3aTu.

Opnasae je

3. Homro je ar >0m4* —3* >0, cnemm na jea>0ux>0. 3aa>0,2>0mu
axr # 1 jenHauvnHa je €KBUBAJEHTHA CA jeTHAUUHOM

1 1
log,, (37 +47) = 5 (log,, 7 +10g,, (47 = 37)) + 7 log,, 27V,

OIHOCHO
log,, (3° 4+ 47) = log,, 7 + log,, V4* — 3% 4+ log,, 2% *.

N3 oBe jennaumne nqobmjamMo jeqHaAUUHY
3" +4" =721 /4r — 37,

KBanpupameM 1 melbemeM IOCIenme jeqnaunte ca 327 nobuja ce jenHadumna

4 2z 4 T
45(2) —57(=) —4=0.
5(3) 57<3> 0
4

YBobemem cmene t = (g)x > 0 u pemaBameM KBaapaTHe jemHaumue 45t%2 — 57t —

4 = 0, mobujamo nma je t = % (pememe t = —11—5 HUje To3uTUBHO). Ilakie,
jemuHO pememe je z = 1 u nobuja ce WMOX yCIOBOM ar # 1, mTo 3HAUM na je

a € (0, +00) \ {1}.

4. (a) 3a mBe TeTMBe ca KpajeBMMa y NATUM TAYKAMa KOje MMAajy TAdHO jeqHy
3ajeIHUYKY TadyKy MMaMO ABa Pa3IUYUTa Ciaydaja: 1° ma ce Ccexky y HEeKOj on
naTux tadaka uiau 2° 1a Ce CeKy y YHYTPAIIBOCTUA KPYTa.
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1° Tauky y KOjOj ce ceky Mo:keMO omabpaTtu Ha (112) = 12 mauwnHa, a Apyra ABa
Kpaja OBUX TETHBA Ha (121) = 55 (ox mpeocramux 11 Tauaka Gupamo nBe), ma

YKYIHO UMa (112) . (121) =12 .55 = 660 TakBUX TeTUBA.

2° Kanma omabepemo 4 Tauke onx CBUX (3) = 6 npaBux kKoje oHe onpebyjy, camo
ce AujaroHajie CEeKy Y YHYTPAIIkhOCTUA KPYra, Ia CTOTa TPAKEHUX TETUBA y OBOM
ciIy4ajy mMa KOoJMKo 1 n3bopa 4 tauke on 12, mTo MOKEMO ypaIuTH HA (142) =

1211-109 _ 40x
a1 — 495 mauuna.

YKynHO mapoBa TeTuBa KOje ce cery y jemuoj taurm uma 660 + 495 = 1155.

Asg 4 Asg 4
9 _O- 7
o \O\
Ao, < A6
(e} o}
/ \
| \
A1 Q P AS
\\ ;
A1z Q\ /O Ay
7 7
\.v. \O\\.,/.
Ay A As Ay s As

(6) Cunojumo cBakry oxm 12 tauaka ca caemehiom ma kpyskaunu. Ha taj Hauun
nobujamo 12-toyrao. YcaoB ma ce ca obe cTpaHe CBake IpaBe, Ha KOjO] JIEKU
HEKa CTpaHnna n3abpaHor TPOoyria, HaJas3u 0apeM jenHa O IPEOCTATINX Tadaka
je eKBUBaJIEHTAH Ca TUM [a je CBaka CTPAHUIA m3abpaHOr TPOyIJa, 3aIpPaBo,
mujaroHasa HoBoyBemenor 12-rtoyriaa. Crora, 3amarak hemMo pemmry Tako IITO
hemo on ykymHOr 6poja CBUX TPOYIVIOBA OLy3eTH OpPOj OHMX KOJjU MMajy IBe
CTpPaHUIE KOje Cy yjemano m cTpanure 12-toyria, Kao u O6POj OHUX KOjU UMa-
jy TAYHO jemHy CTPaHUIy KOja je, Takobe, m crpanuna moMeHyTor 12-Ttoyria.
Ykyman 6poj CBUX TpOyrjioBa je (132) = % = 220. Tpoyraosa koju mMmajy
IBe CTPAaHWUIE KOje CYy W CTpaHune 12-Toyryia mMa OHOJIMKO KOJWKO W TEeMEHa
12-Toyrima, jep cy Te nBe cTpaHune cycemHe y 12-Toyriay M y HOTIYHOCTHU CY
onpebene n3bopom jemuor ox temena 12-toyria. Ilakse, ykyman Opoj moMeHY-
TuX Tpoyraosa je 12. Komauno, TpoyriioBa KOju MMajy TAUYHO jeIHY CTPAHUILY
KOja je yjemHo u cTpaHuna 12-toyria nma (112) . (515) =12-8 =96, jep Ha (112) HAYU-
Ha MOkeMO m3abparu jenHy crpaHuiy l12-Toyria, IOK Ha (515) HAUYMHA MOKEMO
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n3abpaTy IpeocTanao TeMe TOr Tpoyriaa. Jlakie, ykymaH Opoj TpasKeHUX TPOY-
rioBa je 220 — 12 — 96 = 112.

5. Axko je crym Ha Tabiu CKyI CBUX IejMJalla HEKOr Opoja T, OHAa 3a CBAKO
mpocTo p > x, aro je Mmunucas 3amuciauo 6poj xp, ce He Ou HuTH jenaH OpOj
IEeJbUB Ca P MOrao mojaBuTy Ha Tabaum 300r CBOje BEIWYWHE, Tj. BPEIHOCTHU, TE
6w, 3aucra, Muaucas Hanmcao camMo CBe OEJIUOIE O T.

Ca gpyre crpaHe, HEKa je T HajMamU 3ajeTHUYKA CAAPIKAJAI CBUX OpojeBa
3anucanux Ha Tabmu. C ob3upom na 3amnucanu OpojeBu Ha TAbJM HUCY CBU
Moryhu mesnmonu HEKOT oapebheHor mpupoaHor O6poja, Taza T Mopa Aa AU 7.
Mebyrum, 6poj z, cBakako, Huje Hanucan Ha Tabau (xa je Ha Tabau, oHxa Gu
Ha Tabau O6unu Gam cBu genuoim Gpoja x). Crora, 3mamo ga je n < 22, Tako
na ako Anerca ma ckym {1,2,---,2%}, Mumucasmes 6poj ce CUTYDPHO HAJIa3u
YHyTap mera.

Yerspru paspen — B kareropuja

1. Kopucrehu pekypentHy penanujy mobmjamo ma je 3a cBako k € N ucnymeno
ar =ap—1 +4k—1)+3=ap_2+4(k—-2)+4(k-1)+2-3=...=a1 +4(1+2+
o+ k—1)4+(k—1)-3=2k(k—1)+3(k—1) = (2k+3)(k—1). Ca opyre cTpane,

akKo Opojusan M UMEHHUJIAI TOAEJIUMO Ca N U MPUMETUMO 13 je

m Y%7 iy \/<2k+ §) (k— 1) = kV2,
n——+oo n n—-+oo n n

mobuheMo ma je TpaskeHa rpaHUYHA BPEOHOCT jeTHaKA

1_’_4_’_42_’_“._’_42022 42023_1 22023+1
1+2+22+--- 42202 32208 _1) 3

2. Heka jea=0A, b=0B, c=0C, d=0D, e=0OF u f = OF. Ilocmarpajmo
paBaH T KOja Caup:u mpase p U ¢ (TAKBa PaBaH MOCTOJU IOWITO Ce NPABE P U
q cery). Ilpecek paBuu 7 u chepe je mera kpy:xuuna ki. Taurke A, B,C u D
npunanajy ki, na u3 noreruuje tauke O Ha k; uMaMo na je a-b = c¢-d. Aramoruo
OPETXOIHOM 3akdpyuyjeMo na je a-b = e- f, npu uemy A, B, E n F npunanajy
kpy:xau ko. OmaBne sakmyuejemMo ma ce emementu ckyma {1,5,15,17,51,z},
3a Heko 2 > 0 (me oBasesno pasmmumro on 1,5,15,17 u 51), mory nomeauTtu
y TpuW mapa Tako Oa Cy mpoum3Boau OpojeBa y mapoBuMa MehycoOHO jemHaKH.
JenHocTaBHOM aHAIM30M 3aK/bYyUyjeMO Oa je To jenmHo Moryhe y caydajy 5-51 =
15-17 = 1-z. Onasne je x = 255, Te je jenna teTuBa Kpy:RHUIE k| niau ko Iy:KUHE
14255 = 256, Te je npeuHuk HeKe o Bux Oap 256. Kako je mpeyHuk Te Kpy:KHUIE
He Behu on mpeuHmKa BeJMKOr Kpyra, Qo0OujaMo na je HOJynpedwrk cdepe He
Mamu on 128. orkaxwmmo na je moryhe moctmhu na momynpeuHur Oyme Oarm
jemuak 128. Hera je AB npeunur kpyskuune k, tako na je AB = 256. Ha my:xm
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AB yoummo Taury O takBy ga je AO = 1. KoHcTpyummMo, y paBHU KDPYsKHUIE
k, Kpy:kHUILY w ca meHTpoMm y Tauku O, myaynpeunuka 5. Kako je 1 < 5 < 255,
TO ce kpy:kHUIE k u w ceky. Heka je jemna muxoBa mpeceuna tauka C. IIpasa
CO ceue ky D, D # C. U3 norernuje tauxke O y omHocy Ha k mobujamo ma je
OD = 51. AHaJOTHO NTETXOAHOM KOHCTpyUIieMo u tauke F u F.

3. U3 npse jemuauuue rpynucameMm nobujamo na je a(b+ 2) —b = 58, 1j. (a —
1)(b+ 2) = 56. AHAJIOrHOM NPUMEHOM CJIWYHUX TPAHCHOPMANM]A Y OCTAIAM
jeHmavymHaMa m00ujaMo CuCTeM

(a—D(b+2) = 55
(b+2)(ct+4) = 308
(c+4)(d—-6) = 177,

W3 nmocnenme jemmaumHe mMaMo na je BpenHocT ¢ + 4 jemmaka 1,7,11 wiom 77.
IIpBu cayuaj, kaga je ¢+ 4 = 1, Huje pememe 300T yciaoBa Oa je ¢ IPUPOIAH
6poj. pyra moryhuoct je na je c+4 =7, onakie je ¢ = 3, Te, cTora, u3 apyre

jemHauuue, mobujamo ma je b =2, 1tj. a—1 = mro Huje moryhe. Cuuyno,

1’
3aMEHOM y IpeocTaltle jeQHAUMHe U3 IPeOoCcTaja [Ba CIydaja JOOMjaMo pelema

(a,b,c,d) € {(3,26,7,13), (15,2,73,7)}.

4. HywmepummMmo cemumTa y cBakoM peny on 1 mo 6 m pemose ox 1 mo n. Ta-
[a je MUHIMAJHO BpeMe MOTPEeOHO MyTHUKY Ca j-TUM CEOUIITEM Yy 1-TOM DPEeIy
(mucahewmo (i,7)) ma mobe Ha cBOje MecTO (01 CEKYHIE HEMOCPETHO IIPE HErO IITO
3aKopadn y aBuOH) jenHako i+1+[[3.5—j|| (i+1 3a cemumra 10 nponasa, i+2 3a
OHA y CpeIVHU U i+ 3 3a OHa 10 npo3opa). IIpermocraBuMo na Taj My THUK 3aKO-
paun y aBuoH y (t+ 1)-0j cekyHau o1 modeTKa yKplasama. Tana ce yKpIaBame
CBaKAKO He MOJKe 3aBPIIMTH 3a Mawe on t+ (i +14[]3.5—j||) cekymmu. IIpurom,
HOCJIeNiHY My THUK MOKE 3aKOPAUUTHU y aBUOH HajpaHuje y 6n-toj cekynau (ako
Cy Tpe Bera IMyTHUANU yJIa3uiu CBake CeKyHIe), HOk je i > 1 u [|3.5 —j|]| >0, ma
ce yKpIaBame He Moke obaBuTu 3a Mame o (6n—1)+14+14+0 = 6n+1 cexynam.

Horaxumo na je moryhe obasuru ra 3a 6n+ 1 cekynny. Ako je pemocien
ykpuaBama uyTtHuka caegehu: (n,1),(n — 1,1),...,(2,1),(1,1), (n,2),...,(1,2),
(n,3),...,(1,3), (n,6),...,(1,6), (n,5),...,(1,5), (n,4),...,(1,4), Bumumo na je Bpeme
yEpIlaBama ynpaBo 6n+ 1 jep he mpBo n myTHUKA ca TPBUM CEIUIITEM V CBAKOM
peny mohu mo oarosapajyher pena m oaMax IOTOM 3aKOPAUUTHU Y JEO 33 CENCHE
y CBAKOM peny, ma he Outw ciobomaH mpoJia3 na y TOM TPEHYTKY KpeHe Apyra
rpyna ox n smynu. Ha kpajy he y mecroj rpynm cBako mohw mo cBor pena y
6n-roj cexyumu u y (6n + 1)-oj fie cBu onm cectu Ha cBOje MecTo, npusomehun
TUMe YKpIIABame KPajy.

5. (TIPBO PEMIEIE) Axo je n <0, tana je 7" — 3" < 0, na jenHaunHa HeMa
pemewa. akmae, n mopa Outum nmpuponan 6poj. Axo je m < 0, jemmauuna
je exBuBasenTHa ca 2~ "P(7" — 3") = p?, ma mopa 6utm p = 2 u 7" — 3" = 1,
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[MTO HEMA pellelme y CKYIy IpUPOIHKX OpojeBa. 3akrmpbydyjeMo ma Mopa Outu
m € NU{0}. Jacmo je ma 3a p = 3 mu p = 7 jenHauumHa HeMa pemema. Y
HacTaBKy hiemMo pa3MaTpaTu mapHOCT Opoja n. AKo je n Hemapan Opoj, Tana, u3
T —3" =47 4+ 7234 4 73772 4 377 ) sakmyuyjemo ma Tauno 22 menm
T —3" (4|7 — 3", amm 847" — 3", jep je TP+ 723 4. 473772 4 37t
memapuo), Te 22 Tauno memu m p? - 2™P. Yxonmko je p = 2, onma je mp = 0,
omnocro m = 0. Tana je 7" — 3™ = 4, na je omatine n = 1 (3a n > 2 ce nako

nokasyje na je 7" > 3" +4). Yrouauko je p # 2, tana je mp = 2, OMHOCHO M = —,

mTo Huje neo 6poj. Ako je n mapan Opoj, Taxa je n = 2ng, ng € N. Ilokaxkumo
na je m mp nmapam 6poj. Ilomto je p?> = 1 (mod 3) u 7" — 3" = 1 (mod 3), To
mopa outu 2P = 1 (mod 3), onakne caemu ma mp Mopa Ooutu mapuo. AkO je
a = p-2™P/2 rana je jenHAUMHA EKBHBAJCHTHA ca 72" — 3270 = ¢2 onHOCHO
(7" — a)(7" + a) = 3". TlomTo cy 7™ —a m 7™ 4 a y3ajaMHO NPOCTHU, TO
Mopa Outu 7™ —a =1u 7" +a = 3™. CabupameM NPETXOIHUX jeIHAUUHA
mobujamo 2-7"° =1+ 3"°, Te aHAIU30M KCTE O MOIYIY 3 BUIAAMO 18 MOCIIEIHa
jenHauymHa HEMa pellelma y CKyIy OIpupoaHux OpojeBa. Jlakie, jeouHO pelneme
nare jemmauuse je (n,m,p) = (1,0,2).
(IPYTO PEHIEILE) Ako je n <0, Tama je 7" — 3" < 0, na jenHauuHa HEMa
pemema. Ilakmae, n Mopa Outu npupoman Opoj. Arko je m < 0, jemnauumna je
eKBUBaJIeHTHA ca 2~ ™P (7" —3") = p?, ma mopa 6utu p = 2 u 7" —3" = 1, mTO Hema
peleme y CKyIly Opupogaux Opojesa. 3akmydyjeMo na mopa outu m € NU{0}.
JacHo je ma 3a p=3 u p =7 jeIHAUYNHA HEMA pPeEIIEHA.

Ako je p =2, Tama je 4-22™m = 7" 3" = 4(T 1477234 4737724307 ),
Axo je m = 0, tana je n = 1, ma (n,m,p) = (1,0,2) ucnymasa ycnose mate
jemuaunue. Axo je m >0, omna, u3 22" =77 47234 ... 473772 L 3771
ciemm ma n Mopa 6utm mapan 6poj (22 je jemmako cymm n HemapHUX 6pojesa).
Heka je n = 2ng, ng € N. Tama je 22¥2m = (7% — 3no)(7m0 4 3m0). Axo je
7o — 3m0 = 2k gy 7m0 13m0 = 2F2 (pne je ky + ky = 2 + 2m), onma, cabupamem
oBUX jemHaumHa, mobujamo 2- 770 = 2F1 4 2k2 = 9ki(2k2=Fk1 4 1) onakme je ki = 1,
Te je 770 — 3™ = 2, mrro je memoryhe.

3a p # 2, 36or mapuoctu, mopa 6utu m > 0. Haname hemo paszmarparu
nmaprOCT 6poja n. 3a Hemapuo n je TV 14+ 7"72.34+... 47372+ 3" ! gemapno,
na Opoj mp Mopa 6utu jemnak 2, mro je Hemoryhe. Ako je m mapuo, Tanma je
n = 2ng, ng € N u Bazku (70 — 30)(7"0 4 3"0) = p? . 2™P. Kako je p mpocT 6poj,
paszmukoBahemo cienehe ciayuajese:
1°p |7 —3" gp| 7% +3"%: Tana p|2-3", na je p € {2,3}, mro cmo Beh
pasMoTpuIn.
2° p? | 7% — 370 Tama mocroju k € Ny Takas ma je 7m0 —3m0 = p2.2k y 7m0 - 3n0 =
omp—k, CabupameM oBe nBe jemHaumsae mobdbujamo 2-7™0 = p2~2k—|—2’””_k7 OIaKJIe
jek=lmwmmp—k=1. Bamp—k=1je 7" 43" =2, mro je nemoryhe, a 3a
k=1 umamo na 4 memu 7™° — 3™ amu me nemu p?-2F, mro je, rakobe, memoryhe.
3° p? | 70 43" Tana nocroju k € Ny Takas na je 7% 4370 = p2.2k y 7m0 _3n0 =
omp—k, CabupameM oBe IBe jenHaumae mobdbujamo 2-7™0 = p2~2k—|—2mp’k7 OIaKJIe
jek=1lumwmmp—k=1 3amp—k=1je 7" +3" =2 mro je Hemoryhe. Aro
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je k =1, omma je 7™ — 370 = 2™P~! y gako Bakum mp — 1 > 2, CAMYHO KaO U y
cayyajy 3a p = 2, 3akmbyuyjemMo ma je To jemmuo moryhe 3a ng = 1. MebyTtuwm,
Tazma 61 MOpaso A3 Baxku 1 Aa je 7+ 3 = 2-p?, mro Huje moryhe.
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17. CPIICKA MATEMATHWNYEKA OJIMMIINJA ITA
YUEHUWEKA CPEIOIBLMX HIKOJIA

1. ampma 2023. romune

IlpBu maun

1. Heka je O cpemumre onucane KpyskHuUIEe pasHocrpanor tpoyriaa ABC u H
wmeros oprouentap, H ¢ {A, B,C}. Osznaunmo ca O,, Op u O., penom, cpeaumra
onucanux Kpysgauna tpoyraosa AOH, BOH u COH. Ilokazatu ma ce mpase
AO,, BOy u CO, cery y jemHoj Tauku.

2. ara je xomka mBuie 2021. Ha kosnuko pasnumumtumx HaywmHa je Moryhe nHa
000y OBe KOIKe MOMATHU jedHY jeIUWHWYHY KOIKUILY TAaKO Oa Ce HOBOIOOUjeHO
TEJIO MOYKE HMOMyHUTU Teamma maumensuje 1 X 1 X k, 3a mekm mpupomnan 6poj k,
k>27

3. IlpernocraBuMo na Cy nmaTu OPUPONHU OPOjeBM M W M, KAO U HU3 IEIUX
Oopojesa ay, a2, ..., 32 KOjU BAKMA a; = Aj_p, 38 CBAKO ¢, 1 € N, i > n. 3a cBaku
npuposaH 6poj j, 1 < j < n, nepurnmemo /; ka0 HajMamU IPUPOJAH OpPOj TakaB
na je 6poj a; +aji1 + -+ ajy; -1 Aewus ca m. Hoxkaszatu ma je

Lh+l+---+1, <mn.

IIpemBubeno Bpeme 3a u3panmy 3amaraka je 270 muHyTA.
Cakxu 3amaTak Bpeau 7 00moBa.
Pemema 3amaraka nerasbHO OOPA3JIOKUTU.
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17. CPIICKA MATEMATWNYKA OJIMMIINJA ITA
YUEHNMKA CPEIILUX IMIKOJIA

2. ampmia 2023. romuue

Jpyru maum

4. Heka je ¢ mpoct 6poj, a n npuponan 6poj. lokazatu ma n? + ("771)2 HUje

MOTIIYH CTeleH O6poja q.

5. Tara 3opan je ycxuheno perao cBoMe cuny [lepunu na je mponamao 3aHu-
mipuBy ¢yurmujy f: R — R koja ucnymasa cienehe ocobume:
e f(m)=m, 3a cBe nexobpojue m;
b

° f((‘;ridb) = f(g);f( ), 3a cBaka uveTtupu nesa opoja a,b, ¢, d Taxksa na je |ad —

bel=1,¢>0wud> 0;
e f je monoroHO pacrtyha.

(a) Horaszaru ma je 30paH NpOHAIIAO jeIMHCTBEHY (YHKIU]Y Ca HABENEHUM OCO-
OuHaMa.

(6) Ako je Ilepuna mapauyHao BPEIHOCT f(‘/gz_l), Koju 6poj je mobuo?

6. ar je Tpoyrao ABC, AB # AC, ca omucanoMm Kpy:kHAIOM w. O3HAUMMO ca
I cpenumiTe ynucane Kpy:KHUIE TOT Tpoyria. HopMmasia KOHCTpyUCaHa U3 TAUKe
I wa mpaBy Al ceue crpanune AB u AC y taukama E u F, pemom. Onucana
kpyskauna rpoyriaa AEF ceue w u npaBy Al y taukama G u H, pemom. Taura
D je momuoskje nopmasie u3z tauke I ma npaBy BC. Tamrenra mHa w y tauku G
ceue npaBy BC' y Tauku J, a npaBa AJ ceue onmcany kpy:kuuiy tporsia ABC
no apyru myT y Tauku K. Jlokazatu ma ce KpyKHUIE ONMUCAHE OKO TPOYTJIOBA
DJK u GIH nomupyjy.

IIpemBubeno Bpeme 3a m3pamy 3amaraka je 270 muHyTA.
Caaku 3amaTak Bpemu 7 60moBa.
Pemema 3amaraka netaibHO 00PA3JIOKUTH.
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PEIIEILA 3AINATAEKA - CMO

IlpBu man

1. (IIPBO PEHIEIGE) Heka je X = AO, N BO,. Hokasxkumo na u upasa CO,
canp:ku tauky X. Crora, MOBOJLHO je HOKA3aTH Aa Tavyka X MPUNAana KPY:KHUIA
onucanoj oko Tpoyria ABC. Mmamo na Basku:

<IBXA = <180 — <OyBA — <0O,AB =
180 — «<HBA — <OyBH — <HAB — <HAO, =
BOH _AO.H _
2 2
=<BHA - 180+ <««BOH + <AOH = <BHA — 180 + <AOB = <ACB,

=<BHA-180+«

Te je TuMe je TBpDheme mOKa3aHoO.

(IPYTO PEIIEILGE) Hera cy £, £y u £, nopmaae uz A, B u C, penom, na OH.
[Mpumernmo na cy mpase {,, £, u ¢, mapajgenasne, OATHOCHO na Cy KOHKYDEHTHE Y
tauku y O6eckonaunoctu. Takobe, smamo na cy ¢, u AO, cuMeTpuyHe y OmHOCY
Ha cumerpaiy yriaa £LOAH, mro je yjenuo u cumerpadtia yriaa £ BAC, onHocHO
Ly, u AO, cy um3oronasue y omumocy Ha £ BAC. WVcto ce MOke 3aKbyduTH 3a
ly u BOy, rao u 3a ¢, u CO.. Mebyrum, rako cy npase £, £, u {. KOHKype-
urHe (y 6eCKOHAUHO] Tauku), oHxa cy koHkypente u AO,, BO, u CO. y Taukn
M30TOHAJIHO COPErHyTO] OECKOHAUHO] TAUKU NPeCceKa (M30IOHAJIHE TAUKE TaJvaKa
y GECKOHAUHOCTM CBKAKO JIEXKE HA OIUCAHO] KPYKHUILM).

(TPERE PEHIIEILE) Ilokas hemo cmposecTu KOMmIIeKCHUM Opojesuma. Ko-
MILIEKCHY KOOpaumHATy mpowm3Bosbie tauke W € C hemo osmaumTm oarosapa-
jyhuMm ManuMm ciioBoM, OXHOCHO w. bBe3 yMmamema ONIITOCTM HEKa je OmmcaHa
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kpysxkauna ABC jemunuuna. Hegka je X tauka mujamerpaJsno cynporHo A Ha
omucanoj kpysxammm oko AOH. Jacuo je ma je XH||BC u ma je OX 1 AO.

3anmucuBameM OBO Ha je3WKy KOMILUICKCHUX OpojeBa, 3HAMO Ma je £ = —2 = —a?
u i:Z = Z:z = —bc. Oparne msBomumo T = —o5. 3BartuMm, Kopucrehwn
h=a+b+c, uzBooumo r —a —b —c = ”fl—bf + W7 a cpebuBameMm HajIa-
2 2 3 . .
3UMO T = W. Hajsan, ako AX ceue kpysuuny ABC y T, ouna je
—at = Z::‘; = =2, llpucrynamo paduyny « —a = 2a%, ma je ouma
9 ab+bc+ca
. lex—a 1207553~  ab+bc+ca
ar—a a 2 St a+b+c

Kako je oBo cumerpuuso 10 a, b, ¢, jacao Buaumo na ce npase AO,, BO, u CO,
cexky y Ttauku 1.

Ayrop 3amarka: Y pom [lososuh

2. Hera je 3a Hexko k m Heky moJaTy KoOukuiy moryhe momymaBame. Y CBaky
jeIVHUYHY KOLKULY ca KoopauHarama (,y,2), 0 < z,y,z < 2020, ynumumo 6poj
etV t2 rrne je € = ¢! . Ha nmenrudan HAUWH, y OOJAATY jEAVHWYHY KOIKUILY
(a,b,c), ymammmo 6poj £4tP+e. Kako rom mocraBumo kBamap 1 x 1 x k, 36up
OpojeBa y moJruMa KOja OH IpekpuBa jenHak je Hynu. Hera je 2021 = gk+1r, 0 <
r < k. 36up cBUX OIpUADPY:KEHUX OpojeBa jenHaK je

0=(14e+..+20%0) peotbe — (1 pep 4 413 peatbte (1)

Omapze je |1 +e+e?+..+e" V)P = | —e2T0F¢| 1e je |11_f;| =1, omHOCHO GpPOjeBn
€ u &" cy Ha jemHaKOM pacrTojamy ox O6poja 1. 3aro je r = k — 1 unu je r = 1.
Axo je r =1, ouga je k =2, ma je u tana obasesno r = k — 1. Ilakue, ako cy 3a
HEeKO k ucmymeHu yciosd, ouna k | 2022 u 36or (1) Bawu a + b+ ¢ = 3(k — 1).
Bes ymamema ONIITOCTA MOKEMO y3eTu ma je monara kouruua (a,b, —1). Cana
mvamo k | a + b+ 2. 36or cumerpuje mpobieMa mOIATA KOIKUIA MOMKE OUTH
n romkuna (2020 — a,b,—1), e k | (2020 — a + b + 2). AKO 3a HEKO CIOXKEHO k
[IOCTOjU pelllelmhe, OHMAa IIOCTOjU U 3a OWJIO KOJU HerOB HEeJUJall. 3aTO MOMKEMO
npernoctasuTu aa je k npoct 6poj. 3aro us k | a+b+2 u k | 2020—a+2020—b+2,
3a k > 2, k| 2022, nobujamo a =i b =, —1. 3a k = 2 je a =2 b. Iorakumo
na 3a oBakse (KOje 3aI0BOJbABAjy NPETXOIHE yCJIOBE) jeINHUYHUIE KOUKUIE,
3aucra, nmocroju omrosapajyhe monymasame. Hera je k € {2,3,337} u a =
b=r —1. Younmo ma je KBanpar, umja mosmsa uMmajy koopmunate (x,y), 0 < x,y <
2020, u3 kor je mszbauen kBaaparuh (a,b), 3a a = b =, —1 moryhe nommnouaru
npasoyraouunuma k x 1. To je 3acura moryhe ypaauTu momro ce KBagpar ca
TAKBAM M30aUEHUM IOJHLEM MOKE MOINIOUATU IPABOYyraOHUIMMa quMeHsuje (a +
1) x b, (2020—a) x (b+1), (2021 —a) x (2020 —b) u a x (2021 — b), a cBaku Takas
npaBoyraoHuk npasoyraonunmma k X 1 (momro k | a+ 1,0+ 1,2021 — a,2021 — b).
Hajumwxux k—1 ”cnojeBa” Besuke kouke numensuje 2021 nonymaBaMo Ha ONUCAHA
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HAUMH, a ocTarak je kBamap 2021 x 2021 x (2022 — k) xoje ce, 360r k | 2022 — k,
sako nmonymasa ca 1 X 1 X k. Ciauuno pamumo 3a k=2 u a =2 b =5 0, Tako mrTo
kBaapat 6e3 moma (a,b) MokxeMo momnovaTy npasoyraoaummma a X (b+1), (2021—
a) X b, (2020 — a) x (2021 —b) u (a+ 1) x (2020 — b).

Tpeba jom uzbpojaru kKoauko uma ypenebenux naposa (a,b), 0<a, b<2020,
3a KOje BaKU @ =9 b uau a =3 b =3 —1 uau a =337 b =337 —1. Jlako Mmonixemo
YCTaHOBUTU 1a je TaKBUX IIapOBa %2“ +2- 6% . 622 +2-3.2=2268697. Oryna,
300r cumeTpuje, KOHAYaH OPOj TpaskeHuX Komkuia je 6 X 2268697 = 13612182.

Aytop 3amarka: Munom Mwunocasimesuli

3. Hexa je b; 3a i > 0 mepmHUCAHO KAO OCTATak CyMe IPBUX ¢ OpojeBa M3 HU3A a
npu nesewy ca m. Tarkobhe, pamu makimme HoTamnuje o3mauumo b, ca S. Jacuo je
na je by = b;+S (mod m). 3a csako i je l; 3anpaso mucranna no crexeher mo-
jaBmuBama b; y am3y. Hera ce r € {0,1,2,...,m—1} nojasmyje y ausy by, ba, ..., by
Ha MHICKCUMA 1, T2, ..., 2t 3a t € Ng. Tana je l,; = xj11—x; 3a j € {1,2,..,t -1},
IOK je ly, = p—a¢, TOe je p UHOEKC IPBOr I0jaB/buBama Opoja r y b mocie npBux
n. Tako cabupajyhu nperxonno mo csum j € {1,2,3,...,t}, Hamasumo na je cyma
[-oBa Ha mo3WNUjaMa TAe ce Hajga3u r Oam pas3jinka n3Mehy mpBOT MOjaBHUBAMA
r y b mocsie n u IpBOT YOIIITE.

Heka je d = H31(S,m) u 0 < r < d. Hera cy r1, 1, -+, Tx, CBE BPEAHOCTHU
koje ce jaBsmajy mebhy by, be, --- b,, TakBe ma majy ocraTak r OpU Aejsemy ca d
(npernocraBumo na k # 0). lokazaliemo ma je cyma [; koju oarosapajy OBUM
BpenHOCTMMa HajBume “7 - n. [lomTo mMamo mHajsume d HempasHWMX Kaaca IO
Momyny d, akO JOKa:KeMO OBO, oaMmax mMmaMo TBpbheme 3amatka. Hera je j; mpBo
mojaBspuBame 1; y by, ba, ..., b,. IloTrpebuo je 3a cBako r; Hahu nNpBO MOjaBJbU-
Bame Tor Opoja y b mocne npsux n. Ilopebajmo Bpemuoctu r, r+ 5, r+2S, -,
r+ (% — 1) S Ha KpYsKHUILY, U NIPETIOCTABUMO 0€3 yMameHa ONIITOCTA Ja Ce Ha
OBOj KPY/KHUIM TIOjaBby]jy OpojeBu 11, ra, -+, Ty DAl TUM pPenoM, HA MO3UIA]a-
Ma C1, C2, -+, Ck. JlaKo ce mpoBepaBa Ma BaEKM b(c,—c,)ntj, = T2(mod m), ma BaKU
Ia je OpBO MOjaBbUBAIE To y HU3Y b mocie n Heku uHmekc i < (c2 — c¢1)n + ji,
Tako Oa cyMma | Koja oaroBapa ro jecre HajBume (ca — ¢1)n + j1 — jo. 3a ome
KOju omrosapajy r; je aHaygoruo (¢; — ¢;—1)n + ji—1 — ji, MOK je 3a r1 Ta cyMma
(cl + 7= ck) n+ jr — j1. Cymupajyhu oBo Hamaszumo na je TpaskeHa cyMa Ma-
Kemmamno n- (B 41 —cp+ e —cr+es—coat o cp— 1) Hia— i +is—jat
st — e =g

Hanomenumo na ce, momaTHO, JIaKO NOKa3yje Oa je CIOMEHyTa CyMa Y

m
APYTOM HACyCy yBEK Ta4HO 1.

Ayrtop 3amarka: [lasiae Maprunosuh
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Ipyru nau

4. IlpernocraBumo cynpotHo. IIpBo, BuamMo na je n Hemapad Opoj, jep ”Tfl
Mmopa butu 6mo meo. Heka je n = 2a + 1, 3a mero HenerartusHo 1eio a. Crora,
n? + (251)2 nocraje a? + (2a + 1)? u Mmopa Gutu crenen 6poja ¢, Tj. obauxa ¢,
3a Hero k € N. Anasnusupajyhu momenyTtu m3zpas3 mo monyiay ¢, te kopucrehu
Mausy ®epmaoBy Teopemy, mobujamo 0 =a? + (2a+1)?=a?+2a+ 1= (a+1)?
(mod ¢), Tj. ¢|a+1. Ako je ¢ = 2, Tama je MO NPETXOMHOM @ HENAPHO, T4 je
a?+ (2a +1)? = 2 (mod 4), Te je, crora, ucnymeno a’ + (2a + 1)? = 2, mro je
Hemoryhe.

Heka je, cama, ¢ > 3, a camuM TuMm m HemapaH mpoct O6poj. IIpumerumo na je
a’+(2a+1)71 = (a®>—1)+((2a+1)7+1). Cana je vy(a®—1) =vy(a—1)+v,(a+1) =
vg(a+1), c 063upom na g He MOke na neau a—1, jep nemu a+1 u ¢ > 2. Ca gpyre
crpase, Kako ¢ | (2a + 1) + 1, To mo semu on musamy eknonesara (JITE) Baxu
vg((2a+1)7+1) = v4((2a+1)+1)+v4(q) = v4(2a+2)+1 = v4(a+1)+1, oner, jep je
q > 2. Omasze je vg(a®+ (2a+1)?) = min{v,(a* —1),v4((2a+ 1)1+ 1)} = v4(a+1),
mro 3Haum ga je a® + (2a + 1)4 = ¢t < a + 1, mro je ounmro memorylie.
Kourpamukmuja!

Ayrop 3amarka: [laBie Maprunosuh

5. (a) IIpeTnocTaBuMoO ma MOCTOjU jOII jenHa GyHKIUja ca HABEIEHUM OCOOMHAMA
y ¢opmynanuju. [la Obmcmo mokaszaniu ga Cy OHE jenHaKe Ha CKYNY paluoHa-
aHUX OpojeBa, KOpuUcTUEMO CTPOrYy MHAYKOWjY 110 UMEHUOLY (3a pas3joMKe y
yopomfienoj dopmu). 3a n = 1, nupBu ycios je nosBosman. 3a n > 1 mperno-
CTaBUMO jeTHAKOCT 3a CB€ PAa3JOMKe ca WMeHMoIuMa MamuM on n. Heka je
H3(m,n) = 1. Ilocroje nenu 6pojesu m’ u n’' raxsu na je mn' —nm' =1, a na

/
m

npurom Bazku u 0 < n’ < n. Ilo cTporoj uEAyKIUjU, GyHKIUjE CY jeqHAKE HA o

u =7, ma cy 1o APYTOM YCJOBY jefHakKe W Ha .
Heka je, mame, = mnpowmsBosan peasan 0poj. Iledurummmo HU30BE
(an), (bn), (cn) m (dy), n € Ny, 3axTeBoM: ag = [z],bp = ag + 1,0 = dp = 1;

3a ﬁ < x, je (@nt1,bnt1,Cnt1,dnt1) = (an + bn,bp,cn + dn,dy), unave je
(@n+t1, bnt1s Cnt1,dnt1) = (an + bn,bn,Cnyen + dy), n 2 1. Y3 nomoh npurnumna
MaTeMaTUdKe WHIYKOZje TPUBUJATHO C€ MOKa3yje na Baku |and, — bpc,| = 1
u f(g—z) — f(¢) = 27", 3a csaro n € Nyg (3a n = 0 je TpuBuMjanHO, HOK je
VHIYKTUBHU KODaK HOJAeJa Ha ClydyajeBe W MO3UBame Ha APYLU yciaoB). Ta-
kobe, MHAYKTUBHO ce NOKa3yje u na je ‘Cl—: <z < Z—Z, 3a cBe n € Ny, nako je
ounrnenuo. Crora, y ciaydajy ma moMeHyTe ABe (yHKOUje MMajy Pas3IuduTe
BPENHOCTU y TAUKM &, MOkeMo Hahm muxoBy pasnury € (Beha mMmmyc mama)
n onabpatu n € N Tako na 27" < e. DBe3 ryburka ommrocTtu, meka je f(x)
MUHUMYM CKyIlla BPETHOCTH y Taduku x obe ¢yukmuje. M3 mperxomHOor, Mopa
ourn f(¢=)+ f(2) +e< f(z) +f(g—::), jep je f pacryha ¢pymrmmja. Mebhyrum, u3s
IPEeTXONHOr BaXM na je 27" > e, mro je KoHTpamuknuja. Jlakme, o0e GpyHKIU-
je y Tauku T mMajy MCTY BPEIHOCT, Tj. IIOCTOjU caMO jenHa peajHa (QyHKIWja
nedurucana Ha R ca HaBeneHuMm ocoOuHAMA.
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(6) AKOje f0:07 flzlnfn+2:fn+l+fn 3an >0, onma je fn:ﬁ((bn_wn)
3an €N, rue je ¢ = @ >1luy = —@ € (—1,0). Tarobe je fnt1fnte —

fafn+s = (=1)™, 3a n € Ny, a kako je \/32_1 = % , Tpeba oxpenuTu f(é)
Heka je an, = J{ZL ub, = ]{2"—:, 3a. n € Ng. Kaxo je ;":2 - —fff‘H =
fnt1fnyo—Ffnfnys _ _(=D"

Jy s Forafy o cemm ma je (an) pacryhu, a (b,) omanajyhu uus, a

Kako je ¢ > 1> |¢|, Baku a, — % u b, = %, kanx n — oo. Ha ocHoBy ycioBa 3a-

JaTKa, IPUMEHEHOr Ha 4eTBOPKY (a,b, ¢, d) = (fn, fa+1, fut1s fnt2), 1 HABemeHOT
1) +1(728)
2

fnt1 fnt2

UOCHTUTETa OO0UjaMo ma je f(;"—iz) =

f(ag) = f(0) = 0wu f(by) = f(1) =1, a aro 3a merko n € Ny Baxku u f(a,) = 2';1;2
u f(b,) = 2+ | omna he BamuTn

Takobe, Basku ma je

347

f( ) = flan)+f(bn) _ 234280 44n 1 24ntl o :

Ap+1 — 2 - 2 — T6.4n — " 34nti > IIa je
2.4741 | 24711 _o
Flbpir) = fO)+f(ansr) _ Fan tT5geFr _ 4.47FTi4o  2.47F14
n+1 - 9 - P} — T6.4ntl T T 3.4nt1
. : _ 24"-2
Haxme, na OCIiOBy IPUHIIIA MATEMATUYKE UHAYKIUje, Bakn na je f(a,) = s

u f(b,) = 2';411, 3a cBako n € Ng, ma kako je f pacryha, Tj. meomamajyha,

cnean 3 = sup () < £(3) < inf f(b) = § . omasne je 7(}) = 3.

Ayrop 3amarka: Ormen Kosauesuh

6. Be3 ymamema ommrTocTu, HEKa je KOHPuUrypamuja kao Ha chaurmu. Ocrann
cayuajeBu ce camuno pazne. Taxobe y Toky pemema he (XY Z), 3a taure X, Y, Z,
O3HAYABATHU OIMCAHy KPYy:KHUIly Tpoyria X,Y, 7.
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Heka je tauka M momup ymucaHOr A-MUKCTUIJIMEHAPHOT Kpyra 1 w .
Tepaumo ma je tauka M Tpaskenu momup KpyskHuna. Heka je S mpyru mpe-
cek MD cawu L=AGNEF.

Jema 1. Baxu (G, B; M,C) = —1 u npasa JM je TanrenTa Ha w.

Hoxkasz 1. IIpBo TBpheme uMmIuImpa Apyro, 300r 0COOMHA XapMOHUjCKUX I€TBOPOY-
IJI0Ba, T€ je, CTOra, JOBOJHHO MOKA3ATH A BAXKHU [IPBH JIEO TBPhema.

Hakon unBep3uje ca nenrpoMm y radku A nosyupednuka v AB x AC, komio-
HOBaHE Ca OCHOM DedJIeKCHjoOM y OTHOCY Ha cuMmerpanay <{BAC, jema ce cBomm Ha
cnenehe mo3uaTo TBpheme:

Jlema 2. Heka je mar rpoyrao ABC u rauke P,Q, R na crpanunavma BC,CA, AB,
THM pesoM, Tako ja cy upase AP, BQ,CR koukypenrae. Oznauumo ca T mpecek
upasux BC u QR. Tana je (T, P;B,C) = —1.

Haxse, tBpheme Jleme 1 je mokasamo.

IMosuaro je ma je AS||BC. Kopucrtehn npeTxoqso, npuMeTuMo Aa BaiKW
<MKJ=<ASM =<JDM,

na je, 36or tora, M € (DJK). Hamwe, npuMeruMo na je L panukayHu LeHTap
A-muckrnnuneapuor kpyra, (AEF) n w, ma cy tauke L,J u M rosuneapwue.
Kako je

90° = <HIL =<HGL =<HML,

cnemn na tauke M, L € (GIH). Komauno, noraxumo na ce kpyskaune (DJK)
u (GIH) nomupyjy y taukum M. Y tom mmmy, meka je N = MH NID. Tauka
N e (DMJK), rue je (DMJK) xkpysxauna koja canpsku tauke D, M, J u K, jep
BAKH

INDJ =90°=<HMJ =<NMJ.

Crora, nosomHO je mokazaru na je NJ||HL, onakse, 36or xomoreruje, he caenm-
tu na ce kpysxkuune (DJK) u (GIH), 3aucra, nonupyjy y tauku M. Kaxko je

<IMNJ =<MDJ =<ASM,

rie CMO jJeIHAKOCTHU yTJIoBa nobunu us napaiennoctu npasux AS u BC, Te Kako
je
<MHL=<MGL =<MGA,

nobujamo na je NJ||HL, na je tume tBpheme morazano.
Ayrop 3amarka: Y pom [lososuh
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