
Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA - SMO

Prvi dan

1. (PRVO REXEǋE) Neka je X = AOa∩BOb. Doka�imo da i prava COc sadr�i taqku
X. Stoga, dovoǉno je dokazati da taqka X pripada kru�nici opisanoj oko trougla
ABC. Imamo da va�i:

^BXA = ^180− ^ObBA− ^OaAB =

180− ^HBA− ^ObBH − ^HAB − ^HAOa =

= ^BHA− 180 + ^BObH

2
+ ^AOaH

2
=

= ^BHA− 180 + ^BOH + ^AOH = ^BHA− 180 + ^AOB = ^ACB,
te je time je tvr�eǌe dokazano.

(DRUGO REXEǋE) Neka su ℓa, ℓb i ℓc normale iz A, B i C, redom, na OH. Primetimo
da su prave ℓa, ℓb i ℓc paralelne, odnosno da su konkurentne u taqki u beskonaqnosti.
Tako�e, znamo da su ℓa i AOa simetriqne u odnosu na simetralu ugla ]OAH, xto je
ujedno i simetrala ugla ]BAC, odnosno ℓa i AOa su izogonalne u odnosu na ]BAC.
Isto se mo�e zakǉuqiti za ℓb i BOb, kao i za ℓc i COc. Me�utim, kako su prave
ℓa, ℓb i ℓc konkuretnte (u beskonaqnoj taqki), onda su konkurente i AOa, BOb i COc

u taqki izogonalno spregnutoj beskonaqnoj taqki preseka (izogonalne taqke taqaka u
beskonaqnosti svkako le�e na opisanoj kru�nici).

(TRE�E REXEǋE) Dokaz �emo sprovesti kompleksnim brojevima. Kompleksnu ko-
ordinate proizvoǉne taqke W ∈ C �emo oznaqiti odgovaraju�im malim slovom, odno-
sno w. Bez umaǌeǌa opxtosti neka je opisana kru�nica ABC jediniqna. Neka je X
taqka dijametralno suprotno A na opisanoj kru�nici oko AOH. Jasno je da je XH||BC
i da je OX ⊥ AO. Zapisivaǌem ovo na jeziku kompleksnih brojeva, znamo da je x

x =

−a
a = −a2 i x−h

x−h
= b−c

b−c
= −bc. Odatle izvodimo x = − x

a2 . Zatim, koriste�i h = a+ b+ c,

izvodimo x − a − b − c = xbc
a2 + ab+bc+ca

a , a sre�ivaǌem nalazimo x = 2a2b+2a2c+a3+abc
a2−bc .



Najzad, ako AX seqe kru�nicu ABC u T , onda je −at = a−t
a−t

= x−a
x−a

. Pristupamo raqunu
x− a = 2aab+bc+ca

a2−bc , pa je onda

t = −1

a

x− a

x− a
= −1

a

2aab+bc+ca
a2−bc

2
a

a+b+c
abc

bc−a2

a2bc

=
ab+ bc+ ca

a+ b+ c
.

Kako je ovo simetriqno po a, b, c, jasno vidimo da se prave AOa, BOb i COc seku u
taqki T .

Autor zadatka: Urox Colovi�

2. Neka je za neko k i neku dodatu kockicu mogu�e popuǌavaǌe. U svaku jediniqnu
kockicu sa koordinatama (x, y, z), 06 x, y, z 6 2020, upiximo broj εx+y+z, gde je ε = ei

2π
k .

Na identiqan naqin, u dodatu jediniqnu kockicu (a, b, c), upiximo broj εa+b+c. Kako
god postavimo kvadar 1× 1× k, zbir brojeva u poǉima koja on prekriva jednak je nuli.
Neka je 2021 = qk + r, 0 < r < k. Zbir svih pridru�enih brojeva jednak je

0 = (1 + ε+ ...+ ε2020)3 + εa+b+c = (1 + ε+ ε2 + ...+ εr−1)3 + εa+b+c. (1)

Odavde je |1+ε+ε2+ ...+εr−1)|3 = |−εa+b+c|, te je | 1−εr

1−ε | = 1, odnosno brojevi ε i εr su na
jednakom rastojaǌu od broja 1. Zato je r = k−1 ili je r = 1. Ako je r = 1, onda je k = 2, pa
je i tada obavezno r = k−1. Dakle, ako su za neko k ispuǌeni uslovi, onda k | 2022 i zbog
(1) va�i a+ b+ c ≡k 3(k− 1). Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo uzeti da je dodata kockica
(a, b,−1). Sada imamo k | a+ b+2. Zbog simetrije problema dodata kockica mo�e biti i
kockica (2020−a, b,−1), te k | (2020−a+b+2). Ako za neko slo�eno k postoji rexeǌe, onda
postoji i za bilo koji ǌegov delilac. Zato mo�emo pretpostaviti da je k prost broj.
Zato iz k | a+b+2 i k | 2020−a+2020−b+2, za k > 2, k | 2022, dobijamo a ≡k b ≡k −1. Za k =
2 je a ≡2 b. Doka�imo da za ovakve (koje zadovoǉavaju prethodne uslove) jediniqnice
kockice, zaista, postoji odgovaraju�e popuǌavaǌe. Neka je k ∈ {2, 3, 337} i a ≡k b ≡k

−1. Uoqimo da je kvadrat, qija poǉa imaju koordinate (x, y), 0 6 x, y 6 2020, iz kog je
izbaqen kvadrati� (a, b), za a ≡k b ≡k −1 mogu�e poploqati pravougaonicima k×1. To je
zasita mogu�e uraditi poxto se kvadrat sa takvim izbaqenim poǉem mo�e poploqati
pravougaonicima dimenzije (a+1)×b, (2020−a)×(b+1), (2021−a)×(2020−b) i a×(2021−b),
a svaki takav pravougaonik pravougaonicima k×1 (poxto k | a+1, b+1, 2021−a, 2021−b).
Najni�ih k − 1 ”slojeva” velike kocke dimenzije 2021 popuǌavamo na opisani naqin,
a ostatak je kvadar 2021 × 2021 × (2022 − k) koje se, zbog k | 2022 − k, lako popuǌava
sa 1 × 1 × k. Sliqno radimo za k = 2 i a ≡2 b ≡2 0, tako xto kvadrat bez poǉa (a, b)
mo�emo poploqati pravougaonicima a × (b + 1), (2021 − a) × b, (2020 − a) × (2021 − b) i
(a+ 1)× (2020− b).

Treba jox izbrojati koliko ima urede�enih parova (a, b), 06a, b62020, za koje va�i
a ≡2 b ili a ≡3 b ≡3 −1 ili a ≡337 b ≡337 −1. Lako moyhemo ustanoviti da je takvih
parova 20212+1

2 + 2 · 674
2 · 672

2 + 2 · 3 · 2 = 2268697. Otuda, zbog simetrije, konaqan broj
tra�enih kockica je 6× 2268697 = 13612182.
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3. Neka je bi za i ≥ 0 definisano kao ostatak sume prvih i brojeva iz niza a pri deǉeǌu
sa m. Tako�e, radi lakxe notacije oznaqimo bn sa S. Jasno je da je bn+i ≡ bi + S
(mod m). Za svako i je li zapravo distanca do slede�eg pojavǉivaǌa bi u nizu. Neka se
r ∈ {0, 1, 2, ...,m−1} pojavǉuje u nizu b1, b2, ..., bn na indeksima x1, x2, ..., xt za t ∈ N0. Tada
je lxj = xj+1 − xj za j ∈ {1, 2, .., t − 1}, dok je lxt = p − xt, gde je p indeks prvog pojavǉi-
vaǌa broja r u b posle prvih n. Tako sabiraju�i prethodno po svim j ∈ {1, 2, 3, ..., t},



nalazimo da je suma l-ova na pozicijama gde se nalazi r bax razlika izme�u prvog
pojavǉivaǌa r u b posle n i prvog uopxte.

Neka je d = NZD(S,m) i 0 ≤ r < d. Neka su r1, r2, · · · , rk sve vrednosti koje se
javǉaju me�u b1, b2, · · · bn, takve da daju ostatak r pri deǉeǌu sa d (pretpostavimo
da k ̸= 0). Dokaza�emo da je suma li koji odgovaraju ovim vrednostima najvixe m

d · n.
Poxto imamo najvixe d nepraznih klasa po modulu d, ako doka�emo ovo, odmah imamo
tvr�eǌe zadatka. Neka je ji prvo pojavǉivaǌe ri u b1, b2, ..., bn. Potrebno je za svako ri
na�i prvo pojavǉivaǌe tog broja u b posle prvih n. Pore�ajmo vrednosti r, r+S, r+2S,
· · · , r +

(
m
d − 1

)
S na kru�nicu, i pretpostavimo bez umaǌeǌa opxtosti da se na ovoj

kru�nici pojavǉuju brojevi r1, r2, · · · , rk bax tim redom, na pozicijama c1, c2, · · · , ck.
Lako se proverava da va�i b(c2−c1)n+j1 ≡ r2(modm), pa va�i da je prvo pojavǉivaǌe r2 u
nizu b posle n neki indeks i ≤ (c2−c1)n+j1, tako da suma l koja odgovara r2 jeste najvixe
(c2−c1)n+j1−j2. Za one koji odgovaraju ri je analogno (ci−ci−1)n+ji−1−ji, dok je za r1 ta
suma

(
c1 +

m
d − ck

)
n+ jk− j1. Sumiraju�i ovo nalazimo da je tra�ena suma maksimalno

n ·
(
m
d + c1 − ck + c2 − c1 + c3 − c2 + · · ·+ ck − ck−1

)
+ j2 − j1 + j3 − j2 + · · ·+ j1 − jk = m

d n.
Napomenimo da se, dodatno, lako pokazuje da je spomenuta suma u drugom pasusu

uvek taqno m
d n.
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4. Pretpostavimo suprotno. Prvo, vidimo da je n neparan broj, jer n−1
2 mora biti bio

ceo. Neka je n = 2a+1, za neko nenegativno celo a. Stoga, nq+(n−1
2 )2 postaje a2+(2a+1)q

i mora biti stepen broja q, tj. oblika qk, za neko k ∈ N. Analiziraju�i pomenuti
izraz po modulu q, te koriste�i Malu Fermaovu teoremu, dobijamo 0 ≡ a2 + (2a+1)q ≡
a2 +2a+1 = (a+1)2 (mod q), tj. q | a+1. Ako je q = 2, tada je po prethodnom a neparno,
pa je a2+(2a+1)2 ≡ 2 (mod 4), te je, stoga, ispuǌeno a2+(2a+1)2 = 2, xto je nemogu�e.
Neka je, sada, q>3, a samim tim i neparan prost broj. Primetimo da je a2+(2a+1)q =
(a2 − 1) + ((2a+ 1)q + 1). Sada je vq(a2 − 1) = vq(a− 1) + vq(a+ 1) = vq(a+ 1), s obzirom da
q ne mo�e da deli a− 1, jer deli a+ 1 i q > 2. Sa druge strane, kako q | (2a+ 1) + 1, to
po lemi od dizaǌu ekponenata (LTE) va�i vq((2a + 1)q + 1) = vq((2a + 1) + 1) + vq(q) =
vq(2a+ 2) + 1 = vq(a+ 1) + 1, opet, jer je q > 2. Odavde je vq(a2 + (2a+ 1)q) = min{vq(a2 −
1), vq((2a + 1)q + 1)} = vq(a + 1), xto znaqi da je a2 + (2a + 1)q = qvq(a+1) 6 a + 1, xto je
oqito nemogu�e. Kontradikcija!

Autor zadatka: Pavle Martinovi�

5. (a) Pretpostavimo da postoji jox jedna funkcija sa navedenim osobinama u fo-
rmulaciji. Da bismo dokazali da su one jednake na skupu racionalnih brojeva, ko-
risti�emo strogu indukciju po imeniocu (za razlomke u uprox�enoj formi). Za n = 1,
prvi uslov je dovoǉan. Za n > 1 pretpostavimo jednakost za sve razlomke sa imenioci-
ma maǌim od n. Neka je NZD(m,n) = 1. Postoje celi brojevi m′ i n′ takvi da je
mn′ − nm′ = 1, a da pritom va�i i 0 < n′ < n. Po strogoj indukciji, funkcije su
jednake na m′

n′ i m−m′

n−n′ , pa su po drugom uslovu jednake i na m
n .

Neka je, daǉe, x proizvoǉan realan broj. Definiximo nizove (an), (bn), (cn) i (dn),
n ∈ N0, zahtevom: a0 = [x], b0 = a0 +1, c0 = d0 = 1; za an+bn

cn+dn
< x, je (an+1, bn+1, cn+1, dn+1) =

(an + bn, bn, cn + dn, dn), inaqe je (an+1, bn+1, cn+1, dn+1) = (an + bn, bn, cn, cn + dn), n> 1. Uz
pomo� principa matematiqke indukcije trivijalno se dokazuje da va�i |andn−bncn| = 1
i f( bndn

)− f(an

cn
) = 2−n, za svako n ∈ N0 (za n = 0 je trivijalno, dok je induktivni korak

podela na sluqajeve i pozivaǌe na drugi uslov). Tako�e, induktivno se dokazuje i
da je an

cn
< x < bn

dn
, za sve n ∈ N0, iako je oqigledno. Stoga, u sluqaju da pomenute

dve funkcije imaju razliqite vrednosti u taqki x, mo�emo na�i ǌihovu razliku ϵ
(ve�a minus maǌa) i odabrati n ∈ N tako da 2−n < ϵ. Bez gubitka opxtosti, neka
je f(x) minimum skupa vrednosti u taqki x obe funkcije. Iz prethodnog, mora biti
f(an

cn
)+ f(x)+ ϵ6 f(x)+ f( bndn

), jer je f rastu�a funkcija. Me�utim, iz prethodnog va�i
da je 2−n>ϵ, xto je kontradikcija. Dakle, obe funkcije u taqki x imaju istu vrednost,
tj. postoji samo jedna realna funkcija definisana na R sa navedenim osobinama.
(b) Ako je f0 = 0, f1 = 1 i fn+2 = fn+1 + fn za n > 0, onda je fn = 1√

5
· (ϕn − ψn) za n ∈ N,

gde je ϕ =
√

5+1
2 > 1 i ψ = −

√
5−1
2 ∈ (−1, 0). Tako�e je fn+1fn+2 − fnfn+3 = (−1)n, za

n ∈ N0, a kako je
√

5−1
2 = 1

ϕ , treba odrediti f( 1ϕ ).

Neka je an = f2n
f2n+1

i bn = f2n+1

f2n+2
, za n ∈ N0. Kako je fn+2

fn+3
− fn

fn+1
= fn+1fn+2−fnfn+3

fn+3fn+1
= (−1)n

fn+3fn+1
,

sledi da je (an) rastu�i, a (bn) opadaju�i niz, a kako je ϕ > 1 > |ψ|, va�i an → 1
ϕ i

bn → 1
ϕ , kad n → ∞. Na osnovu uslova zadatka, primeǌenog na qetvorku (a, b, c, d) =

(fn, fn+1, fn+1, fn+2), i navedenog identiteta dobijamo da je f
( fn+2

fn+3

)
=

f
(

fn
fn+1

)
+f

(
fn+1
fn+2

)
2 .

Tako�e, va�i da je f(a0) = f(0) = 0 i f(b0) = f(1) = 1, a ako za neko n ∈ N0 va�i i



f(an) =
2·4n−2
3·4n i f(bn) =

2·4n+1
3·4n , onda �e va�iti

f(an+1) = f(an)+f(bn)
2 =

2·4n−2
3·4n + 2·4n+1

3·4n
2 = 4·4n−1

6·4n = 2·4n+1−2
3·4n+1 , pa je

f(bn+1) = f(bn)+f(an+1)
2 =

2·4n+1
3·4n + 2·4n+1−2

3·4n+1

2 = 4·4n+1+2
6·4n+1 = 2·4n+1+1

3·4n+1 .

Dakle, na osnovu principa matematiqke indukcije, va�i da je f(an) = 2·4n−2
3·4n i f(bn) =

2·4n+1
3·4n , za svako n ∈ N0, pa kako je f rastu�a, tj. neopadaju�a, sledi 2

3 = sup
n∈N

f(an) 6

f( 1ϕ ) 6 inf
n∈N

f(bn) =
2
3 , odakle je f( 1ϕ ) =

2
3 .
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6. Bez umaǌeǌa opxtosti, neka je konfiguracija kao na slici. Ostali sluqajevi se
sliqno rade. Tako�e u toku rexeǌa �e (XY Z), za taqke X,Y, Z, oznaqavati opisanu
kru�nicu trougla X,Y, Z.

Neka je taqka M dodir upisanog A-mikstilienarnog kruga i ω . Tvrdimo da je
taqka M tra�eni dodir kru�nica. Neka je S drugi presek MD sa ω i L = AG ∩ EF .

Lema 1. Va�i (G,B;M,C) = −1 i prava JM je tangenta na ω.

Dokaz 1. Prvo tvr�e�e implicira drugo, zbog osobina harmonijskih qetvorouglova, te je,

stoga, dovo	no pokazati da va�i prvi deo tvr�e�a.

Nakon inverzije sa centrom u taqki A polupreqnika
√
AB ×AC, komponovane sa osnom

refleksijom u odnosu na simetralu ^BAC, lema se svodi na slede�e poznato tvr�e�e:

Lema 2. Neka je dat trougao ABC i taqke P,Q,R na stranicama BC,CA,AB, tim redom,

tako da su prave AP,BQ,CR konkurentne. Oznaqimo sa T presek pravih BC i QR. Tada je
(T, P ;B,C) = −1.

Dakle, tvr�e�e Leme 1 je pokazano.

Poznato je da je AS||BC. Koriste�i prethodno, primetimo da va�i

^MKJ = ^ASM = ^JDM,



pa je, zbog toga, M ∈ (DJK). Daǉe, primetimo da je L radikalni centar A-
misktilinearnog kruga, (AEF ) i ω, pa su taqke L, J i M kolinearne. Kako je

90◦ = ^HIL = ^HGL = ^HML,

sledi da taqke M,L ∈ (GIH). Konaqno, poka�imo da se kru�nice (DJK) i (GIH)
dodiruju u taqki M . U tom ciǉu, neka je N = MH ∩ ID. Taqka N ∈ (DMJK), gde je
(DMJK) kru�nica koja sadr�i taqke D,M, J i K, jer va�i

^NDJ = 90◦ = ^HMJ = ^NMJ.

Stoga, dovoǉno je pokazati da je NJ ||HL, odakle, zbog homotetije, �e slediti da se
kru�nice (DJK) i (GIH), zaista, dodiruju u taqki M . Kako je

^MNJ = ^MDJ = ^ASM,

gde smo jednakosti uglova dobili iz paralelnosti pravih AS i BC, te kako je

^MHL = ^MGL = ^MGA,

dobijamo da je NJ ||HL, pa je time tvr�eǌe dokazano.
Autor zadatka: Urox Colovi�


