JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEHA 3AITATAKA - CMO

IIpBu mam

1. (ITPBO PEUIEIHE) Hera je X = AO, N BO,,. Horaxumo na u npasa CO, canp:En TauKy
X. Crora, NOBOJHO je MOKA3aTH Oa Tadyka X [PUIana KPYKHUIU ONKUCAHO] OKO TPOYTJa
ABC. VMImaMoO na Ba:KH:

IBXA = <180 — <0,BA — <0O,AB =

180 — <HBA — <O,BH — <HAB — <HAO, —=
BO,H  AO H
— 9BHA — 180 + < 02” + < 02“ -

=<BHA -180+ <BOH + <AOH = <BHA — 180 + <AOB = <ACB,

Te je TuMe je TBpheme nokaszaHo.

(OIPYTO PEIIEWE) Heka cy 4, ¢, u £. nopmase uz A, B u C, penom, na OH. IIpumerumo
na cy npase {,, {, u {, napajeyiHe, OQHOCHO Ia Cy KOHKYPEHTHE y TAUKU y OECKOHAUYHOCTH.
Takobe, smamo ma cy £, u AO, cumerpuune y omHocy Ha cumerpaiay yriaa LOAH, mto je
yjemno u cumerpana yria £LBAC, omsocuo ¢, u AO, cy usoronasue y omuocy Ha £ BAC.
Wcro ce moxke 3armyuntu 3a f, u BOy, kao u 3a {, u CO.. Mebyrum, kako cy mpase
Ly, Uy u . vouryperHTe (y GeckoHAYHO] Tauky), oHga cy koukypeure u AO,, BO, u CO,
Yy TAUKM M30IOHAJIHO CHPErHyTO] OGECKOHAUHO] TAuKW Hpeceka (M30rOHAJIHE TAuKe Tadaka y
BEeCKOHAYHOCTY CBKAKO JIEJKe Ha OMMCAHO] KPY/KHUILN).

(TPERE PEIIEIHE) Iloka3 hemo cnpoBecTu KOMILUIEKCHUM OpojeBuMa. KOMIUIEKCHY KO-
opamuare npousBossHe Taure W € C hemo o3maumTty ogrosapajyhum mMaianM CiIIOBOM, OXHO-
cuo w. DBes ymamema ommrocTu Heka je onucana kpyskuuna ABC jemumuuna. Heka je X
Tayka AujaMeTpaJHo cynpoTHo A Ha ommcanoj kpy:kHuUnuM oko AOH. Jacuo je na je X H||BC

u na je OX 1 AO. 3anucupameMm OBO Ha je3UKy KOMIUIEKCHUX OpojeBa, 3HaMO JHa je £ =

-2 = —a?u ﬁ = Z:z = —bc. Oparne uspomumo T = —-5. 3artuMm, kopuctehu h =a+b+c,
2 2 3
U3BOAUMO T — a — b — ¢ = “;—bf + W7 a cpebuBameMm HaJa3UMO T = W.



Hajsan, ako AX ceue kpysxuuy ABC y T, ouna je —at = Z::i = 2= Ilpucrynamo padyny
T—a= 2aal§;”$, ma je oHOa
. lez—a 1 2q9btbetea _ab+bc+ ca
T ar—a a 2% T a4b+e
a bc—a?

a2be

Kako je oBo cumerpuuno mo a, b, ¢, jacio Bumumo na ce upase AO,, BO, u CO. cery y
Taukuy 1.

Ayrop 3amarka: Yporr Ilomosuh

2. Hera je 3a Hexko k m HeKy momaTy KOUKMIY Moryhe momnymaBame. Y CBakKy jeIUHUYHY
KOLKMILy ca KoopauHaTama (2,7, z), 0<z,vy, z < 2020, ymumimo 6poj e*V+2, rae je e = e .
Ha waenTuuas HauWH, y JOJATY jeIMHWYHY KOUkMIy (a,b,c), ymammmo 6poj €4T+e. Kaxo
ron moctaBumo kBagap 1 X 1 x k, 36up 6pojeBa y mossuMa KOja OH MPEKPUBA jeTHAK je HYJIU.
Heka je 2021 =gk + 71, 0 <r < k. 30up cBUX OpUIAPY:KEHUX OpOjeBa jemHAK je

0= (14¢e+..+20%0) peatbre — (] poqe? 4 . g 13 fatbhe (1)

Omasze je [1+e+e2+...4+&" )3 = | —e2+0*¢| re je |15 | = 1, onrocHo Gpojesn € m " cy Ha
jemHaroMm pacrojamy ox 6poja 1. 3ato jer = k—1 unu je r = 1. Ako jer = 1, ouna je k = 2, ma
je m Tana obasesno r = k—1. Ilakse, ako Cy 3a HEKO k UCIyHeHU ycioBy, ouga k | 2022 u 36or
(1) Basku a+b+c =¢ 3(k—1). Bes yMamena OmmTOCTE MOKEMO y3€TH 14 je HOAATa KOIKALIA
(a,b,—1). Cama nmamo k | a+b+2. 36or cumerpuje npobiema K0AATA KONKALA MOKe OUTH U
ronguna (2020—a, b, —1), e k | (2020—a+b+2). Ako 3a HEKO CIIOKEHO k OCTOjU pelene, OHAA
OCTOjU U 38 OUJIO KOJU E>E€rOB JEJIMJIAIl. 3aTO MOMKEMO MPETIOCTABUTU Aa je k mpocT Opoj.
Saro us k | a+b+2 u k | 2020—a+2020—b+2, 3a k > 2, k | 2022, nobujamo a =, b= —1. 3a k =
2 je a =5 b. HoraxkuMo na 3a oBakBe (KOje 3aI0BOJLABAJY NPETXOAHE YCJIOBE) jeINHUUHUIE
KOLIKMIE, 3a1cTa, mocToju ogropapajyhe monymasame. Heka je k € {2,3,337} u a = b =,
—1. Youumo gna je gBazpar, uuja nosma mMmajy koopaunare (x,y), 0 < z,y < 2020, u3z xor je
un3bauen kBaaparu (a,b), 3a a =i b = —1 moryhe nomnouaru npasoyraouunuma k x 1. To je
3acuTa Moryhe ypaauTy momTo ce KBaIpaT ca TAKBUM M30AYEHUM MOJLEM MOKE MOMIOUATH
npasoyraonunuma muMensuje (a+1)xb, (2020—a)x (b+1), (2021 —a)x (2020—b) u ax (2021-0),
a CBAKM TAKAB IPABOYTAOHUK mpaBoyraoHummMa k x 1 (momro k | a+1,b+1,2021—a, 2021 —0).
Hajuwxux k — 1 ”cnojeBa” Besumke kouke mumensuje 2021 momymaBaMoO Ha ONUCAHU HAUUH,
a ocrarak je kBamap 2021 x 2021 x (2022 — k) xoje ce, 360r k | 2022 — k, nako momymasa
ca 1 x1xk. Coiuuno pamumo 3a k = 2 u a =9 b =9 0, Tako mwro kBazxpar 6e3 mosma (a,b)
MOKeMO Iomovaru npasoyraorunuma a X (b + 1), (2021 —a) x b, (2020 — a) x (2021 — b) u
(a+1) x (2020 — b).

Tpeba jom n3bpojarn Koauko nMa ypenebhenux naposa (a,b), 0<a, b<2020, 3a koje Basku
a =9 bumu a =3 b =3 —1 wim a =337 b =337 —1. Jlako MOBIXEMO YCTAHOBUTU HA j& TAKBUX
mapoBa %;H +2- % . % 4+ 232 = 2268697. Oryna, 360or cumerpuje, KOHAYaH OpPOj
TpaskeHuX Kougruma je 6 x 2268697 = 13612182.

Ayrop 3amarka: Musom Musocasspesuhi

3. Heka je b; 3a i > 0 medpunMCAHO KA0 OCTATaK CyMe IPBUX ¢ OpOjeBa U3 HU3A @ IPU ICLEHY
ca m. Tarobe, pamu makme HOTanuje o3Hadmmo b, ca S. Jacuo je ma je bpyi = b; + 5
(mod m). 3a cBako i je l; 3anpaBo mucranua no cuaezneher nojasmusama b; y uusy. Hera ce
r€{0,1,2,...,m—1} nojasmyje y mu3y by, bs, ..., b, Ha MHEEKCUMA T1, To, ..., T¢ 3a t € Ng. Tanma
je ly; = w541 — x5 3a j € {1,2,..,t — 1}, 10k je l,, = p — &y, Tie je p MHACKC IPBOT T0jaBJbU-
Bama Opoja r y b mocne npsux n. Tako cabupajyhu mperxomuo mo ceuMm j € {1,2,3,...,t},



HaJa3uMO na je cyMma [-0oBa Ha mo3unujaMa rae ce Hajga3u r bam pasnuka uaMeby mpsor
mojaBspMBama 'y b mocisie m v OpBOr YOIIIITE.

Heka je d = H3/(S,m) u 0 < r < d. Hera cy ry, 9, --+, Tp CBe BPEIHOCTU KOje C€
jaBmajy meby by, by, --- b,, TakBe ma majy ocTarak r mpu mememy ca d (IpeTmocTaBuMoO
na k # 0). Hoxazahemo ma je cyma [; Koju oarosapajy OBUM BPEIHOCTHMMA HajBume F - 7.
IMomro mmamo HajBUmIe d HEMPA3HUX KJIaca IO MOIYJIY d, aKO JOKaKeMO OBO, OIMAaX MMAaMO
tBpheme 3anaTrra. Heka je j; npBo mojaBmuBame 1; v by, bs,...,b,. [loTpebuo je 3a cBako 7;
nahwu npBo mojasiuBame Tor 6poja y b mocise npsux n. [lopebajmo Bpenuoctu r, r+5, r+25,
T+ (% — 1) S Ha KPY:KHUILy, U NPETIOCTABUMO 0e3 yMamema OIMMTOCTU Oa Ce Ha OBOj
KPYsKHUIK TI0jaBLYjy OpojeBu 11, g, -+, Iy Oalml TUM penoM, Ha TMO3UMIUjaMa C1, Ca, * -, Ck-
Jlaxo ce mpoBepaBa na Bak™ b(c, ¢ )n+j, = T2(modm), ma Baxu 1a je IPBO MOjaBLUBAE T2 Y
U3y b mocae n Heku unpekc ¢ < (cg—cp)n+j1, TAKO Ha cyMa | Koja oAroBapa rp jecre HajBUIIE
(co—c1)n+j1—j2. 3a ome Koju oAroBapajy T; je aHaAJOrHO (¢;—C;i—1)n+ji—1—Ji, HOK je 3a r1 Ta
cyMa (cl +% - ck) n+jr —j1. Cymupajyhu oBo Hanmazumo na je TpaskeHa cyMa MaKCUMAJIHO
n-(B4e—cte—ctes—cotter—c1)tja—ji+is— gt —jk =G0
Hamomenumo na ce, mogaTHO, JaKO MOKa3yje nOa je CIOMEHyTa CyMa y APYrOM Macycy
YBEK TauHO ‘7.

Ayrop 3amarka: [lasre Maprunosuh
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Jpyru nan

4. IlpernocraBumo cynpotHo. IIpBo, Bumumo na je n memapan 6poj, jep ";1 Mopa butu 6uo

meo. Hexa je n = 2a+1, 3a Hexo HeHeraTtusHO neno a. Crora, nq—l—("T_l)2 nocraje a’+(2a+1)?
U Mopa GuTH cTemeH O0poja ¢, Tj. obmura ¢F, 3a mexko k € N. Amamusupajyhu momemytn
u3pas 1mo Momyny ¢, Te kopuctehu Mamy ®Pepmaosy Teopemy, mobujamo 0 = a? + (2a + 1) =
a’?+2a+1=(a+1)% (mod q), 1j. ¢|a+1. Ako je ¢ =2, Tama je 0 TPETXOTHOM @ HETIAPHO,
ma je a’+ (2a+1)? =2 (mod 4), Te je, crora, ucmymeno a’+ (2a+1)? = 2, mro je memoryhe.
Heka je, cama, ¢ >3, a caMuM TUM 1 Hemapad mpocT 6poj. [pumermvo ma je a®+ (2a+1)7 =
(a®>=1)+((2a+1)?7+1). Cana je vg(a®—1) =v,(a—1) +v4(a+1) =vy(a+1), ¢ 063upom na
q e Moxke na mesu a — 1, jep nemu a+ 1 u ¢ > 2. Ca apyre crpane, kako ¢q | (2a+1) + 1, To
no gemu on musamy ekmoHeHara (JITE) Bawu vy((2a + 1)9 4+ 1) = v4((2a+ 1) + 1) + v4(q) =
vg(2a+2) +1=v4(a+ 1) + 1, omer, jep je ¢ > 2. Omasze je vy(a? + (2a + 1)9) = min{v,(a® —
1),v,((2a + 1)? + 1)} = vy(a + 1), mro 3maun xa je a® + (2a + 1)7 = ¢"@TY) L a + 1, mro je
ounTo Hemoryhe. Kourpamukmuja!

Ayrop 3amarka: Ilassie Maprunosuh

5. (a) IIpermocraBuMO na TOCTOjU jOIl jemHa (YHKIUja ca HaBEeNeHUM ocobuHama y ¢o-
puynamuju. Ila 6ucmo mokasasy ma Cy OHE jeOHAKE Ha CKYILy PAlUOHAJIHUX OpOjeBa, KO-
puctulieMo cTpory MHAYKOUjy [0 uMeHuony (3a pasioMke y yupomhenoj gopmu). 3an =1,
IPBU YCJIOB je HOBOJbAH. 3a n > 1 NpeTmnocTaBuMO jeTHAKOCT 3a CBE PA3JIOMKE Ca MMEHUOIU-
Ma MamuMm ox n. Heka je H3(m,n) = 1. Iloctoje memu Gpojesu m’' u n’' Taksu ma je
mn' —nm’ = 1, a na npurom Baskr u 0 < n’ < n. o crporoj mrmykmMju, GyHKIUjE CY

jenmHake Ha ’ZZ—,/ u mﬂ:zl, ma cy 1O APYTOM YCJIOBY je/lHAKe W Ha .

Hexka je, nasme, © mpousBosban peanar 6poj. epurumunmo Huzose (an), (bn), (¢n) 1 (dn),
n € Ny, saxreBom: ag = [z],bg = ag+1,c0 = do = 1; 3a % < x, je (ant1,bnt1sCnt1sdnt1) =
(an + b, by ep + dn,y dy), maaYE je (apa1,bpat, Cnrt, dn_HS = (an +bn,bp,Cnyen+dy), n21. Y3
noMol mpuHIUIIA MATEMATUYKE UHAYKIUje TPUBUJATIHO C€ NOKA3yje Ha BaKU |a,d, —bncy| =1
u f(g—::) — f(‘cl—:) =27" 3a cBako n € Ny (3a n =0 je TpuBMjasIHO, NOK je UMHIAYKTUBHU KOPAK
nozesia Ha CiydajeBe U HO3UBame Ha APYTW ycuoB). Takobe, MHAyKTUBHO ce mokasyje u

na je ‘;—: <z < Z—:, 3a cBe n € Ny, nako je oumrsenuo. Crora, y ciyuyajy Oa IOMEHyTe
nBe (QyHEIMje MMajy Pa3IuduTe BPETHOCTU y TAYKA T, MOKkeMO Halln BUXOBY pa3iuKy €
(Behia munyc Mama) u omabparu n € N Tako ma 27" < e. DBe3 ryburka OmmroCcTH, HEKA
je f(z) MuaMMyM ckyna BpemHocTu y Tauku & obe ¢ymrnuje. V3 mperxommor, Mopa Ouru
f(‘cl—:) + f(z)+e< f(x) —l—f(fl—:), jep je f pacryha ¢pymrmmja. MebhyTum, u3 npeTxonHor Baskn
na je 27" > €, mro je koHTpaquknuja. /lakie, o0e (yHKIUje y TAUKN T UMajy UCTY BPETHOCT,
Tj. IOCTOjU caMO jeqHa peasHa (PyHKIUja mepuHUcaHa Ha R ca HaBeneHnM ocoOuHAMA.

(6) Axo je fo=0, fi=1wu foio= fn+1+ fn 3a n >0, ouna je fn:ﬁ-(qb"—w") 3an €N,
rue je ¢ = @ >1luy = —@ € (—1,0). Takobe je fut1fur2 — fofurs = (=17, 3a

n € Ny, a kako je ‘/32_1 = é, Tpeba oapeanTu f(%)

. _ _fon _ font1 s v fn  favifade—fafeys . (=D"
Hexa je a,, = g 4 b, = Fogr 32N E Np. Kaxo je (i i J ey o = Forsfar
cnemn na je (ap) pacryhm, a (b,) omamajyhm mus, a xako je ¢ > 1 > |¢|, Baswu a, — s u
b, — %, kan n — 00. Ha OCHOBY ycioBa 3amaTka, IPUMEHEHOI Ha 4eTBOPKY (a,b,c,d) =

. ) f fn +f fnt1
(fn, fat1s frt1, fnr2), W HABEOEHOT MAEHTUTETA NOOUjaMO ma je f(%) — (fn+1)2 (f,L+z).

Taxrobe, Baxu na je f(ag) = f(0) =0 u f(by) = f(1) = 1, a ako 3a mero n € Ny Baku u



flay) = 2472 o fbn) = 2'4_n+1 , OHIa he BaxuTu

3-4n 3-4n
o flan)Hf(bn) _ BERR4ZAGEL g g ggntl_g .
flant1) = 2 = e = e = S, maje
24741 | 2.47F1_o
Fb _ fOn)tf(angr) . T3am zanti_ _ 4.4"tl4o 247t
nt1) = 2 - 2 — T64ntl T T3antl
Ilakse, Ha OCHOBY IPUHIUIIA MaTeMaTUdke WHAyKOUje, Baxku ma je f(a,) = 2‘;4;2 u f(b,) =
2§4jl, 3a cBako n € Ny, ma kako je f pacrtyha, Tj. meomamajyha, cmemm % = sup f(a,) <
neN

f(%) < %felgf(bn) = %, omaxie je f(é) = %

Ayrop 3amarka: Orwen Koeauesuh

6. Be3 ymamema onmrocTy, HeKa je KOHQUrypaunuja kao Ha ciaumu. OcCTalm ciydajeBu ce
canuno pazne. Tarobe y Tory pemema he (XY Z), 3a rauke X,Y, 7, o3mauaBaTu onucamy
kpyskHUNY Tpoyraa X,Y, 7.

Heka je Tauka M pnomup ymucaHor A-MUKCTUIMEHADHOT Kpyra U w . 1BpauMo na je
tauka M Tpaskenu momup kpy:kuuna. Heka je S apyru mpecek MD ca wu L = AGNEF.

Jlema 1. Baxu (G, B; M,C) = —1 u npasa JM je TanrenTa Ha w.

Hoxkaz 1. Ilpso TBpheme nMmmaummpa Apyro, 300r 0cobWHA XapPMOHHUJCKUX UETBOPOYIJIOBA, TE je,
€TOTa, JOBOJHHO MOKA3ATH 1A BayKU IIPBH JIE0 TBPHEbAa.

Haxon muBepsuje ca mearpom y Taukun A momynpednmka vV AB x AC, KOMIOHOBaHE €4 OCHOM
pedaexcujom y ogmocy Ha cumerpany <BAC, nema ce csoaum Ha cuenehie mosHaro Tepheme:

Jlema 2. Heka je mar tpoyrao ABC wu tauke P,(Q, R na crpanunama BC,CA, AB, tum penom,
rako Ja cy npase AP, BQ,CR xoukypenrte. Oznaunmo ca T’ npecek mpasux BC u QR. Taza je
(T,P;B,C) = —1.

Jaxse, TBpheme Jleme 1 je mokasamo.

ITosuaro je ma je AS||BC. Kopucrehu npeTxonno, IpuMeTuMO A8 BAKU

SMKJ = <ASM = <JDM,



na je, 36or Tora, M € (DJK). Ilame, npumeruMo na je L pamurasam meHtap A-
MuckTuauaeapuor kpyra, (AEF) u w, na cy tauke L,J u M romuneapue. Kako je

90° =<HIL=<HGL=<HML,

caenu na tauke M,L € (GIH). Komauno, moka:xxkumo na ce kpyskuune (DJK) n (GIH)
nomupyjy y tauku M. Y tom ummy, Hera je N = MH NID. Tauka N € (DMJK), rze je
(DM JK) xpysuuna koja canpsxu tauke D, M, J u K, jep Baskn

INDJ =90° =<HMJ = <NMJ.

Crora, nosomno je mokaszaru na je NJ||HL, omakne, 36or xomoreruje, he ciaemuru ma ce
kpyskuune (DJK) u (GIH), 3aucra, nonupyjy y tauku M. Kaxko je

<MNJ =<MDJ = <ASM,
rme CMO jeIHAKOCTHW yrjoBa nobuiu u3 mapaJennoctu npasux AS u BC, te kako je
<MHL =<MGL = <MGA,

nobujamo na je NJ||HL, na je tume tBpheme mokazano.
Ayrop 3amarka: Yporr Ilomosuh



