JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AITATAKA OKPYKHOT' TAKMUUYEIHLA I3 MATEMATHUKE

IIpBu paspen - A kKareropuja

1. ITormoBumo na je Ha ckynmy N mara pemanuja g 3aXTeBOM

ned 3k —1
roy <= (FkeA)y= 5 ¥

(a) Hera je A =N. Jacuo je ma penanuja ¢ Huje TpaH3uTuUsHA, jep je 4 0 10, mro ce nobuja
3a k=2 (y = gx), kao u 10 p 25, mTo je Tauno, takobe, 3a k = 2 (y = %x) MebyTum,
(4,25) ¢ o, jep 6u y nporuBHOM 25 = 3’“2—_1 4,1y k= % ¢ N). Camum TuUM HUje HU pejanuja
€KBUBAJIEHIIVj€, HUTU peJjaluja TOPETKA.
(6) Heka je, cama, A = T, rme je T ckyn Hemapuux mpupomHux Gpojesa. Jacuo je ma je
penanuja ¢ pediaexcusHa, jep 3a cBako x € N Baxu (x,x) € g, mro ce noduja 3a k=1¢€ T.
Kako Basku (2,8) € g, Tj. 208 (nobuja ce 3a k =3 € T), re rako (8,2) ¢ g, To penanuja g HUje
CUMETPUUYHA, a8 CAMUM THUM HU peJialija ekBuBaJiennuje. Mebhyrtum, TpuBmjaano ce mokasyje
a je y OBOM CiIyuvajy peJlanuja ¢ aHTUCUMETPUYHA M TPAH3UTUBHA. 3auCTa, ako Ou Ouiio
roy uypx, umaau 6ucmo na nocroje k,{ € T taksu na je v+ 2y =3k -z uw y+ 2x = 30 - y.
CabupameM OBUX jemHAKOCTU mobujamo na Baku 3z + 3y = 3kx + 3ly, omakiue je 3k = 3¢ = 3,
1j. k=/¢=1. Kanma to Bparumo y jemsakoct = + 2y = 3k - x, mobujamo na je £ =y, OJHOCHO
Ia je penaluja ¢ aHTUCUMETPUYHA.

Ila 6ucMO TOKA3aJiu TPAH3UTUBHOCT peJallije @, IPETIOCTABUMO Ia je T 0y U Y 0 2z, 34
meke z,y,z € N. Tagna, nmocroje k,m € T TakBu na je x4+ 2y = 3k-z u y+ 2z = 3m - y.

Kana m3 npBe jemqnaxkocTu m3pasmMo y IpPeKO T, nqodujaMo y = ?’g;lx, IITO KA YBPCTUMO Y
(Bkm—k—m+1)

3k—1  3m—1  S— ——

2 2

nMaMo na je k=2a+1um=2b+1, na jen

S -z. Kako cy k,m € T memapsu,
(Bkm—k—m+1) _ (3(2a+1)(2b4+1)—(2a+1)—(204+1)+1) _
2 - 2 -

(12'1“427'1%“2) =2(3ab+a+b)+1€T, jep je venapan. Tume cMO mOKAa3aIU A U3 TPY U Y02

clemu Tz, a je oBa pejalnuja u TpaHauTusHa. Jlakie, Kako Baske ocoOMHE pe(IEKCUBHOCTH,

AHTUCUMETPUYHOCTU U TPAH3UTUBHOCTU PEJIAIFje 0, 3aKbYUYjeMO Ia je OHA jenHa pesaluja

nopetka Ha ckymy N. OHa HUje penanuja TOTAIHOT HOPETKA, jep ounriento Baku (1,3) € o,

kao u (3,1) € o (Moske ce mokasaTu ma je g pesanuja napuujasHor moperka Ha N.)

T+ 2y
3z

penanuju ca CBaKUM APYTUM, IIa je Ta pesanyvja pedeKCUBHA, CUMETPUYHA U TPAH3UTUBHA,
Tj. jemHa penanuja ekBuBaJieHiuje Ha ckymy N. C o63upom na je cBaku esneMeHT u3 N y
pejammju ca CBAKMM APYTWM, MCTA MMa CaMo jeJHy Kjaacy ekBuBajeHmuje, meo ckyn N. Ca
Ipyre cTpaHe, KAKO HUje aHTucuMerpuuHa, jep u3 (1,2) € p u (2,1) € ¢ we cnenu 1 = 2, 10
OHa HUje peJjalyja mopeTKa Ha CKymy N.

2. Heka je AAlﬁBBl = M, BBlﬁCCl =Nu C’ClﬁAAl = P, /BAC = a, LABC = ﬁ
nu /BCA = ~. Tana je ZPMN = ¢ — /B1BC = ¢ — (p —~v) = v. Cumuno, LZMNP = «
u /NPM = (. Heka je H oprouentap tpoyraa ABC. Kako je ZHCCy = /HBB; =
ZHAA; =90° — p, cienn nma je cBaku oxn uyerBopoyriaosa ABMH, BONH u ACHP rtetusan
(ueTBOpPOYTAO je TETMBAH AKKO Ce CTPAHUNA U3 IPEeoCTalia ABA TEMEHA BUAU NOJ UCTUM
yraosuma). To smauum na je ZHMA = /ZHBA = 90° —a u ZHPM = 180° — ZAPH =
/ZACH = 90° — «a, omakne ciuemu na je HP = HM, omHocHO na ce Ttauka H HaJgasu Ha
cumerpasu crparure MP. Canuyno 6ucMo mokasaau ga ce Tauka H Hajlasu Ha CUMETPAJu
crpanune M N. Ilakne, H je nenrap onmcanor kpyra tpoyraa MNP.

OpYTy jJemHAKOCT maje z = - =

(8) Heka je, cama, A = Q. Kako je k = € Q, zakmyuyjeMo na je cBaku ejsemMeHT u3 Ny



3. Hexka cy enementu ckyma S mopebanu y moperky s1 < so < - < §,. Jllorazahemo
WHAYKIUjOM na S1 Oeau HajMamux k unanoBa m3 S, rae je 1 <k <n. Basznm cayuaj k =1
je, mapasuo, tpusujasan. Crora, MOKEMO IPETHOCTABUTU Ha S1 | S1, - ,Sk—1, 3& HEKO
2 < k <n. IlocmarpajMo BpemHOCT S; — S1, KOja je mesmuBa ca HekuM S;. MeDhyTuMm, kKako
je 0 < s — 81 < s, TO je i < k (aro Om Baskmio i > k, oHma S, — $1 > 8; = S, WTO je
HapaBHO KOHTpamuknuja). Cuemu s; | sp — $1 3a Heko @ < k, a Mo MHAYKOM)U je S1 | $;, ONaRIe
3aKIbyUyjeMo 1a S1 | Sy — S1, OMHOCHO §1 | Sk, IITO HAM 3aBPIIaBA UHIYKTUBHUA KOPAK.

3a nene 6pojese Huje Tauno tBpheme. Ha mpumep, yamumo S = {2,-3,5}, jep 2|5 — (-3),
3|15—2ub5|2—(-3), amu H3/1(2,-3,5) = 1, Te 6u mopaJso 6uru ga je 1 wmu —1 y crymy,
ITO HUjEe TaYHO.

4. (a) [Ipumerumo na cy Ha Kpajy oTBOpeHmn opmapuhim camo ca oHUM GpojeBuMa Koju uMajy
HemapaH Opoj meauialna, a TO Cy TayHu KBaaparu. Taunmx kBanpara He Behimx on 2023 uma
[v2023 | = 44, na he ma rpajy 6utu 44 orsopena opmapuha.

(6) To cy opmapuhu ca GpojeBuMa KOju MMajy TadHo 3 meauona, Tj. opMapulim ca 6po-
jeBuma obimka p?, rae je p mpoct 6poj. 3amcra, kako je /2023 < 45, morpe6HO je
mahu cBe mpocte OpojeBe kKoju cy Mmamu on 45, Tj. y EparocrenoBom cuty Tpeba mpe-
npTaTy CBe OpojeBe KOjU Cy HOeJbUBU ca 2, 3 Wiad H, HAKOH dYera HaM octaje 14 6po-
jesa (to cy Gpojesmu 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43), Te je camo
14 opmapulia Tauno mBa IyTa OTBOPEHO W jeJHOM 3aTBOPEHO (TO Cy OHU ca OpojeBuMa

2232 52 72 112,132,172,19%, 232,292 312,372,412, 432).

5. (a) Aro je o = Y2 yy = 12¥2 oprajert+y=1€Q, 2> +y=z+y*=3€cQ, amm
n Yy HUCY Pal1OHAJIHU.
(6) Axo je x panuoHasaH, KAKO je x + Y palMOHAJAH, CJIEeAN 1A je u y panuoHagan. Vuaue,

123 — 12 w2 xr— :
T ) = e = @ a Kaxo je

paskn = ¢ {0,1}, Te je WO ycaoBMMa pammMoOHANAH U
T + Y paluoHAJIaH, CJCIA PAIMOHAJIHOCT 1 Y.



JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AITATAKA OKPYKHOT' TAKMUUYEIHLA I3 MATEMATHUKE

Ilpyru pa3spen - A kareropuja

1. Jemmaumna uma cmwucia 3a x > 0. Ako kBaapupamo obe cTpaHe jeTHAKOCTHU

x+\/4:v+\/42m+\/~-~+\/42023:6+ =z +1,

nobujamo

\/4x+\/42x+\/~-+ 42023y + 3 = 2\/x + 1.

Axo rBampupamo obe cTpaHe OBe pejanuje, nobujamo ma je

\/42x+\/43z+-~~—|— 420233 4 3 = 4/x + 1.
Ako HACTABUMO TPONEAYPY KBAApUPama, A00UjaMo jeTHAUYUHY
42028y 13 = 429235 4 9. 92023 Sy 4 1,

OJaKie je x = 42%.

2. Heka je B; cpemumre ny:xu AC u mera npasa AQO ceue npaBy BC' y tauku D. Oszmaunmo
ca E mpecek cumMerpasie yHyTpammer yriaa y teMeny C u nmpase AB. Ako 6u yrao § 6uo
npaB, Tanga 6u Baxkuio sin<ycosy = 0, ma 6u u yrao y 6uo takas, mto je memoryhe. Cruenu,
. cCcosy sin y cos y
cosf8 # 0, ma je BD/DC = = — , kao u CB;/B1A =1, AE/EB = AC/BC,
bcos 3 sin 3 cos 3
BD CB; AE

oIakje cienV Ia je, Kaaa M3MHOKAMO T00UjeHo, DCBAEB
1

=1, Tj. moMeHyTe IpaBe, Ha
ocHOBY YeBHHE TeopeMe, Ce CEKy Y jeTHO] TAUKU.

3. Kako je 3 =2 +11>12>9=3%2 t0jey>3. Bay=3Baxnu 2° =16, najex =4 u
map (4,3) je pememe. 3a y >4 nmamo: 2% =3Y —11>81 — 11 =70 > 64 = 26, Cnemm, > 7.
Kaxko je 27 +11 = 0(mod9) (6 je nopenak Gpoja 2 mo monynry 9), Te Kako je 2° =7 (mod?9),
ciemr ¥ = 4 (mod6). 36or Mame ®epmaose Teopeme je 3Y = 2% + 11 = 24 + 11 (mod 7), Tj.
3Y =27 =33 (mod 7). Mebytum, kako je 6 mopenax 6poja 3 mo Mmomymy 7, To je y = 3 (mod 6).
Takobe, 3¥ = 11 = 37 (mod 32), ma kako je mopemax 6poja 3 mo Momyry 32 jemHak 8, TO je
y = 7(mod8), tj. y =3 (mod4), tj. 3¥ =2(mod5), ma je 2 =3Y — 11 = 1 (mod 5). Konauno,
13 ynm-eHnIe 1a je 6poj 4 mopenak 6poja 2 mo moxyay 5, To 4 | x, ma 2% naje moryhe ocrartke
1 u 16 npu mememy ca 17, a 3¥Y = 2¥ + 11 maje moryhe ocrarke 10 u 12 npu mememy ca 17.
Craenu, y = 3(mod 16) nau y = 5(mod 16). Mebyrum, rako sehli 3uamo ma je y = 7 (mod8),
nobujamo na jeqHaymHa HeMa pemema 3a y > 4. lakie, jenuno pememe je map (4, 3).

4. 3a k > 1011 uma 0 vavmnaa na uzabepemo Tpaskenu noiackyn M, jep mare 6pojeBe MOKEMO
paszbutu y 1011 mucjymkraux ckynosa A; = {2022,1}, A, = {2021,2}, As; = {2020,3},...,
A1009 = {1014, 1009}, A1010 = {1013,1010}, A1011 = {1012, 1011}, IIa 110 ,HI/IpI/IXJIeOBOM opu-
HIUIY TocToje Dap 2 Koja cy u3 uctor ckymna A; u muxoB je 30up jemmax 2023.

3a 2 < k <1011 mopebajy ce y uu3 (x,) 6Gpojesu:

2022, 1, 2021, 2, 2020, 3, 2019, 4, ..., 1008, 1014, 1009, 1013, 1010, 1012, 1011



(oBO je roHauaH HM3 KOju caxp:xku npsux 2022 npupomEux 6pojeBa y TOPEHABEIEHOM De-
[OCTENy).

Tana, He cMmejy ma ce omabepy OBa y3acTONHA wiaHa Husa (), jep je HBUXOB 36up
nim 2023 wnu 2022. 36up 6uso koja nBa HecycenHa unaHa HuUje jennak uu 2023, HUTH
2022. Ocraje ma ompenuMO Ha KOJMKO HAUWHA MOKEMO m3abparu k WiaHOBa OBOI HU3A,
Tako na MeDy muMa He IIOCTOje IBa KOju Cy cycenHu y Hu3y. 1o ce cBoau Ha m300p MHIOEKCA
J1sJ2s s Jky 38 KOjJe Baskn 1 < j1 < jo— 1< j3—2< ... <jr—(k—1)<2022—(k—1) (ca
OBAKBUM YCJIOBUMAa CMO HOOMJIM na HE MOCTOje OBa y3aCTONHA WHIEKCA jy U jo41, IITO je
eKBUBAJICHTHO [a HEMaMO JBa y3aCTOIHa WiaHa Hu3a T;, U T, ). Cama yBemumo cMmeHy
Sm = Jm—(m—1), 3a 1<m <k, u upobiem cMo cBesu Ha u360p Gpojesa s, Sa, ..., Sk, 38 KOje
Baskn 1 < 81 < 82 < 83 < ... < 8 <2022 — (k—1). U3bop k pasnuuntux 6pojesa Si,S2, ..., Sk
y nornynoctu onpebyje usbop 6pojesa ji,jo, ..., jk, Y KOME ce He HaJia3e IBa cycenHa OGpoja
(u 06puyTO). TO MOM¥KEMO yUMHUTH HA (2022;(1“1)) (2022719) HAYNHA.

5. (IIPBO PEIIEIHE) Heka cy yraosu <ATB = <BTC = <CTA = 120°. Tana u3 rocu-
HycHUX Teopema 3a tpoyriaose AATB, ABTC u ACTA nobujamo: 2% = a? — 2abcos 120° +
b2 =a?+ab+0b% =144 = 122, 32 = b2 — 2bccos120° + ¢ = b2 + bc+ c® = 25 = 52, 22 =
c? — 2cacos120° 4+ a? = ¢ + ca + a® = 169 = 132, onaxne mobujamo ma cy crpanune AABC
jemmake x = 12, y = 5 u « = 13. Ilomohy Xeponosor obpacua (uim ako NPUMETUMO A& je
0Baj TPOyrao mpasoyrau) mnobujaMo ga je moBpmuHa OBOI Tpoyraa Paapc = 30.

Ca mpyre crpane, nobujaMo ma je OBa MOBPIIMHA

absin120°  besin120°  casin120° /3

Paapc = Paapr +Papor + Pacar = 3 + 5 + 5 = T(ab—FbC—i—ca).

V3jemnagyaBameM OBUX u3pa3a mobujamo ma je ab + be + ca = 40v/3.

(IPYTO PEHIEIHLE) Axo Ou meku ox a,b,c 6uo jemuax O (Hnp. a = 0=0b0 =12 u ¢ =
13 = b? +bc+ ¢ = 469, a me 25; anagorHO 61 ce MoKa3zano u ako je b= 0 mmm ¢ = 0). Crora
cy a,b,c#0.

Iakse, MmoskeMo y3eru na je a = kb u ¢ =4b (k,f #0). Tama umamo na je:
a® +ab+b% = k20 + kb? + b = b2 (k% + k + 1) = 144,
b2 +be+c? =0+ 007 + 0202 = b2 (12 + £+ 1) = 25,
c? + ca+ a® = 020 + kéb? + k*b? = b2(0% + kl + k?) = 169.
Omnasne je b?[(k*+k—+1)+ (2 +L+1)— (k* +kl+0?)] = 144+25—169 = 0, 1j. b?[2+k+L—k(] = 0.
Iame, rako je b # 0, nobujamo na je 2+ k+ £ —kl = 0, onarne nobujamo na je 2+k =kl — ¢,

2+ k
Tj. £ = % (ako 6u 6mmo k = 1, omma 6u 6mmo b = a, mro maje a? = b? = 48, mTo je
memoryhe, jep je b? +bc+ ¢ =25 u b, c > 0).
k2 +k+1 25 3

2 _ 2( 02 _ 912 _ : : _

omakie je k— 1= 1—52\/3
2+ k 2+ k B+Ek+1 2-144

Konauno umamo: ab + be + ca = kb® + * b2+ k + b? = 2b2 TR+l = 40+/3.

k-1 k-1 k-1 2.3



JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AITATAKA OKPYKHOT' TAKMUUYEIHLA I3 MATEMATHUKE

Tpehu pa3zpem - A kareropuja

1. Axo jemmaunny AB = A noMmuOxkuMO maTpurioM A, ca mecue crpane, a jennauuny BA = B
moMHOMMO MaTpunoMm A, ca mese cTpane, nobujajy ce jemmauune ABA = A2 u ABA = AB.
Kaxo je AB = A no ycnoBy 3anaTka, To umMamo aa je ABA = A2 = A, tj. nokazanu cMo na
je marpumna A maemmorenTHa. AHAJIOTHO ce mokasdyje n B2 = B.

2. Ilosmato je ma cy tauke A, S u S, konuneapue (CBe TPU JIEKE HA CUMETPAJN YHY TPAIIHED
yraa y temerny A tpoyraa ABC), na je 36or oGpara Tajecose TeopeMe HOBOJLHO HOKA3ATU
na je g:i = % (jep je mo medmmnmmju AD | BC u SS’ 1 BC, na je AD || SS’). Hera cy
a, b, c ny:;xuHe crpanuna, HacnpaMm temena A, B, C', pemoM, 1 Heka cy s moayobum, h, BUCUHA
u3 temena A, r TOJTYNPEUHUK YIUCAHE KPYRINLE 1 S moBpmuHa mosazHOr Tpoyraa. Tanma

s . SS’_?T_ZT_a
JeJaCHOﬂaJeE—E—ﬁ—g.

Heka cy, mame, P u (Q IoIupu ymuCaHE U CIOJba IPUINACAHE KPY:KHUIE ca mpaBoM AB,

pemom. Tama je u3z TanecoBe TeopeMe UCIYHEHO g“j = % = %, jep je AP = HCT_G u
!

AQ = s. Ilpema Tome, g:f‘ =%= %, na cy Sq, S’ m D, 3aucra, KoJMHEApHE.

3. IHa! IIrasume, mokaszalieMo ma 3a cBaku IpUpOAaH OpPOj r IMOCTOje NPUPOIHU OpPO-

jeBu ai,as,as,...,a,, KaO0 W TOPUPOJAH OPOj N, KOjU MMajy TPaKEHO CBOjCTBO. Y TOM

nUsBy, OOBOJBHO je y3eTW NpPOW3BOJbHE NpuponHe OpojeBe ai,dso,...,a.—1. CraBuMo ma je

a, = ailas)...a,_1!' — 1. Tana 3a n = a;las!...a,_1! ouuranenso Baxu

nl = (ailas!...a,_1!)!
= (a1!agl...ar_l!)(allagl...ar_ll — ].)'

= CL1!(J,2!...CLT-_1!CI,T!.

4. Bumumo ommax ma je n >k — 1, jep kK — 1 mymrapama MOKeMO YIapUTU Ca N sKeHa. Y
naseM, ucKopuctuhieMo XOJIOBY TeOpeMy 3a pelraBame 3anaTea. llpuMerumo na 3a cBaku
OPAaBU MOJACKYT CKyla MyIIKapala BajKu Aa je OH moAckyn Hekor (k — 1)-rowranor monckyma
CKy@la MyIIKapala, ma je Moryhe ymapuru Taj HOJACKYIl Ca HEKUM IMOJACKYIOM CKyIa KeHa,
ma caMUM THM j€ M CyCeACTBO TOT CKyma Behe KapauHAJHOCTU On Hamer ckyma. MeDhyrTum,
KAKO yCJI0B XO0JIOBE TEOpPEMEe HUje UCIYH-eH, 3aKbYUyjeMO Ia MOpa Ia IMOCTOjU HEKU IIOACKY
CKyIa MyIIKapama KOju UMa CYCeICTBO Mame KapANHAJIHOCTH, & KAKO TO HUje HUjenaH IPaBU
MOJCKYI, TO MOPa OUTHU 1e0 CKyl cBuX Mymkapana. MebyTum, kako je cBaka ;KeHa KOMIIa-
TubuiHa ca 6apeM jeoHUM MYIIKapIeM, 3HAMO Oa je CyCeICTBO KapAWMHAJIHOCTUA YIPAaBO 7,
Te je ouma k < n. Cagna je y mOTIyHOCTU jacHO ma Mopa outu k =n + 1.

5. Omrosop: f(x) =z, kao u f(z) =0, 3a cBako = € R.

YoamuBameMm x = 0 y mosnasny penanujy zHagasumo na je f(0) = 0. 3arum, ybanusamem
spemroct y = 0, magasumo zf(r) = f(x)?, Tako ma je f(z) = x wmm f(z) = 0, 3a cBako
x. MebyTuMm, OBO HUje MOBOBHO Aa OMCMO 3aKDLYUMIN Oa je YBEK ucra ,,onnuja’. IIpermo-
craumo na je f(a) = 0 u f(b) = b, 3a a,b # 0. ¥Yamumo, cama, t =buy =a—>b. Tana
je f(a—b)f(a) +bf(b) + f((a—b)b) = f(a)?, ommocuo, b+ f((a — b)b) = 0. Tanma je, ounTo,
f((a—b)b) = —b% # 0, ma je (a — b)b = b%. Crora je a = 2b. MebyTum, muje moryhe ma oo
Ba:KM 3a CBaku oBakas map (a,b). Ha mpumep, moskemo y3eru Hero ¢ # 0, Koje je yjemHo
pasnuuuto on a u b. 3a mera Basku xa je unu f(c) = 0 uiau f(c) = ¢, a He Baku HU a = 2c,
suTy ¢ = 2b. Tpusujasso ce mpoBepasa na Cy 00a HaBEICHA PEIICHA BAJIUIHA, TE j€ TUME
JIOKA3 3aBPIIEH.



JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AITATAKA OKPYKHOT' TAKMUUYEIHLA I3 MATEMATHUKE

YerpTH; pa3pen - A kareropuja

1. Heka je a — b = ¢ € Q. Tlocmarpajmo mommuom Q(z) = P(x — q), € R. Jacuo je ma
jé OBAKO KOHCTDYMCAHU IIOJUHOM KUCTOr cTeneHa (6apeM jeman) xkao u mosauHoM P, ma mma
panuoHasHe KoepunujeHTte, jep je rakas moauHoM P, anu u uctu Bogehu rkoedunujesT kao u
nosmeoM P. Axo ozmaummo ca R(x) = H3/I (P(z), Q(z)) Hamasumo na u monuHoM R, Ttakobe,
UMa paluoHaJiHe KoepuuujeHTte, jep nctu nobujamo xopuimhewmeM Eyknammosor aiaropurma,
npuMemeHOr Ha mojuroMe P u @ (kopumbiemeM Te mpouenype HajJaskema mojauHoma R, cBu
merosu koedunujentu octajy yuyrap Q). Takobe, xako je Q(a) = P(a—q) = P(b) =0 = P(a),
To (rienano Hax Rlzr]) Baxku na ¢ —a | R, 1j. crenen nomaunoMa R je Gapem 1, a kako R | P u
Kako je P upenynubunan, To je crenex nonmHoMa R, 3anpaBo, jenHak cremeHy moaumHOMa P,
omakie HasuasuMo xa je P(x) = riR(x) u Q(z) = raR(x), 3a cBako « € R u Here paumonasne
6pojese 11 u T2. Mebhyrtum, u3 unmmenune na cy Bogehwm roedpunujerntm mommaoMa P u Q)
uaeHTUYHYU, nobujamo ma je rp = ro, Tj. ma Baxku P(z) = Q(z), 3a csako xr € R. Komauno,
0="Pa) =Qa) =Pla—q)=Q(a—q) =Pla—-2¢9) =Qa—2¢) =---=Pla—kq) =---, Te
ako 6u Baskmiio g # 0, Taga 6u nmoaraoM P mMao GECKOHAYHO MHOIO HyJa, MTO HUje Moryhe.
Haxrme, g =0, 1j. a =0b.

2. Kousercan uerBopoyrao ABCD je taurentan ako u camo ako je AB+ CD = AD + BC.
Hysxu EF u BD cy mapaJiesiHe ako U CaMO aKO BayKU ‘2? = ﬁg, na kako je AE = AF, To Mmopa
6utu AD = AB u o6puyto. Amamoruo, nysxku GH u BD cy mapajesine ako U caMo ako je
BC = CD. Crora, ako cy CBe Tpu Iy:KU napajeine, nobujano na Baxku AB+CD = AD+BC,
Tj. ma je yerBopoyrao ABCD rtaHresTas.

IIpernocraBumo na ce mpase onpebene Ttpuma nyskuma EF, BD u HG ceky y jenHoj
BS FB  E BF

tauku, perumo S. Ilpumenom MenenajeBe TeopemoMm mobujamo = — . = .
, pel p J b Pl ] B vy —AF
EA _ _ BF : _ BS _ _ BG
D = —Fp> 30or yemepenoctu omrosapajyhux mysm u AF = AE. Amanorso, == ~HD
Cuenn, 5—% = %, a mobujeHo BaskM aKO KPyroBu ymucanum y tpoyriose ABD u BCD

BA+BD—-—AD _ BC+BD-DC
3 =

nomupyjy npaBy BD y mCTOj Tauyku, mMTO jé €KBUBAJEHTHO Ca 5 , Tj.
BA—AD =BC - DC, tj. BA+ DC = BC + AD, na je yerBopoyrao ABCD rtanresTas.

Koumauno, ako je ywerBopoyrao ABCD raurentas, tana, ako je AB = AC u CB =CD, to
cy (3mamo u3 npBor mesa nokasa) mysku BD, GH u EF napanenne. Ako AB # AD u CB #
CD, rana uukoje nee on npasux BD, FF u GH uucy napamgenne. Crora, IpeTrnocTaBuUMO aa

ce npaBe BD u E'F ceky y tauku X, a BD u GH y taukn Y. IIpumenom Menenajese Teopeme

.. BX _ _FB EA _ _BF EA _ _BF BY _ _GBE HA _ _BG HA _ _BG
,HO6I/IJ€:LMO. ﬁ = _ﬁﬁ = —Ar ' ED — _ED’ KaOo 1 ﬁ = —ﬁﬁ = ~AC HD — "D’ TE
kopucrehn pammje jenmakocru, BG = BATBL=AD — BCEBD-CD _ pp pH = ADEBD-AB _

2
—
W = DF, omakie cienu :?(z = %, IMTO je eKBUBaJIeHTHO ca X = Y, ma ce cBe Tpu

IpaBe CeKYy Yy jeIHO] TAUKU.

3. Bam =n nmamo f(n)|n!. Crora, f(1) =1=1uszan=m=1umamo f(n)+1|n!+1.
Crora, f(n) | nl— f(n), f(n)+1 | n!— f(n), Te karo cy f(n) u f(n)+ 1 y3ajamuo npoctu,
maavo f(n)(f(n) +1) [ nl = f(n). 3a f(n) <nl, n>1 jen!>fn)(f(n)+1) > f(n)? na
je f(n) < V/nl. 3an =2, umamo f(2) + 1|3, a xaro je f(2) +1 > 1 u 3 je mpoct, cremn
f@2)+1 =3, 1. f(2) =2=2. 3an=3, umamo f(3) +1 |7, a garo je f(3)+1 > 1
u 7 je mpoct, ciemu f(3)+1=7mu f(3) =6 =3!l. 3an =4, umamo f(4) + 1 | 25, na je
f(4) e {5-1,25 -1} = {4,24} n xax yamemo m = 2, umamo f(4) +2 | 26, a 3a f(4) =4
nmamo ga 6 | 26, mro je Herauno, na je f(4) = 24 = 4!. 3a n = 5, mmamo f(5) +1 | 121,



f(5) +1 € {11,121}, ma je f(5) € {10,120}. Axo je f(5) = 10, 3a n = 5, m = 2, nobu-
jamo 12 | 122, mro je merauno. Crora, f(5) = 120 =5!. 3an =6 je f(6) +1 | 721, na je
f(6) € {6,102,720}. 3a f(6) = 6 u m = 2 Baku 8 | 722, wro Huje Tauno. 3a f(6) = 102 u
m = 2 Baxku 104 | 722, mro oner Huje Tauno. Crora f(6) = 720 = 6!.

Iokazyjemo unaykmujom ma je f(n) = nl, 3a ceako n > 7. Aro f(n—1) = (n—1)!, ouza je
f(n)+(n—1)!'| (n—1)! (n+1), na 3a mexo npupoxro k, umamo kf(n)+k(n—1)! = (n—1)! (n+1),
tj. kf(n) = m—-D(n+1—-%k) >0, ma je n+1 >k, tj. k<n. Tarkobe, Baxu
f(n) = ("_1)1(]?“_“ > (";1)!. Axo f(n) # n!, kako f(n) +1 | n!+ 1, smamo na je f(n) < nl,
OlaKJTe CIAeN Ma MOKeMo mpeTmocTasutu ma je f(n) < nl, ma f(n) < v/nl. Crora, umamo
m=D! — /nl, ma je \/(n— 1) < /n-n = Vn3, omrocuo (n— 1)! < n3. Mebytum, oo muje

TAHO 3an>7. Baucra, (n—1)!, 3a n =7, je 6! = 720, a 73 = 343, kourpamuknuja. 3a n > 8,
(n—=1)!>(n-1)-2)-((n—2)-3)-((n—3)-4) >n-n-n=n3 Ilarme, 3a ce n>1 je f(n) =nl,
kao u 3a cee n < 5 je f(n) = nl. Crora, f(n) = n!, 3a cse npupomue n. Tpusujanuo ce
npoBepaBa ma MOMeHyTa (GyHKIUja 3aI0BOJHABA yCIOBE 3aJATKA.

10
22023 (210023) 22023

0
. 3aucra, 3a OPBU CKYI UMaMO u3zbopa. oraxknmo na

3a cBaku ciaenehu CKynm mMamo (2100213) HAUMHA, OJAKJE CJICIU HABEACHO. IIPUMETHMO 14 BaKU
BNC =B\ (BAC)u C\B = (BAC)\B, wro ce nako nposepasa. Omnarie cielu Oa BaKy U
C = (B\(BAC))U((BAC)\ B). Hakne, yromuko ¢purcupamo Heru cryn S C {1,2,3,...,2023},
rakas ga je |S| = 101, jexuncTteno je onpeben ckyn C takas na |[BAC| = S. Tarobe, ouuro
Huje Moryhe ma nBa pasianumra TakBa ckyna S majy uctu ckyn C, ma je 6poj TpaskeHUX
ckynosa C jennak 6pojy ckymosa S 3a koje Bawxku |S| = 101, a oH je TauHo (2100213).

(6) Omrosop je 0, 36or mapuoctu. 3aumcra, OPUMETHMO Ia 3a cBaka nBa ckyna B u C,
B, C c{1,2,3,...,2023}, 3a roje Basku |BAC| = 101, takobe Baku na je napuoct 6pojesa |B]
u |C| pazmuuura. To nuperrro caemu u3 unenturera |A| 4+ |B| = |AAB|+2|AN B|, xoju ce
TPUBUjAIHO & NpoBepuTHu. Jlakae, yKoauko 6ucMo nMasau Hu3 ckynoBa Aj, Ao, ..., A1p1 KOju
KCIyHhaBa TPaskeHo, MopaJso 6u Outu ma cy |A4i],|As|, ..., |A101] ucre mapuocru, anu To HUje
moryhe, jep, 30or momarHe ocobuue, Tj. ummenune na Baxku u |A1AAjpr| = 101, 6pojesu
|A1] m |A101| Mopajy GuTu pazmumunre mAPHOCTH.

4. (a) Ogrosop je

5. Omrosope je me. Ilocmarpajmo ¢ymruujy f : N — N zamaty ca f(2) = 3, f(3) = 2,
f(n) =n, n € N\ {2,3}. Jlako ce mpoBepaBa na OHa WCIyHaBa yCJIOB U3 3alaTKa, a HUje
meonanajyha, jep f(2) > f(3).



JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AITATAKA OKPYKHOT' TAKMUUYEIHLA I3 MATEMATHUKE

IlpBu paspen - b kareropuja

1 1
1. Kaxo je 31 > 0,03 > 0,004 = 0,972 —0,968, Tj. 31 40,968 > 0,972, To 3a cBe panUoOHAIHE

k
7,2<l<31n1<k’<l—17 a koju cy Mamu on 1 cy, Takobe, Mamu 1 Of

1
0,968. Onmasne Hama3umo na TpakeHu Opoj mopa burm Behu ox 31. Kaxko je 2—2 =0,96875 y

OpojeBe obIUKA

OBOM 3aTBOPEHOM MHTEPBAJY, nobUjaMo ma je TpaskeHu 6poj 32.

2. (IPBO PEIIEIHE) U3 ycaoBa 3amaTka uMaMo Ia je Eﬁ B(i u E(? Al3 Kaxo
je E cpemumre AB u H cpemumre C'D I/IMaMO na je EZ —|—E§ =0n C’ﬁ +D ﬁ =0, ma je
FH o 74 AB + DB = B8 « BB 4 50 iy -

FH =FEA+AD+ D =FEB+B +C’ Cabupamem oBe 2 jenHarocTH nobujamo na

je2ﬁ:fﬁ)+B? m%—ﬁ Tj. ﬁ 1ﬁ+

na je tauka H cpemumre ny:xu FG.

A E B

(OIPYTO PEIIEWE) U3 ycaosa 3amaTka uMaMo 1a je ﬁ = B? = uerBopoyrao FFCB je

napaJjgeaorpaM, na jeu FC' = EB = lz@. Canuno, umamo na je EG = AD = ueTBOpOyTrao
~ o n DG = FA = 14B. Crora jo u FC = DG, ma

EGDA je mapanenorpam, na je u DG = EA = 5AB. Crora je m FC = DG, na je u 9eTBOp-

oyrao FCGD je mapanenorpam. Kako ce mujaronase mapaJjesorpama mojJoBe, nobmjamo na

je tauka H u cpemumre mujaronase C'D u nujaronasne F'G, uume ¢MO MOKA3aJIM Ia CY TAUKE

F, G nu H xonuneapue.

3. Ilpumeruno na je 1 +2+34+4+5+6=21ul+2+34+4+5+7=22 acBaka cyma 6
pasanumTux O6pojeBa je Beha ox 22, mokemo 3akmpyuntu na cy 1,2,3,4,5,7 cBu meauonu on
n. Onna je n memwus u ca H3C{1,2,3,4,5,7} = 420.

4. FKako je spemmoct f(3) = 13 Beh gara, ocraje ma oApemuMO jOII BPETHOCTH 3a
fQ), £5), f(N), £(9), f(11) u f(13) (0 cy cBe paznuuntu napau 6pojesu u3 Ni2), Ka0 U Bpea-
moctm 3a f(2), f(4), f(6), f(8), f(10) m f(12) (To cy cBe paznuuntu Henapuu 6pojesu n3 Nyj).
U jemmo u mpyro moskemo onpemutu Ha 6! = 6-5-4-3-2-1 = 720 Haumnna, ma TPaKEHUX
dymrmja mva (6!)2 = 7202 = 518 400.

5. Y cBakOM MUHYTY yKymaH Opoj ocoba ce mpomeHu 3a Opoj Koju maje ocratak 1 mpu
nememy ca 3. Ozmauumo ca S; 6poj ocoba y IpocTOpUju HAKOH {-TOr MUHYTa. Ha modyeTky
je So = 0, a 36or omnmucanor mnpasuiaa je S;y1 = S; + 1(mod3). 3aro je 3a cBako k € N
ucmymeno Ssp = Syp—1) +3 = S3(3-1) = --- = So = 0(mod 3). Ilarme, maxon 100 caru, Tj.
makon 6000 MmunyTa, Opoj ocoba y mpocTopuju Mopa butu memus ca 3. Mebyrum, kako 3 He
nenu 2023, oAroBOp HA MUTAKHE M3 33JaTKA je OJpPEUaH.



JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AITATAKA OKPYKHOT' TAKMUUYEIHLA I3 MATEMATHUKE

Ilpyru pa3pen - B kareropuja

1. Ilpema ycmoBuMa 3amaTka, OaTA U3Pa3, O3HAUMMO Ta ca I, MOKeMO TpaHCchOopMUCATH Ha
caenehu mauumH:

I:\/a+b+c+2ﬁ\/a+b+\/a+b+c—2\/6\/a+b

— (Ve Va2 +1/(Ve - Vatbp
e+ VaF b4 o VaTh
—2ve

jep je Va+b < +/c. OmaBne je jacHO ma maTu U3pa3 HE 3aBUCHU OX 4 U b.

2. (a) UIs P=22 =02 _cld o - 20} — 20 o= %. Kako 3a oBe cTpanuie He BaXu

2P_2P-25>b+c:2P+2P_2P-25

HEjeIHAKOCT TPOYIIa a = % = 2152 25 + 35 = “[56°, TaKaB TPOYrao He IOCTOjH.
(6) s P = ‘17'6 = 1%9 = C'212 =aq = %, b = %, c = %. Kako 3a oBe cTpanume Baxu
Heje IHAKOCT TPOYyTJa, jep a = % = % <b+4+c= % + % = %, TaKaB TPOYrao MOCTOjU

(HOBOJBHO je IPOBEPUTU CAMO OBY HEjeNHAKOCT, jep je a Hajay:ka cTpaHuna). Kako Basku
2 2 _ 4P% | 4P? _ 4P%.25 _ 4P2.36 _ 4P2
b+ =g+

_ 9 :
144 1296 w96 = 36 =@ = A je Tynoyrim.

3. Osmaummo ca D AUCKPUMUHAHTY [OJa3HE KBaigpaTHe jemHauumsue. Tana Baku D >0 u

c 0o03upoM ma Cy pelnema UCTe paIuoHaaHu OpojeBu, To je 0 < vD = b € Q, 3a meke
q

y3ajaMHO TpOCTe MpUpomHe OpojeBe p W ¢, Tj. 3a HEKe HpUpoaHe OpOojeBe p U ¢ 3a Koje
2

je H3I (p,q) = 1. Crora, mopa 6utu D = L tj. ¢*D = p?, omakne Baxu na q | p?, Tj.

¢’
q | p, jep je H3JL(p,q) = 1, mro je moryhe camo y cayuajy q = 1. IHarae, D = p?, ma je
ouCKpuMuHaHTa D KBaapaT mpupomHOr Opoja.

TTokaskumo, y mameM, na Ipu JATUM yCJIOBUMA, TUCKPUMUHAHTA MOJA3HE jeTHAUNHE MOPa
OaTU OCTATaK D Mo MOmyiay 8. Y ToM mumy, HeKa je a =2n— 1, b=2m —1u c=2k —1, 3a
Heke 1ese 6pojese m,n u k. Tama Baku

D= (2m—1)* —4(2n —1)(2k — 1),

Te kako je (2m—1)2 =4m? —4m+1=4m(m—1)+1=1(mod8), jep je 6poj m(m — 1) mapamn,
u 4(2n —1)(2k — 1) = 4(mod8), To je D = 5(mod8). Jlako ce mokasyje ma KBagpaTd LEJUX
OpojeBa mpu mesbewmy ca 8 He Mory maBaTtu ocrarak 5. Mory marm camo ocrarke 0, 1 mim
4, onakse 3aKbydyjeMO Aa IMCKUMUHAHTA NATE KBAADATHE jeAHAYMHE HE MOKE OUTH MOTILYH
KBaJparT, OJAKJIe CIeNU Ja Cy Delemha KBaApPATHE jeIHAYMHe UPAIMOHAIHA OPOjeBH.

4. Axo Oucmo oxm 3 o0jexkra jemHaka IO CBUM aTpuOyTHMMa, OCHUM INTO j€ jemaH TeXU O
OCTAJINX, TPAKUIM HAjTEKU 00jeKaT, MJOBOJLHO je caMo jeNHO Mepeme. 10 MOKeMO U3BECTH
TAKO IITO MOKEMO CTABUTHU IO jedaH OoDjeKaT Ha CBAKU O TACOBA. Y CIylajy HEPaBHOTEKE,
TpaskeH! OOjeKaT je OHaj Ha Tacy KOJU IpeTeke, CBAKAKO. ¥ CYIPOTHOM, TPasKkeHW objekar
je OHaj KOju HUje HU Ha jJeITHOM O]l TAaCOBA.

Axo OucMo mMasm 9 Kyrauma O4 KOJUX je jemHa Te:ka Ol OCTaJuX, MOTpebHa cy HaMm
IBa Mepema Ja IPOHAJEMO YIPABO Ty TEXY. 3aucra, 9 Kyrianina MOMKEMO HOICIUTU Y TPU
rpyne o MO TPU KyIJWUIe U TIPUMEHUTU MABA MyTa OPETXOMHO Pa3MaTpaHy cTpaTerujy.



cay4dajy ca 23 Kyrauie, MO;KeMO HAIIPABUTU TPU TPYIE TaKo Aa y HUMa uMaMo peroM 9, 9
u 5 KyTJauIa U OHJA HA BATYy CTABUTU, PENUMO, MPBE ABe rpyne. AKO HACTYNU HEPABHOTEXA,
3a0aTaK ce CBOOW Ha pa3MaTpPaHU CiIydaj ca 9 Kyraumna. Y CyIpOTHOM, TOAaBameM 4 MepeHe
kyrauie y Tpehy rpymy, 3amarak ce OomeT CBOAY Ha CiydYaj ca yKymHo 9 kyriauma. Kako Ham
je 3a cayuaj ca 9 Kyranna noTpedbHO TAYHO 2 Mepema, NOBOJhaH Opoj Mepema na nponabemo
HajTEXY je 3.

5. Hejennauuna je nepunncana 3a x € (—oo,0)U (0, 1], jep mopa 6utu 1 —z >0 u /1 —x # 1.
IIpebamuBamem m3pasa ca mecHe CTpaHe Ha JIEBY, HAKOH cpebuBama, mobujamo

\/l—x—Z\/gx >0
(Vi—z—-1)(1—z+1)

Ouursenuo je na 3HAK M3pas3a y MMEHUOIY 3aBUCH CAMO O 3Haka u3pasa /1 —x —1, jep je
3a caako = < 1 ucnymeno /1 —x + 1> 1. Crora, pasMoTpuMo IBa cJiydaja.
1°0v/1—-2—-1>0,7j. 1<y1—-2,71j. 1<1l—2,1]. 2<0
Y oBoMm ciyuajy Hejemmaumua mocTaje /1 —x — 2v/3x >0, ogsocHo 2v/3x < /1 — z, mro je
TavHo 3a cBe z < 0.
2°0 V1-2-1<0, 1. Vi—-z <1, 1. 1—2 <1, 1tj. = € (0,1], 36or obnactu
Ie(pUHUCAHOCTU HEjeTHAYNHE
Y oBoM ciyuajy mHejenmaumua nocraje v/1 — x—2v/3 <0, omaocuo V1 — x<2v3z, 1j. 1222+
z —12>0. Amamusom nobujeHe kBaaparTHe (YHKIMje TPUBUjaAJHO HAJA3UMO & MOpa OUTH

1 1
x € (—oo,—g] U [1,4—00), Te Kako je y oBoM ciayuajy z € (0,1], To je z € [1, 1].
Konauno, y3umajyhum y 063up mobujemno y oba ciaydaja, mOJa3UMO OO 3aKbYyUKa A4 je

1.

CKyIl pellema [oja3He HejenHadnHe ckyn (—oo,0) U

7



JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AITATAKA OKPYKHOT' TAKMUUYEIHLA I3 MATEMATHUKE

Tpehu pazpen - B kareropuja

1. YcnoB ma je mpsu gorapuraM aebunucan je x2+3x > 0, omrocHo, x € (—oo0, —3)U (0, +00).

IIpBy HejemHaumHy MOKEMO HAMUCATU Y OOJIUKY T - (log0_5(:c2 +3z) + 2) > 0. IIpousson
nBa Opoja je mo3uTMBaH YKOJIUKO Cy 06a 6poja mo3uTuBHU uiam 006a Opoja HETaTUBHU, OIaKIIe
nobujamMo IBa CUCTEMa Ca IO ABE HejeTHAYNHEe:

(x>0,loggs(x? +32) +2>0) u (x<0,logys(z*+3z)+2<0).

Jemmaumna log, 5 (22 +37)+2 > 0 < log, 5(22+3z) > —2 = log, 5 4, ma Kax ce 0CI060AUMO
soraputma (360r 0.5 < 1 Mema ce 3Hak!), mobujamo kBaapaTHy HejemHaumny r2+ 3r —4 < 0,
kKoja uma pememe x € (—4,1). Pememe mpsor cucrema, Tj. cucrema HejemuauuHa (x > 0,
logy 5(z% + 3z) +2 > 0), je = € (0,1).

Cauuno, logg 5(2% +3z) +2 < 0 & logy 5(2? + 3z) < —2 = log 5 4, ma Kax ce 0ca060AUMO
soraputma (360r 0.5 < 1 mema ce smak!), mobujamo KBampaTHy Hejemmauumy z2 + 31 —
4 > 0, xoja uma pememe x € (—oo,—4) U (1,400). Pememe mpyror cucrema, Tj. cuCTeMa
mejennaunsa (z < 0, logy 5(2? 4+ 3z) +2 < 0), je x € (—o0, —4).

Konauno, cmajameMm pemema 0Ba OBa CHUCTEMa A0OMjaMoO Ia je peleme MpBe JOrapuTa-
MCKe HejenHaunHe jenHako x € (—oo,—4) U (0,1).

CpebuBamem n3pasza y Apyroj HejeqHAUMHU MOJA3HOT CUCTEMa mHOOUjaMo na je

2logy 3 — 3logg 45

=-1
log, 75 + logg o5 3

)

Te ce OBa HejemHAUYMWHA CBOOU HA X +4 > —1 U OHa uMa pememe T > —5H.
YEKynno pememe mobujaMo Kao Tpecek oBa mBa pemema: z € (—5,—4) U (0,1).

2. Heka je ABC matu tpoyrao. Osmaummo ca a u b, penom, mysxkuse crpanuna BC u CA, a
ca [ u 7y yHyTpalmhe yriose y temenuma B u C' Tor Tpoyria, pexom. [IpermocraBumo, npso,
Ia TPOyrao poTupa OKO CBOje a cTpaHuIe, Tj. oko crpanune BC. Y cayuajy ma je TadHo
jeman ox yruosa [ miu v jemak 90°, y tom mpouecy hiemo mobutu o6pTHO Teso (oOuumy
opaBy KyIly), KOje UMa HOJIyIPEYHUK OCHOBE jeIHak h, = % U BUCUHY jeOHAKY a. Y KOJUKO
cy [ u 7y omwTpH yrJOBU, HE3aBUCHO OJ BeJuuwHe yria y Temeny A, mobmhemo nase kyme,
WCTUX TMOJIYIPEYHUKA OCHOBA jemHakKuX h, (OCHOBE Cy HACIOH-eHE jemHa Ha APYTY), Yuju je
30Up BUCHUHA jemHAK, YIPaBo, a. Y CiIydajy Aa je HeKu ox (TauHo jemad) yriosa [ wam vy
TYyI, IPUJINKOM poranuje he ce popMUpaTH TEJIO UACHTUYHO TEJIY KOje HacTaje Kala U3 jeIaHe
KyIle ,,M3BaauMO’ Mamy KYILy, UCTOI MOJYIPEYHUKA OCHOBE, C THM INTO j€ Pa3JIMKA BUCUHA
TUX KyIla jeaHaka a. Y CBAKOM O OBa TPU Ciiyvyaja mobujaMoO MCTy 3alIpeMUHYy OOPTHOT

2 4P% . . .
Tena: V, = % (%) ca = 3 Awnasioruo ce mobuja m ma je 3ampeMuHa OOPTHOT TeJa KOje
. . . 4P%r
nobujaMo Kamga TPOyrao POTHpa OKO CBoje crpanure b jemHara Vj, = T Onanre mmamo

4P%n 4P*r 1 1

: =—:— 1. V,:Vy=b:a.
3a 30 a b T Fa Ve
3. U3 mouernor ycmosa mMamo ga je n" = 2023 (mod n), omakne caemu n | 2023 = 7 - 172,
Takxobe, ykomuko je n > 14, tama 6u Baxkuao 0 = n” = 2023 (mod 49), wro Huje morylie.
W3 mperxomrux 3amakama OIPeOoCcTaje jom MCOUTATH CIydaj n = 7, MTO U jecTe peleme
mosa3Hor mpobaema. 3amcra, ma 6u Bawmiao 24 -32.5.7 =7!| 77 — 2023, Tpeba mokazaTu aa

na je Tpakenu omuoc V, : V, =



16 | 77— 2023, 9| 77 — 2023, kao u ma 5 | 77 — 2023, jep, cakako, 7 | 77 —2023. Crora, Tpeba
YIOPEIUTH OCTATKE IIPH Aesbery Opojesa 77 u 2023 ca 16, 9 u 5.

Mmamo na 6poj 48 maje ocrartak 0 mpu mesmemy ca 16, omakiae ciaenu na 72 naje ocTaTak
1 npu mememy ca 16. akme, 77 Mopa maTu octarak 7 Ipu Aebemy ca 16, a To je yjemno u
ocTarak mpu memeny 6poja 2023 ca 16, jep 16 | 2016. Cnnuno, ocrarak npu mememy 6poja
77 ca 9je 7, jep 9| (72 —1) = 342, mTo je yjemno m octaTak mpu mememy O6poja 2023 ca
9 (zmamo na 9 | 2016). Komauno, 7% mpu nememy ca 5 naje ocrarak 1, onakne ciemu na 77
maje ocrarak 3 mpu mesemy ca 5. Rako je ocrarak npu nememy O6poja 2023 ca b jemnak 3,
To 5|77 — 2023.

4. Ha caemehum cimkaMa je y CBaKO TOJb€ IMAXOBCKe Tabje ymmucaH Opoj KOJJIMUKO MOJba
HANAAA JaMa ca TOT MOoJba (CIMKA JIEBO) M KOJIMKO I0Jba HAAAa CKAKad ca TOT Hoba (CIuKA
2. cleBa) — TO je UCTO M Ca KOJIMKO [OJba OM CKAKAY HANAAA0 NaMy YKOJMKO Ce HAJA3U Ha
TOM TIOJLY.

8 [21]21]21]21]21]21|21]21 8(2]3]4]4]4]4|3]2 8 |23|24]25]25)25]25| 24|23
7 |21]23]23|23[23|23]|23]|21 713]4|6]16]6]16]4]3 7 [24]27]29] 29|29 29| 27] 24
6 [21]23]25]25]25|25]|23]21 6(416/8]8]8]8|6]4 6 [2529]33|33|3333| 29|25
5 |21[23]25]27[27]25]23[21 5(4]6]8]|8[8]8]6]4 5 [25]29]33]35]35] 33| 29] 25
4 [21]23]25]27]27]2523]21 4l4l6]8]8]l8]8]6]4 4 |25[29[33]35|35[33[29]25
3 [21]23]25]25]25]25[23]21 3(416]/8]|8]8]8|6]4 3 [25[29]33|33)33|33|29 25
2 |21[23]23]23[23]23]23[21 213]416]16]16]6/4]3 2 |24)27|29]29]29]29]| 27|24
1 [21]21]21]21[21]21]21[21 112[3]4[4]14]14]13]2 1 |23]24]25| 25|25 25| 24|23
abcdefygh apcdetgn apcdetgnh

8 |4039]38|38]38[38[39]40

7 |39]36[34[34]34[34[36]39

6 |38]34[30[30]30{30{34|38

5 |38[34[30] 28] 28[30{34|38

4 |38[34[30]28]28[30{34|38

3 |38{34[30]30]30{30{34|38

2 |39]36[34[34|34|34[36]39

1 |40]39|3838|3838[39]40

abcdetgn

Kana cabepemo oBe 6pojeBe mobujaMo camky 3. cieBa, a Ty jé Yy CBAKO MOJbEe YIUCAH
Opoj mosba KOje Hamana AaMa ca TOr IIoJha MM Ou naMa Ouia HamanHyTa ako O6m Ty Ouo
ckakau (IPUMETHUMO Ja Cy OBa MOJba AUCjyHKTHA, 3aTO uUX camo cabupamo). Ha mocienmsoj
caunu (CKPO3 HECHO) je OpOj MOMba HA KOjUMa MO:Ke OUTU CKAKad TaKO Aa HUT Hera Hamala
naMa HAT OH naMy (To ykynHo 64 mossa omy3memo 1 mosme rpe ce Haja3u gama u d I0Jba
KOja Hamajga gaMa ca TOr HO0Jba U S MOJbA CA KOjUX CKaKad Hamala AaMy Ha TOM IOJbY, Tj.
63— (d+s), Tj. om 63 omy3amemo GpoOj ca 3. CIMKe JIEBO).

Yxynan 6poj HaUMHA Oa ce cTaBe Oesa naMa U [PHU CKAKady Ha MAXOBCKY Tabmay 8 X 8
TaKO na HUjeDHA OXN Te 2 (uUrype HUje HamanHyTa je jeoHAK 30Mpy cBUX OpojeBa ca CIUKe
CKpO3 IECHO, & TO je jeIHaKO:

4-404+8-39+16-384+4-36+16-34+12-30+ 4 - 28 = 2240.

5. Yxomuko je XY Z tpoyrao y paBuu, ca Pxyz heMo o3HAUMTU HErOBy MTOBPIIUHY.
Hoxasxumo na je Pynp jemmako 2023 cm?. 3aumcta, Hera cy A, B’ u C’ noamoxja BucuHa
u3 remena A, B u C tpoyraa ABC, koja omrosapajy crpanunama BC, CA u AB, penom, u
Heka je M’ takobe, momaosxje Bucuue usz temena M tpoyria CM N, koje oarosapa CTpaHU-
ur NC. Oznaunmo ca a, b u ¢ gy:xunu crpanuna BC, CA u AB, tum penom, tpoyraa ABC.
Kako je NC = 2b, o je Poyyny = b- MM'. Ca npyre cTpaHe, ako IocMaTpaMoO TPOYTJIOBe
BCB' nu MCM', 3axmyunhemo, onqmax, aa cy noxynapuan (Y CY), jep je BB'||MM’. Cnenn,
BB = MM/, IIa je PCMN =b- BB = 2PABC-



Anagnorso ce nokasyje na je Panp = ¢- CC' = 2Pypc, kao u Pgpyy = a+- AA' = 2Pape.
Iakne, Pyynp = Papc + Poun + Panp + Pepy = TPape = 2023 em?.



JIpymreo maremarunuapa Cpouje
PEIIIEIHLA 3AITATAKA OKPYKHOT' TAKMUUYEIHLA I3 MATEMATHUKE

YerspTHu pa3pen - b kareropuja

1. Ksanparna ¢ymrmuja f(z) = 22 + 2 — 2 uma myne x; = 1 u 29 = —2, a Teme mapaboue je
rauka T(—1,-2).

dynmuja g(r) = —f(r) = —2? — x + 2 uma ucte HyIe, a Teme mapabose joj je T/(f%, %).
r?+x—2, x € (—oo, —2] U [1, +00)

—2?—x+2, z€(=21).

Ogpemumo 3a KOje BPEIHOCTU HapaMeTpa m IpaBa Yy = T + m OPOJa3u KPO3 HEKY OJ Tadaka
N1(=2,0) u N3(1,0) umu je Tanrenta Ha mapaboay y = —z2 — z + 2.

Kanma y6amumo roopaunare tauke Ni(—2,0) y jemnauuny npase y = x + m nobujamo m = 2.
Kanma y6anumo roopaunare tauke No(1,0) y jemmauuny npase y = x + m gobujamo m = —1.
OnpemuMo m Tako Aa mpaBa Yy = = +/m u mapabona y = —x2 — x + 2 uMajy 1 3ajeqauury
Tauky (Tax je Ta mpaBa TaHreHTa mapaboie): r +m = —z? —x +2, Tj. obujamMo KBagpaTHY
jemmaunny x2+ 2z +m — 2 = 0 Koja uma mackupmuHAHTY D =4 —4(m —2) = 12 — 4m. Ila 6m
UMAaJIU jeIUHCTBEHO pememe Mopa butu D = 0, na mobujamo m = 3.

Ose 3mpaBe, y=z+2,y=2—1uy =2+ 3 cy rPAHUYHN CIIyUajeBU 3a TO KOJUKO IIPECEU-
HUX Tadyaka WMajy TpaBa y = = +m u rpa¢uk dymrmmje y = |[v2 +x — 2|. To je cse mpen-
CTaBJ/bEHO HA HAPETHO] CIIUIIU.

Crora je |22 + 7 — 2| = {

3a m < —1 mema pemema; 3a m = —1 uma 1 pememe, 3a —1 < m < 2 u m > 3 uma 2
pemema; 3a m =2 u m =3 uMa 3 penemna; 3a 2 < m < 3 uMa 4 pemema.

Hamomena. Moxke ce raematu m KOJIWKO IPECEYHMX TavyaKa MMa rpaduk

IR % -2, z € (—oo0,—2] U[1,+00)
—x? -2 +2, x€c(-21).
m € R.

2. (IIPBO PEIIEILE) U3 kBanpara Ay AyAgAs, crpanune d u mujaronane D, mobujamo
Besy D = dV/2.

ca IpaBoOM y = m, TIe je

. d-2 d.D , d-D
IMospmunua nenrouna OA;A; Ag je 5 =1 JIOK j€ MOBPIIUHA IIeJIOr OCMOYTJIa 4- =

d-D, uynMe cMO TOKa3aJii A je MOBPIIMHA IPABUJIHOI OCMOYIJIA jeqHAKA IPOU3BOLY MY KAHA
mEeroBe HajMame U HajBehe mujaronaJe.




(IPYTO PEIIEIHE) Iospmuua P ocMoyria je 36up HOBpumMHa 2 MOLyJApHA Tpamesa
A1 AgA7Ag m Ay A3A4As mn paBoyraouuka A;AsAsAg. Heka je a cTpanuna mpaBUIHOT OC-
Mmoyriaa. Tama je mujaromana AiAg jemmaka A1Ag = A1M + MN + NAg. Bucuna Tpamesa

2 2 2
h=AgM = \% = %, a ocHoBuIe Tpame3a cy AjAg = G\Tf—i—a—i—% =a+av2=a(l1+2)
A1Ag + Ag Ay

n AgA7 = a, na je moBpmuHa Tpame3a Pa, A a,4, = 5 - AgM = (a + “T\/i) . #
ITopmuna npaBoyraouuka A;AsAsAg je Pa,a,a.4, = A14s - A1Ag = a - (a—&—aﬂ), ma je
noBpmMHA Teaor 0cMOyTIa P = 2P, asa, A + Pa,ayasa, = 2a%(1 +1/2).

W3 mpasorynor tpoyraa AA;AgAs HamaszuMo IUjaroHATY A1 A% = A4 + AsAg? =

a? + a®>(1 +v2)? = a®(4 + 2v/2), tj. majseha mujaromana je D = AjAs = a4 +2V2. U3
npasoryJior tpoyriaa AA; NA; Hanazumo qujaroHaly

2 2
A1A2 = ALN? + NA;2 = <a+ ‘“f) + (‘“f) = a2(2+V2),

Tj. HAjMama mujaronamna je d = AjA; = a\/2+ V2. Iarne, mpousson Hajsehe m HajMame
OVjaroHaJie MOJIa3HOT OCMOYTJIa je

D- a\/4+2ﬁ~a\/2+x/§a2\f2< 2+xf2>22a2(1+x/§)P,

mTo je m TpebaJyio mOKa3aTu.

3. Tpusujanuo ce nmposepaBa ga x = 10 jecre pememe monasse jenauune. OuurienHo,
aKo je T € 7Z pememe nare jenHadmHe, na Mopa Baxkutu x > 0, jep 3a x < 0 neBa crpaHna
jemHauumHe je meo Opoj, NOK je mecHa pAIMOHAJIaH, KOju HUje IEeO.

Taxobe, nako mposepasaMo (jeaHocraBHUM yOanuMBameM BPEAHOCTHU) OA eI OPOjeBU
0,1,2,3,4,5,6,7,8 u 9 Hucy pemema nosasHe jenHauduHe (JeBa CTPaHA jé Y CBUM TUM CILyda-
jeBuma crporo Behia on mecue).

Heka je cana t =n>11. Rako jen € Z un > 11, o je n mpuponan 6poj He mamu ox 11.
TpuBujamHoM TPUMEHOM MPUHIUANA MAaTEMATUYKE MHIAYKIKjEe NOKa3yjeMo ma 3a cBako n > 11
Bazn 6(n+ 1) < 2". 3awncra, 3a n = 11 TBpheme ce cBomm ma 72 < 2!1 = 2048, mro je Tauwo.
Ako 6ucMo mpermocTaBUIM A UCTO Baxku 3a Heko n € N, n > 11 (umykruBHa xumoresa),
tana he Bagut 6(n+2) =6n+12=6(n+1)+6 <27 +6 < 2" 42" =2.2" = 2" jep je
3a n > 11 ncnymeno 6 < 2048 < 2". Ilakxe, 3a cBako n > 11 Basu 6(n + 1) < 2™,

Kopumhiemem nperxonso mokasasor, 1j. Hejemnakoctn 6(n + 1) < 2™, n > 11, cauuno ce
mokasyje ma 3a cBako n>11 Baskm u 3n?+3n+1 < 2", Baucra, 3a n = 11 HejemHAKOCT TOCTAjE
397 < 21 = 2048, koja je Tauma. Ako 6U HejeTHAKOCT BasKUJIa 3a HEKO MPUPOIHO n > 11,



Tj. axo 6u 6mno 3n? +3n+ 1 < 27, Tana 6u, HA OCHOBY IPETXOIHO JOKA3aHE HejeIHAKOCTH,
pagmao u 3(n+1)2+3(n+1)+1=3n2+3n+1+6n+6=3n>+3n+1+6(n+1) <2"+2" =
2.2" = 2”*1, OaKJie, Ha OCHOBY IPUHIUIA MATEMATUUYKe WHIAYKIUjE, CIEOU 4 je 3a CBAKO
npupoaro n > 11 ncnymeno 3n? +3n 4+ 1 < 27,

Korauno, ropuctrhiy, IOHOBO, IPUMHIUN MaTeMaTUUKe MHAYKIWjE, JOKAKUMO HA KPajy
nma he 3a cBako n > 11 Basuru n® + 24 < 2". 3a n = 11 je Bpheme TpuBMjaNHO TAUHO, jep
je 1355 < 211 = 2048. Axo 6u 3a mexo n > 11, n € N, Baswumo n® + 24 < 2" (uEIYKTUBHA
Xumoresa), Tana e, Ha OCHOBY MHIYKTHBHE XUIOTE3€ U APYyTe IOKa3aHe HajeJHAKOCTHU, 3a
cnemuhu mpupoman 6poj, Tj. 3a n + 1, 6utn ucnymeno (n + 1)% +24 = n® +3n% +3n + 25 =
n®+24+ (3n? +3n+1) < 2" +2" =2.2" = 2" Jlakne, n® + 24 < 2", 3a cBAKO TPUPOIHO
n>11, omakae ciaemu ma mMoja3Ha jeTHAYMHA HEMAa Pemema y CKYIy IPUPOAHUX OpojeBa Koju
HUCy Mawmu on 11.

W3 cBera mokasasor, jemuHo pememe jenHaume je © = 10.

4. Y aBumony nocrtoju 25 * 2 = 50 rpyma ox mo TP® CEOMUIITA KOja NeMO 3BATH TPOjKaMma.
IIpumeTnMO na ako jemaH NMyTHUK U3 HEKEe I'DYyIe CeOu HA CEAUINTY Y HEKOj TPOjIy, OHIA
0Oap jour jemaH mMyTHUK U3 Te€ TPYIEe MOpa cemeTu y Toj Tpojuu. IIpema ToMme, y mpOU3BOJLHO]
TPOjIM MOTY CeIEeTH IIyTHUNW U3 HajBUIIE jeHE T'PYIE.

ITocmarpajmo jemny rpymy on uerBopo. Hbenu myTHUMIZ ceme y OBe TPOjKe jemHO] m3a
npyre. Bpoj mHaunHa na nzabepeMo npelmy on Te ase Tpojke je 48 (jep He MoskeMo GupaTu
OHEe y mociemmeM peny). AKO je Ta Tpojra 6am y IPBOM WM NPETIOCIENmEeM Dery, OHIA
Ipenwmy TPOjKY ApYyre Ipyle Mo:xkeMo onadbpary Ha 46 HaumHA, NOK MHAYE TY TPOJKY MOKEMO
omabparu Ha 45 Hauuna. Ocrase Tpojre bupamo Kako skeaumo Mehy cinobonauma. [Ipurom y
ABEMa TPOjKaMa IPyIe O YeTBOPO MOKEMO Ha ABa HAUMHA M3a0paTU YEeTHUPU CEIUINTa KOja
3ay3uMa Ta IPpyHa U CIWYHO 33 TPOjKE IPyIa OX ABOje. Y KyIHO, HaKJle, UMAaMO ((4 -46+44 -

45)-22-(4)2) - () -5 (3D)%) - () -8!-28 - (21)®) - 111! = 2164210 2183154125181 - 1111 (1°) (V)
HAUMHA 14 PACIOPeIrMO MyTHUKE y aBUOH (jep HakoH pacmopebusama rpyma ocraje 111

Hepacnopebenux myTHURA).

5. (IIPBO PEHIIEILGE) IIpumenom Hejemnakoctu udMmeDy apurMeTuyke U reOMeTPUjCKE
cpenuHe mob6ujamMo

n—1
——
-1 I+1+4...+1
T +n _zt+l+l+...+ >
n n

Muo:kemeM mocienme HejeJHaKOCTA ca N 100ujaMo TpaskeHy HejeTHAKOCT.
(IPYTO PEHIEHE) Hocmarpajmo dymsmmjy f(z) = new —x + 1, © > 1. Taza je f/(z) =
w1 —1, 3a caro z > 1. Kako je 3a z > 1 ounriemso f/(x) €0, 3a 6uno xoje n € N, To je
f omamajyha ma (1,+00), ma Basku f(x) < f(1) =n, 3a cBako x > 1.
(TPERE PEIIEILE) Heka je n = 1. Tazna je HejeAHAKOCT TPUBUjAJHO UCIYILEHA, jep ce
CBOAM HA J€IHAKOCT, Tj. Ha T < T, IITO je Ta4dHO, 3a cBako = > 1. Heka je, mame, n>2. Ilara
HEjeTHAKOCT je eKBUBAJIEHTHA Ca n(x% — 1)<z -1, 3a cako n > 2 u x > 1. Ilosnaro je na
BaKN

y'-l=(y -+ Y+ ),

3a cBako n € N u y € R, onakie, 3a y = x%, nobujamo
z—1=(z7 — 1) +...+x7 +1).

Kako je 2 > 1, To je zw > 1, 3a cBako i € {1,2,--- ,n— 1}, na je

n—1
n

T —|—...—|—J;%—|—1>n,

OAaKJIE CIeAN A je

n—1

x—lz(x%—1)(xT—|—...—|—x%—|—1)>n(x%—1),



Tj. nx%<av—i-n—17 3a cBAakKoOn =2 u x > 1.



