
Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA DR�AVNOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Prvi razred - A kategorija

1. Oznaqimo sa a, b i c broj pojavǉaǌa, redom, brojeva −1, 1 i 2. Tada su a, b i c celi
brojevi za koje va�i a>0, b>0, c>0, −a+b+2c = 111 i a+b+4c = 999, tj. a = 444−c>0,
kao i b = 555 − 3c > 0, c > 0. Stoga, treba maksimizovati izraz −a + b + 8c = 111 + 6c,

uz ograniqeǌe 06 c6
555

3
= 185. Me�utim, sada je jasno je da se maksimalna vrednost

prethodnog izraza dobija za c = 185 i ona iznosi 111 + 6 · 185 = 1221. U tom sluqaju je
a = 259, b = 0 i c = 185, dok su svi ostali xi jednaki nula.

2. Neka je X taqka simetriqna taqki G u odnosu na pravu AD. Pretpostavimo da
su taqke G i J sa iste strane prave AD. Kako je ispuǌeno ^AJX = ^AGX, jer su
u pitaǌu periferijski uglovi nad tetivom AX kru�nice ω, kao i ^AHC = ^AJC,
jer su u pitaǌu periferijski uglovi nad tetivom AC kru�nice opisane oko trougla
AHC, to je, zbog paralelnosti pravih GX i HC, ispuǌeno ^AHC = ^AGX, pa je
^AJX = ^AJC, odakle sledi da su taqke C,X i J kolinearne.
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Tako�e, ^BIA = 180◦ − ^BHA, jer taqke A,H,B i I pripadaju kru�nici opisanoj
oko trougla AHB, pa je ^BIA = 180◦ − ^XGA = 180◦ − ^XIA, pa su taqke B, I i X
tako�e kolinearne. Me�utim, taqka X ∈ ω, pa se BI i CJ seku na ω upravo u taqki X.

3. Odgovor je n ∈ {1, 2, 6}. Prvo, primetimo da je nejednakost f(n) > f(n − 1), n > 2,
ekvivalentna sa time da je n stepen prostog broja. Zaista, ako je n = pα1

1 pα2
2 · · · p

αk

k ,
za neko k > 1 i αi ∈ N, 1 6 i 6 k, tada se svaki od brojeva oblika pαi

i ve� pojavio u



dosadaxǌem raqunaju NZS-a, odakle zakǉuqujemo da se f(n) ne mo�e pove�ati. Sa
druge strane, ako je n = pα, za neki prost broj p i α ∈ N, tadaa je f(n) = pf(n − 1) >
f(n− 1), jer je p> 2 i stepen pα se nije pojavio ni u jednom broju maǌem od n. Dakle,
brojevi n+ 1, n+ 2 i n+ 3 su svi stepeni prostih brojeva.

Razmotrimo, prvo, sluqaj kada je n neparan prirodan broj. Tada su brojevi n+1 i
n+ 3 stepeni prostih brojeva i parni, odakle sledi da su oba stepeni dvojke i to dva
stepena dvojke, koja se razlikuju za 2. Oqigledno je to jedino mogu�e u sluqaju da su
u pitaǌu brojevi 2 i 4, tj. da je n = 1.

Neka je sada n + 2 paran broj. Tada je n + 2 = 2a, za neko a ∈ N. Tada je jedan od
brojeva n+1 i n+3 deǉiv sa 3, pa je samim tim i stepen trojke. Ako je n+1 = 3b, tada
rexavamo jednaqinu 3b + 1 = 2a, za neke prirodne brojeve a i b. Da bi desna strana
davala ostatak 1 po modulu 3, mora biti a parno, pa je 3b = (2

a
2 − 1)(2

a
2 +1), xto znaqi

da su brojevi 2
a
2 − 1 i 2

a
2 + 1 oba stepeni trojke koji se razliku za 2, xto jedino mo�e

kada su u pitaǌu brojevi 1 i 3, te je a = 2 i b = 1, tj. n = 2.
Najzad, neka je n + 3 = 3b, za neko b ∈ N. Tada va�i 2a + 1 = 3b, za neke pozitivne

cele brojeve a i b. Ako je a = 1, to bi impliciralo da je n = 0, xto ne mo�e. Dakle,
va�i a > 1 i leva strana, stoga, daje ostatak 1 po modulu 4. Da bi i desna strana
davala ostatak 1 po modulu 4, mora b biti paran broj, pa je 2a = (3

b
3 − 1)(3

b
3 + 1), tj.

brojevi 3
b
2 − 1 i 3

b
2 +1 su oba stepeni dvojke koji se razlikuju za 2. To mogu biti samo

brojevi 2 i 4, pa je b = 2 i a = 3. U tom sluqaju nalazimo da je n = 6. Trivijalno se
proverava da ovo zaista jesu rexeǌa zadatka.

4. Za n = 1 mo�emo postaviti najvixe jednog topa na tablu dimenzija 1 × 1 i tako
postavǉeni top ne remeti uslove zadatka. Dakle, za n = 1 odgovor je 1.

Za n = 2 mo�emo postaviti najvixe 4 topa, jer sva 4 topa na tabli ispiuǌavaju
uslove zadatka (uslov da svaki napada najvixe 3 druga topa je ispuǌen). Dakle, za
n = 2 odgovor je 4.

Za n = 3, ne mo�emo postaviti topove na svih 9 poǉa, naravno, ali ako izostavimo
centralno poǉe, ima�emo ukupno 8 = 4 · 3− 4 topova koji zadovoǉavaju uslove zadatka.
Neka je, sada, n > 4. Postavimo topove na svako poǉe table koje pripada prvoj ili
posledǌoj vrsti table, odnosno, prvoj ili posledǌoj koloni. Ostala poǉa, na trenu-
tak, ostavimo prazna. Na taj naqin smo smestili n2 − (n− 2)2 = 4n− 4 topa i svaki od
ǌih ispuǌava uslove zadatka. Dakle, mo�emo ih postaviti barem 4n− 4.

Posmatrajmo neki drugi raspored topova, kojih ima barem 4n−3, i koji zadovoǉava
uslove zadatka. Re�i �emo da je x osa bilo koja horizontala du� poǉa u odnosu na
tablu, a y osa �e nam biti bilo koja vertikala. Nazovimo topove krajǌim po x osi,
akko sa jedne strane x ose nema nijednog topa. Inaqe �emo ih zvati sredixǌim po
x osi. Analogno definixemo topove koji su krajǌi ili sredixǌi po y osi. Top
ne mo�e biti sredixǌi po obe ose, jer tada napada 4 druga topa. Neka je, daǉe,
a ukupan broj sredixǌih topova po x, b ukupan broj sredixǌih topova po y osi, a
d ukupan broj krajǌih topova po obe ose. Broj kraǌih topova po y osi je, svakako,
a + d 6 2n, dok je ukupan broj topova koji su krajǌi po x osi b + d 6 2n. Stoga je broj
topova a + b + d = (a + d) + (b + d) − d 6 4n − d, a kako ih imamo barem 4n − 4, to je
(a + d) + (b + d) − d > 4n − 4. Zato, u sluqaju najve�eg mogu�eg broja topova, koji nije
ispod 4n− 4, �e va�iti 4n− 46 4n− d, tj. d6 4. Trivijalno se pokazuje da mora biti
d > 4, jer topovi koji su krajǌi u razliqitim vrstama moraju biti razliqiti, kao i
oni koji su krajǌi u razliqitim kolonama. Dakle, najve�i mogu�i broj topova koje
mo�emo postaviti je 4n− 4, za sve n> 2, dok je u pitaǌu broj 1, za n = 1.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA DR�AVNOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Drugi razred - A kategorija

1. Kao i obiqno, oznaqimo uslov koji zadovoǉava funkcija f sa P (a, b), a, b ∈ Z. Iz
P (1,−f(1)) zakǉuqujemo da je f(t) = 1, za t = 1 + f(−f(1)). Sada je, iz P (x, t) ispuǌeno
f(x+1) = f(x)+c, gde je c = t+1 konstanta. Jednostavnom indukcijom, na obe strane (jer
je f : Z → Z), zakǉuqujemo da je f linearna funkcija (vrednosti funkcije u susednim
celim brojevima se razlikuju za konstantu). To znaqi da je, za neke fiksne cele brojeve
m i n, f(x) = mx + n, za svako x ∈ Z. Stoga, nax uslov postaje m(a + mb + n) + n =
b+ma+n+1⇔ (m2−1)b+(mn−1) = 0, za sve cele brojeve b, odakle je m2 = 1 i mn = 1,
tj. m = n = 1 ili m = n = −1, xto odgovara funkcijama f(x) = x + 1, x ∈ Z, odnosno
f(x) = −x− 1, x ∈ Z. Jednostavnom proverom zakǉuqujemo da obe funkcije ispuǌavaju
uslov zadatka.

2. Neka su taqke A1, B1, C1 i G, redom, sredixta odgovaraju�ih stranica i te�ixte
trougla ABC. Po obrnutoj Talesovoj teoremi, zbog AX

XD = AG
GA1

= 2, imamo GX ‖ BC,
odnosno, ^GXH = 90◦. Dakle, taqka X le�i na kru�nici nad preqnikom GH, xto
analogno va�i i za taqke Y i Z, odakle sledi tvr�eǌe zadatka.

3. Jednostavnom proverom se vidi da brojevi 1 i 2 ne ispuǌavaju uslov zadatka. Za
x>3 proverom po modulu 8 zakǉuqujemo da mora x biti paran broj, odakle, stavǉaju�i
x = 2t, t ∈ N, imamo da je 4t + 200t + 1 potpun kvadrat neparnog broja ve�eg od 2t. On
ne mo�e biti kvadrat broja 2t + 1, jer bi bilo 2t+1 = 200t, odnosno 5 | 2t+1, xto je
nemogu�e. Dakle, mora biti 4t +200t+1> (2t +3)2 = 4t +6 · 2t +9, pa je 50t> 3 · 2t−1 +2.
Jednostavnom indukcijom se pokazuje da posledǌe ne va�i za t> 9, pa je t6 8. Tako�e,
analiziraǌem izraza 4t + 200t + 1 po modulu 5 zakǉuqujemo da je t neparno. Konaqno,
jednostavnom proverom, za t ∈ {1, 3, 5, 7}, zakǉuqujemo da je jedino rexeǌe t = 5 (broj
7 otpada, jer izraz 47 + 200 · 7 + 1 daje ostatak 5 pri deǉeǌu sa 7, dok kvadrati celih
brojeva pri deǉeǌu sa 7 mogu dati samo ostatke iz skupa {0, 1, 2, 4}). Tako�e, za t = 1,
odnosno t = 3, trivijalno proveravamo da izraz 4t + 200t + 1 nije kvadrat prirodnog
broja. Me�utim, za t = 5, tj. x = 10, va�i 210 + 100 · 10 + 1 = 2025 = 452, te je x = 10
jedini prirodan broj koji zadovoǉava uslov zadatka.

4. Odgovor: Svaki prirodan broj n, osim brojeva n = 5 ili n = 6, ima tra�enu
osobinu. U tom ciǉu, pre�imo na jezik grafova.
Prvo, ako je n = 4, poxto me�u tim qvorovima ima najvixe 4 grane, postoje neke dve
osobe koje se ne poznaju. Ako je n = 5, uzmimo ciklus C5 du�ine 5. Kad izaberemo bilo
koja 4 qvora, vidimo da �emo uvek imati taqno 3 grane, tako da nam graf ispuǌava sve
uslove. Tako�e, jasno se vidi da u tom sluqaju ne postoje 3 qvora koja qine nezavisan
skup, tj. koja qine skup qvorova u grafu za koja va�i da nikoja dva qvora nisu susedna.
Za n = 6 neka su nam qvorovi {a1, a2, a3, b1, b2, b3}. Tako�e, neka su nam spojeni qvorovi
ai i aj, za svako i 6= j, kao i bi i bj, za svako i 6= j, ali i ai i bi, za svako i. Neka je
A = {a1, a2, a3} i B = {b1, b2, b3}. Ako uzmemo 3 qvora iz A i jedan iz B, ili 3 iz B i
jedan iz A, ima�emo taqno 4 grane. Ako uzmemo po dva qvora iz A i B vidi se da �emo
uvek imati 3 ili 4 grane, pa nam ovaj graf ispuǌava sve uslove. Me�utim, kako god
uzeli 3 qvora bi�e bar dva ili iz A ili iz B, pa taj skup qvorova ne�e biti nezavisan.
Neka je, sada, n > 7. Kako je n > 6 = R(3, 3), u ovom grafu postoji ili prazan trougao
ili pun trougao. Doka�imo da ne postoji pun trougao i u tu svrhu pretpostavimo
suprotno. Neka su T = {t1, t2, t3} u trouglu, odnosno neka su svi povezani. Za svaki
qvor a van T , posmatraǌem skupa T ∪ {a}, dobijamo da je svako a povezano sa najvixe



jednim qvorom iz trougla T . Neka je B1, T ∩B1 = ∅, skup svih qvorova koji su povezani
samo sa t1 ili ni sa jednim, B2, T ∩ B2 = ∅, skup svih koji su povezani sa t2 ili ni
sa jednim i B3, T ∩ B3 = ∅, skup svih koji su povezani sa t3 ili ni sa jednim. Kako je
|B1|+|B2|+|B3|>n−3>7−3 = 4, sledi da je barem jedan kardinalnosti barem 2. Neka je
to B1, bez umaǌeǌa opxtosti. Ako su a, b ∈ B1 i ako posmatramo skup {t2, t3, a, b}, tada
�emo imati jedno ili dva susedstva, xto je nemogu�e. Dakle, postoji E = {e1, e2, e3}
nezavisan skup veliqine 3. Neka je B najve�i nezavisan skup u ovom grafu. Neka je C
skup qvorova van B. Za svako c ∈ C va�i da postoji b ∈ B tako da su b i c povezani.
Onda za svako b′ ∈ B postoji b′′ ∈ B razliqito od b i b′ (jer je |B| > 3) i gledaju�i
trojku {c, b, b′, b′′} zakǉuqujemo da tu mora da ima taqno 3 grane, pa su c i b′ povezani.
Ovo znaqi da je svaki qvor iz C povezan sa svakim qvorom iz B. Neka su c1, c2 ∈ C i
b1, b2 ∈ B. Posmatraju�i skup {c1, c2, b1, b2} ima�emo 4 ili 5 grana u zavisnosti od toga
da li su qvorovi c1 i c2 povezani. Dakle, qvorovi c1 i c2 nisu povezani. Stoga, skup
qvorova C je tako�e nezavisan skup. Dakle, 2|B| > |B| + |C| = n, te je |B| > n

2 , qime je
dokaz zavrxen.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA DR�AVNOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Tre�i razred - A kategorija

1. Jednaqina je definisana za n ∈ N \ {1} i ekvivalentna je sa 2n = 3+ ( 4n
2−10n+9

5 )log3 5.

Kako je 52 = 25 < 27 = 33, sledi log3 5 < 3
2 , a va�i i 4n2−10n+9

5 < (2n−5)2
4 , pa je

( 4n
2−10n+9

5 )log3 5 < (2n−5)3
8 . Kako je 29 − 3 = 509 > (2·9−5)3

8 i kako iz 2n − 3 > (2n−5)3
8

sledi 2n+1 = 2 · 2n > 2 ·
(
3+ (2n−5)3

8

)
> 3+ (2n−3)3

8 , za n > 7, na osnovu indukcije navedena
jednaqina nema rexeǌa za n > 9, dok proverom vrednosti n ∈ {2, . . . , 8} sledi da je
rexeǌe navedene jednaqine n ∈ {2, 3, 7}.

2. Primetimo prvo da x = y = 1 nije rexeǌe, pa mo�emo da pretpostavimo da je x 6= 1
ili y 6= 1, kao i da je onda x2 + y2 − 2 > x + y, jer (x2 − x) + (y2 − y) ≥ 3 + 0 > 2.
Odatle znamo, poxto su oba stepeni dvojke, da va�i 2x+2y|x2 + y2 − 2. Me�utim, onda
2x+2y | (x+ y)2− 2− 2xy, odnosno 2x+2y | 2xy+2 (kako je x+ y paran, 2x+2y | (x+ y)2).
Daǉe, znamo 2x + 2y | 2xy − 2x − 2y + 2, tj. x + y | (x − 1)(y − 1). Poxto je x + y = 2k

stepen dvojke (ve�i od 2) i va�i da je neki od x, y kongruentan sa 1 po modulu 4, dok je
drugi kongruentan sa 3 po modulu 4. Bez umaǌeǌa opxtosti, pretpostavimo da je x ≡ 1
(mod 4). Znamo da je k = v2(x+y)6v2((x−1)(y−1))61+v2(x−1), odnosno v2(x−1)>k−1,
pa 2k−1 | x− 1. Me�utim, kako je x < 2k, onda jedine mogu�nosti za x su 1 i 2k−1 + 1.
Ako je x = 1, onda su y + 1 i y2 − 1 = (y + 1)(y − 1) stepeni dvojke, pa su i y + 1 i y − 1,
tako�e, stepeni dvojke koji se razlikuju za 2, odakle je y = 3.
Preostaje i drugi sluqaj, tj. x = 2k−1 + 1 i y = 2k−1 − 1. Tada je x2 + y2 − 2 =
(2k−1 +1)2 +(2k−1− 1)2− 2 = 22k−1, xto znaqi da je x = 2t+1 i y = 2t− 1 zaista rexeǌe.
Stoga, rexeǌe je par (2t+1, 2t−1) (i obrnuto) za svako t ∈ N (prethodno na�eno rexeǌe
(1, 3) se tako�e uklapa u ovu xemu).

3. Neka se normala na pravu AL u taqki L i tangenta u taqki A na opisanu kru�nicu
seku u taqki X. Neka je Y sredixte du�i AX i neka je Z sredixte du�i AH. Potrebno
je dokazati da je XH ⊥ AM , xto je ekvivalentno sa tim da je prava Y Z normalna na
AM . Kako je ^ALX prav, a Y sredixte du�i AX, to je Y X = Y A = Y L, te kako je
Y A tangenta na opisanu kru�nicu, mo�emo zakǉuqiti da je Y L tako�e tangenta na tu
kru�nicu. Poxto je ^CAL = ^BAM , sledi da je qetvorougao ABLC harmonijski, pa se
Y kao presek tangenti u taqkama A i L nalazi na produ�etku dijiagonale BC, odnosno
Y je presek tangente iz A na opisanu kru�nicu ABC i prave BC.
Da bismo dovrxili dokaz, pokaza�emo da je Z ortocentar trougla AYM . Jasno je da
je AZ ⊥ YM . Tako�e, ako preslikamo H preko M u A′, poznato je da je AA′ preqnik
opisane kru�nice trougla ABC, pa je zato AA′ ⊥ AY . Zbog sredǌe linije je iMZ||AA′,
odnosno MZ ⊥ AY . Stoga je Z zaista ortocentar trougla AYM i va�i XH||Y Z ⊥ AM ,
xto smo i �eleli da doka�emo.

4. Dokaza�emo da broj n mora biti deǉiv sa 4 i da za 4 | n imamo poploqavaǌe bilo
kojom figurom. Za svaku figuru imamo da n mora biti parno, jer je broj poǉa koje
zauzima svaka figura paran, a samim tim i ukupan broj poǉa. Za 4 | n oqigledno
je dovoǉno konstruisati primer za 4 × 4 tablu i to qinimo kao na slikama. Daǉe,
pretpostavimo da 4 | n− 2.



(a) Obojimo poǉa tako da su poǉa u parnim kolonama crna, a ostala bela. Vidimo da
�e figura zauzimati neparan broj crnih poǉa, a ukupan broj crnih poǉa je paran, pa
je i ukupan broj figura paran. Ipak, kako svaka figura zauzima 4 poǉa, ukupan broj
poǉa je deǉiv sa 8, odakle sledi da 4 | n. Kontradikcija!
(b) Poqevxi od gorǌeg levog �oxka numerixemo vrste od 0 do n− 1. Uradimo isto i
za kolone. U poǉe koje se nalazi u k-toj koloni i l-toj vrsti upixemo broj ik+l, gde je
i2 = −1, tj. rexeǌe jednaqine x2 + 1 = 0, koje pripada gorǌoj poluravni {z = x + iy ∈
C : y > 0}. Lako se proverava da je suma brojeva upisanih u poǉa koja pokriva figura
jednaka nula, ali i da je suma brojeva na celoj tabli jednakan−1∑

j=0

ij

2

=

(
in − 1

i− 1

)2

= 2i 6= 0,

xto je kontradikcija.
(v) Obojimo tablu u crno-belo, kao xahovsku. Svaka figura pokriva neparan broj
crnih poǉa. Kako je broj crnih poǉa paran, ukupan broj figura mora biti tako�e
paran, tako da imamo kontradikciju kao i u delu opisanom u taqki (a).



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA DR�AVNOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Qetvrti razred - A kategorija

1. Neka je Re z = a > 0, Im z = b, z = a + bi ∈ C. Vidimo da iz uslova definisanosti
imamo b > 0. Jednaqinu mo�emo zapisati kao:

ba = e
1
2 ((a

2+b2)−2a)

jer je z + z = 2a, odnosno:
ea ln b+a = e

1
2 (a

2+b2)

xto daje:

a(ln b+ 1) =
1

2
(a2 + b2)

Daǉe, imamo da je ln b+16 b, za b > 0, gde jednakost va�i ako i samo ako b = 1 (xto, na
primer, dobijamo iz klasiqne nejednakosti: ex>1+x, za x ∈ R). Daǉe je, za 0 < b6e−1,
ispuǌeno a(ln b + 1)| 6 0, dok je 1

2 (a
2 + b2) > 0, pa jednaqina nema rexeǌa. Za b > e−1

va�i a(ln b + 1) 6 ab 6 1
2 (a

2 + b2), gde je druga nejednakost, zapravo, nejednakost izme�u
geometrijske i aritmetiqke sredine (a i b su pozitivni, pa je |ab| = ab). Prema tome,
jednakost u prvoj od dve nejednakosti va�i ako i samo ako b = 1, a u drugoj ako i samo
ako je a = b, tj. jednakost va�i ako i samo ako a = b = 1. Prema tome, jedina mogu�nost
za rexeǌe je a = b = 1, tj. z = 1 + i, xto se proverom i potvr�uje.

2. (PRVO REXEǋE) Pretpostavimo da je AB = BC. Tada je trougao ABC jed-
nakokraki, odakle sledi da taqke T i S pripadaju BF , pa je tvr�eǌe trivijalno is-
puǌeno. Neka je, daǉe, AB > BC. Oznaqimo sa M,N i P , redom, sredixta stranica
AB,BC i CA. Neka je ]DTM = ]CTE = x. Iz sinusnih teorema za 4DTM i 4ECT
imamo (primetimo ]TDM = π−β

2 i ]TEC = π+β
2 ):

sinx

sin π−β
2

=
DM

MT
i

sinx

sin π+β
2

=
EC

CT
,

pa kako je sin π−β
2 = sin π+β

2 = cos β2 i CT = 2TM , dobijamo CE = 2DM = 2BD − 2BM =
2BD − c. Primetimo sada da je AD = AF = x, BD = BE = y, CE = CF = z i

x + y = c
y + z = a
z + x = b

Dobijeni sistem se trivijalno rexava, odakle nalazimo da je x = s−a, y = s−b, z = s−c.
Sada, kako je CE = z i BD = y, iz dobijene jednakosti CE = 2BD − c, imamo da je
s− c = 2s− b− c, tj. s = 2b, pa je a+ c = 3b. Neka je P povrxina trougla 4ABC. Tada
va�i P = rs = 2br. Daǉe, povrxina trougla TCA je PTCA = 1

3P = 2
3br. Neka je sada

h visina trougla TCA koja odgovara stranici CA. Tada je PTCA = 1
2bh = 2

3br, odakle
je h = 4

3r. Daǉe va�i i P = ac sin β
2 = 2br, odakle je r = ac sin β

4b , pa je h = ac sin β
3b . Iz

kosinusne teoreme za 4ABP se dobija tb =
√
2a2+2c2−b2

2 , pa je TP =
√
2a2+2c2−b2

6 . Konaqno,
neka je sada X taqka prave AC takva da va�i TX ⊥ AC i TX = h. Zbog AB > BC,



va�i raspored A − P − X − C. Trougao PTX je pravougli sa hipotenuzom PT , pa je
PX2 = PT 2 − TX2. Sada sre�ujemo:

PT 2 − TX2 =
2a2 + 2c2 − b2

36
− a2c2 sin2 β

9b2

=
2a2b2 + 2c2b2 − b4 − 4a2c2 sin2 β

36b2

=
2a2(a2 + c2 − 2ac cosβ) + 2c2(a2 + c2 − 2ac cosβ)− (a2 + c2 − 2ac cosβ)2 − 4a2c2 sin2 β

36b2

=
c4 − 2a2c2 + a4

36b2
=

(c2 − a2)2

36b2
=

(c− a)2 · (c+ a)2

36b2

=
(c− a)2 · 9b2

36b2
=

(c− a)2

4
.

Odavde je sada PX = c−a
2 . Me�tim, primetimo da je PF = AF −AP = s−a− b

2 = 3b
2 −a =

c−a
2 i va�i raspored A− P − F − C, pa je iz svega navedenog X ≡ F , tj. TF ⊥ CA, ali

i prava koja je noralna na CA u F prolazi kroz S. Dakle, taqke T, S i F su kolinearne.

(DRUGO REXEǋE) Dokaza�emo da taqka P = DS ∩ EF pripada te�ixnoj du�i
CM, M ∈ AB (u opxtoj situaciji, bez zadate pretpostavke o te�i�tu). Tada bi
oqigledno sledio tvr�eǌe, jer je, po uslovu, T = CM ∩ EF = P , odnosno taqke T i
P bi bile jednake.
Zaista, neka prava kroz taqku P , paralelna sa AB, seqe stranice AC i BC u taqka-
ma X i Y , redom. Oqigledno je ^SPY = ^SEY = ^SPX = ^SFX = 90◦, pa su
qetvorouglovi SEY P i SPFX tetivni (krugovi nad preqnicima SY i SX). Sada je
^SY P = ^SEP = ^SFP = ^SXP , pri qemu sredǌa jednakost va�i zbog SE = SF , dok
spoǉne va�e na osnovu pomenutih tetivnosti. Odavde je SY = SX, odnosno trougao
SXY je jednakokraki i taqka P je sredi�te du�i XY (zbog SP ⊥ XY ). Kako je XY ‖ AB,
iz homotetije, koja slika trougao CXY na trougao CAB, zakǉuqujemo da su taqke C,P
i M kolinearne, odakle sledi tvr�eǌe.

3. Pretpostavi�emo da su igraqi racionalni, tj. da ne�e odigrati potez nakon kojeg
�e, nakon izvesnog vremena, sa sigurnox�u izgubiti.
Ako je n jednak 1 ili je prost, Ana ne mo�e odigrati potez, pa Bojan pobe�uje. Ako
je na tabli u neqijem potezu broj k i ako taj igraq odabere delilac d, d|k − d, 1 < d,
protivnik gubi u slede�em potezu akko je k−d prost, a kako d deli k−d, to je k−d = d,
tj. k = 2d, pa je i d prost. Stoga, ako je na tabli neparan broj i ako igraq X mo�e
odigarti potez, protivnik Y �e imati paran broj na tabli koji je deǉiv onim deliocem
koji je odabrao igraq u proxlom potezu. Dakle, on �e birati isti taj delilac, odakle
sledi da �e na tabli igraq X imati opet neparan broj. Me�utim, kako na tabli mora
biti paran broj da bi igraq Y izgubio, igraq X ne�e pobediti ukoliko je na tabli
zapisan neparan broj. Dakle, ako je na tabli neparno n, Bojan pobe�uje.
Za n parno, koje nije stepen broja 2, Ana obabira delilac od n koji je neparan, a nije
1. Bojan ima neparan broj na tabli, te �e izgubiti, na osnovu reqenog iznad. Dakle,
u ovom sluqaju Ana pobe�uje.
Ako je n = 4, to Ana pobe�uje, jer, nakon biraǌa broja 2, Bojan ne�e mo�i da odigra
potez. Neka je, zato, na tabli zapisan stepen broja 2, tj. broj 2l, l> 3. ǋegov delilac
�e biti, tako�e, stepen broja 2. Ako igraq odabere 2x, za 16 x < l − 1, tada �e nakon
ǌegovog poteza na tabli biti broj 2l− 2x = 2x(2l−x− 1), pa kako je broj 2l−x− 1 neparan
i ve�i od 1, protivnik na tabli dobija paran broj, ali koji nije stepen broja 2, te
protivnik dobija. Stoga, za brojeve n = 22m+1, m > 1, Ana odabira delilac 22m, pa



Bojan gubi ne odabere li delilac 22m−1. Me�utim, ukoliko odabere delilac oblika
22m−1, Ana �e u slede�m krugu imati na tabli broj 22m−1, odakle sledi, spuxtaju�i
se unazad, da za brojeve n prethodnog oblika Bojan pobe�uje, jer �e nakon m poteza
Bojan na tabli imati zapisan broj 4 = 22, xto Ani ne omogu�uje da odigra slede�i
potez, jer Bojan mora birati 2 (ako gledamo prethodni potez, Ana je imala zapisan
broj 23, pa je izabrala 22 = 4). Analogno, za n = 22m, m> 2, Ana pobe�uje. Zaista, za
m = 2 je tvr�eǌe taqno, jer �e Ana u prvom potezu birati 23. Bojan u slede�em 22,
jer je na tabli ostao 23. Stoga, neposredno pred Anin slede�i potez, na tabli je broj
22 = 4, pa �e Ana morati da odabere broj 2, te Bojan ne�e mo�i da odigra potez. Pret-
postavimo, zato, da Ana pobe�uje kada je na tabli zapisan broj n = 22m, za neko m ∈ N
(induktivna hipoteza). Tada, za brojeve oblika 22m+2, Ana gubi ne odabere li 22m+1

za delilac, te nakon biraǌa tog delioca, Bojan �e morati da bira delilac 22m, te �e
Ani pre nego xto odigra potez, nakon Bojanovog poteza, na tabli biti zapisan broj
22m, xto nam omogu�uje da primenimo induktivnu hipotezu, tj. da zakǉuqimo da �e
Ana imati pobedniqku strategiju. Dakle, na osnovu principa matematiqke indukcije,
Ana pobe�uje za sve n = 22m, m> 2.

4. (PRVO REXEǋE) Neka je p prost broj takav da 24|p − 17 i neka je p = a2 + b2 i
a = 2m. Tada je b neparno, odakle sledi da je b2 ≡ 1 (mod 8), pa kako 8 | a2 + b2 − 17, to
8 | a2, tj. 8 | 4m2, pa 2 | m. Dakle, m je parno. Sledi da postoji pravougli trougao sa
stranama (

2ab, |a2 − b2|, p
)
.

Tako�e, postoji pravougli trougao sa stranama(
4mb, |m2 − (2b)2|,m2 + (2b)2

)
.

”Zalepimo” ova dva trougla po podudarnim stranicama du�ina 2ab = 4mb, tako da
dobijemo trapez. Povrxina i du�ine svih stranica istog su celi brojevi, kao i jedna
dijagonala i postoji barem jedan prost broj me�u stranama, ali, tako�e, i najvixe
jedan, jer va�i:

• 2 | m2 − (2b)2

• 2 | m2 + (2b)2

• 3 | a2 − b2.

Me�utim, kako na osnovu Dirihleove teoreme o prostim brojevima postoji beskonaqno
mnogo takvih prostih brojeva p, dokaz je zavrxen.

(DRUGO REXEǋE) Po Dirihleovoj teoremi, kako su 13 i 3 uzajamno prosti, postoji
beskonaqno mnogo prostih brojeva p takvih da je p ≡13 3. Neka je p > 3 prost broj
takvog oblika i neka je p2 = 4a + 1 i b = 2a2 + 2a. Tada je a ≡13 2 i b + 1 ≡13 0
(te zbog p > 3 imamo b + 1 > 13), te je b + 1 slo�en broj. Trouglovi sa stranicama
p, 2a i 2a + 1, odnosno 2a + 1, b i b + 1 su pravougli. Qetvorougao ABCD, kod koga je
AB = p, BC = 2a, CD = b, DA = b + 1 i AC = 2a + 1 oqigledno zadovoǉava sve uslove
zadatka, qime je dokaz kompletiran.


