
Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Prvi razred - A kategorija

1. (a) Na skupu X = {aca, konac, lopte, loto, prst} relacija

x %1 y
def
⇐⇒ reqi x i y su iste du�ine

je relacija ekvivalencije, xto se trivijalno proveri, ali nije relacija poretka, jer
oqigledno nije antisimetriqna. Klase ekvivalencije relacije %1, na skupu X, su:
{aca}, {loto, prst} i {konac, lopte}.
(b) Na istom skupu X, relacija

x %2 y
def
⇐⇒ reqi x i y se zavrxavaju istim slovom

je ujedno i relacija ekvivalencije i relacija poretka, jer u skupu X ne postoje dve
reqi koje se zavrxavaju istim slovom, te se relacija %2 svodi na jednakost. Klase
ekvivalencije su tada jednoqlani skupovi {aca}, {konac}, {lopte}, {loto} i {prst}.

2. Neka je P(x) = anx
n + · · ·+a1x+a0 =

n∑
k=0

akx
k kanonsko predstavǉaǌe datog polinoma

P, pri qemu su ak ∈ Z, k ∈ Z, 0 6 k 6 n . Ako je polinom P konstantan polinom, tj. ako
je P(x) = a0, za svako x ∈ R, tada je, na osnovu uslova zadatka, ispuǌeno a0 = 1, odakle
je P(2023) = 1. Inaqe je, prema binomnoj formuli, za 0 ≤ k ≤ n, ispuǌeno(
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odakle zakǉuqujemo da P (2023) deli P (P (2023) + 2023) = 1, te su jedine mogu�nosti za
vrednost P(2023) jednake 1 ili −1.

Oqigledno je konstantan polinom P(x) = 1, x ∈ R, primer polinoma za koje je
P(2023) = 1. Ukoliko bi postojao polinom P sa navedenim osobinama, za koji je
P(2023) = −1, tada bi moralo biti i P(P(2023) + 2023) = P(2022) = 1. Sledi, poli-
nom P(x) = (2022 − x) + (2023 − x) = 4045 − 2x, x ∈ R, je primer polinoma koji, tako�e,
zadovoǉava uslove zadatka, za koji je P(2023) = −1. Dakle, sve mogu�e vrednosti za
P(2023) su 1 i −1.

3. Neka se tangente u P i Q na XPQ seku u taqki Y . Neka je ^BAC = α, ^ABC = β,
^BCA = γ.



Primetimo da je ^XPA = 180◦ − ^XBA = 180◦ − α − β = γ. Analogno je ^XQA = β.
Iz tetivnosti ABXP je ^XAP = ^XBP = α, a onda je i ^XAQ = α. Raqunamo onda
i PXQ = 360◦ − β − γ − 2α = 180◦ − α. Odatle imamo da je ^Y PQ = ^Y QP = α,
onda je PY Q = 180◦ − 2α, pa je APY Q tetivan. Sada lako vidimo kraj jer je AY
simetrala ^PAQ (jer je Y sredixte luka), a i AX je (to smo ve� dokazali), pa su
A,X, Y kolinearni.

4. Kako kvadrati celih brojeva daju ostatke 0 ili 1, po modulu 3, zakǉuqujemo da
broj l2 + 7l+ 2 ni za jedno l nije deǉiv sa 3, pa ne mo�e biti ni proizvod vixe od dva
uzastopna prirodna broja. Neka je l2 + 7l + 2 = n(n + 1) = n2 + n, za neko n ∈ N. Tada
je 4l2 + 28l + 9 = (2n + 1)2, odakle sledi da je 4l2 + 28l + 9 kvadrat neparnog prirodnog
broja.

Primetimo da je (2l + 3)2 = 4l2 + 12l + 9 < 4l2 + 28l + 9 < 4l2 + 28l + 49 = (2l + 7)2, za
svako n ∈ N, te je, na osnovu prethodnog, 4l2 + 28l+ 9 = (2l+ 5)2 = 4l2 + 20l+ 25, odnosno
8l = 16, tj. l = 2. Zaista, 22 +7 ·2+2 = 20 = 4 ·5, odakle sledi da jedino broj 2 ispuǌava
uslove zadatka.

5. Primetimo da je horizontalnih du�i taqno n(m + 1), dok je vertikalnih m(n + 1).
Kako svaka figura koju koristimo poploqava jednu horizontalnu i jednu vertikalnu
du�, dobijamo da je n(m+ 1) = m(n+ 1), odakle je mn+m = mn+ n, odnosno m = n.

Ako je m = n, nije texko na�i poploqavaǌe. Naime, glavnom dijagonalom mo�emo
podeliti polaznu tablu, za koju je m = n, na dva dela, a onda, gorǌu polovinu table
poploqajmo figurama koje pokrivaju gorǌu i desnu ivicu svakog jedinqnog kvadra-
ta, koji se nalaze iznad glavne dijagonale table (za one kvadrate koji seku glavniu
dijagonalu uradimo isto), a zatim, doǌu polovinu table figurama koje prekrivaju
doǌu i levu ivicu svakog od jediniqnih kvadrata (za one kvadrate koji seku glavniu
dijagonalu uradimo isto).



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Drugi razred - A kategorija

1. Jednaqinu x = 506−(506−x2)2 mo�emo zapisati kao f(f(x)) = x, gde je f(x) = 506−x2.
Neka je R1 skup realnih rexeǌa jednaqine f(x) = x, a R2 skup realnih rexeǌa polazne
jednaqine. Oqigledno je R1 ⊂ R2. Sa druge strane, jednaqina f(x) = x, tj. jednaqina
x2+x−506 = 0, ima za rexeǌa realne brojeve x1 = 22 i x2 = −23. Na�imo sada i ostala
rexeǌa polazne jednaqine. U tom ciǉu, kada jednaqinu f(f(x)) − x = 0 podelimo sa
(x − 22)(x + 23)), x 6= 22, x 6= −23, dobijamo kvadratnu jednaqinu x2 − x − 505 = 0, koja

ima jox 2 realna rexeǌa, tj. brojeve x3 =
1 +
√

2021

2
i x4 =

1−
√

2021

2

2. Neka je x ∈ R proizvoǉno. Zapiximo polaznu jednakost u obliku y2 + (4x + 2)y +
(ax2+2x) = 0 i posmatrajmo je kao kvadratnu jednaqinu po y. Na osnovu uslova zadatka
ista mora imati nenegativnu diskriminantu, tj. mora da va�i

(4x+ 2)2 − 4(ax2 + 2x) > 0, tj. x2(4− a) + 2x+ 1 > 0,

za svako x ∈ R. Za a = 4 prethodna nejednakost se svodi na 2x + 1 > 0, koja ne va�i
za svako x ∈ R. Za a > 4 nejednakost �e va�iti za svako x ∈ R. Konaqno, mora biti
4 − a > 0, tj. a < 4, kao i da je diskriminanta kvadratne funkcije sa leve strane
nejednakosti x2(4−a)+2x+1 > 0 nepozitivna, odnosno, 4−4(4−a) 6 0, tj. a 6 3. Dakle,
za a 6 3 su ispuǌeni uslovi zadatka.

3. Neka je taj broj
2022∑
i=0

ai10i, gde je 0 6 ai 6 9, za 0 6 i 6 2022 i a2022 6= 0. Po uslovu

zadatka 7 |
2021∑
i=0

ai10i i 7 |
2020∑
i=0

ai10i + a2022102021, pa 7 | (a2021 − a2022)102021, odnosno, a2021

i a2022 daju isti ostatak pri deǉeǌu sa 7. Analogno, za svako k ∈ {1, . . . , 2020} va�i
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a2022−k)102022−k−1, tj. a2022−k−1 i a2022−k daju isti ostatak pri deǉeǌu sa 7. Dakle,

sve cifre daju isti ostatak pri deǉeǌu sa 7, te kako 7 | a2022 ·
2021∑
i=0

10i i kako va�i

7 |
2021∑
i=0

10i, sledi da cifra a2022 mo�e biti proizvoǉna iz skupa {1, 2, . . . , 9}. Ako je

a2022 ∈ {1, 2, 7, 8, 9}, tada za ostale cifre imamo po dve mogu�nosti (recimo, ako je
a2022 = 8, tada ostale cifre mogu uzeti vrednosti iz skupa {1, 8}), pa je u ovom sluqaju
ukupan broj prirodnih brojeva sa opisanim osobinama jednak 5 ·22022. Sa druge strane,
ako je a2022 ∈ {3, 4, 5, 6}, tada sve ostale cifre moraju biti jednake a2022, pa takvih
brojeva u ovom sluqaju ima taqno 4. Dakle, ukupan broj tra�enih brojeva je 5 ·22022+4.

4. Odgovor je X = 1101. Najpre, primetimo da ukoliko za neki fiksiran park Milica
isti poseti u a-tom danu, a Dobrica u b-tom, tada taj park u poqetku mora imati barem
max{|a− b|,min{a, b}} drve�a.

Pretpostavimo da su Milica i Dobrica uspeli da obi�u sve parkove i da zasade
svo drve�e. Oznaqimo parkove koje Dobrica, redom, obilazi brojevima 1, 2, . . . , 2202.
Sa pi oznaqimoi dan u kom je Milica posetila park i, 1 6 i6 2202. Jasno je da je tada
(p1, p2, . . . , p2202) permutacija skupa {1, 2, . . . , 2202}. Tako�e, iz gore navedenih zapa�aǌa,



jasno je da poqetni broj drve�a mora biti barem

max
{

max{|p1 − 1|,min{p1, 1}}, . . . ,max{|p2202 − 2202|,min{p2202, 2202}}
}
.

Dakle, zadatak se svodi na tra�eǌe minimalne vrednosti prethodnog izraza po svim
mogu�im permutacijama (p1, p2, . . . , p2202) skupa {1, 2, . . . , 2202}. Lako se proverava da se
za permutaciju (1102, 1103, . . . , 2202, 1, 2, . . . , 1101) vrednost prethodnog izraza svodi na
1101.

Doka�imo da se za svaku drugu permutaciju (p1, p2, . . . , p2202) skupa {1, 2, . . . , 2202} ne
mo�e dobiti maǌa vrednost pomenutog izraza. U tom ciǉu, posmatrajmo parove (i, pi),
i = 1, 2, . . . , 2202. Kada posmatramo obe koordinate svih tih parova dobijamo da se me�u
tim brojevima pojavǉuju 2204 broja ve�a od 1100 (svaki od brojeva 1101, 1102, . . . , 2202
po dva puta). Kako parova ima taqno 2202, to po Dirihleovom principu postoji par
kod kojeg su obe koordinate ve�e od 1100. Neka je to k-ti par, za neko k > 1100. Tada
je

max
{

max{|p1 − 1|,min{p1, 1}}, . . . ,max{|p2202 − 2202|,min{p2202, 2202}}
}

>max{|pk − k|,min{pk, k}}> min{pk, k} > 1100.

5. Neka je M druga taqka preseka prave AD i opisane kru�nice oko trougla ABC. Iz

potencije taqke D u odnosu na tu kru�nicu va�i DM =
DB ·DC
DA

= 2.
Me�utim, znamo da je MB = MC = MI, odakle je ^MCD = ^MCB = ^MAB =

^MAC, pa je ∆MCD ∼ ∆MAC (svi odgovaraju�i uglovi su me�usobno jednaki). Daǉe

je
MC

MD
=
MA

MC
, odnosno, MC2 = MD ·MA = 2 · (2 + 6) = 16, MB = MC = MI = 4, odakle

je AI = AM −MI = AD +DM −MI = 6 + 2− 4 = 4.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Tre�i razred - A kategorija

1. Kada ubacimo matricu A =

[
1 a
3 b

]
u matriqnu jednakost A2 − 5A = 2I dobijamo[

1 + 3a a+ ab
3 + 3b 3a+ b2

]
−
[

5 5a
15 5b

]
=

[
2 0
0 2

]
, tj.

[
−4 + 3a −4a+ ab
−12 + 3b 3a+ b2 − 5b

]
=

[
2 0
0 2

]
. Iz ove ma-

triqne jednakosti dobijamo sistem jednaqina, po a i b: −4 + 3a = 2, −4a + ab = 0,
−12 + 3b = 0, 3a + b2 − 5b = 2, koji ima rexeǌe a = 2, b = 4 (koje dobijamo iz prve i
tre�e jednaqine. Konaqno, trivijalno se proverava da za a = 2 i b = 4 su zadovoǉene

i druga i qetvrta jednaqina sistema. Dakle, A =

[
1 2
3 4

]
.

2. Neka je π neka permutacija prvih n prirodnih brojeva. Ka�emo da je inverzija

permutacije par (i, j), 1 ≤ i < j ≤ n, takav da je π(i) > π(j). Broj svih inverzija
permutacije oznaqi�emo sa inv(π). Primetimo da zamena susednih elemenata u per-
mutaciji odgovara promeni broja inverzija za ±1, xto znaqi da Uroxev potez koji
se sastoji od najvixe k zamena mo�e promeniti broj inverzija za najvixe k. Tako-
�e, Veǉkov potez koji pomera element sa pozicije j na poziciju i mo�emo posmatrati
kao uzastopnu primenu |j − i| susednih zamena elemenata, xto odgovara promeni broja
inverzija za najvixe n − 1. Jox jedno bitno zapa�aǌe je da je za datu permutaciju
uvek mogu�e na�i dva susedna elementa qijom zamenom smaǌujemo broj inverzija (osim
ukoliko je broj inverzija ve� 0, xto je ekvivalentno tome da je permutacija 1, 2, ..., n,
a tada je Urox ve� pobednik). Ako je k = n, tada je dovoǉno da Urox bira poteze koji
konstantno smaǌuju broj inevrzija, jer koliko god Veǉko pove�ao broj inverzija u
svom potezu, Urox �e nakon toga smaǌiti broj inverzija za vixe nego xto ih je Veǉko
pove�ao, a kako je broj inverzija konaqan, jasno je da �e Urox pobediti. Doka�imo
sada da k = n−1 nije dovoǉno. Primetimo da je Veǉku potrebno da odr�ava bar jedno
od slede�a dva staǌa (za oba staǌa va�i inv(π) ≥ n, pa Urox ne mo�e u jednom svom
potezu do�i do pobede):

1. nakon Veǉkovog poteza je π(n) = 1, π(n− 1) 6= n,

2. nakon Veǉkovog poteza je π(1) = n, π(2) 6= 1.

Na poqetku su ispuǌena oba staǌa. Prvi sluqaj: neka je u nekom trenutku ispuǌeno
staǌe 1. Ukoliko je nakon toga Uroxev potez rezultirao time da je π(1) = 1, tada
Veǉko mo�e uzeti broj 1 i postaviti ga opet na poziciju n, qime vra�a poziciju u
staǌe 1. Ukoliko je nakon Uroxevog poteza π(1) 6= 1 i π−1(1) < π−1(n), tada Veǉko
mo�e uzeti broj n i postaviti ga na prvu poziciju, qime ostvaruje staǌe 2. Ostaje
jox proveriti mogu�nost π(1) 6= 1 i π−1(1) > π−1(n). Ako je π(n) 6= 1, tada broj 1
postavǉamo na poziciju n i dobijamo staǌe 1. Inaqe, n postavǉamo na poziciju 1 i
dobijamo staǌe 2. Drugi sluqaj, kada je ispuǌeno staǌe 2, se sliqno proverava. Na
osnovu prethodnog zakǉuqujemo da je rexeǌe k = n.

Napomena. Ekvivalentno za sluqaj k = n − 1, dovoǉno je bilo pokazati da ukoliko
postoji inverzija u permutaciji i trenutno je Veǉko na potezu, tada on mo�e napraviti
permutaciju sa bar n inverzija. Algoritam je sliqan gore opisanom.

3. Za p = 2 trivijalno se proverava da ne postoje prirodni brojevi a i b takvi da
va�i a2+b2 = 6. Neka je p > 2 neparan prost broj. Na osnovu male Fermaove teoreme je



ispuǌeno 0 ≡ (2p−1)! = ap+ bp ≡ a+ b (mod p), odakle sledi b ≡ −a (mod p). Primetimo
da je ap + bp = (a + b)(ap−1 − ap−2b + . . . − abp−2 + bp−1), kao i da je ap−1 − ap−2b + . . . −

abp−2 + bp−1 ≡
p−1∑
i=0

(−1)iap−1−i(−a)i ≡
p−1∑
i=0

ap−1 ≡ pap−1 ≡ 0 (mod p), xto nam daje da je

ap+ bp deǉivo sa p2. Me�utim, jasno je da p2 - (2p−1)!, xto znaqi da tra�eni prirodni
brojevi a i b ne postoje.

4. Neka su S i M sredixta du�i EF i BC, redom. Primetimo da je svaku taqku U na
du�i BC va�i |BU−CU | = 2MU , kao i da je raspored taqaka K−B−X−D−M−C, na
osnovu uslova AB < AC. Dakle, va�i MX = 2MD, odakle je DX = DM , pa je ∆AXM
jednakokrak i ^AXK = ^AMC.
Daǉe, qetvorougao BCEF je tetivan (taqke E i F su na kru�nici konstruisanoj nad
du�i BC kao nad preqnikom), odakle sledi da su ∆ABC i ∆AEF sliqni, jer imaju
me�usobno jednake odgovaraju�e uglove. U toj sliqnosti taqke M i S odgovaraju jedna
drugoj, pa je ^AMC = ^ASF = ^ASK. Dakle, ^ASK = ^AXK, odakle zakǉuqujemo da
je qetvorougao ASXK tetivan, xto je trebalo dokazati.

5. (a) Kako je bc6 (b+c)2

4 ⇔ (b− c)2 > 0, dobijamo da je a+ ab+ bc+ ca = a(b+ c+ 1) + bc6

a(b+ c+ 1) + (b+c)2

4 = a(4− a) + (3−a)2
4 = 1

4 (10a+ 9− 3a2) = 1
4 ( 52

3 − 3(a− 5
3 )2) 6 13

3 , pri qemu
�e jednakost va�iti za a = 5

3 i b = c = 2
3 .

(b) Iz a + b 6 a + b + c = 3, jer je c > 0, dobijamo da je a + ab + bc = a + b(a + c) =
a+ b(3− b)6 (3− b) + b(3− b) = (b+ 1)(3− b) = 4− (b− 1)2 6 4, pri qemu se jednakost mo�e
dosti�i za a = 2, b = 1 i c = 0.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Qetvrti razred - A kategorija

1. Odgovor: Postoji. Neka je An = {i ∈ N | i > n}, n ∈ N. Jasno je da je
∞⋂
n=1

An = ∅, jer

bi svaki element koji bi eventualno pripadao preseku morao biti ve�i od bilo kog
prirodnog broja, xto nije mogu�e.

Sa druge strane, presek bilo koje konaqne podkolekcije formirane kolekcije skupo-
va {An} je neprazan. Zaista, posmatrajmo neku konaqnu podkolekciju An1 , An2 , . . . , Ank

,
k ∈ N, ni ∈ N, 1 6 i 6 k, n1 < n2 < . . . < nk, kolekcije {An}. Tada, svaki prirodan broj,

koji je ve�i od nk, pripada preseku
k⋂
i=1

Ani
.

2. Neka su a, b, c i p du�ine stranica i poluobim trougla ABC. Jasno je da je
4XBF ∼ 4XCE, jer je ^XBF = ^XCE (kao periferijski uglovi nad tetivom AX
kruga opisanog oko trougla ABC), kao i ^BFX = 180◦−^XFA = 180◦−^XEA = ^CEX
(uglovi ^XFA i ^XEA su jednaki kao periferijski uglovi nad tetivom AX kruga
opisanog oko trougla AFE).

Analogno je, 4Y BG ∼ 4Y CH, pa je
BX

BF
=

CX

CE
,
Y B

BG
=

Y C

CH
. Stoga,

BX

CX
=

BF

CE
,

Y C

Y B
=
CH

BG
. Me�utim, kako je BG = CE = p − c i CH = BF = p − b, to je

BX

CX
=
CY

BY
.

Kako se taqke X i Y nalaze na istoj strani luka BC kruga opisanog oko trougla
ABC kao i taqka A, i kako je taqka X Mikelova taqka za trouglove ABC i AEF , tj.
kru�nice opisane oko ǌih, te kako je taqka Y Mikelova taqka za trouglove ABC i
AGH, tj. kru�nice opisane oko ǌih, to je BY = CX, pa je BX = CY .

3. Grad G mo�emo predstaviti kao 3-regularni graf G = (V,E) (iz svakog qvora polaze
taqno 3 grane) na |V | = n qvorova obojenih u nekoj od dve boje i tako da svaki qvor ima
bar dva crvena suseda. Kako iz svakog qvora polaze taqno 3 grane, a svaka grana ima
taqno dva krajǌa qvora, zakǉuqujemo 3n = 2|E|, pa n mora biti paran, odnosno n = 2k
za k > 4.

Ako sa c i p oznaqimo redom broj crvenih i plavih qvorova, tada va�i 2n6 3c jer
svaki qvor ima bar dva crvena suseda, a svaki crveni qvor je crveni sused za taqno tri
druga qvora. Prema tome, c> 2

3n i p = n−c6 1
3n, odnosno p6b

2
3kc. Ovim zakǉuqujemo da

ne mo�e biti vixe od b 23kc plavih qvorova, te ostaje jox da proverimo da je za svako
k > 4 ovaj broj plavih qvorova i ostvariv pri uslovima zadatka.

Ukoliko je k = 3l, l > 1, tra�zimo p = b 233lc = 2l i c = 4l. Neka su v1, v2, . . . , v4l crveni,
a u1, . . . , u2l plavi qvorovi. Dodajmo grane tako da dobijemo dva disjunktna ciklusa
v1v2 . . . v2l i v2l+1v2l+2 . . . v4l i za svako 1 ≤ i ≤ 2l dodajmo grane viui i uiv2l+i. Tada su
svi crveni qvorovi stepena tri, a plavi stepena dva. No, kako je broj plavih qvorova
paran, mo�emo jox za svako 1 6 i6 l dodati granu u2i−1u2i, qime dobijamo 3-regularan
graf koji zadovoǉava uslove i p = 2l = 2

3k.
Ukoliko je k = 3l + 1, l > 2, tra�imo p = 2l i c = 4l + 2. Uoqimo ponovo cikluse

v1v2 . . . v2l+1 i v2l+2v2l+3 . . . v4l+2 i za svako 1 6 i 6 2l grane viui i uiv2l+1+i, te za svako
1 6 i 6 l granu u2i−1u2i. Tada su svi qvorovi stepena 3, sem v2l+1 i v4l+2, pa ǌihovim
povezivaǌem dobijamo 3-regularan graf koji zadovoǉava uslove.



Konaqno, za k = 3l + 2, l > 1, tra�imo p = 2l + 1 i c = 4l + 3. Jox jednom uoqimo
cikluse v1v2 . . . v2l+1 i v2l+2v2l+3 . . . v4l+3 i za svako 1 6 i6 2l+ 1 grane viui i uiv2l+1+i, te
za svako 1 ≤ i ≤ l granu u2i−1u2i. Tada su svi qvorovi stepena 3, osim u2l+1 i v4l+3, pa
ǌihovim povezivaǌem dobijamo 3-regularan graf koji tako�e zadovoǉava uslove.

Prema tome, u gradu G mo�e biti najvixe p = b 23kc = bn3 c klubova sa plavim svetli-
ma.

4. Primetimo da se za fiksirane vrednosti a i ha vrednost izraza maksimizuje kada je
b+c najmaǌe. Posmatrajmo pravu p koja sadr�i taqku A i paralelna je stranici a, kao
i taqku C ′ koja je osna refleksija taqke C u odnosu na pravu p. Du� AC ′ je podudarna
du�i AC = b, pa imamo da je b+c = AC+BA = BA+AC ′>BC ′ =

√
a2 + (2ha)2, a jednakost

se dosti�e ako i samo ako je b = c. Uz smenu x = ha

a i na osnovu prethodnog, sveli
smo zadatak na tra�eǌe najve�e mogu�e vrednosti izraza 1+x√

1+(2x)2
. Iz nejednakosti

kvadratne i aritmetiqke sredine dobijamo√
1 + (2x)2

5
=

√
4( 1

2 )2 + (2x)2

5
>

4 1
2 + 2x

5
=

2

5
(1 + x).

Odavde imamo
a+ ha
b+ c

6
1 + x√

1 + (2x)2
6

√
5

2
,

a obe jednakosti se dosti�u ako i samo ako je b = c i a = 4ha.

Napomena. Najve�a mogu�a vrednost izraza 1+x√
1+(2x)2

se mo�e na�i nala�eǌem prvog

izvoda. Iz uslova
(

1+x√
1+(2x)2

)′
= 1−4x

(1+4x2)
3
2

= 0 dobijamo potencijalni ekstremum u taqki

x = 1
4 .

5. Dokaza�emo da su rexeǌa k = 2 i k = 3. Za ǌih postoji beskonaqno mnogo odgovara-
ju�ih n, jer je dovoǉno uzeti brojeve 2α i 3 · 2α, za α ∈ N. Doka�imo da za niti jedno
drugo k takvo n ne postoji. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje n i k iz skupa N
takvi da je ϕ(n) =

n

k
, k 6= 2 i k 6= 3. Neka je n = pα1

1 pα2
2 . . . pαl

l kanonska faktorizacija
broja n. Tada je

k =
n

ϕ(n)
=

p1p2 . . . pl
(p1 − 1)(p2 − 1) . . . (pl − 1)

.

Da bi dobijeni razlomak bio ceo, jasno je da me�u prostim brojevima p1, p2, itd, ne
mo�e biti vixe od jednog neparnog. Dakle, l 6 2. Za l = 1 trivijalno nalazimo p1 = 2,
tj. k = 2. Za l = 2 dobijamo da je p1 = 2, p2 − 1 | 2p2, pa p2 − 1 | 2. Dakle, p2 = 3 i k = 3.
Dakle, u oba sluqaja smo dobili konradikciju, jer k 6= 2 i k 6= 3.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Prvi razred - B kategorija

1. (a) Na skupu X = {aca, konac, lopte, loto, prst} relacija

x %1 y
def
⇐⇒ reqi x i y su iste du�ine

je relacija ekvivalencije, xto se trivijalno proveri, ali nije relacija poretka, jer
oqigledno nije antisimetriqna. Klase ekvivalencije relacije %1, na skupu X, su:
{aca}, {loto, prst} i {konac, lopte}.
(b) Na istom skupu X, relacija

x %2 y
def
⇐⇒ reqi x i y se zavrxavaju istim slovom

je ujedno i relacija ekvivalencije i relacija poretka, jer u skupu X ne postoje dve
reqi koje se zavrxavaju istim slovom, te se relacija %2 svodi na jednakost. Klase
ekvivalencije su tada jednoqlani skupovi {aca}, {konac}, {lopte}, {loto} i {prst}.

2. Rastavǉaǌem datog razlomka dobijamo
n2 + 2n+ 51

n2 + 4n+ 3
= 1+2

24− n
n2 + 4n+ 3

. Dakle, treba

da odredimo sve prirodne brojeve n tako da n2 + 4n + 3 deli 24 − n, kao i da je broj

1 + 2
24− n

n2 + 4n+ 3
tako�e prirodan. Prvo zakǉuqujemo da

24− n
n2 + 4n+ 3

=
24− n

(n+ 3)(n+ 1)
> 0,

pa je n 6 24. Za n = 24 va�e uslovi zadatka. Proverom se trivijalno proverava da
prirodni brojevi 1 i 2 ne zadovoǉavaju uslove. Za n>3 �e va�iti da je n2 +4n+3>24,
dok je 24 − n 6 21, pa ne mo�e va�iti da n2 + 4n + 3 | 24 − n. Dakle, jedino rexeǌe je
n = 24, koliki je tra�eni zbir.

3. Neka je S sredixte kraka BC i sBC simetrala istog. Trouglovi DBS i DSC su

podudarni, na osnovu stava SUS (BS = SC, ^DSB = 90◦ = ^DSC, DS = DS). Iz
ove podudarnosti sledi da je DB = DC i ^DBS = ^DCS. Sa druge strane, ^DBS =
^ABC = ^CAB, zato xto je ABC jednakokraki trougao. Kako je ^ECB = 180◦−^DCS =
180◦−^DBS = 180◦−^CAB = ^DAC, dobijamo, na osnovu stava SUS, da su trouglovi
DAC i CBE podudarni (AD = CE, ^DAC = ^ECB, AC = BC). Iz podudarnosti
ovih trouglova sledi da je DC = BE, a s obzirom da je je DB = DC, dobija se da je
BE = DB, odakle proizilazi da je trougao DBE jednakokraki.

4. Qetvoro putnika, koji yhele da sede u pravcu kretaǌa vo�, moyhemo rasporediti
na 5 ·4 ·3 ·2 = 120 naqina, dok troje ǌih, koji � sedeti sa suprotne strane kupea, mo�emo
smestiti na 5 · 4 · 3 = 60 naqina. Preostala tri putnika mo�emo rasporediti bilo gde,
tj. na 3! = 6 naqina. Dakle, ukupan broj razmextaja je 120 · 60 · 6 = 43200 naqina.

Napomena. Zadatak smo mogli da uradimo i direktno. Naime, qetiri putnika, koji
bi sedeli u pravcu kretaǌa voza, treba da rasporedimo na 5 mogu�ih mesta. Ukupan
broj takvih mogu�nosti je 4! ·

(
5
4

)
= 24 · 5 = 120. Za svaku takvu mogu�nost, troje

putnika, na suprotnu stranu, mo�emo smestiti, analogno, na 3! ·
(
5
3

)
= 6 ·10 = 60 naqina.

Dakle, ukupan broj mogu�nosti je 3! ·120 ·60 = 43200, jer preostala tri putnika mo�emo
smestiti na 3! = 6 naqina.



5. Razlikova�mo qetiri sluqaja.
1◦ x < 0:

Jednaqina postaje − 1

2x
+

2x− 1

2x
+

2x− 2

2x
=

4

3
, tj.

4x− 4

2x
=

4

3
, tj. x = 3, xto nije

rexeǌe u ovom sluqaju.

2◦ 0 < x6
1

2
:

Jednaqina postaje
1

2x
− 2x− 1

2x
− 2x− 2

2x
=

4

3
, tj.

−4x+ 4

2x
=

4

3
, tj. x =

3

5
, xto, tako�e,

nije rexeǌe u ovom sluqaju.

3◦
1

2
< x6 1:

Jednaqina postaje
1

2x
+

2x− 1

2x
− 2x− 2

2x
=

4

3
, tj.

2

2x
=

4

3
, tj. x =

3

4
, xto jeste rexeǌe

u ovom sluqaju.
4◦ x > 1:

Jednaqina postaje
1

2x
+

2x− 1

2x
+

2x− 2

2x
=

4

3
, tj.

4x− 2

2x
=

4

3
, tj. x =

3

2
, xto jeste

rexeǌe u ovom sluqaju.

Dakle, jedina rexeǌa su x =
3

4
ili x =

3

2
.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Drugi razred - B kategorija

1. (a) Za d = 8 treba da poka�emo da je
2x2 − 14x+ 27

x2 − 7x+ 13
− 8 6 0 za sve realne brojeve x.

To se svodi na
−6x2 + 42x− 77

x2 − 7x+ 13
6 0, tj. na

6x2 − 42x+ 77

x2 − 7x+ 13
> 0. Za obe kvadratne funkcije

je D < 0 (−84 i −3), a kako su koeficijenti uz x2 pozitivni to va�i i 6x2− 42x+ 77> 0

i x2 − 7x+ 13 > 0, pa smo pokazali da va�i i
2x2 − 14x+ 27

x2 − 7x+ 13
− 8 6 0, tj. da je broj d = 8

”dobar”.

b) Sliqno kao u prethodnom delu zadatka, nejednakost
2x2 − 14x+ 27

x2 − 7x+ 13
− d 6 0 se svodi

na
(d− 2)x2 + (14− 7d)x+ (13d− 27)

x2 − 7x+ 13
> 0.

Za kvadratnu funkciju x2− 7x+ 13 smo ve� pokazali da je uvek pozitivna, a (d− 2)x2 +
(14 − 7d)x + (13d − 27) je uvek nenegativna ako je ǌen koeficijent A = d − 2 > 0, a
diskriminanta D = −3d2 + 16f − 20 6 0. Imamo da A = d − 2 > 0 va�i za d > 2, dok je
D = −3d2 + 16f − 20 6 0 za d ∈ (−∞, 2) ∪ ( 10

3 ,+∞), pa to va�i za d ∈ ( 10
3 ,+∞).

Ostaje jox da se proveri za d = 2 xta se dexava jer tad nemamo u brojiocu kvadratnu

funkciju. Tad treba da va�i
2x2 − 14x+ 27

x2 − 7x+ 13
6 2, xto se svodi na

−1

x2 − 7x+ 13
− 8 > 0,

xto je uvek negativno (a treba da bude pozitino). Zato d = 2 ne ukǉuqujemo u rexeǌe.

2. Za a < 0 i a > 17
2 nema rexeǌa, dok za a = 17

2 ima jedno rexeǌe. Za a = 0 i
4 < a < 17

2 ima dva rexeǌa, ali za 0 < a < 4 nalazimo da jednaqina ima qetiri rexeǌa.
KOnaqno, za a = 4 ima beskonaqno mnogo rexeǌa. Na slici je dat grafik funkcije
f(x) =

∣∣|x2 + 7x+ 6| − (x2 + 7x+ 10)
∣∣.

3. Primetimo da je ^ALC = ^ALB = 135◦, tako da je ^BLC = 90◦. Sledi da je AL
simetrala ugla BLC. Neka je X presek dijagonala kvadrata Ka. Tada je qetvorougao
BLCX tetivan i BX = CX, pa je LX simetrala ugla BLC. Dakle, A,L,X su koline-
arne.

4. U �oxku mora da bude najve�i broj, tj. 8. Kada izaberemo kojih tri broja su iznad
ǌega, ǌih moramo da stavimo od ve�ih ka maǌim na gore, a preosta qetiri broja treba
da stavǉamo sleva u desno, isto od ve�ih ka maǌim. Dakle, izborom koja tri broja
su iznad postavǉenog u �oxku sve je odre�eno, a to mo�emo da uradimo na

(
7
3

)
= 35

naqina.

5. (a) Takvi brojevi ne postoje. Zaista, kako je (a + b) + (b + c) + (c + a) = 2(a + b + c)
paran broj, barem jedan od brojeva a + b, b + c i c + a je paran, pa je ǌihov proizvod
tako�e paran broj.
(b) Takvi brojevi postoje. Stavimo da je, na primer, (a + b) = (c + a) = 20241011 i
b+ c = 2024. Tada je b = c = 1012, ali i a = 20241011 − 1012.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Tre�i razred - B kategorija

1. Kako je 2023 = 5 · 360 + 223 = 22 · 90 + 43 i 4046 = 11 · 360 + 86 imamo da je a = sin 2023◦ =
− sin 43◦, b = sin 4046◦ = sin 86◦, c = cos 2023◦ = − cos 43◦ i d = cos 4046◦ = cos 86◦. Daǉe,
kako je za x ∈ (0,

π

2
) funkcija sinus rastu�a funkcija, a kosinus opadaju�a i kako je

cos 45◦ = sin 45◦ imamo 0 < d = cos 86◦ < cos 45◦ = sin 45◦ < sin 86◦ = b. Sliqno dobijamo i
da je c = − cos 43◦ < − cos 45◦ = − sin 45◦ < − sin 43◦ = a < 0.
Konaqno, dati brojevi pore�ani po veliqini od maǌih ka ve�im su: c < a < 0 < d < b.

2. Ako prvu vrstu pomno�imo sa −2 i dodamo drugoj vrsti i pomno�imo sa −3 i dodamo

tre�oj dobijamo:

∣∣∣∣∣∣
2023 x+ 3 1 + x
4046 3x+ 6 4 + x
6069 x+ 7 5 + 6x

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2023 x+ 3 1 + x

0 x 2− x
0 −2x− 2 2 + 3x

∣∣∣∣∣∣ = 2023(x2+4x+4) =

2023(x+ 2)2 6 0 , xto va�i samo za x = −2.

3. Prema kosinusnoj teoremi, primeǌenoj na ∆ABC, nalazimo da je

AC2 = AB2 +BC2 − 2AB ·BC cos∠ABC < AB2 +BC2 = 20

AC2 > AB2 +BC2 − 2AB ·BC = 4,

gde prvu nejednakost dobijamo jer je ∠ABC o�star, pa je ǌegov kosinus pozitivan.
Prema tome, 2 < AC < 2

√
5, pa je AC = 3 ili AC = 4, zbog toga xto je du�ina AC

prirodan broj.
S druge strane, iz uslova tangentnosti ABCD nalazimo AB + CD = BC + DA,

odnosno CD −DA = BC − AB = 2, pa du�ina dijagonale AC mora biti sredǌi od tri
uzastopna prirodna broja. Ako je AC = 3, nalazimo CD = 4 i DA = 3 xto nije mogu�e
zbog razliqitosti du�ina stranica qetvorougla. Ako je, pak, AC = 4, nalazimo CD = 5
i DA = 3, pa u ∆CAD va�i CD2 = 25 = 16 + 9 = AC2 + AD2, te je prema Pitagorinoj
teoremi on pravougli, odnosno ^CAD = 90◦.

4. Odgovor: 7.
Primetimo da ako izabaremo brojeve 1, 3, · · · , 13, svi su neparni, tako da je razlika
a− b parna, te tada ona nikad ne mo�e da deli c jer je i on neparan.
Ako izaberemo 8 brojeva, onda �e morati da postoje neka dva, recimo a i b, a > b, koje
smo izabrali i koji su susedni, odnosno za koje je a − b = 1, pa za bilo koje c koje
izaberemo �e va�iti a− b|c.

5. Svaka osoba �e re�i za osobu ispred sebe da je la�ov ako i samo ako te dve osobe
su iz razliqite grupe (la�ovi i istinoǉubci). Numeriximo redove, od poqetka do
kraja, sa 1,2,...,2023. Jednu grupu qine ǉudi na parnim, a drugi na neparnim mestima.
Zbog neparnosti broja 2023, te dve grupe imaju razliqit broj qlanova i ako je na
jednom rasporedu na parnim, na svim ostalima je, tako�e, je na parnim mestima. Isto
va�i i za neparna mesta, za koja imamo 1012! naqina za raspored, dok za parna mesta
imamo 1011! naqina. Stoga, ukupan broj rasporeda je 1011! · 1012!.



Druxtvo matematiqara Srbije
REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE

Qetvrti razred - B kategorija

1. Kako je AB‖DC, to je ^APD = ^PDC i ^BPC = ^PCD. Tako�e, ^DAP = ^DPC =

^CBP , pa je 4DPC ∼ 4PAD ∼ 4CBP . Tada je
PA

PD
=

PD

DC
⇒ PA =

PD2

DC
, kao i

DC

PC
=
PC

PB
, te je PB =

PC2

DC
.

Deǉeǌem prethodnih jednakosti tvr�eǌe trivijalno sledi.

2. Kako je −1 6 sinx 6 1 < π
2 , najve�a vrednost a je a = sin(1), a iz Kosinusne teoreme,

primeǌene na trougao sa stranicama 7cm, 8cm i a = 13cm, dobijamo da je cosα =
132 − 72 − 82

2 · 7 · 8
= −1

2
⇒ α =

2π

3
, dok iz Sinusne teoreme, nalazimoi da je b =

a

2R
= sinα =

√
3

2
. Kako je a = sin 1 = sin

π

π
< sin

π

3
=

√
3

2
= sin

2π

3
= b, dobijamo da je ve�e b.

3. Ako je log 2 = a ⇒ log2 10 = 1
a , tj. log2 2 + log2 5 = 1

a ⇒ log2 5 = 1
a − 1 = 1−a

a ⇒ log5 2 =
a

1−a .
Kada log 3 = b podelimo sa log 2 = a dobijamo da je log2 3 = b

a , odnosno log3 2 = a
b .

log 3 = b ⇒ log3 10 = 1
b , tj. log3 2 + log3 5 = 1

b ⇒ log3 5 = 1
b −

a
b = 1−a

b ⇒ log5 3 = b
1−a .

Konaqno, log5 216 = log5(23 · 33) = 3 log5 2 + 3 log5 3 = 3 · a
1−a + 3 · b

1−a = 3a+3b
1−a .

4. Odgovor: 12.
Primetimo da ako izabaremo brojeve 1, 3, · · · , 23, svi su neparni, tako da je razlika
a− b parna, te tada ona nikad ne mo�e da deli c jer je i on neparan.
Ako izaberemo 13 brojeva, onda �e morati da postoje neka dva, recimo a i b, a > b,
koje smo izabrali i koji su susedni, odnosno za koje je a− b = 1, pa za bilo koje c koje
izaberemo �e va�iti a− b|c.

5. Fiksirajmo belog kraǉa. Pretpostavimo, prvo, da je on u jednom u qetiri mogu�a
�oxka table. Za svaku takvu poziciju, crnog kraǉa mo�emo postaviti na ostalih 60
poǉa. Dakle, ukoliko je beli kraǉ u nekom od �oxkova, ukupan broj mogu�nosti je
240.

Pretpostavimo da je sada beli kraǉ na ivici table, ali ne i u �oxkovima table.
Tada, crnog kraǉa mo�emo smestiti na ostalih 58 poǉa table. Dakle, u ovom sluqaju,
ukupan broj mogu�nosti je 24 · 58 = 1392.

Konaqno, pretpostavimo da beli kraǉ nije u �oxkovima table, niti na iviqnim
poǉima, ve� negde u sredini table. Za ǌega �emo imati taqno 36 mogu�nosti, dok, za
svaku od ǌih, crnog kraǉa mo�emo smestiti na ostalih 55 slobodnih poǉa. Dakle, u
ovom sluqaju je ukupan broj mogu�nosti 1980. Dakle, prema uslovima zadatka, ukupno
rasporeda je 3612.


