
Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

5. februar 2023.

Prvi razred - A kategorija

1. Dat je skup X = {aca, konac, lopte, loto, prst} i na tom skupu dve relacije %1 i %2, koje
su definisane zahtevom:

x %1 y
def
⇐⇒ reqi x i y su iste du�ine,

x %2 y
def
⇐⇒ reqi x i y se zavrxavaju istim slovom.

(a) Da li su date relacije refleksivne, simetriqne, antisimetriqne i tranzi-
tivne?

(b) Za svaku od relacija %1 i %2 ispitati da li je relacija ekvivalencije, odnosno,
da li je ista relacija poretka. U sluqaju da je neka od ǌih relacija ekvivalencije,
na�i sve klase ekvivalencije.

2. Dat je polinom P sa celobrojnim koeficijentima za koji va�i P (P (2023)+2023) = 1.
Koje sve vrednosti mo�e uzeti broj P (2023)?

3. Dat je trougao ABC. Tangente na opisanu kru�nicu tog trougla, konstruisane u
taqkama B i C, seku se u taqki X. Neka kru�nica opisana oko trougla ABX seqe pravu
BC u taqki P i neka kru�nica opisana oko trougla ACX seqe pravu BC u taqki Q.
Dokazati da se tangente konstruisane u taqkama P i Q na opisanu kru�nicu trougla
XPQ seku na pravoj AX.

4. Na�i sve prirodne brojeve n takve da je broj n2 + 7n + 2 proizvod nekoliko (barem
dva) uzastopnih prirodnih brojeva.

5. Za tablu dimenzija m × n (m i n su prirodni brojevi) ǌenim skeletom �emo zvati
skup svih du�i koje su ivice barem jednog od mn jediniqnih kvadrata od kojih se ista
sastoji. Odrediti sve ure�ene parove prirodnih brojeva (m,n), takve da se skelet
table m× n mo�e poploqati figurom koja se sastoji od dve normalne jediniqne du�i
koje imaju jedno zajedniqko teme.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

5. februar 2023.

Drugi razred - A kategorija

1. Na�i sva realna rexeǌa jednaqine x = 506− (506− x2)2.

2. Odrediti sve mogu�e vrednosti realnog parametra a, ako se zna da za svako x ∈ R
postoji barem jedan y ∈ R sa svojstvom da je ax2 + y2 + 4xy + 2x+ 2y = 0.

3. Koliko ima prirodnih brojeva koji u dekadnom zapisu imaju 2023 cifre, pri qemu
se, prilikom brisaǌa proizvoǉne ǌegove cifre, uvek dobija broj deǉiv sa 7?

4. Dobrica i Milica �ele da posete 2202 parka i u svakom od ǌih zasade izvestan
broj drve�a. U svakom parku se na poqetku nalazi po X drve�a. Plan je da svaki
od parkova oboje posete taqno jedanput. U k-tom danu svako od ǌih �e ujutru obi�i
taqno jedan od parkova, ne nu�no isti, i u ǌemu zasaditi taqno k drve�a. Me�utim,
svake veqeri lokalni huligani u svakom parku, u kojem postoji barem jedno drvo, seku
po jedno drvo. Zbog svoje bezbednosti, Dobrica i Milica ne �ele da idu u parkove u
kojima u trenutku dolaska nekog od ǌih nema niti jedno drvo. Odrediti minimalnu
vrednost za X, takvu da Dobrica i Milica mogu da posete sve parkove i posade svo
drve�e kao xto �ele, uprkos ometaǌima huligana.

5. Neka je taqka I sredixte upisane kru�nice trougla ABC. Oznaqimo sa D taqku
preseka simetrale unutraxǌeg ugla u temenu A i stranice BC tog trougla. Ako va�i
BD = 3, CD = 4 i AD = 6, na�i du�inu du�i AI.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

5. februar 2023.

Tre�i razred - A kategorija

1. Data je matrica A =

[
1 a
3 b

]
. Odrediti sve vrednosti parametara a i b tako da va�i

matriqna jednakost
A2 − 5A = 2I,

pri qemu je sa I oznaqena odgovaraju�a jediniqna matrica.

2. Urox i Veǉko igraju igru na tabli na kojoj su na poqetku napisani redom brojevi
n, n − 1, n − 2, ..., 1, pri qemu je n > 2 dati prirodan broj. U svakom potezu Urox ima
pravo da najvixe k puta izabere po dva susedna broja sa table i da im zameni mesta.
Veǉko u svakom potezu bira jedan broj i premexta ga na proizvoǉnu poziciju na tabli
(mo�e ga i ostaviti na istom mestu). Uroxev ciǉ je da na tabli budu rastu�e zapisani
brojevi 1, 2, ..., n, dok je Veǉkov ciǉ da ga spreqi u tome. Koliko najmaǌe mora biti k
tako da Urox ima pobedniqku strategiju?

3. Ispitati da li postoji prost broj p, kao i prirodni brojevi a i b, takvi da va�i
ap + bp = (2p− 1)!.

4. U oxtrouglom trouglu ABC, AB < AC, taqke D, E i F su, redom, podno�ja normala
iz temena A, B i C na odgovaraju�e stranice BC, CA i AB tog trougla. Oznaqimo sa
K presek pravih EF i BC, a sa X taqku na du�i BC takvu da je CX−BX = 2 (CD−BD).
Dokazati da kru�nica opisana oko trougla AKX sadr�i sredixte du�i EF .

5. Ako nenegativni realni brojevi a, b i c zadovoǉavaju uslov a + b + c = 3, na�i
maksimalnu mogu�u vrednost izraza:

(a) a+ ab+ bc+ ca;
(b) a+ ab+ bc.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

5. februar 2023.

Qetvrti razred - A kategorija

1. Da li postoji kolekcija {An}, n ∈ N, podskupova skupa prirodnih brojeva takvih da
bilo koja konaqna podkolekcija te kolekcije ima neprazan presek, ali da va�i

+∞⋂
n=1

An = ∅?

2.Dat je trougao ABC. Neka upisana kru�nica unutar trougla ABC dodiruje stranice
AB,BC i CA, redom, u taqkama F,D i E, a spoǉa pripisana kru�nica, koja odgovara
stranici BC, neka dodiruje prave AB i AC u taqkama u G i H, redom. Oznaqimo sa X
drugu taqku preseka kru�nica opisanih oko trouglova ABC i AEF , a sa Y drugu taqku
preseka kru�nica opisanih oko trouglova ABC i AGH. Dokazati da je BX = CY .

3. U gradu G postoji n > 8 disko-klubova, n ∈ N, od kojih svaki koristi svetla u taqno
jednoj od dve boje, crvenoj ili plavoj. Pritom, izme�u odre�enih klubova postoje
direktne autobuske linije, kako bi gra�ani ovog grada mogli s lako�om da meǌaju
mesta no�nog provoda, a uz eventualno presedaǌe, mo�e se sti�i iz proizvoǉnog kluba
do proizvoǉnog drugog kluba. Ako je poznato da je svaki disko-klub povezan direktnom
autobuskom linijom sa taqno tri druga disko-kluba, me�u kojima barem dva koriste
svetla crvene boje, koliko najvixe mo�e biti klubova sa plavim svetlima u tom gradu?

4. Neka su a = BC, b = CA, c = AB du�ine stranica trougla ABC i neka je ha du�ina
visine koja odgovara stranici BC. Na�i najve�u mogu�u vrednost izraza

a+ ha

b+ c
.

5. Odrediti sve prirodne brojeve k, takve da postoji beskonaqno prirodnih brojeva n

takvih da va�i ϕ(n) =
n

k
, gde je ϕ(n), n ∈ N, ukupan broj prirodnih brojeva ne ve�ih

od n, koji su uzajamno prosti sa n.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

5. februar 2023.

Prvi razred - B kategorija

1. Dat je skup X = {aca, konac, lopte, loto, prst} i na tom skupu dve relacije %1 i %2, koje
su definisane zahtevom:

x %1 y
def
⇐⇒ reqi x i y su iste du�ine,

x %2 y
def
⇐⇒ reqi x i y se zavrxavaju istim slovom.

(a) Da li su date relacije refleksivne, simetriqne, antisimetriqne i tranzi-
tivne?

(b) Za svaku od relacija %1 i %2 ispitati da li je relacija ekvivalencije, odnosno,
da li je ista relacija poretka. U sluqaju da je neka od ǌih relacija ekvivalencije,
na�i sve klase ekvivalencije.

2. Odrediti zbir svih prirodnih brojeva n takvih da je broj

n2 + 2n+ 51

n2 + 4n+ 3

tako�e prirodan.

3. Dat je jednakokraki trougao ABC sa osnovicom AB. Simetrala kraka BC seqe pravu
AB u taqki D. Na pravoj CD data je taqka E tako da je CE = AD, pri qemu se taqka
C nalazi izme�u taqaka D i E. Dokazati da je trougao DBE jednakokraki.

4. U kupeu jednog starog voza nalaze se dve klupe, sa po pet mesta, okrenute jedna prema
drugoj. Od deset putnika koji treba da budu smexteni u taj kupe, ǌih qetvoro �ele
da sede u smeru kretaǌa, dok troje od ǌih �ele da sede u smeru suprotnom od kretaǌa
voza. Preostalim putnicima smextenim u pomenuti kupe nije va�na pozicija mesta
za sedeǌe. Na koliko naqina je mogu�e tih deset putnika smestiti u kupe, tako da se
niko ne buni?

5. U skupu realnih brojeva na�i sva rexeǌa jednaqine∣∣∣ 1
2x

∣∣∣+ ∣∣∣2x− 1

2x

∣∣∣+ ∣∣∣2x− 2

2x

∣∣∣ = 4

3
.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

5. februar 2023.

Drugi razred - B kategorija

1. Nazovimo realan broj d dobrim ako je za svaki realan broj x ispuǌeno

2x2 − 14x+ 27

x2 − 7x+ 13
6 d.

(a) Dokazati da je broj 8 dobar.
(b) Na�i sve dobre brojeve.

2. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati koliko rexeǌa ima jednaqina∣∣∣|x2 + 7x+ 6| − (x2 + 7x+ 10)
∣∣∣ = a.

3. Dat je trougao ABC. Neka su Ka,Kb i Kc kvadrati konstruisani u spoǉasǌosti
trougla ABC nad stranicama BC, CA i AB, redom. Kru�nice opisane oko kvadrata
Kb i Kc se seku u taqkama A i L. Dokazati da prava AL sadr�i presek dijagonala
kvadrata Ka.

4.Na koliko naqina mo�emo da upixemo brojeve 1, 2, . . . 8 u poǉa figure sa slike ,
tako da je svaki od brojeva upisan u taqno jedno poǉe figure i da, ako je broj zapisan
ispod nekog broja, onda je on ve�i od tog broja iznad ǌega, kao i da broj koji je zapisan
desno od nekog broja mora biti maǌi od broja koji je neposredno levo od ǌega?

5. Da li postoje prirodni brojevi a, b i c takvi da je vrednost izraza (a+b)(b+c)(c+a)
jednaka:

(a) 20232024;
(b) 20242023?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

5. februar 2023.

Tre�i razred - B kategorija

1. Pore�ati brojeve a = sin 2023◦, b = sin 4046◦, c = cos 2023◦ i d = cos 4046◦ po veliqini,
tj. od najmaǌeg ka najve�em.

2. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu∣∣∣∣∣∣
2023 x+ 3 1 + x
4046 3x+ 6 4 + x
6069 x+ 7 5 + 6x

∣∣∣∣∣∣6 0.

3. Dat je raznostrani tangentni qetvorougao ABCD u kome je AB = 2 i BC = 4. Ako
je unutraxǌi ugao u temenu B tog qetvorougla oxtar i ako su du�ine dijagonale AC
i stranica CD i DA tri uzastopna prirodna broja, ne obavezno tim redom, odrediti
]CAD.

4. Na�i maksimalan broj elemenata skupa {1, 2, · · · , 13} koje mo�emo izabrati tako da
me�u izabranima ne postoje neka tri, recimo a, b i c, a 6= b, tako da a− b | c.

5. U grupi od 2023 uqenika svaki od ǌih ili uvek govori istinu ili uvek la�e. Poz-
nato je da svaki uqenik zna kojoj kategoriji pripada on sam, a kojoj pripadaju ostali
uqenici, kao i da se svih 2023 uqenika mogu, jedan iza drugog, rasporediti u red tako
da svako, osim prvog u redu, mo�e da saopxti: ”Ja sam iza la�ova.” Koliko takvih
redova, od 2023 uqenika, je u tom sluqaju mogu�e napraviti?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

5. februar 2023.

Qetvrti razred - B kategorija

1. U qetvorouglu ABCD va�i da AB||CD. Dokazati da va�i

PA

PB
=

(
PD

PC

)2

,

gde je P taqka na stranici AB takva da je ]DAB = ]DPC = ]CBA.

2. Neka je a najve�a vrednost funkcije y = sin(sinx), x ∈ R, a b odnos najdu�e stranice
i preqnika opisane kru�nice oko trougla qije su stranice du�ina 7, 8 i 13. Xta je
ve�e a ili b?

3. Ako je log 2 = a i log 3 = b, odrediti log5 216 u funkciji od a i b (log x = log10 x, x > 0).

4. Na�i maksimalan broj elemenata skupa {1, 2, · · · , 23} koje mo�emo izabrati tako da
me�u izabranima ne postoje neka tri, recimo a, b i c, a 6= b, tako da a− b | c.

5. Na koliko naqina na klasiqnu xahovsku tablu mo�emo na razliqita poǉa raspore-
diti belog i crnog kraǉa tako da se ne napadaju?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


