
16. SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

UQENIKA OSNOVNIH XKOLA

Beograd, 31.5.2022.

Rexe�a zadataka

1. Oznaqimo sa K,A,G,H redom kvadratnu, aritmetiqku, geometrijsku i harmonijsku sredinu brojeva

a, b. Poznato je da va�i nejednakost izme�u ovih izraza K ⩾ A ⩾ G ⩾ H, dok je tra�ena nejednakost

zapravo oblika K +H ⩾ A+G i samim tim ne sledi odmah iz prethodnih nejednakosti. Aritmetiqka

i harmonijska sredina se mogu izraziti preko kvadratne i geometrijske sredine na slede�i naqin

A =

√
K2 +G2

2
, H =

2G2√
2(K2 +G2)

.

Prema tome, da bismo dokazali K −G ⩾ A−H, moramo da poka�emo da va�i

K −G ⩾
K2 −G2√
2(K2 +G2)

.

Ova nejednakost je, zbog K ⩾ G, ekvivalentna sa√
2(K2 +G2) ⩾ K +G,

xto je oqigledno taqno (nejednakost izme�u kvadratne i aritmetiqke sredine brojeva K i G), qime je
dokaz zavrxen.

Jednakost va�i ako i samo ako je K = G, odnosno a = b.

2. Doka�imo prvo da uvek va�i MN ⊥ CI. Neka je presek pravih MN i CI taqka K. Direktan raqun sa

periferijskim uglovima daje

∡CNK = ∡CNM = ∡CAM = 90◦ − 1

2
∡AMC = 90◦ − β

2
,

∡NCK = ∡NCI = ∡BCN − ∡BCI = 90◦ − 1

2
∡BNC − γ

2
= 90◦ − α

2
− γ

2
=

β

2
,

odakle je jasno da je trougao CNK pravougli. Uslov kolinearnosti taqaka M , I, N zapravo znaqi da

je K ≡ I, tj. ∡CIM = ∡CIN = 90◦. Kako je i MB1 ⊥ AC i NA1 ⊥ BC, dobijamo da su qetvorouglovi

CA1IN i CB1IM tetivni, sa opisanim kru�nicama qiji su preqnici redom du�i CN i CM . Sada

imamo

∡CIA1 = ∡CNA1 =
α

2
, ∡CIB1 = ∡CMB1 =

β

2
,

pa tvr�e�e zadatka sada neposredno sledi iz poznatih relacija ∡AIC = 90◦ + β
2 , ∡BIC = 90◦ + α

2 .

3. Iz uslova (1) imamo da je n = p1p2 · · · ps, tj. proizvod s ∈ N razliqitih prostih brojeva (n nije 1, xto

vidimo iz uslova (2) ili (3)). Tada je d(n) = 2s, pa

n ≡ S(n) ≡ 2s − 2 ≡ 0, 2 (mod 3).

Sa druge strane, po uslovu (4), va�i n+ 3 = m2 za neko m ∈ N, pa

n ≡ n+ 3 = m2 ≡ 0, 1 (mod 3).

Odavde zak	uqujemo da 3 | n, pa 3 | m, stoga n ≡ 6 (mod 9). Odavde dobijamo kongruenciju

2s ≡ S(n) + 2 ≡ 8 (mod 9),

iz koje sledi s ≡ 3 (mod 6).



Ako je n neparan, iz uslova (2) sledi n ≡ 3 (mod 4), pa je m2 ≡ 2 (mod 4), xto je nemogu�e. Dakle, 2 | n.
Sada proce�ujemo broj s. Po uslovu (5), imamo slede�u nejednakost n < 6 · 103(s−2). Prema tome,

S(n) ⩽ 5 + 9 · 3(s− 2) = 27s− 49,

xto nam daje nejednakost

2s ⩽ 27s− 47.

Indukcijom se proverava da za s ⩾ 8 va�i suprotna nejednakost 2s > 27s − 47, odakle s ⩽ 7, pa kako

znamo s ≡ 3 (mod 6), mora biti s = 3, te je n = 6p, za neki prost broj p < 1000. Da	e sledi

d(n) = 8, S(n) = 6.

Poxto je n > 6 paran broj, zak	uqujemo da posled�a cifra broja n mora biti 0, 2 ili 4, a kako je

n+ 3 = m2, mora biti n ≡ 2 (mod 10). Tada 5 | m i kako je m neparan, imamo

m2 ≡ 25 (mod 100), n ≡ 22 (mod 100).

Kako je i n < 6000 i S(n) = 6, imamo mogu�nosti n ∈ {222, 1122, 2022}, i direktnom proverom utvr�ujemo

da n = 1122 otpada, a da su jedina rexe�a n = 222 i n = 2022.

4. Podelimo svih 25 po	a table u podskupove A,B,C,D,E, F , kao xto je prikazano na prvoj slici.

Neka je a, b, c, d, e, f ukupan broj poteza koji su izvrxeni na po	ima odgovaraju�eg podskupa. Jasno je da

svaki potez na po	u iz skupa:

� A utiqe na taqno dva po	a iz skupa B;

� B utiqe na taqno jedno po	e iz svakog od skupova A,C,D;

� C utiqe na taqno dva po	a iz svakog od skupova B,E;

� D utiqe na taqno dva po	a iz skupa B i jedno po	e iz skupa E;

� E utiqe na taqno dva po	a iz skupa C i po jedno po	a iz skupova D,F ;

� F utiqe na qetiri po	a iz skupa E.

Prema tome, va�e slede�e jednaqine koje opisuju ukupan broj promena vrednosti broja na po	ima naz-

naqenog skupa:

A : a+ b = 4n, C : c+ b+ 2e = 4n, E : e+ 2c+ d+ 4f = 4n,

B : b+ 2a+ 2c+ 2d = 8n, D : d+ b+ e = 4n, F : f + e = n.

Rexava�em ovog sistema, dobijamo

a =
16

11
n, b =

28

11
n, c =

4

11
n, d =

10

11
n, e =

6

11
n, f =

5

11
n.

Kako je broj n svakako prirodan, potreban uslov je da je n de	iv sa 11, tj. oblika n = 11k, k ∈ N.
Ovaj uslov je i dovo	an, xto pokazuje raspored broja poteza na svakom po	u prikazan na drugoj slici,

kada je k = 1 (za proizvo	no k > 1, samo se prikazan broj poteza pomno�i sa k). Naravno, postoje i

druge mogu�nosti da se postigne broj n = 11k u svakom po	u.


