MuHncrapcTBO HpoCBeTe, HAyKe M TEXHOJIOMIKOr pa3Boja PemyoGuauke CpoOuje
Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

IIPKABHO TAKMUYEILE 3 MATEMATUKE
07.05.2022.

Ilpeu paspen — b kareropuja

Heka cy a,b,c,d,e € R. Konuko majBume uisaHoBa CKyma
{a,b,c,d,e,a2 —bb? —c,?—d,d*> —e,e? —a}

MOke OUTU HeraTusBHO?

Hexka cy a, b, c pazauuntu peannu 6pojesu. Onpenuru cBe peasHe OpojeBe ¢t TaKBe 1a MOJIUHOMU
p(z) = ax® + bx +c, q(z) = ba® 4 cx + a, r(z) =ca® +ax+b

najy jemHake OCTaTKe IpPU JIeJbemy ca & — t.

Heka cy X,Y,Z, penom, taure crpanuna AB, BC,CA jemnnakocrpanuunor AABC, tako na je
AX =1, BY =2,CZ =3. Axo je AXYZ jenHakokpak, OAPEAUTU KOje& BPETHOCTUA MOKE UMATU
nyskuHa crpanune AB.

Ha cramrony mva yrymuo 2022 cemumrra kKoja cy o3HaueHa GpojeBuma ox 1 mo 2022. Csaku on
2022 maBujaya nobuo je ynasHuny ca Gpojem ox 1 mo 2022 (cBaku HaBujau qOOUO je yIIA3HULLY
ca pa3auuuTuM OpojeM), ajy Cy OMJIYYMIU Ja MecTa IOIyHe IO ¢BOM HaxoDemy (cBaku HaBU-
jad momymaBa TAYHO jeAHO MecTo). Ha yrakMunu je OpraHrn30BaHa HAUDAJHA UCPa, TAKO Oa
Harpamay nqoduja cBaku HaBUjad KoMe je 30up OpojeBa HANMCAHUX HA KAPTU U HA CEIUIITY MapaH.

(a) Ha xosnnKO HAUMHA Ce MOT'Y MOIYHUTHU MECTa, TAKO Aa TadvyHo 9 HaBujada nobuje Harpamy?

(6) Ha xonuko HAUMHA Ce MOT'Y IOIYHUTH MECTa, TAKO na TadHo 4 HaBujadya mobuje Harpamy?

Heka cy S(n) u P(n), penom, 36up u mpousBoa mudapa IpUpoaHOT 6poja ny NeKaHOM 3aIUCY.
IlokazaTu ma mOCTOju mpupomaH O0poj n, tako na je n + P(n) + S(n) mpuponan 6poj koju y
nexkangHOM 3amnucy mMa yrymao 2022 uudpe koje cy mebhycobHO jenHake.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3IOKUTH.
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Ipyru paspen — B kareropuja

Y ckymy peaJiHUX OpoOjeBa PEIUTHU jeTHAUNHY
5/ 5—w L T +3 _1_ 1 .
z+3 2(x — 5) V2

Heka je ABCD retuBan ueTBOpOyTrao m Heka cy tauke B’ B’ C' C", penom, ma momynpasama
AB,DB, AC, DC Takse nma je AB-AB' = AC - AC' u DB-DB" = DC - DC". Hexka je O’ npecek
cumerpada ay:xu BB’ u CC’, a O” npecex cumerpana nysxu BB’ u CC”. Axo je O # O”,
JIOoKa3aTu Ja HeHTap omucaHor kpyra derBopoyria ABCD mpunana npasoj O'O”.

Oppemutu cBe n,a,b, roe je n > 1 mpuponan 6poj, a a u b mudpe pazmuuure ox 0, Tako ma
IIOCTOjU MPABOYIJIX TPOyrao umje cy xkarere a...a0 un dh...b, a xunorenysa a...ab, rme a...a0
S~ S~ S~ S~

n—1 n n—1 n—1
npeacraB/ba OpOj KOjU y HEKATHOM 3aMUCy MMa n nudpapa, IPpBUX N — 1 jeAHAKUX a, & MOCIeNmha
jemumaka 0, b...D npencrasia 6poOj KOju y meKkamHOM 3amucy nMa n nudapa jeqHaxkux b, a a...ab

n n—1
npeacraB/ba OpOj KOjU y HEKATHOM 3amMKUCy MMa n nudpapa, IpBUX N — 1 jeAHAKUX a, & MOCIeNmha

jenHaka b.

Y uzpasy
10203040506070809010011 =

ce y CBakKM ,,kBaapaTtuh” ymucyje 3HaAK + WU 3HAK —, & HAKOH Tora oapebyje BpemnocT mobu-
jenor m3pasa. JlokazaTu ma mMOCTOju BPETHOCT KOja ce MOske mobuTtu Oapem 18 myTa.

IokasaTu ma jenHadyuHa

(7T+V48)" +17(2 - V3)" =12

HeMa pellemha y CKYIy peaslHUX Opojesa.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3IIOKUTH.
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Tpehu paspen — B kareropuja

Hera je m € R u mHera cy
@ =2m1), b=(m-1,2) un T=(1,1,-3)

BEKTOPU MBUIA KOje II0Jla3e U3 UCTOI TeMeHA TPOCTPaHe mupamume. Y KOJIMKO IIOCTOjU, OIpe-
IUTU M 3a KOje je 3alpeMuHa Te TUpaMuie HajMama, Ka0 U BUCUHY KOja OIroBapa OCHOBU
—
. — .
onpebenoj BexkTopuMa a m b mmpaMune 3a KOjy Ce NOCTIKE MUHMMAJHA 3aIpEeMUHA.

16 arcsin M

IokasaTu na je 6poj 2 MPUPOIAH.
7r

Hera je D rmauka crpanune CA tpoyraa ABC, tako ma je CD = 2DA. Axo je <CAB =
<DBC = 45°, uspauynaru <ABC.

Hexka je S(n) 36up mudpapa npuponsor 6poja n y mekanuoMm 3anucy. la nu mocToju mpocT 6poj
p, Tako ma je u 6poj S(7P + 5P + 2022P) npoct?

Muwumko mMa ImecT Haum3rjied WCTUX 3JATHUKA, aJu HUXOBE Mace Ccy MeDycoOHO pasauyure.
IIputom, Meby 3aartHUIMMA TOCTOju TAYHO MO jenaH Mace 1g,2g,3g,4g,bg u 6g, a cBaku 3Jia-
THUK O3HadeH je jemuum Opojem u3 {1,2,3,4,5,6}, Tako na je cBaku GpPOj U3 TOT CKyIla yIOTpE-
OJ/beH TavHO jemHOM. DBpoj KojuM je 3i1aTHUK o3HAaUeH Tpeba ma mMpeacTaB/ba HmEroBy MacCy, Al
Mumko cyMma na Ccy HEKM 3jaTHunu norpemuo osuavenu. O mocenyje tepasuje (Tepasuje
IpencTaB/bajy HaIpaBy KOja MMa IBa Taca; craBibajyhm onpebene mace Ha TacoBe, momohy
Tepasuja ce MOyKe YCTAHOBUTU [Ja JU je Maca Ha jeTHOM Tacy Mama, jeqHaka uiau Beha on mace
Ha OPYTrOM TacCy, ajii YKOJMKO Te€ Mace HUCY jemHake, MOMONy Tepa3wuja ce He MOKE yTBDAUTH
KOoJIMKa je pasiuka u3Mmehy maca xoje ce Hasiaze HAa TaCOBUMA).

MebyruMm, MumkoBe Tepasuje cy crape, mma IOCTOju MOTYNHOCT ma e ce HAKOH ABa Mepema
nokBaputu. Crora OH Keiu Aa y HajBUIIE ABA Mepema yTBPAU Oa Ju MeDy 3JaTHUIUMA UMAa
HOrPEIIHO O3HAaueHUX (MHTepecyje ra camMo moJaTak Aa Ju MeDy 3JIaTHUIMMA MMa HOTPENIHO
O3HAYEHUX, & YKOJMKO TAKBU IIOCTOje, HUje HY’KHO Aa yTBPAU U KOJU Cy TO 3iarHuim). Moske
s MUImKo ocTBApUTU CBOjy HamMepy?

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3IOKUTU.
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YerBpTHu paspen — B kareropuja

Cse myne nomaoma p(z) = 23 + ax? + bxr + ¢ cy 1,72, 3 u paszmauute cy on 0. Oapemuru cse
a,b,c € R, Tako ma cy

2
1T

Y1 =21 + 2, Y2 = To + u Y3 = T3 +

23 r3x1

cse myae mommnoMa ¢(x) = 2% + cx? + ax + b.

Hera je A={1,2,...,74} u B ={1,2,...,2022}. Oxnpenuru 6poj naposa ¢yuruuja (f,g) TakBux
ma f:A— B, g: B— A usaxnu g(f(r)) =75 —x 3a cBaro x € A.
OnpenuTu cBe IPUPOIHE OPOjeBe N 3a KOje BPEIHOCT M3pasa

cos™ x + cos” (x + %’T) + cos™ (:c + %’T)

HE 3aBUCH O T.

Onppemnutu cBe mpuponae 6pojese k,m,n 3a KOje BaKU

7R = 5™ 4 2. 9207

Y ANABC je <CAB = 31° u <ABC = 62°. Taurka X npunazna yayrpammoctu NABC u Baknu
<X BC =3°u <XCA =29°. Axko je Y mpecer npasux CX u AB, nmokazatu na je AY =Y X.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0O0PA3IOKUTH.
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Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIMIEIHA 3AIJATARA IPRABHOT' TAKMNYEIHBA I3 MATEMATURE

IlpBu pa3pen — b kareropuja

Y csakom ox {a,e? —a}, {b,a® — b}, {c,b®> — c}, {d,c* — d}, {e,d*> — e} je 36up ememenara He-
HeraTUBaH, I1a je HAjBUINE jelaH djaaH CBAKOr Ol yOUYeHUX MOACKynoBa Heratusan. Crora y
HaBEIEeHOM CKYyIy MO:Ke OuTu HajBume 5 HeratuBHuX unanoBa. Ca apyre crpane, yKOJIUKO
cy a,b,c,d, e mehycobHO paznuuuTu HEraTUBHU OPOjeBU, HABENEHU CKYIl CAAP/KUA D HEraTUBHUX
unanoBa. [lakie, HajBumlie 5 WiIaHOBA HABEIEHOD CKyIla MOKEe OWTU HEraTUBHO.

Ha ocuoBy Besyosor crasa, ocramu npu gemsemy noausoma p(z), ¢(x),r(z) ca z —t cy jennakn
p(t), q(t),r(t), pemom, ma cy mehycobuo jemnaru ako n camo aro je p(t) = q(t) = r(t), onakiue je

0=p(t)—qt)=(a—b)*+(b—c)t+c—a=(t—1)((a—b)t+a—c),

Tj. t =1 t = <=5, a anasgorno u3 q(t) —r(t) =0 cremu t = 1 mim t = Z:g .
Axo je t # 1, u3 nperxoanor cremn <% = %=L ommocuo (¢ —a)(b—c) = (a — b)?, Tj.

a?+b2+c?—ab—ac—bc =0, onarne je (a—b)?+(b—c)*+(c—a)?* =0, majea—b=b—c=c—a =0,
0IHOCHO a = b = ¢, mro je memoryhie. Ako je t =1, onga je p(t) = q(t) =r(t) =a+b+c, na je
t = 1 jenuHa BpEOHOCT KOja 3a00BOJhaBa HaBEIEHE yCJOBE.

Heka je AB = a. Kaxo Z npunana crpamumm CA, cnemu a > CZ = 3. Axo je X’ nmommoxje

mopmadtie u3 X ma CA, onga je XX' = @ (momto je AAX X’ npasoyrawm, xumotenysze AX =1
v omTpux yriaosa jensakux 30° m 60°) n ZX' =|CZ - CX'|=[3—a+ %‘ =|a—I| (momro je

CZ=3uCX' =CA-XA'=a—1). Ananorno,

ako je Y’/ momuosxje Hopmadie u3 Y na AB, omga
je YY' = /3 (nmomro je ABYY' mpasoyrimn,
xunorenyze BY = 2 um omTpux yriosa je-
nuakux 30° u 60°) u XY’ = |AX — AY'| =
1 —a+1| =]a—2| (momro je AX =1u AY' =
AB-Y'B=a-1), a ako je Z’' noguo:xje HO-
pMaJgie u3 Z ua BC, ouna je Z7' = % (momrro
je ABYY' npasoyrau, xunorenysze CZ = 3 n

omTpux yriosa jemHakux 30° u 60°) u YZ' = AT 1 x N B
|BY — BZ'| = ‘2 —a+ %‘ =la— %3| (momro je
BY =2uBZ' =BC-72'C=a-3). Hpx—22-1B3
Ha ocmosy Ilutaropune Teopeme, npuMmemene Ha AX'XZ, AY'YX u AZ'ZY, cnequ
XZ? = ZX?4+X'X*=|a- I’ +3 =a®—Ta+13,
YX? = XY?4+YVi=|a—2P+3=0d®—4a+7
w ZY? = YZ?4 22 =|a- 1P+ & = 4> — Ta + 19,

ma je ZY > XZ, kao u YX? — XZ? =3a -6 = 3(a — 2) > 0, momro je a > 3. Karo je AXYZ
jemmaxokpaku, ciaema ga je ZY =Y X, na je a® —Ta+19 = ZY? =Y X? = a® — 4a + 7, omHOCHO
a=4.

Ilo ycimoBunma, HaBUjau noduja Harpamy ako M caMO akoO Cy OpOjeBUM HA HErOBOj YJIa3HUIU U Ha
HEroBOM cequmuTy ucte nmapuoctu. Heka je B, Opoj HaBujaua umju cy OpojeBu M yJIa3HUIE
u cemumrTa napHHU, B,, Opoj HaBujaua umju je Opoj ynasHMIE HemapaH, a CEIUINTa IapaH,
By, 6poj maBmjaua umju je Opoj yna3HWIE NapaH, & CeIUIITa HemapaH, a B,, 6poj mHaBujaua
unju cy OpojeBu u ynasHune u cenumra Hemapeu. Onga je By, + By, jemHaro Opojy HaBujaua
KOjU Ha yJa3HUIU UMajy mapad Opoj, Tj. By, + By, = 1011, a amanorso je B,, + B,, = 1011,
Byn + By = 1011, By, + By, = 1011, na je By, = By u By = Byp.

(a) Bpoj maBujaua koju cy mobunu Harpaxy je By, + Bpp = 2Bpp, 0OHOCHO MOpa OHTH mapaH
Opoj, ma Huje Moryhe mOIYyHWUTH MeCTa TAKO Aa TAdyHO 9 HaBUjada noduje HArpamLy.



(6) Bpoj maBujaua koju cy mnobumu Harpany je By, + By, = 2By, =4, na je By = By, =2 1
B,y = Bpn = 1009. [IBa marpabena maBujaua ca mapHuM OpojeM ylla3HMIE ce MOTYy u3alOpaTu
Ha (10211) HAUMHA, BUXO0Ba MecTa (O3HAYeHa mapHUM Opojem) Ha (10211) HAUYMHA U HA TA MECTa Ce
Mory pacnopemuru Ha 2! mauuna. Hakon Tora, Mecra 3a mpeocraJjie HaBujaue ca mapHuM Opojem
yJIa3HUIE ce MOry mu3abparu Ha (}855) = (10211) HaurHa (DOMTO 3ay3UMajy MecTa O3HAUEHA

HemapHUM OpojeM), a Ha Ta MecTa ce Mory pacnopemutu Ha 1011-1010-...-3 maumna. Hakon

1011
. 2 )
HauWHA, HA IPEeoCTala 2 MecTa O3HauveHa HellapHuM OpojeM ce Mory pacunopenuTu Ha 2! HaunHa,

a mpeocranux 1009 maBmjaua ca HemapHmM OpojeMm yima3Hume ce Ha npeocranux 1009 mecra
O3HAUEeHa mapHUM Opojem mory pacmnopeautu Ha 1009! HauuHa.

Tora, aBa HarpabeHa HaBujaua ca HemapHuUM OpojeM yJasHuile ce MOry u3adbpaTu Ha (

Iakne, ykynan Opoj momymaBarma MecTa, Tako na TadHo 4 HaBujaua mobuje HArpamy je
(1011).21. (1911).1011-1010-. . .-3- (*41)-21-1009! = (*41)?. 10111 2011010 9. 10091 = (1011)*. (10111)2.
Hera jen = 1...109074 (y nekanuom 3anucy). Onga je P(n) =0, S(n) = 2017-1404+9+04+7+4 =

2017
2037, ma je n+ P(n)+ S(n) =1...1, Tj. youeHo n 3a10BOJbaBa HABEIEHE YCIOBE.

2022



Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIMTEIHA 3ATJATARKA IP;KABHOT TAKMUNYEIHA I3 MATEMATURKE

Ipyru paspen — B kareropuja

Jemumaunna je medpmuucana 3a x # —3, r # 5. Aro je t = §/ i_Tg # 0, cienu t — \5/1575 =1- \5/15,

onnocHo t(t —1) = 15\/1;, najetzlmmt:f%, omakie je x =1 nim x = 13.

Kako suje B—A—B' uC—-A—-C', cnemu <CAB = <C'AB’, na kako je ﬁ—g = f‘—g: , caenu ma je
AABC ~ NAC'B'. Axo cy B’ u C' ca pa-
3auunTuX crpana npase BC, cnemu <BB'C’ =
<BCC’ (n jennax je <BCA unu 180° — <BCA,
y 3aBucHOCTM on Tora ga ju je A —C' — C
wim A—C — ("), a ako cy B’ u C’ ca ucrux
crpana npase BC, cniemu <CBB' + <B'C'C =
180° (ako je A — C — (', ouma je <CBB' =
180° — <ABC u <«B'C'C = «B'C'A = <ABC,
a ako je A— C' — C, onna je <CBB’' = <ABC
u <B'C'C =180° — <B'C'A = 180° — «ABC).
Cnemn ma je uersopoyrao BB'C'C teru- Tlpsx-—22-2B2
BaH, a Tauka O’ (upecek cumerpana ny:xu BB’
u CC') je ueHTap ONMCAHOI KPYyra TOT YETBO-
poyria, na npunaga cumerpau nysku BC.

Ananorso je u yersopoyrao B”C”CB rerusan (u3 <CDB = <C"DB" n 82 = g—g:: , caenm
na je ADBC ~ ADC”B"), na je tauka O” (upecerk cumerpasa nysku BB” u CC”) unenrap
OIKCAHOT KPyra TOI YeTBOPOyria M mpumana cumerpanu nysku BC. Kako je m werBopoyrao
ABCD reruBan, cumerpasu nysku BC mpumana v eHTap ONKUCAHOT Kpyra Tor dyerBopoyria O.

Hakne, tauxe O,0', 0" npunanajy cumerpanu ny:xu BC (mpasa O'O” ce moknana ca Tom
CUMETPAJIOM).

. 2 2 2 .
Ha ocuoBy Iluraropune Tteopeme je a...a0 +b...0 =a...ab , a Kako je
—— —— ——

n—1 n n—1

a...a0 = 10-g.a=12.9.79=19. (10" —1),
N~—— S~—— SN—~—

n—1 n—1 n—1

) _b n
b..b = L9 9="L.-(10"-1)
m o g...ab = b+10-2.9...9=>b+13¢ (10" —1),
n—1 n—1

caemn 10022 (1071 — 1)2 4 B (107 — 1)2 = (b4 10e . (1071 — 1)) = p2 4 b (1on-l 1) &

10;52 (10"t = 1)2, 1j. 816% + 180ab(10"~! — 1) = b*(10™ — 1)% = (10 - (10"~! — 1) + 9)2 =
1006%(10" 1 — 1)2 + 180b2(10™ " — 1) + 81b%, ommocuo 9a = 5b(10" "1 — 1) + 9b (momTo je b # 0 u
10"t —1 #0). Kako cy a u b memyna madpe, crema 1071 — 1 < 55(10" "1 — 1) + 9b = 9a < 81,
ma je n = 2. Caemu a = 6b, ma kako cy a u b mHemyna uudppe, mopa butu a = 6, b = 1, a

(a,b,n) = (6,1,2) jecte pememe, momTo je 602 + 112 = 612.

Hajsehu 6poj koju ce Moyke mOOUTH HA ONMMCAHN HAYUH ce NOOMja YKOJIMKO Ce y CBe KBamapaTtuhe
ynuie 3HaK + u jenHak je 66, a HajMamy yKOJIWKO Ce y CBe KBaApaTulie ymuce 3HAK — U jeTHAK
je —64. YromuKO je y nuTamy IPOU3BOJHHO YIMCUBAKE 3HAKA, O YIUCUBAKA Yy KOjeM je nobujex
6poj 66 ce paszsnukyje y ToMe mWTO Cy y KBampartuhe wucupen ki, ..., Kk, yIucaHnu 3Hanu —, rae
je1<m <10, ak; 3a1l<i<m cy pazauuurtu 6pojesu u3 ckyma {2,...,11}, ma ce pesymarar
nobujen Ha oBaj HaumH ox Opoja 66 pazmukyje 3a 2(k; +...+ k). Cnenn ma je cBaku noGujeHu
pesyarar mapan 6poj. [Ipurom, YKOIMKO ce IpOMEHM 3HAK WCIpEeN wiaHa k, pe3ysTaT ce Mema
G6apem 3a 2k, ma cuemu nma ce pesyaratu 64 u —62 e Mory nobutu (pasnukyjy ce 3a 2 on



majselier m HajMamer pesynTara KOju ce MOTy mobuTh, a HE MOCTOju KBaapartuh wcmpen 1),
pesyarar 62 ce Mo:ke MOOUTU HA TAYHO jeJaH HAUYWH, M300POM 3HAKA — WCHpPEN 2 U OCTAJIUX
3HakKa + (ako je 3HaK — y3 Oumio koje k > 2 pesyarar he Gurn e Behim ox 66 — 2k), ananoruo,
pesyarar —60 ce moxke mobuTu camo Ha jenaH HauuH (1300POM 3HAKA + MCHpen 2 U OCTAJUX
3Haka —), a pesyuarar 60 ce rakohe mobuja Ha camo jemaH HauyuH (ako je ucupen OUIIO KOjer
k > 4 3mak —, pesyarar he 6uru ne Behu on 66 — 2k < 58, ako je ucupen 2 u 3 3Hax —, 6uhe
ue Behu ox 66 — 10 = 56, ucnpen 3 Mopa O6uTuU 3HAK —, A UCHpEHN 2 MOpa OUTU 3HAK +).

Bpoj moryhux ymucumsama 3maka je 219 = 1024 (y cBakm om 10 kBamparmha ymmcyje ce
3Hak + uim —). IlpuTtoMm, mo mperxonHoMm, pesyararn 66,62,60, —60, —64 ce nobujajy Ha TauHO
jeman mauuH, a pesynaratu 64, —62 ce He mory mobutum. Kako cy mpeocrtanm pe3ynaTaTu TapHU
6pojesu u3 {—58,...,58}, caenu na ce tux 59 pesynrara nobuja Ha 1024 —5 mauuna. MebhyTuwm,
YKOJIMKO Ou ce cBaku on mpeocrtaaux b9 pesynrara modbmjao Ha HajBumie 17 HaUuMHA, BAKUIO OuU
1003 = 59 - 17 > 1019, wro je merauno. Cmenu ma mocToju pe3yiTaT Koju ce mobuja Ha Gapem
18 mauymHa ynucuBama 3HAKA.

Zpyeo pewewe. Hera cy A uspasu mobujenHu ynucuBameM 3HAKOBa + U — y KBaIgpaTulhie, Tako
Ia ce 3HanIM ynomcaHu y kBanparmhe mcupen 2k m 2k + 1, 3a 1 < k < 5, pa3aukyjy m tako na
je mobujenu pesyarar 0. Ha oBaj mauun ce onpebuBame BpegHOCTH yOUEHOT M3pa3a CBOIAY HA
m3pa3 obmmra 1 £1+£1+ 1+ 141, rme ce HA cBaKOM MeCTy Ha KojeM cToju + Oupa 3HaK +
unu — u jennak je 0 ako u camo ako je 3 myra uzabpan 3Hak —, Tj. A cagpxku Gapem (g) =10
eJeMeHaTa.

Hexra cy B uzpas3u nqobujenu ynmucuBameM 3HAKOBA + U — y KBaApaTuhe, TaKO Ia je Ucupen
OpojeBa 2,3,4 ynucaH 3Hak +, ucupen 11 ynucan 3Hak —, a y KBagpartuhe ucnpen 6pojeBa u3
nonackynosa {5,6}, {7,8} u {9,10} ynucanu pazmuuntu 3uanu. [Ipuaurom onpebusama BpenHo-
cTy moOujeHOr m3pa3a mojas3u ce Oo m3pasda obamka —1+ 1+ 141, 1j. mobuhe ce Bpenguoct 0
aKo ce y mobujeHOM mM3pa3y TAadyHO HA OBa MecTa m3abepe 3HAK +, IITO Ce MOKE YPAOUTH HA
(g) = 3 maumna. [Iputom, uspasu us B Hucy u y A, momro ce y muMa UCIOpen ejgeMeHara 2 u 3
HaJa3Uu UCTU 3HAK.

Heka cy C m3pasu nobujenu ynucuBameM 3HAKOBA + U — y KBaAgpaTuhe, TaKO Oa je UCIPEsn
oOpojeBa 2,3,4 ymucan 3Hak —, ucupen 9 ymucaH 3HaK +, a y kKBaapartuhe wmcmpen O6pojeBa
n3 nonckymosa {5,6}, {7,8} u {10,11} ymmcann pasnuuury 3manm. Ilpuaukom onpebusama
BPEIHOCTU HOOMjeHOTr M3pasa Aoa3u ce no udpasa obmauka 1+14+14+1, vj. nobuhe ce BpegHocT
0 ako ce y mobujeHOM M3pa3y TAadYHO Ha ABA MecTa m3abepe 3HAK —, MITO CE€ MOXKE YDPaaUTH
Ha (;) = 3 maumna. [Ipurtom, uzpasu uz C Hucy y A, momro ce y mUMa UCIPEN eJeMeHaTa 2
u 3 HaJa3u UCTU 3HAK, a HU y B, momTo je y muMma ucnpen 2 u 3 m3abpaH 3HAK -+, OOK je y
uspazuma u3 C ucupen mUX 3HAK —.

Herka cy D uspasu mobujenn ynucuBameM 3HAKOBA + WM — y KBaJaparTuhe, TAKO Ia je UCIpen
O6pojeBa 2,3 ymnucaH 3HaK —, ucupen 4 ymucaH 3HakK +, y KBanparuhe ucnpen OpojeBa U3 IO-
nexymnosa {7,8} u {9, 10} ynucann pasnuunty 3uamm, D nmoackyn D, u3pa3u y KojuMma je ucupe
5 u 6 ynucan 3HaK +, a ucnpexn 11 3aak —, a D_ monckyn D, m3pasu y kojuma je ucmopen 5 u 6
youcas 3Hak —, a ucupeq 11 suak +. Kako je 1 =2 —-3+4=0wu £(5+ 6 — 11) = 0, npuiaukom
onpebuBama BpeIHOCTA OBUX M3Pa3a ce m0Jja3u m0 u3pasa obiauka +1+1 u mobuhe ce BpemuocT
0 ako ce y mobujeHOM mM3paly TAYHO HA jeAHOM MecTy m3abepe 3HAK —, IITO CE€ MOMKE ypPalUTu
HA (?) = 2 mauuna (u 3a uspasze u3 Di u 3a uspasze uz D_). Ilpurom, uspasu uz D vHUCYy ¥y
A, momTo ce y mUMa UCIPE ejieMeHaTa 2 U 3 HajJa3u UCTU 3HaK, HUTU y B, momTo je y muMa
ucnpen 2,3 u 4 n3abpan 3HaK +, kao Hu y C, momro je y muma ucnpen 2,3 u 4 nzabpan 3HaK
—, a 30or pasunuke u3bopa 3HaKa ucnpen eixemenara 5, 6,11, uzpasu uz D_ u D, ce pa3auryjy.

Iakne, mocroju 6apem 10 +3 +3 4+ 2+ 2 = 20 > 18 ynucuBama 3HaAKA y KOJUMa Ce Kao
pesyarar mobuja 0.

Kako je 2 — \/§: 2+1\/§ nui7++v48 = (2+ \/5)2, ako je t = (2+ \/§)z > (0, HaBeOeHa jeTHAYNHA
17
t

noctaje t2 + 1T = 12. Ha ocmoBy mejemmarocTu usMebhy apuTMETHUKe U DeOMETPUjCKE CPeIUHE

(momto je t > 0) cmemm t? + 1T = 2 + 41 4 11 > 35/42. 1010 5 3. /8.8 = 12. Cuemn

na jemmaumna t2 + % = 12 HeMa NMO3UTUBHUX peNIeHa, 14 HABEAEHA jeTHAUYNHA HEMA PEAJTHUX
pemena.

Zpyeo pewewe. Kao m y mpBoM pememy, ako je t = (2 + \/g)m, cnemn % + 177 = 12, omHOCHO
0=13—12t+17=(t—2)(t> +2t —8) + 1 = (t —2)%(t +4) + 1, mT0 je memoryhe, momro je t € R*.



Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIMTEIHA 3ATJATARKA IP;KABHOT TAKMUNYEIHA I3 MATEMATURKE

Tpehu pazpen — b kareropuja

3anpeMuHa youeHe MUpaMue je

1 2 m 1 )
1 2 1 1 3 3
V(m)=g" m -1 2 ‘25'|3m +3m+3[=5-(m+3) +5>3%,
1 1 -3
a ce HajMama 3alpeMUHA NOCTWEKE 3a M = —% u jemHaka je Viin = V(—%) = %. Omnpa je
—
IIOBPIIMHA OCHOBE HAJ BEKTOPUMAa @ u b jemHaka

-
B=3-[@x b =5-10.-3,-9] =2,

)
ma je BUCUHA KOja OAroBapa TOj ocHoBu H = W%““ = @ .

Axko je a = arcsin\/Q; ”22_‘/5, oHzma je a > 0, ma je a € (0, g] Cuemu cos2a = 1 —2sina =

i

7 ma je cosda = 2cos?2a — 1 = —@. Kaxko je 4a € (0,27], cnenu 4a € {3% , %}, ma je
Opoj —* mpupoaH.
FKomenmap. Baxwn o = ?{—’g (wTo Huje mOKA3aHO y pememny, momTo je Beli mobujeHo HaBeneHO
tepheme).

Heka je ¢ = <ABD. Omnna je <BCA = 180° — (¢ +90°) = 90° — ¢. Ha ocroBy cunycHe Teopeme,

BD sin<<DAB __ sin45° DB _ sin<BCD __ sin(90°—¢)
UPUMEHCHE Ha AABD m ADBO’ CHEM BZ = Gn<ABD — sin @ "W TD = sn<DBC — sinds® °
1

ma xako je CD = 2DA, crema 5 = sin? 45° = 2sin @ sin(90° — @) = 2sin@cosp = sin2p. Kako
je ¢ € (0°,180°), caemu 2¢ € {30°,150°}, 1j. ¢ € {15°,75°}, a ouma je <ABC € {60°,120°}.
O0Ga mobujena cayudaja cy Moryha, y IpBOM je y IUTamy TPOyrao YMju Cy YIJIOBU KOJI TEMEHA
A, B,C, penowm, jennarku 45°,60°,75° a y Opyrom je y muramy TPOYTrao UUjU Cy YIIIOBU KO
temena A, B,C, penom, jemuaru 45°, 120°,15°.

Ilpyzo pewewe. Hera je C' mommoskje mOpMadse
u3 C va AB (raro je <CAB = 45°, e moke
6uru C'— A— B), O npecek npase CC’ n npase
koja canp:xku D u mapasenHna je ca AB, a k
kpyr uuju je neatap O u nmoaynpeunuk OC.
Karo je <DOC = <AC'C = 90° u <OCD =
<C'CA = 90° — «CAB = 45°, Tpoyrao OCD
je jemHakKOKpako—mIpaBoyrau, ma D npumana k.
[Momro je <DBC = 45° = % - <DOC, Tauka
B mpunana Behiem nyky k mHanm tetuBom CD.
Kaxko je <ODA = 135°, Basku OA > OD = OC, Ipx—22-353

na k ceue AC’ y raurama, By u By, Tako na je A— By — C' — By. Kako je 20C' = 0C = OB, =
OB, u3 npasoyriaux AOB;C’' u AOC'By caemn <B10C' = «C'OBy; = 60°, 1j. <BCC’' =
<C'CBs = 30°, na je AB1CB; jemnarocrpannuan (CC’ je m BuUCHMHA U cHMeTpaJia yria KOX
temena C osor tpoyraa). Caemu <CB;B; = <ByB1C = 60°, omaocuo <ABsC = 120° u
<AB;C = 60°.

Axo je p =2, omma je S(7% + 52 4 2022%) = S(4088558) = 38 = 2- 19, mTo je ciomen 6poj.

Ako je p memapan npoct 6poj, ouga je 7P 4 5P + 20227 = 1P + (—=1)? + 0 = 0 (mod 3), ma
3| 7P+ 5P +2022P. Kaxko je 7 =1 (mod 10) u 2022* = 2% =6 (mod 10), ako je p=1 (mod 4), Tj.
p = 4k+1 3a meko k € N, cmemu 7P+5P+2022P = 7+5+6%2 = 7+5+6-2= 4 (mod 10), a ako je p = 3
(mod 4), 1j. p = 4k+3 3a mexo k € N, ciemm 7P+5P+2022P = 734+5+6%-23 = 34+5+6-8 = 6 (mod 10),
na je mocuaenma uuppa 6poja 7P + 5P + 2022P wnwm 4 nan 6. Hakne, Basku 3 | S(7P + 5P 4 2022P)
n S(7P + 5P +2022P) > 3, na je 6poj S(7P 4 5P + 2022P) cioskeH.



YKOJIVKO y IPBOM Mepemy Ha jelaH TAc CTaBU 3JaTHUKE O3HaueHe ca 1,23, a Ha APYTU 3JIaTHUK
o3HaueH OpojeMm 6, akO Tepa3uje HUCY y pPaBHOTE:xRHU, MUIIKO HOJa3W MO 3akbydka na MeDhy
3JaTHUNVMA UMa MOTPEIHO O3HAYEHUX, A je OCTBAPUO CBOjy HAMEPY jeIHUM MEPEHEM.

Heka cy y nmpBoM Mepemny Tepasuje buie y paBHOTEXRU. Kako je Mmaca OuiIo Koja Tpu 3J7aTHU-
Ka He Mama on 6, a Maca CBakKOr 3iJaTHUKA He Beha om 6, YKOJIUKO je Maca HEKa TPU 3JTaATHUKA
jemHaKa MacCu YeTBPTOI 3JIaTHUKA, OHIA je Maca 4eTBPTOr 6, a Mace mpBa TPU 3JIATHUKA CY
1,2,3, y mexkoMm penocieny. Crora je Maca 3JaTHUKA O3HAYeHOr ca 6 jemHaka 6, Mace 3JIaTHUKA
o3naveHux ca 1,2,3 cy, y HeKOM penpocieny, jennake 1,2,3, a Mace 3JaTHUKA O3HAUYEHUX ca 4,5
Cy, ¥ HEKOM pemocieny, jeanake 4,5. YKomuko y Apyrom mepemy Mumko Ha jeman tac cTaBu
3JaTHUKE O3HaueHe ca 1 m 6, a Ha APYru O3HAUEHE ca 3 U H, YKOIUKO PE3YJITAT Mepema He
IOKaske ma je maca apyrom tacy Beha, Mumko moka3syje ma mehy 3aaTHUIUMA MMa ITOTPEITHO
O3HAUCHUX.

Heka je nmpyro mepeme moka3aJso na je maca 3JaTHHKA Ha IpyroMm tacy Beha onm mace Ha
OPBOM TACy W HEKa Cy a, b, ¢, penom, Mace 3aaTHUKa o3Havenux ca 1,3,5. Owuna je a,b € {1,2,3},
a#b,ce{4,5} ub+a<b+c. Karoje7<a+6 (uupurom ce jeIHAKOCT DOCTIKE AKO U CaMO
ako je a = 1), kao m b+ ¢ < 3+ 5 (1 OpUTOM Cce jeIHAKOCT NOCTIDKE aKO W CaMo ako je b = 3,
¢ =15), yrouuko je 6+a < b+ ¢, Mmopa 6utu 6+a=7u b+c¢ =8, ogaocuo a = 1,b=3,¢ =5, Tj.
3JIaTHUNM O3HAUeHU OpojeBuMma 1,3,5 cy mcmpaBHO O3HAUEHU. KAaKO Cy Mace 3JaTHUKA O3HAUE-
HUX ca 1,2,3, y HeKOM penocreny, jemHake 1,2, 3, cienm na cy ¥ 3JIATHULOM O3HAUYeHU ca 2 u 4
KUCIPABHO O3HAYEHU.

Iakne, onucaruMm mocTynkoM Mwuinko ocTBapyje CBOjy Hamepy.



Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIMTEIHLA 3ATJATARKA NP;KABHOT' TAKMUYEIHA U3 MATEMATURKE

YerBpTHu paspen — b kareropuja

Ha ocuoBy BujeroBux mpasuia je x1 + xo + 3 = —a, 122 + xoxs + 321 = b, r12203 = —c # 0,
Kao 1 Y1 + Y2 + Y3 = —¢, y1y2 + Y2y3 ;rygyl =a, y1y2y3 = —b, rng Ccy Y1,Y2, Y3 cge HYyJI€ IIOJIMHOMA
— — Cc— — C— — C—

q(z). Kako je y1 =21 + Tiaas; = o ¥1 W, QHATIOTHO, Yp = <= - X2 M Y3 = <= - T3, BAKM
_ c=2 a(2—c)
i ty2tys = (1t aetaz) =,
_o9n2 _9)2
Vive +y2ys Fysyn = (S2)7 - (w1mg 4 wows + a371) = b(ccf) ;
_9\3 )3
Y1y2ys = (602) " X1X2X3 = _(0022) )
2 2 2
majo —c = HE g = MR _p o (B G —e = 2350 = 2oe Me2R  2oe fopn
3 . 95\6
(6622) (°652) , omrocHO (¢ —2)% = % a kako je ¢ € R, wimm je ¢ — 2 = ¢, mTo je memoryhe,
uiu je c—2=—c¢, tj. c=1, a ouga je a=b= —1.

Ca npyre crpame, ako je (a,b,¢) = (=1,—1,1), Basm p(z) = 2° —2? —x+1 = (z+1)(z—1)?, 1j
x1,%2,x3 cy jemnaku —1,1,1 (y HexkoMm pemocieny), ma cy yi,Ys,ys jemnaxu —1,—1,1 (y mexom
penocneny), a Baxku u q(z) = 2> +2?—x—1= (x+1)%?(z—1), 1j. (a,b,¢) = (=1, —1,1) 3ag0BOMaBA
HaBEIEHE yCIOBE.

Axo cy z,y € A, x # y, ouna je g(f(z)) = 75—z # 75 —y = g(f(y)), ma je f(z) # f(y), =i f
je nujexktuBHa, omuocHO f(A) canpsxu T4 enementa. Cuemm, ako je y € f(A), onna je y = f(x)
3a tauno jemuo x € A, ma je g(y) = g(f(x)) = 75 — x, Tj. n360pOM NPOU3BOJLHE UHJEKTUBHE
¢yuruuje f : A — B je g jemnosmauno oapebena ma f(A), nok ma B\ f(A) (koju canpsxu
2022 — 74 = 1948 esemenara) Ha OCHOBY HABENEHUX YCJIOBA HEMA OrPAHUYEHA, OAHOCHO MOKE
y3UMaTU TPOU3BOJLHE BPEIHOCTH U3 A.

Hakine, f ce mosxke uzabparu ua 2022-2021-...-1949 nauuna, a speauocru g va B\ f(A), nesa-

BUCHO O mpeTxomuor uzbopa, Ha 74948 maumna, nma je 6poj maposa ca HaBemeHuM OcoOMHAMA
2022 - 2021 - ... - 1949 - 741948,

Hexa je fn(x) = cos™ z + cos™(z + 2F) + cos"(z + &) saz € RuneN.

Hexa f,(z) me 3apucw on z. Omna je fn(0) = fn(—3), ma je 142-(—3)" = (=1)"+2-(3)". Axo
2 {n, nobujeHa jeqHAKOCT mocTaje 2 = 5, Ha Mopa 6I/ITI/I n=1. Axro 2 | n, Tj. aro je n = 2k 3a
nexo k € N, rako je f,(0) = fn( Z), cmenm 1+2- 4k =1+2-(—3)%* = (\/75)2k+( \QF)%
Karo za k>3 Bamu 1 +2- - >1>2-(2)3 > 2 (3)* mopa 6I/ITI/I7l€{2,4}.

Iakne, mopa 6utu n € {1,2,4}, a 3a oBe Bpennoctu f,(r) He 3aBUCK OL X, HOWTO je

filz) = cosz+cos(z+ 2F) + cos(z + 2F) = 2cos(x + &) cos(—ZF) + cos(z + &) =0,
f2($) — COSQI+COS2(x+ 2T7r) +COSQ(I—|— 4T7r) _ 1+08321~ + 1+cos(§z+%’) + 1+cos(§z+%’)
= %Jr % . (cosQ:c+cos(2:c+ %’T) + cos(2z + %ﬂ)) = % + % fi(22) = %’
W) = (Hpn)? (MGt | (1G24 o) 4 1 fae) = 8,

Kako je 7" =1 (mod 3) u 2-22" =2 (mod 3), cremu 5™ = 2 (mod 3), ma 2 {m, onakne je 5™ =5
(mod 8). Axo je n > 1, omma 8 | 2-22", ma je (—1)¥ = 5 (mod 8), mro je memoryhe. Ciemn
n=1,1j. 7" =5"4+44 ma je (—1)* =5+4 =1 (mod 8), 1j. 2 | k. Axo je m > 1, ouna je k = 2k;
um =2m; +1, rme cy ki, m; € N, ommocno 49¥1 = 5.25™ 4+ 44, na je (—1)¥ =19 (mod 25), mTo
je memoryhe. Cinemu m = 1, omaocso 7% =5 444 = 49, Tj. k = 2.

Haxne, jequno pememe Hasenere jenmauuse je (k,m,n) = (2,1,1).

Baxn A—Y — B u <CYB = <Y(CA + <CAY = 60°, na je <BCY = 180° — <CYB — <YBC =
58°, <Y BX = «YBC — <XBC = 59° u <BXY = 180° — <XYB — <Y BX = 61°. IIpumenom



AY _ sin29° YB __ sin58° o AY
CI/IHyOCHe ToeopeMe HaO ANAY C ({/1 AY BC, penom, ciiemn ¢ = 55575 U gy = sness > A je o =
sin29°sin62° __ 2cos31° __ sinb9 XY __ sinb9
ST AN ERT = seeehgs = angre - llpumenom cumycme Teopeme na AY BX cnemn $p = Sgis -

ITakne, Basku % = % , omaocao AY =Y X.

Upyeo pewewe. Hera je x = <X AB € (0°,31°). IIpumenom cunycue reopeme na AABX, ABCX
u NCAX, cienu % = %, % = % u % = Sins(i?%;s;m), na je sin 59° sin 58° sin(31° — z) =
sin x sin 3° sin 29°, oxrocHo L(z) = 2s8in59° cos29°sin(31° — x) = sin3°sinx = D(x).

Kako je 2sin59°cos29° > 0 u sin3° > 0
n kako sin(31° — x) omama, a sinz pacre Ha
(0°,31°), caenu na jemuauusa L(x) = D(z) nma
HajBume jenuo pememe Ha (0°,31°), a kako
je L(30°) = 2sin59°c0s29°sin1° = sin59° -
(sin30° — sin28°) = 3 - sin59° — 3 - (cos31° —
cos87°) = 1 -sin59° — 1 -sin59° + 1 - sin3° =
sin3°sin30° = D(30°), Ta jemHaumHA uMa
TayHO jenHo pemene Ha (0°,31°) u To x = 30°. Hpx—22-455

Cunemu <XAY = 30°, <Y XA = <XYB —<XAY = 30°, 1j. AXY A je jemnakokpaku, ma je
AY =Y X.




