
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja Republike Srbije

Druxtvo matematiqara Srbije

DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

12.03.2022.

Prvi razred – A kategorija

Odrediti sve trocifrene brojeve abc, gde je a, b, c 6= 0, takve da vaжi abc = 3 · a! + 2 · b! + c!.1.

(abc je broj kome su a, b, c, redom, cifre stotina, desetica i jedinica u dekadnom sistemu.)

Na tabli je napisan niz svih stepena dvojke (1, 2, 4, . . .) u rastu�em redosledu. Aca i2.

Braca igraju igru u kojoj naizmeniqno povlaqe poteze, a prvi na potezu je Aca. Igraq
koji je na potezu zameƬuje dva uzastopna broja sa table Ƭihovim zbirom. Braci je ciƩ
da posle nekog poteza na tabli postoje dva broja ve�a od 1 koji se razlikuju za 1.

(a) Dokazati da Aca moжe povlaqiti poteze tako da spreqi Bracin ciƩ.

(b) Ukoliko je Braci poznato da �e mu u nekom trenutku biti dozvoƩeno da odigra dva
uzastopna poteza, dokazati da onda moжe ostvariti svoj ciƩ.

Odrediti sve prirodne brojeve n, za koje postoje realni brojevi a, b, c tako da vaжi3.

{
a + b + c, ab + bc + ca, abc

}
= {n, n + 1, n + 2}.

Odrediti najve�u mogu�u vrednost broja n, takvog da postoji konveksan n-tougao koji4.

se moжe razloжiti na disjunktnu uniju trouglova koji su ili pravougli jednakokraki
ili pravougli sa uglovima 15◦ i 75◦. (Dva trougla su disjunktna ako nemaju zajedniqku
unutraxƬu taqku.)

Vreme za rad 240 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

12.03.2022.

Drugi razred – A kategorija

Neka je M sredixte stranice BC trougla ABC. Neka je X sredixte luka AB koji ne1.

sadrжi teme M opisanog kruga △AMB, a Y sredixte luka AC koji ne sadrжi teme M

opisanog kruga △AMC. Dokazati da je XY ⊥ AM .

U △ABC temenima A, B, C, redom, odgovaraju unutraxƬi uglovi α, β, γ, a naspram Ƭih su2.

stranice duжina a, b, c. Odrediti sve △ABC za koje vaжi

a3 cosα + b3 cosβ + c3 cos γ 6 abc.

Za koje △ABC se u prethodnoj nejednakosti dostiжe jednakost?

Odrediti sve f : N → N, takve da za svako n ∈ N i sve a1, a2, . . . , an ∈ N, ukoliko je3.

a1 + a2 + . . . + an potpun kvadrat, onda je i f(a1) + f(a2) + . . . + f(an) potpun kvadrat.

U nekoj zemƩi postoji n gradova i k avioprevoznika, gde je n, k ∈ N. Izme�u svaka dva4.

grada postoji dvosmerna aviolinija, qiji je vlasnik taqno jedan avioprevoznik. Svaki
avioprevoznik izdaje neki broj razliqitih qasopisa, tako da u svakom gradu izdaje taqno
jedan, ali moжe izdavati isti qasopis i u razliqitim gradovima. Pritom, ukoliko pu-
tnik putuje iz grada A u grad B direktnom aviolinijom koja je u vlasnixtvu aviopre-
voznika C, onda su qasopisi koje izdaje avioprevoznik C u gradovima A i B razliqiti.
Dokazati da makar jedan avioprevoznik mora izdavati barem

⌈
k
√

n
⌉

razliqitih qasopisa,
kao i da postoji podela aviolinija po avioprevoznicima, tako da nijedan ne mora izda-
vati vixe od

⌈
k
√

n
⌉

qasopisa. (Za x ∈ R je ⌈x⌉ najmaƬi ceo broj ne maƬi od broja x.)

Vreme za rad 240 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

12.03.2022.

Tre�i razred – A kategorija

Neka su S(n) i P (n), redom, zbir i proizvod cifara prirodnog broja n u dekadnom sistemu.1.

Da li postoji prirodan broj n za koji je

n · P (n) · S(n) = 22 . . .2
︸ ︷︷ ︸

2022

?

Od lista papira iseqen je jednakostraniqan trougao ABC stranice 2. Uoqene su taqke2.

X ∈ CB, Y ∈ CA i papir je presavijen po duжi XY , a pritom se teme C preslikalo u
taqku C′ koja pripada duжi AB. Dokazati da je XY > 1.

Neka je f : R3 → R funkcija, takva da je zbir brojeva dodeƩenih temenima proizvoƩnog3.

pravilnog oktaedra jednak 0. Dokazati da funkcija f svakoj taqki prostora R3 dodeƩuje
broj 0.

Koliko ima a ∈ C, takvih da taqke koje odgovaraju brojevima a, a2, a3, . . . , a2021 (u nekom4.

redosledu) u kompleksnoj ravni qine temena pravilnog 2021-tougla?

Vreme za rad 240 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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12.03.2022.

Qetvrti razred – A kategorija

Dokazati da se svi podskupovi skupa {1, 2, . . . , n} mogu pore�ati u niz, tako da za svaka 21.

uzastopna qlana tog niza vaжi da je jedan podskup drugog i da Ƭihova razlika ima taqno
jedan element.

Koje vrednosti moжe imati izraz a + b + c, ako su a, b, c realni brojevi za koje vaжi2.

a + b + c = a2 + b2 + c2 = a3 + b3 + c3?

Neka su a i b neparni prirodni brojevi i neka je niz (fn)n∈N definisan sa f1 = a, f2 = b,3.

a za n > 3 je fn najve�i neparan delilac broja fn−2 + fn−1.

(a) Dokazati da postoji k ∈ N, takav da su svi qlanovi niza poqev od nekog jednaki k.

(b) U zavisnosti od a i b, odrediti k.

U unutraxƬosti △ABC u kome je ∢BAC = 60◦ i ∢ABC = 20◦ uoqena je taqka Q takva da je4.

∢QCB = 3 ·∢QBC. Simetrale ∢QBA i ∢QCA seku se u taqki P , pri qemu je ∢PAB = 20◦.
Dokazati da su taqke A, P i Q kolinearne.

Vreme za rad 240 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEƫA ZADATAKA DRЖAVNOG TAKMIQEƫA IZ MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

Kako je 6! = 720 i 7! > 999, mora biti a, b 6 5 i c 6 6, a kako je pod tim uslovima abc 6 556,1.

sledi i c 6 5.

(1) Ako je a = 5, sledi 500+10b+c = 3 ·120+2b!+c!, odnosno 2b!+c! = 140+10b+c ∈ [151, 195].
Ne moжe biti b = 5, poxto je onda 2b!+ c! > 2 ·120 = 240 > 195, kao ni b, c 6 4, poxto je onda
2b! + c! 6 2 · 24 + 24 = 72 < 151. Sledi c = 5, pa je 2b! + 120 = 140 + 10b + 5, tj. 2b! = 10b + 25,
xto nema rexeƬa (leva strana posledƬe jednaqine nije deƩiva sa 5, a desna jeste).

(2) Ako je a = 4, sledi 400+10b+ c = 3 ·24+2b!+ c!, odnosno 2b!+ c! = 328+10b+ c ∈ [339, 383].
Ne moжe biti b 6 4, poxto je onda 2b! + c! < 2 · 24 + 120 = 168 < 339, kao ni c 6 4, poxto
je onda 2b! + c! 6 2 · 120 + 24 = 264 < 339. Sledi b = c = 5, no kako je u tom sluqaju
2b! + c! = 2 · 5! + 5! = 360 i 328 + 10b + c = 383, ni u ovom sluqaju nema rexeƬa.

(3) Ako je a = 3, sledi 300+10b+ c = 3 · 6+2b!+ c!, odnosno 2b!+ c! = 282+10b+ c ∈ [293, 337].
Ne moжe biti b 6 4, poxto je onda 2b! + c! < 2 · 24 + 120 = 168 < 293, niti c 6 4, poxto je
onda 2b! + c! 6 2 · 120 + 24 = 264 < 293, kao ni b = c = 5, poxto je onda 2b! + c! = 360 > 337, pa
ni u ovom sluqaju nema rexeƬa.

(4) Ako je a = 2, sledi 200+10b+ c = 3 · 2+2b!+ c!, odnosno 2b!+ c! = 194+10b+ c ∈ [205, 249].
Ne moжe biti b 6 4, poxto je onda 2b! + c! < 2 · 24 + 120 = 168 < 205, a ako je b = 5, sledi
2 · 120 + c! = 194 + 50 + c, tj. c! = c + 4, xto je jednaqina koja nema rexeƬa.

(5) Ako je a = 1, sledi 100 + 10b + c = 3 · 1 + 2b! + c!, odnosno 2b! + c! = 97 + 10b + c ∈ [108, 152].
Ne moжe biti b = 5, poxto je onda 2b!+ c! > 2 ·120 = 240 > 153, kao ni b, c 6 4, poxto je onda
2b! + c! 6 3 · 24 = 72 < 108. Sledi c = 5, pa je 2b! + 18 = 10b, odnosno b! + 9 = 5b, a rexeƬe te
jednaqine je b = 3.

Dakle, postoji jedan broj koji zadovoƩava navedene osobine, broj abc = 135.

Za svako a > 2 je 1 + . . . + 2a−1 = 2a − 1 < 2a, pa se vrxe�i opisane operacije uvek dobija2.

rastu�i niz. Kako se u svakom trenutku na tabli nalaze brojevi koji su zbir nekih
uzastopnih stepena dvojke, a razlika dva uzastopna broja tog oblika je 2a +2a+1 + . . .+2b−
2c−2c+1−. . .−2d = 2b+1−2a−2d+1+2c = (2b−2a)+(2b−2d+1)+2c > 2c > 1 za neke c 6 d 6 a 6 b,
ako je ta razlika jednaka 1, onda vaжi jednakost u prethodnom nizu nejednakosti, odnosno
onda je b = a = d + 1 i c = 0, tj. ve�i sabirak je stepen dvojke (odnosno nepromeƬen je u
odnosu na poqetnu situaciju), odnosno oblika 2a za a ∈ N, a maƬi jednak je zbiru svih
stepena dvojke od 1 do 2a.

(a) Neka je a najmaƬi stepen dvojke koji se u nekom trenutku nalazi na tabli i pritom je
a > 2. Neka je broj sabiraka maƬih od tog sabirka potencijal niza (potencijal polaznog
niza je 2). Po prethodnom, Bracin ciƩ je da potencijal niza postane 1. Me�utim, Aca
u svakom svom potezu moжe pove�ati potencijal, ukoliko izabere najmaƬi stepen dvojke
koji do tada nije korix�en i sabere ga sa narednim qlanom. Zaista, u tom sluqaju se pre
najmaƬeg stepena dvojke koji se pojavƩuje u nizu nalaze svi sabirci koji su se i do tada
nalazili, kao i barem jedan novi, dobijen prethodno izvrxenom operacijom. Sa druge
strane, Braca u svakom potezu moжe smaƬiti potencijal za najvixe 1. Sledi da opisanom
strategijom Aca moжe spreqiti Bracu da ostvari svoj ciƩ.

(b) Ako Braca u svakom potezu sabira prva dva qlana niza, potencijal se smaƬuje za
1. Ukoliko Aca ne odigra potez opisan u delu (a), onda se potencijal ne�e pove�ati, a
ukoliko odigra taj potez, pove�a�e se za 1. Stoga, ukoliko se igra odvija na ovaj naqin,
nakon svakog Bracinog poteza potencijal je najvixe 2, pa ako mu se omogu�i da odigra
dva uzastopna poteza, on moжe ostvariti svoj ciƩ.

Neka n zadovoƩava uslove zadatka i neka je a + b + c = α, ab + bc + ca = β, abc = γ. Onda3.

je {α, β, γ} = {n, n + 1, n + 2}. Sledi 0 6 a2b2 + b2c2 + c2a2 = (ab + bc + ca)2 − 2abc(a + b + c) =
β2 − 2αγ 6 (n + 2)2 − 2n(n + 1) = −n2 + 2n + 4 = −(n − 4)(n + 2) − 4, xto nije zadovoƩeno
za n > 4, pa mora biti n ∈ {1, 2, 3}. Ukoliko je β 6= n + 2, onda je β2 − 2αγ 6 (n + 1)2 −



2n(n + 2) = −(n + 1)2 + 2 6 −4 + 2 < 0, xto je nemogu�e, pa mora biti β = n + 2. Kako je
0 6

1
2 ·

(
(a−b)2+(b−c)2+(c−a)2

)
= (a+b+c)2−3(ab+bc+ca) = α2−3β, ako je n = 1 sledi β = 3

i 9 = 3β 6 α2 < 22 = 4, a ako je n = 2 sledi β = 4 i 12 = 3β 6 α2 < 32 = 9, pa ne moжe biti
n ∈ {1, 2}. Ako je n = 3, sledi β = 5 i 15 = 3β 6 α2, a kako je α ∈ {3, 4}, mora biti α = 4,
pa je γ = 3. Me�utim, onda je a2 + b2 + c2 = α2 − 2β = 6, pa na osnovu nejednakosti izme�u

aritmetiqke i geometrijske sredine sledi 2 = a2+b2+c2

3 >
3
√

a2b2c2 = 3

√

γ2 = 3
√

9 > 2, pa ne
moжe biti ni n = 3.

Dakle, ne postoji n ∈ N koji zadovoƩava navedene uslove.

Kako je veliqina svakog ugla u trouglovima koji uqestvuju u razlagaƬu celobrojni umno-4.

жak od 15◦, sledi da svaki ugao dobijenog n-tougla mora biti oblika k · 15◦ za neko k ∈ N.
Najve�i takav konveksan ugao je 165◦, pa sledi da je svaki spoƩaxƬi ugao posmatranog
n-tougla ne maƬi od 15◦. Stoga n-tougao koji se moжe razloжiti na navedeni naqin moжe
imati najvixe 360◦

15◦
= 24 stanice.

Sa druge strane, za n = 24 postoji n-
tougao koji se moжe razloжiti na navedeni
naqin. Jedan takav se moжe dobiti nare-
dnom konstrukcijom. Kvadrat stranice a

se moжe razloжiti na dva jednakokrako–
pravougla trougla, pa se i figura dobi-
jena od 5 kvadrata stranice a, polaznog
i 4 kvadrata koji imaju po jednu zaje-
dniqku stranicu sa polaznim kvadratom
i nemaju zajedniqkih unutraxƬih taqaka
sa Ƭim, moжe razloжiti na navedeni
naqin, kao i osmougao dobijen dodava-
Ƭem 4 jednakokrako–pravougla trougla qiji
su kraci stranice 4 prethodno dodatih
kvadrata koje imaju zajedniqko teme i ne-
maju drugih zajedniqkih taqaka sa polaznim
kvadratom (taj osmougao ima 4 stranice
duжine a, 4 stranice duжine a

√
2, a unu-

traxƬi uglovi su mu jednaki 135◦).
Kako se jednakokraki trapez, qiji su

uglovi na ve�oj osnovici 15◦, a duжi-
na kra�e osnovice jednaka tre�ini du-
жine ve�e osnovice, moжe razloжiti na
pravougle trouglove qiji su oxtri uglovi
15◦ i 75◦ (moжe se razloжiti, na primer, na

a

a
√

2

a

3

a

√
2

3

Drж–22–1A4–1

x xx

x

Drж–22–1A4–2

4 podudarna pravougla trougla, oxtrih uglova jednakih 15◦ i 75◦ i duжeg kraka jednakog
kra�oj osnovici), dodavaƬem 8 takvih trapeza (4 ve�e osnovice duжine a i 4 ve�e osnovice
duжine a

√
2), tako da su duжe osnovice tih trapeza stranice konstruisanog osmougla i

pritom nemaju zajedniqkih unutraxƬih taqaka sa osmouglom, se dobija mnogougao koji
zadovoƩava navedene osobine (Ƭegovi unutraxƬi uglovi su 165◦, pa je konveksan).
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REXEƫA ZADATAKA DRЖAVNOG TAKMIQEƫA IZ MATEMATIKE

Drugi razred – A kategorija

Neka se MX i AB seku u taqki P , a MY i AC seku u taqki Q. Kako je X sredixte1.

luka AB (kojem ne pripada M opisanog kruga △ABM), prava MP je simetrala ∢BMA,
a analogno je MQ simetrala ∢AMC, pa je AP

PB
= MA

BM
i AM

MC
= QA

CQ
, a kako je BM = MC,

sledi AP
PB

= QA
CQ

, odnosno PQ ‖ BC. Kako su MP i MQ simetrale ∢BMA i ∢AMC, redom,
i kako je ∢BMA + ∢AMC = 90◦, sledi ∢PMQ = 90◦.

Poxto je ∢BMP = ∢BMX = ∢XMA

i ∢PBM = ∢ABM = ∢AXM (ugao nad
tetivom AM u opisanom krugu △ABM),
sledi △BMP ∼ △XMA, pa je BM

MP
= XM

MA
,

odnosno MP · MX = MA · MB. Analogno je
MQ · MY = MA · MC, pa kako je MB = MC,
sledi MP · MX = MQ · MY , odnosno qetvo-
rougao PQY X je tetivan.

Iz dobijenog sledi ∢MXY = ∢MQP =
∢QMC (jer je PQY X tetivan i PQ ‖ BC),
kao i ∢QMC = 90◦ − ∢BMP = 90◦ − ∢XMA

(poxto je MP ⊥ MQ i △BMP ∼ △XMA).

B

A

CM

X

Y

P Q

Drж–22–2A1

Dakle, vaжi ∢MXY = 90◦ − ∢XMA, odnosno XY ⊥ AM .

Bez umaƬeƬa opxtosti, neka je a 6 b 6 c. Na osnovu kosinusne teoreme je cosα = b2+c2
−a2

2bc
,2.

cosβ = c2+a2
−b2

2ca
, cos γ = a2+b2−c2

2ab
, pa je navedena nejednakost ekvivalentna sa a4b2 + a2b4 +

b4c2 + b2c4 + c4a2 + c2a4 − (a6 + b6 + c6) 6 2a2b2c2, odnosno sa

(b2 + c2 − a2)(a2 + c2 − b2)(a2 + b2 − c2) 6 0.

Kako je b2 + c2 − a2 > 0 i a2 + c2 − b2 > 0, nejednakost je ekvivalentna sa a2 + b2 − c2 6 0, tj.
sa cos γ 6 0, pa je ispuƬena ako i samo ako je △ABC pravougli ili tupougli. Pritom,
jednakost se dostiжe ako i samo ako je △ABC pravougli.

Ako su m, n ∈ N takvi da je f(m + n) − f(m) − f(n) = c 6= 0, neka je a > m + n + |c|3.

prirodan broj. Kako je 1 + 1 + . . . + 1
︸ ︷︷ ︸

a2−m−n

+m+n = a2 kvadrat, na osnovu navedenog svojstva su

A = (a2−m−n)f(1)+f(m)+f(n) i (a2−m−n)f(1)+f(m+n) = (a2−m−n)f(1)+f(m)+f(n)+c

kvadrati qija je razlika c. Me�utim, kako je A > (a2 − m − n)f(1) > a2 − m − n > a2 > c2,
razlika izme�u A i bilo kog drugog kvadrata je barem 2|c| + 1 > |c|, pa je prethodno
nemogu�e.

Sledi da za sve m, n ∈ N vaжi f(m + n) = f(m) + f(n), pa je f(n) = cn za svako n ∈ N,
gde je c = f(1), a kako je 1 kvadrat, sledi i da je c = k2 za neko k ∈ N. Sa druge
strane, proizvoƩna funkcija f(n) = k2n, za neko k ∈ N, ima navedeno svojstvo. Zaista,
ako su a1, . . . , an prirodni brojevi za koje je a1 + . . . + an = l2 za neko l ∈ N, onda je i
f(a1) + . . . + f(an) = k2(a1 + . . . + an) = (kl)2.

Neka i-ti avioprevoznik xtampa ci qasopisa i neka je svakom gradu dodeƩena ure�ena k-4.

torka (t1, t2, . . . , tk), gde je 1 6 ti 6 ci, pri qemu i-ti prevoznik u tom gradu xtampa svoj ti-ti
qasopis. Ne postoje dva grada kojima je dodeƩena ista k-torka, poxto aviolinija koja ih
spaja ne bi mogla pripadati nijednom prevozniku, tj. gradovima su dodeƩene razliqite

k-torke. Kako postoji c1 · . . .·ck razliqitih k-torki, mora biti n 6 c1 . . .·ck 6
(

max
16i6k

ci

)k
, pa

je M = max
16i6k

ci > k
√

n, a kako je M prirodan broj, sledi i M >
⌈

k
√

n
⌉

(odnosno, prevoznik

koji xtampa najvixe qasopisa, mora ih xtampati makar
⌈

k
√

n
⌉
).



Sa druge strane ako svaki prevoznik xtampa
⌈

k
√

n
⌉

qasopisa, postoji bar
(⌈

k
√

n
⌉)k

>
(

k
√

n
)k

= n razliqitih k-torki, pa se razliqitim gradovima mogu dodeliti razliqite
k-torke. Ako su gradovima A i B dodeƩene k-torke (a1, . . . , ak) i (b1, . . . , bk), kako su ra-
zliqite, postoji i za koje vaжi ai 6= bi, pa ukoliko se linija izme�u A i B dodeli i-tom
prevozniku, dobija se podela linija koja zadovoƩava navedene uslove.
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REXEƫA ZADATAKA DRЖAVNOG TAKMIQEƫA IZ MATEMATIKE

Tre�i razred – A kategorija

Neka je n ∈ N broj za koji je n · S(n) · P (n) = 22 . . . 2
︸ ︷︷ ︸

2022

= a. Kako a nije deƩiv ni sa jednim1.

brojem iz {4, 5, 9} i kako P (n) | a, cifre broja n moraju biti iz {1, 2, 3, 6, 7} i pri tom n

moжe imati najvixe jednu parnu cifru, kao i najvixe jednu cifru deƩivu sa 3. Ako 3 | n,
onda 3 | S(n), pa bi 9 | a, xto nije taqno. Sledi da 3 ∤ n, kao i da n ima taqno jednu cifru
deƩivu sa 3.

Ako n sadrжi parnu cifru, po prethodnom to je jedina parna cifra. Ako je to cifra
2, onda mora sadrжati i taqno jednu cifru 3, a ako je to cifra 6, to je jedina cifra
broja n koja je deƩiva sa 2 i 3. Sledi da je P (n) = 6 ·7k za neko k ∈ N0. Kako n i S(n) daju
iste ostatke pri deƩeƬu sa 9, sledi n · 6 · 7k ·n ≡ a ≡ 2 · 2022 ≡ 3 (mod 9), pa je 2 · 7k ·n2 ≡ 1
(mod 3), odnosno n2 ≡ 2 (mod 3), xto je nemogu�e.

Ako n ne sadrжi parnu cifru, po prethodnom sadrжi taqno jednu cifru 3 i 2 | S(n).
Kako je (10, 49) = 1, sledi 1042 = 10ϕ(49) ≡ 1 (mod 49), pa je a = 2

9 · (102022 − 1) = 2
9 ·

(1042·48+6 − 1) ≡ 2
9 · (106 − 1) (mod 49), odnosno a ≡ 222222 ≡ 7 (mod 49), tj. 7 | a, a 72 ∤ a.

Dakle, ukoliko n ima k cifara, jedna od Ƭih je jednaka 3, najvixe jedna je jednaka 7,
dok su preostale jednake 1, pa je ili P (n) = 3, S(n) = k + 2 ili P (n) = 21, S(n) = k + 8.
Tako�e 2 | k, a kako je 10k−1 6 n < 10k, sledi 3(k + 2)10k−1 6 a < 21(k + 8)10k. Iz
a = 2

9 · (102022 − 1) > 3(k + 2)10k−1 > 9 · 10k−1, sledi 81 · 10k−1 < 2 · 102022, odakle je k 6 2021,
pa je a = 2

9 · (102022 − 1) < 21(k + 8)10k < 10k+5, te mora biti k > 2017. Iz prethodnog sledi
k ∈ {2018, 2020} i pritom jedan od brojeva k + 2 ili k + 8 deli a. Me�utim, kako 2020 ∤ a

i 2028 ∤ a (poxto 4 ∤ a), ne moжe biti k = 2018 i S(n) = k + 2 niti k = 2020 i S(n) = k + 8,
a kako 9 ∤ a, ne moжe biti k = 2020 i S(n) = k + 2 (poxto onda 9 | 3 · 2022n = a). Sledi
k = 2018, S(n) = k + 8 i 21 · 2026n = a, pri qemu je n broj koji ima 2018 cifara, po jednu
cifru 3 i 7, a preostale 1. Me�utim, onda 11 ∤ n (ako se cifre 3 i 7 nalaze na pozicijama
iste parnosti u dekadnom zapisu broja, onda je ostatak pri deƩeƬu sa 11 tog broja ili
7−1+3−1 = 8 ili −(7−1+3−1) = −8 ≡ 3 (mod 11), a ako se nalaze na mestima razliqite
parnosti, onda je taj ostatak ili 7−3 = 4 ili 3−7 = −4 ≡ 7 (mod 11)), pa 11 ∤ 21 ·2026n = a,
xto je nemogu�e, poxto 11 | a.

Iz prethodnih razmatraƬa sledi da ne postoji n ∈ N sa navedenim osobinama.

Neka u △KLM vaжi ∢KLM = 60◦ i neka je k = LM , l = MK, m = KL. Na osnovu kosinusne2.

teoreme je l2 = k2 + m2 − 2km cos 60◦ = k2 + m2 − km = (k+m
2 )2 + 3(k−m)2

4 > (k+m
2 )2, pa vaжi

l >
k+m

2 . Pritom se jednakost dostiжe ako i samo ako je k = m, odnosno ako i samo ako je
△KLM jednakostraniqni.

Neka je CX = x i CY = y. Onda je
C′X = x, BX = 2−x, C′Y = y i AY = 2−y, pa
primenom prethodno dobijenog na △C′BX

i △AC′Y (vaжi ∢Y AC′ = ∢C′BX = 60◦),

sledi x >
C′B+(2−x)

2 i y >
AC′+(2−y)

2 , odakle

je x+y >
C′B+(2−x)

2 + AC′+(2−y)
2 = 2+ AC′+C′B

2 −
x+y

2 = 3 − x+y
2 , odnosno x + y > 2.

Ponovnom primenom izvedenog tvr�eƬa
na △Y XC (vaжi ∢XCY = 60◦), sledi

XY >
x+y

2 > 1.

BA

C

C′

X

Y

x
y
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Jednakost se dostiжe ako i samo ako su △C′BX, △AC′Y i △Y XC jednakostraniqni,
odnosno ako je C′ sredixte duжi AB (onda je X sredixte BC, a Y sredixte CA).

Neka je K kocka u R3 i C Ƭen centar. Neka je t zbir vrednosti f u temenima te kocke,3.

s zbir vrednosti f u sredixtima Ƭenih strana, i zbir vrednosti f u sredixtima Ƭenih
ivica i f(C) = c. Kako sredixta strana kocke formiraju pravilan oktaedar, sledi s = 0.
Nad svakom stranom kocke se mogu konstruisati dve qetvorostrane piramide qije su



boqne strane jednakostraniqni trouglovi, jedna u spoƩaxƬoj oblasti kocke (neka je vrh
te piramide ,,spoƩaxƬi”) i jedna koja ima zajedniqke unutraxƬe taqke sa kockom (neka
je vrh te piramide ,,unutraxƬi”). Temena jedne strane i odgovaraju�i unutraxƬi i
spoƩaxƬi vrh qine pravilan oktaedar, pa je zbir vrednosti f u temenima ovako dobijenih
6 oktaedara jednak 0. Sa druge strane, spoƩaxƬi vrhovi svih 6 strana qine pravilan
oktaedar, kao i unutraxƬi vrhovi svih 6 strana, dok je svako teme kocke istovreme-
no teme taqno 3 od uoqenih oktaedara, pa je zbir vrednosti f u temenima uoqenih 6
oktaedara jednak 3t, odnosno vaжi t = 0. Analogno, nad svakim kvadratom qija su temena
sredixta ivica jedne strane kocke se mogu konstruisati qetvorostrane piramide qije
su boqne strane jednakostraniqni trouglovi. Pritom, jedan vrh svake od tih piramida
je centar kocke, dve piramide nad istom stranom kocke qine pravilan oktaedar, vrhovi
svih 6 piramida razliqiti od C qine pravilan oktaedar, a svako sredixte ivice kocke
je istovremeno vrh taqno 2 od uoqenih oktaedara, pa je 6c + 2i = 0, odnosno 3c + i = 0.

Neka su K1, . . . , K8 kocke dva puta maƬe ivice, dobijene presekom K sa simetralnim
ravnima ivica kocke K. Kako dobijeni zakƩuqci vaжe za proizvoƩnu kocku u R3, vre-
dnosti t(Ki), koja predstavƩa zbir vrednosti f u temenima Ki, je 0 za svako 1 6 i 6 8.
Temena K1, . . . , K8 su ili temena ili sredixta ivica ili sredixta strana ili centar K.
Kako u t(K1) + . . . + t(K8) svako teme K uqestvije jednom, svako sredixte ivice 2 puta,
svako sredixte strane 4 puta, a centar K uqestvuje 8 puta, sledi t + 2i + 4s + 8c = 0.
Poxto je t = 0, s = 0 i 3c + i = 0, sledi 2c = 0, odnosno c = 0.

Konaqno, kako za svako C ∈ R3 postoji kocka qiji je centar C, na osnovu prethodno
dokazanog sledi f(C) = 0, tj. f je identiqki jednaka 0.

Drugo rexeƬe. U ovom rexeƬu vrednost funkcije f nekog mnogougla predstavƩa zbir vre-
dnosti f u Ƭegovim temenima. Ako su ABCDEF i DEFGHI pravilni oktaedri ivice a

(razliqiti, sa zajedniqkom stranom DEF ), vaжi f(A) + f(B) + f(C) = −
(
f(D) + F (E) +

f(F )
)

= f(G) + f(H) + f(I), a △ABC i △GHI su jednakostraniqni trouglovi stranice a

koji se nalaze u paralelnim ravnima koje su na rastojaƬu ka (gde je k > 0 i ne zavisi
od a) i pritom normalna projekcija △ABC na ravan koja sadrжi △GHI bax taj trougao.
Sledi, ako jednakostraniqni trougao stranice a pripada nekoj od ravni iz familije
paralelnih ravni me�u kojima su dve uzastopne ravni na rastojaƬu ka, vrednost funkcije
f svih trouglova koji se dobijaju projekcijom tog trougla na ravni iz uoqene familije
je jednaka. Ako se u istoj ravni uoqi jednakostraniqni trougao stranice a

n
, za n ∈ N,

prenosi se dobijeno svojstvo, poxto �e familija ravni konstruisana na opisani naqin

biti sastavƩena od ravni od kojih su dve
uzastopne na rastojaƬu ka

n
, a toj familiji

pripadaju i ravni koje su na rastojaƬu ka.

Neka je △A1A4D jednakostraniqni, strani-
ce a, A2, A3 taqke stranice A1A4 tako da je
A1A2 = A2A3 = A3A4, B3, C2 taqke stranice
A4D tako da je A4B3 = B3C2 = C2D, C1, B1

taqke stranice DA1 tako da je DC1 = C1B1 =
B1A1 i B2 sredixte duжi B1B3. Onda
su △A1A2B1, △A3A4B3, △C1C2D, △B1B2C1,
△B2B3C2 jednakostraniqni stranice a

3 . Po

A1 A2 A3 A4

D

B1 B3

C1 C2

B2

− −

−

+ +

+
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prethodnom vrednost izraza

I(△A1A4D) =
(
f(A1) + f(A4) + f(D))

−
(
f(A1) + f(A2) + f(B1)

)
−

(
f(A3) + f(A4) + f(B3)

)
−

(
f(C1) + f(C2) + f(D)

)

+
(
f(A2) + f(B2) + f(B1)

)
+

(
f(C2) + f(C1) + f(B2)

)
+

(
f(A3) + f(B3) + f(B2)

)

je jednaka za sve trouglove koji se dobijaju projekcijama △A1A4D na ravni iz dobijene
familije (svaki od trouglova za koje je u izrazu odre�ivana vrednost f je duжine stra-
nice ili a

3 ili a). Sa druge strane, ta vrednost je 3f(B2).

Kako se opisana kontrukcija moжe sprovesti za proizvoƩnu B2 ∈ R3 i proizvoƩnu
ravan koja sadrжi B2, sledi da su vrednosti f u taqkama proizvoƩne prave koja sadrжi
B2 i koje su na rastojaƬu ka, k ∈ Z jednake, a kako je i a proizvoƩno, sledi da su vrednosti
f jednake u svim taqkama proizvoƩne prave koja sadrжi B2. Ta vrednost je f(B2), pa
je f konstantna funkcija na R3. Konaqno, primenom navedenog svojstva na proizvoƩan
pravilan oktaedar, sledi 6f(B2) = 0, pa je f identiqki jednaka 0.



PreslikavaƬe kompleksne ravni koje svakom kompleksnom broju z dodeƩuje kompleksan4.

broj 1
a
·z, a 6= 0, je obrtna homotetija, pa se ovim preslikavaƬem pravilan n-tougao presli-

kava u pravilan n-tougao. Sledi da, poput taqaka a1, a2, . . . , a2021, i taqke 1, a, a2, . . . , a2020

qine temena pravilnog 2021-tougla. Za n > 4 je pravilan n-tougao jedinstveno odre�en
sa n − 1 temena, pa kako navedena dva skupa imaju 2020 zajedniqkih taqaka, sledi da se
poklapa i preostala taqka, odnosno vaжi a2021 = 1, pa je a = cos 2kπ

2021 + i sin 2kπ
2021 za neko

k ∈ N.
Neka je ε = cos 2π

2021 + i sin 2π
2021 i a = εk, za neko 0 6 k 6 2020. Onda je {a, a2, . . . , a2021} =

{εk, ε2k, . . . , ε2021k} ⊆ {1, ε, ε2, . . . , ε2020}, pa a zadovoƩava navedeni uslov ako i samo ako je
{εk, ε2k, . . . , ε2021k} = {1, ε, ε2, . . . , ε2020}, odnosno ako i samo ako je {k, 2k, . . . , 2021k} potpun
sistem ostataka pri deƩeƬu sa 2021, a to je sluqaj ako i samo ako je (k, 2021) = 1, pa brojeva
a koji zadovoƩavaju navedeni uslov ima ϕ(2021) = ϕ(43 · 47) = ϕ(43) · ϕ(47) = 42 · 46 = 1 932.

Drugo rexeƬe. Broj razliqitih duжina duжi u pravilnom n-touglu qiji su krajevi temena
tog n-tougla jednak je

[
n
2

]
. Kako za n > 2 vaжi n−1 >

[
n
2

]
, to me�u duжima koje su odre�ene

taqkama ai i ai+1, za 1 6 i 6 n − 1, postoje bar dve iste duжine. Zato za neke 0 < i < j < n

vaжi |ai+1 − ai| = |aj+1 − aj|, pa je |a| = 1, odnosno a = cosϕ + i sinϕ za neko ϕ ∈ [0, 2π). Ako
brojevima a1, 0, a2 odgovaraju taqke A, O, B, redom, onda je ∢BOA = ϕ, a kako su A i B

neka temena pravilnog n-tougla qiji je centar O, ∢BOA je i celobrojni umnoжak ugla
2π
n

, pa sledi an = 1, tj. vaжi a = cos 2kπ
2021 + i sin 2kπ

2021 za neko k ∈ N. Ostatak zakƩuqka se
moжe preneti iz prvog rexeƬa.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEƫA ZADATAKA DRЖAVNOG TAKMIQEƫA IZ MATEMATIKE

Qetvrti razred – A kategorija

Ako je n = 1 onda je niz sa navedenim svojstvima ∅, {1}. Neka je konstruisan niz koji1.

zadovoƩava navedene osobine za neko n ∈ N. Qlanovi tog niza su i podskupovi skupa
{1, . . . , n, n + 1} (taqno oni koji ne sadrжe element n + 1). Ako se neposredno nakon svakog
qlana X koji se u nizu konstruisanom za n nalazi na mestu sa neparnim indeksom doda
qlan X ∪{n+1}, a neposredno pre svakog qlana Y koji se u nizu konstruisanom za n nalazi
na mestu sa parnim indeksom doda qlan Y ∪{n+1}, dobija se niz sastavƩen od svih qlanova
P

(
{1, . . . , n, n+1}

)
. Delovi ovako konstruisanog niza su oblika X, X ∪ {n+1}, Y ∪{n+1}, Y i

pritom je
(
X ∪ {n+1}

)
△X = {n+1},

(
Y ∪{n+1}

)
△Y = {n+1} i

(
X ∪{n+1}

)
△

(
Y ∪{n+1}

)
=

X △Y (a kako su X i Y dva uzastopna qlana niza koji zadovoƩava navedene uslove za n,
skup X △Y sadrжi jedan element). Qlanovi neposredno pre qlana X i neposredno nakon
qlana Y (ako postoje) su qlanovi niza konstruisanog za n, kao i X i Y .

Dakle, na opisani naqin se, na osnovu niza koji zadovoƩava navedene osobine za n,
dobija odgovaraju�i niz za n + 1, pa tvr�eƬe sledi na osnovu matematiqke indukcije.

Treba odrediti t ∈ R za koje sistem a + b + c = a2 + b2 + c2 = a3 + b3 + c3 = 3t ima rexeƬa u2.

R3. Kako je ab+ bc+ ca = 1
2 ·

(
(a+ b+ c)2− (a2 + b2 + c2)

)
i abc = 1

3 ·
(
a3 + b3 + c3− (a+ b+ c)(a2 +

b2 + c2 − ab− bc− ca)
)
, taj sistem je ekvivalentan sistemu a + b+ c = 3t, ab + bc+ ca = 9t2−3t

2 ,

abc = t− t
(
3t− 9t2−3t

2

)
= 9t3−9t2+2t

2 . Na osnovu Vijetovih pravila sledi da su a, b, c sve nule
polinoma

f(x) = x3 − 3tx2 + 9t2−3t
2 · x − 9t3−9t2+2t

2 = (x − t)3 + 3t(t−1)
2 · (x − t) − 2t3 + 3t2 − t,

pa treba odrediti za koje t ∈ R su nule polinoma f(x) realne, odnosno za koje su nule

polinoma g(x) = x3 + px + q, gde je p = 3t(t−1)
2 i q = −2t3 + 3t2 − t = −t(t − 1)(2t − 1), realne

(poxto je f(x) = g(x − t)).
Kako je g′(x) = 3x2 + p, sledi da g(x) ima tri realne nule ako i samo ako je p 6 0,

g(x1) > 0 i g(x2) 6 0, gde je x1 = −
√
− p

3 i x2 = −x1 (g(x) raste na (−∞, x1) i na (x2,∞), a

opada na (x1, x2)). Kako je x2
1 = − p

3 , posledƬe je ekvivalentno sa 0 6 − p
3 ·x1+px1+q = 2px1

3 +q

i 0 >
2px2

3 + q = − 2px1

3 + q, tj. sa |q| 6 − 2px1

3 , odnosno sa q2 6
4p2

9 ·
(
− p

3

)
= − 4

27 · p3. Dakle,

nule g(x) su realne ako i samo ako je 0 > 4p3 + 27q2 = 27t3(t−1)3

2 + 27t2(t − 1)2(2t − 1)2 =
27
2 ·t2(t−1)2(9t2−9t+2) = 27

2 ·t2(t−1)2(3t−1)(3t−2), odnosno ako i samo ako je t ∈
[

1
3 , 2

3

]
∪{0, 1}.

Kako je a + b + c = 3t, sledi da su mogu�e vrednosti ovog izraza [1, 2]∪{0, 3}.
Komentar. U rexeƬu je izveden uslov pod kojim su nule polinomske jednaqine tre�eg
stepena realne, tj. da se to dexava ako i samo ako za Ƭenu (kubnu) diskriminantu vaжi
−4p3−27q2 > 0, a taj uslov se moжe koristiti kao poznat (ne zahteva se Ƭegovo izvo�eƬe).

Za svako n ∈ N su fn−2 i fn−1 neparni, fn−1 + fn−2 je paran, pa je najve�i Ƭegov neparan3.

delilac ne ve�i od fn−1+fn−2

2 . Sledi fn 6
fn−1+fn−2

2 za svako n > 2, pa je fn 6 max{a, b} za
svako n ∈ N. Dakle, qlanovi niza moraju biti iz skupa {1, 3, 5, . . . , max{a, b}}, pa postoji
broj koji se u uoqenom nizu javƩa beskonaqno mnogo puta. Ako je k najve�i takav broj,
onda postoji m ∈ N tako da je fi 6 k za svako i > m. Ako je n > m + 2 takvo da je fn = k,
onda su fn−1 6 k i fn−2 6 k, pa kako je k = fn 6

fn−1+fn−2

2 6 k+k
2 = k, u ovom nizu jednakosti

mora vaжiti jednakost, pa je i fn−1 = k. Me�utim, kako je fn−1 = fn = k, sledi da je fi = k

za svako i > n − 1, xto dokazuje prvo navedeno tvr�eƬe.

Svi qlanovi niza su deƩivi sa d = NZD(a, b), pa d | k. Ako je k > d, onda bar jedan
od a i b nije deƩiv sa k, tj. nisu svi qlanovi niza deƩivi sa k. Ukoliko je fn qlan
sa najve�im indeksom koji nije deƩiv sa k (takav postoji, poxto su svi qlanovi poqev
od nekog jednaki k), onda k | fn+1 | fn + fn+1, pa kako k ∤ fn, sledi da k ∤ fn+1, xto je u
suprotnosti sa izborom n. Sledi da je k = d = NZD(a, b).

Neka je 1
2 · ∢QBC = t < 10◦. Na osnovu Qevine teoreme (u trigonometrijskom obliku),4.



primeƬene na △ABC i taqku P , sledi sin 20◦ · sin(10◦ + t) · sin(50◦ − 3t) = sin 40◦ · sin(50◦ +
3t) · sin(10◦ − t), odnosno

f(t) = sin(10◦+t)
sin(50◦+3t) = 2 cos 20◦ · sin(10◦

−t)
sin(50◦−3t) = g(t).

Kako je f ′(t) = cos(10◦+t) sin(50◦+3t)−3 sin(10◦+t) cos(50◦+3t)
sin2(50◦+3t)

= 2 sin(40◦+2t)−sin(60◦+4t)
sin2(50◦+3t)

= h(t)
sin2(50◦+3t)

i

g′(t) = −2 cos 20◦ · cos(10◦
−t) sin(50◦

−3t)−3 sin(10◦
−t) cos(50◦

−3t)
sin2(50◦−3t)

= −2 cos 20◦ · 2 sin(40◦
−2t)−sin(60◦

−4t)
sin2(50◦−3t)

=

−2 cos 20◦ · h(−t)
sin2(50◦−3t)

, gde je h(t) = 2 sin(40◦ + 2t) − sin(60◦ + 4t), i kako je h′(t) = 4 cos(40◦ +

2t) − 4 cos(60◦ + 4t) = 8 sin(10◦ + t) sin(50◦ + 3t), sledi da h(t) raste na (−10◦, 10◦), pa kako
je h(−10◦) = 2 sin 20◦ − sin 20◦ = sin 20◦ > 0, sledi h(t) > 0 za t ∈ (−10◦, 10◦). Sledi da je
f ′(t) > 0 za t ∈ (0, 10◦) i g′(t) < 0 za t ∈ (0, 10◦), tj. na (0, 10◦) funkcija f(t) raste, a g(t)
opada, pa jednaqina f(t) = g(t) moжe imati najvixe jedno rexeƬe na (0, 10◦).

Sa druge strane, t = 5◦ je rexeƬe. Zai-
sta, f(5◦) = g(5◦) je ekvivalentno sa
sin 15◦ sin 35◦ = 2 cos 20◦ sin 5◦ sin 65◦, odnosno
sa 1

2 · (cos 20◦ − cos 50◦) = cos 20◦ · (cos 60◦ −
cos 70◦) = 1

2 · cos 20◦ − cos 20◦ cos 70◦, tj. sa
cos 50◦ = 2 cos 20◦ cos 70◦ = 2 sin 20◦ cos 20◦ =
sin 40◦, xto je taqno.

A B

C

Q

P
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Neka je z = ∢QAB. Na osnovu Qevine teoreme (u trigonometrijskom obliku), primeƬe-
ne na △ABC i taqku Q, poxto je t = 5◦, sledi sin z ·sin 10◦ ·sin 70◦ = sin(60◦−z)·sin 10◦ ·sin 30◦,
odnosno

f1(z) = 2 sin 70◦ sin z = sin(60◦ − z) = g1(z).

Pritom je z ∈ (0◦, 60◦) i na tom intervalu f1(z) raste, a g1(z) opada, pa jednaqina f1(z) =
g1(z) moжe imati najvixe jedno rexeƬe. Kako je f1(20◦) = 2 sin 70◦ sin 20◦ = 2 cos 20◦ sin 20◦ =
sin 40◦ = g1(20◦), sledi da je jedino rexeƬe te jednaqine z = 20◦.

Iz dobijenog sledi ∢PAB = ∢QAB = 20◦, pa su taqke A, P i Q kolinearne.

Komentar. Mogu�e je izbe�i korix�eƬe izvoda prilikom dokaza da f(t) raste, a g(t)
opada na (0◦, 10◦). Ako je 0◦ < x < y < 10◦, onda je

sgn
(
f(y) − f(x)

)
= sgn

(
sin(10◦ + y) sin(50◦ + 3x) − sin(10◦ + x) sin(50◦ + 3y)

)

= sgn
(
cos(40◦ + 3x − y) − cos(60◦ + 3x + y)

− cos(40◦ − x + 3y) + cos(60◦ + x + 3y)
)

= − sgn
(
sin(x + y + 40◦) sin(2x − 2y) + sin(2x + 2y + 60◦) sin(y − x)

)

= sgn
(
2 cos(y − x) sin(x + y + 40◦) − sin(2x + 2y + 60◦)

)

= sgn
(
sin(2x + 40◦) + sin(2y + 40◦) − sin(2x + 2y + 60◦)

)
,

pa kako je sin(2x + 40◦) + sin(2y + 40◦) − sin(2x + 2y + 60◦) > 2 sin 40◦ − 1 > 2 sin 30◦ − 1 = 0 za
x, y ∈ (0◦, 10◦), f(t) je rastu�a na (0◦, 10◦). Analogno se dobija da za 0◦ < x < y < 10◦ vaжi

sgn
(
g(x) − g(y)

)
= sgn

(
sin(40◦ − 2x) + sin(40◦ − 2y) − sin(60◦ − 2x − 2y)

)
,

pa kako je sin(40◦−2x)+sin(40◦−2y)−sin(60◦−2x−2y) = sin(40◦−2x)−2 sin(10◦−x) cos(50◦−x−
2y) > sin(40◦−2x)−2 sin(10◦−x) cos(30◦−x) = sin(40◦−2x)−sin(40◦−2x)−sin(−20◦) = sin 20◦ > 0,
g(t) je opadaju�a na (0◦, 10◦).


