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Хармонијски троуглови 
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ХАРМОНИЈСКИ ТРОУГЛОВИ 
 

                                                Јан Сливка, Падина 
 
 
      Хармонијска средина скупа бројева, исто као и аритметичка, геомет-
ријска, квадратна и друге средине, представља одређену просечну вредност 
тога скупа. Хармонијска средина 𝐻𝐻(𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, … ,𝑎𝑎𝑛𝑛) 𝑛𝑛 позитивних реалних 
бројева 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, ... , 𝑎𝑎𝑛𝑛 дефинише се као  
 

𝐻𝐻(𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, … ,𝑎𝑎𝑛𝑛) = 𝑛𝑛
1
𝑎𝑎1 + 1𝑎𝑎2

 + … + 1𝑎𝑎𝑛𝑛
 . 

 
 Како је  𝑛𝑛

1
𝑎𝑎1  +  1𝑎𝑎2

 + … + 1𝑎𝑎𝑛𝑛
= 1

1
𝑎𝑎1  +  1𝑎𝑎2

 +  …  +  1𝑎𝑎𝑛𝑛
𝑛𝑛

 , следи 𝐻𝐻(𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, … ,𝑎𝑎𝑛𝑛) =

1
𝐴𝐴� 1

𝑎𝑎1 ,   
1
𝑎𝑎2 ,   … ,   1𝑎𝑎𝑛𝑛

� 
, где је 𝐴𝐴 аритметичка средина. Другим речима, хармонијска  

средина позитивних бројева 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, ... , 𝑎𝑎𝑛𝑛 једнака је реципрочној аритмети-
чкој средини њима реципрочних бројева. У специјалном случају, за 𝑛𝑛 = 2, 
имамо 
 
                                       𝐻𝐻(𝑎𝑎1,𝑎𝑎2) = 2

1
𝑎𝑎1 + 1𝑎𝑎2

= 2𝑎𝑎1 𝑎𝑎2
𝑎𝑎1+ 𝑎𝑎2

 . 
 
 Ако је 𝑎𝑎1 < 𝑎𝑎2, лако се показује да је  
 
                                                   𝑎𝑎1 < 2𝑎𝑎1 𝑎𝑎2

𝑎𝑎1+ 𝑎𝑎2
< 𝑎𝑎2,    (1) 

 
тј. хармонијска средина различитих бројева је између њих. Уколико је 
𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎, oчигледно је  
 
                                          𝐻𝐻(𝑎𝑎1,𝑎𝑎2) = 𝐻𝐻(𝑎𝑎,𝑎𝑎) = 𝑎𝑎.   (2) 
 
 Хармонијску средину срећемо у статистици, у проблемима о раду, у 
проблемима кретања, у израчунавањима отпора паралелно везаних отпор-
ника, у израчунавањима капацитета редно везаних кондензатора, у оптици 
итд. У геометрији  су најчешће присутне аритметичке и геометријске среди-
не, док је хармонијска доста ретка.  
 У овом чланку ћемо се бавити тзв. хармонијским троугловима. 
 
       Дефиниција. Троугао чије су дужине страница 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 (𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 ≤ 𝑐𝑐) je 
хармонијски  ако је 𝑏𝑏 = 𝐻𝐻(𝑎𝑎, 𝑐𝑐) = 2𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑎𝑎 + 𝑎𝑎
.  

 
 На пример, троугао са страницама 15, 20 и 30 је хармонијски јер је  
 
                                       𝐻𝐻(15,30) = 2∙15∙30

15 + 30
= 900

45
= 20. 

  
Троугао чије су странице 15, 21 и 35, такође је хармонијски. 





Наградни задаци 
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НАГРАДНИ ЗАДАЦИ 
 

Александар Миленковић, Ненад Стојановић 

 
 У рубрици „Наградни задаци” у сваком броју дајемо 20 задатака који 

су подељени у две групе. Задаци из прве групе су подељени по разредима и 

намењени су пре свега ученицима који се такмиче у Б категорији, док су 

задаци из друге групе намењени ученицима А категорије и нису подељени 

по разредима. 

 Позивамо све читаоце да шаљу предлоге задатака које сматрају по-

себно интересантним, као и сугестије које ће нам помоћи при састављању 

рубрике. Такође, позивамо све ученике да на адресу редакције шаљу отку-

цана или читко исписана решења постављених задатака; сваки задатак на 

засебном листу. Исто важи и за предлоге задатака. У наредним бројевима 

часописа публикују се комплетна решења раније постављених задатака, а на 

крају циклуса најуспешнији решавачи се награђују. 
 
 Предлоге и решења задатака слати на адресу: 

 

„Тангента” – за рубрику „Наградни задаци” 

Природно-математички факултет 

Радоја Домановића 12 

34000 Крагујевац 

 

или електронском поштом (искључиво pdf  формат) на адресу 
 

tg_nagradnizadaci@yahoo.com 

 

најкасније до 15.04. 2022. 

 

Прва група 

 

Први разред 

 

М1854. На слици испод дат је магични квадрат, односно квадрат у коме је 

збир бројева у свакој врсти, колони и дијагонали константан. 
 

𝑎 32 𝑏 

38 𝑐 𝑑 

23 𝑒 35 
 
Одредити вредност бројева 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 и 𝑒. 





Увод у конструкцију и анализу алгоритама 2 
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Hello, World! 

Увод у конструкцију и анализу алгоритама 2 

Миодраг Живковић, Београд 

 

5. Конструкција алгоритама применом разлагања 

 
 Постоји више техника за конструкцију алгоритама. Код сортирања 

уметањем коришћен је инкрементални приступ: полазећи од сортираног 

подниза 𝐴[1. . 𝑗 − 1], уметањем наредног елемента 𝐴[𝑗] на одговарајуће мес-

то долази се до сортираног подниза 𝐴[1. . 𝑗]. 
 
 Сада ћемо размотрити други приступ конструкцији алгоритама, 

заснован на разлагању улазних података (енглески divide-and-conquer). 

Применом овог приступа долази се до алгоритма за сортирање чије је време 

извршавања много мање него за сортирање уметањем. Aлгоритми засновани 

на овом приступу имају предност да се њихово време извршавања лако 

одређује у веома општем случају. 
 
 Многи корисни алгоритми имају рекурзивну структуру: приликом 

решавања дати проблем, они позивају себе да би обрадили сличне потпро-

блеме. Такви алгоритми често користе приступ заснован на разлагању: они 

разлажу улазне податке на неколико сличних, али мањих улаза, рекурзивно 

обрађују мање улазе, а онда комбинују добијена решења и тако формирају 

решење полазног проблема. Приступ заснован на разлагању састоји се од 

три фазе на сваком нивоу рекурзије: 
 

 Разлагање проблема на неколико мањих потпроблема. 
 

 Рекурзивно решавање потпроблема. У случају кад је величина пот-

проблема довољно мала, потпроблем се решава директно, тј. излази 

се из рекурзије. 
 

 Комбиновање решења потпроблема да би се добило решење полаз-

ног проблема. 
 

Aлгоритам сортирање обједињавањем директно реализује ову технику. 

Неформално, алгоритам се извршава на следећи начин. 
 

 Разлагање: Низ дужине 𝑛 који треба сортирати дели се на два под-

низа дужине по 𝑛/2. 

 Решавање потпроблема: Два подниза се рекурзивно сортирају при-

меном истог алгоритма. Ако је дужина подниза 1, излази се из ре-

курзије. 





Предлози за трећи писмени задатак 
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ПРЕДЛОЗИ ЗА ТРЕЋИ ПИСМЕНИ ЗАДАТАК 

 
Срђан Огњановић 

 

 

ГИМНАЗИЈЕ, СРЕДЊЕ ШКОЛЕ 
 

I  РАЗРЕД 

Круг; четвороугао; конструкције; рационални алгебарски изрази 

 

1. Нека је трапез 𝐴𝐵𝐶𝐷 уписан у круг. Доказати да је тај трапез једнакокраки. 

 

2. Дат је паралелограм 𝐴𝐵𝐶𝐷. Тачке 𝐸 и 𝐹 редом припадају правама 𝐴𝐵 и 

𝐴𝐷 и притом је 𝐴 − 𝐵 − 𝐸, 𝐴 − 𝐷 − 𝐹, 𝐴𝐵 = 𝐵𝐸 и 𝐴𝐷 = 𝐷𝐹. Доказати да та-

чке 𝐹, 𝐶 и 𝐸 припадају једној правој. 

 

3. Конструисати троугао 𝐴𝐵𝐶 ако је дато: 𝑎 + 𝑏, ℎ𝑎, γ. 

 

4. Полином 𝑝(𝑥) = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 − 3 има нулу 𝑥1 = −1 и при дељењу са 

𝑥 + 2 даје остатак 7. Колико је 𝑝(3)? 

 

5. Ако је 𝑎𝑏 ≠ 0, упростити израз (
(𝑎 + 𝑏)3

3𝑎𝑏
− 𝑎 − 𝑏) : (

(𝑎 − 𝑏)2

𝑎𝑏
+ 1). 

 

 
 

II РАЗРЕД 

Системи квадратних једначина; ирационалне једначине и неједначине; 

експоненцијална и логаритамска функција 

 

1. У скупу реалних бројева решити систем једначина 
 
                                                    𝑥2 + 𝑦2 = 25  
 
                                                   3(𝑥 + 𝑦) = 15 + 𝑥𝑦.  

             

2. Решити једначину √𝑥 + 3 + √𝑥 + 4 = √𝑥 + 2 + √𝑥 + 7. 

 

3. (а) Решити једначину 3 
𝑥−1

2 − 2 
𝑥+1

3 = 2 
𝑥−2

3 + 3 
𝑥−3

2 ; 
 

(б) решити неједначину 4 
1

𝑥
−1 − 2 

1

𝑥
−2 − 3 ≤ 0. 

 
 
4. Ако је log

10
3 = α, одредити log

3
0,81. 

 





Наш гост – Пут ка звездама 
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НАШ ГОСТ 

 

ПУТ КА ЗВЕЗДАМА 

 
 Још увек се сећам зимске математичке школе на Палићу давне 1988. 

године. Међу бројним средњошколцима нашло се и пар основаца. А међу 

њима, посебно се издвајао један ученик 8. разреда. Нимало лаке задатке је 

просто „хватао у лету“ и потом веома брзо долазио до решења. Био је то 

млади суботичанин Игор Долинка. 

 Оно што се тада тек назирало и наслућивало врло брзо се обистини-

ло. Те 1988. „дупла круна“  прва места на савезним такмичењима из мате-

матике и физике. Потом, успеси на три 

Међународне (ИМО) и три Балканске ма-

тематичке олимпијаде (БМО). После 

завршене гимназије долазе више него 

успешне студије математике на Природно-

математичком факултету (ПМФ) у Новом 

Саду. Убрзо после дипломирања, завр-

шава магистарски рад, а већ следеће годи-

не и докторат, оба из алгебре. Најзад, 2021. 

године постаје најмлађи дописни члан 

Српске академије наука и уметности 

(САНУ).  

 Очигледно, само о Игоровој мате-

матичкој каријери могло би се надугачко и 

нашироко причати и писати. Стога ћемо покушати да представимо само 

неке, рекли бисмо најважније, моменте из његовог богатог и садржајног 

живота и стваралаштва. 
 
 Игоре, математика те је привукла веома рано. Кажи нам, кад и  

како је све то почело? 
 
 Тешко је рећи. Од малих ногу, интересовало ме је много тога; зани-

мало ме је како свет око нас изгледа и функционише. Уживао сам да посма-

трам птице, да сазнајем о несталом свету диносаура и историјских догађаја, 

да читам, и поезију и прозу. Био сам чудно, радознало, некако у исти мах и 

гласно, а заправо и повучено дете.  

 Некако се ту, са почетком образовања, „ушуњала“ и математика. Она 

је у мојој породици одувек била „страно тело“. Моја мајка је професор 

клавира, са очеве стране - правници, економисти. Много касније, сазнао сам 

од родитеља да им је још васпитачица у предшколском вртићу скренула 

пажњу да ми ти почетни математички резони – логичко закључивање, про-

сторни односи – веома добро иду. Касније је у основној школи то постало 

много јасније.  
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