
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja Republike Srbije

Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

05.02.2022.

Prvi razred – A kategorija

Na pravoj AB izabrano je 2021 taqaka, tako da nijedna od Ƭih ne pripada duжi AB.1.

Dokazati da zbir rastojaƬa tih taqaka od taqke A ne moжe biti jednak zbiru rastojaƬa
tih taqaka od taqke B.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu2.

|x+ y|
1 + |x+ y| =

|x|
1 + |x| +

|y|
1 + |y| .

Odrediti sve proste brojeve p i q, takve da je (p3 + 1)q kvadrat prirodnog broja.3.

Neka su f(x) i g(x) linearne funkcije takve da grafik funkcije f(g(x)) sadrжi taqku4.

(2021, 2022), grafik funkcije g(f(x)) sadrжi taqku (2022, 2021) i vaжi f(g(x)) − g(f(x)) = 2
za svako x ∈ R. Odrediti f(2021)− g(2022).

U △ABC je a = BC, b = CA, c = AB, r polupreqnik, a S centar upisanog kruga. Neka su5.

D i E preseci simetrala unutraxƬih uglova kod temena A i B, redom, sa pravom koja
sadrжi sredixta stranica BC i CA tog trougla. Odrediti povrxinu trougla SDE.

Vreme za rad 180 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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Drugi razred – A kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu1.

x =

√

x− 1

x
+

√

1 − 1

x
.

U trouglu ABC ugao kod temena A jednak je 90◦, a ugao kod temena C jednak je 70◦. Neka2.

je P taqka duжi AB takva da je ∢ACP = 30◦, a Q taqka duжi AC takva da je ∢CPQ = 20◦.
Dokazati da je prava BQ simetrala ugla kod temena B trougla ABC.

Odrediti sve prirodne brojeve m i n takve da vaжi3.

m2022 + 2 = nm−1.

Neka su a i b realni brojevi. Dokazati da barem jedna od jednaqina4.

x2 + 2ax+ b = 0, ax2 + 2bx+ 1 = 0, bx2 + 2x+ a = 0,

ima rexeƬa u skupu realnih brojeva.

Odrediti sve prirodne brojeve n > 3 za koje postoji zatvorena izlomƩena linija koja5.

se sastoji od n duжi, tako da se svake dve duжi seku i tako da su svaka tri temena te
izlomƩene linije nekolinearna. (Dve duжi se seku ako imaju makar jednu zajedniqku
taqku; ta taqka moжe biti i krajƬa taqka duжi.)

Vreme za rad 180 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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OPXTINSKO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

05.02.2022.

Tre�i razred – A kategorija

Odrediti sve prirodne brojeve n > 3 za koje je mogu�e podeliti skup1.

{

2! − 1, 3!− 1, . . . , n! − 1
}

na dva podskupa, tako da su zbirovi elemenata u ta dva podskupa jednaki.

Ako su m,n neparni prirodni brojevi, dokazati da rexeƬa jednaqine2.

x2 + 2mx+ 2n = 0

nisu racionalni brojevi.

U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina3.

x1 + 2x2 + 3x3 + . . . + 2021x2021 + 2022x2022 = 1,
x2 + 2x3 + 3x4 + . . . + 2021x2022 + 2022x1 = 2,

...
x2022 + 2x1 + 3x2 + . . . + 2021x2020 + 2022x2021 = 2022.

Neka je ABC oxtrougli trougao, qiji je centar upisanog kruga S, a ortocentar H. Neka4.

su D,E, F dodirne taqke upisanog kruga sa BC,CA,AB, redom, a Y sredixte luka BC

kojem pripada taqka H opisanog kruga trougla BCH. Neka se normala iz B na DE i
normala iz C na FD seku u taqki X. Dokazati da je XY ⊥ EF .

Neka je S konaqan skup pozitivnih realnih brojeva qiji je zbir s. Element r ∈ S naziva se5.

razdvajaq ako se skup S \{r} moжe podeliti na dva skupa A i B (A∩ B = ∅, A∪ B = S \{r}),
tako da je zbir svih elemenata u bilo kom od A i B ne ve�i od

s

2
. Dokazati da je zbir

svih razdvajaqa ne maƬi od
s

2
.

Vreme za rad 180 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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Qetvrti razred – A kategorija

Neka je ABCD qetvorougao sa pravim uglom kod temena B i oxtrim uglom kod temena D.1.

Neka je M sredixte duжi AB, a E preseqna taqka normale na AB u taqki A i normale na
AD u taqki M . Ako je F preseqna taqka pravih EC i MD i ako je prava MC normalna
na pravu BD, dokazati da je ∢BFA = ∢EMC.

Koliko ima trojki (a, b, c) realnih brojeva, takvih da kvadratna funkcija f(x) = ax2+bx+c2.

zadovoƩava f(a) = 2abc i f(b) = f(c) = abc?

Broj n dobijen je mnoжeƬem broja 2022 i prirodnog broja qiji dekadni zapis sadrжi samo3.

cifre 0 i 2. Odrediti koje cifre u dekadnom zapisu moжe imati broj n.

Odrediti sve prirodne brojeve n takve da vaжi4.

logn+1(n
2 + 3n) + log3n(n2 − 6) = log2(n−1)(n

3 + 9).

U ravni se nalazi skup T, koji se sastoji od 25 taqaka, me�u kojima su A i B, A 6= B, tako5.

da nikoje tri taqke iz T nisu kolinearne. Neka je D skup duжi koji zadovoƩava slede�e:

–krajƬe taqke svake duжi iz D su neke dve razliqite taqke iz T;

–svaka taqka iz T razliqita od A i B je krajƬa taqka najvixe dve duжi iz D;

–za svake dve taqke iz T postoji izlomƩena linija sastavƩena od duжi iz D koja ih
povezuje;

–ukupan broj trouglova koji se moжe formirati od duжi iz D jednak je 9;

–ukupan broj zatvorenih izlomƩenih linija koje se sastoje od 4 duжi iz D jednak je 9.

(a) Dokazati da skupu D pripada duж qije su krajƬe taqke A i B.

(b) Odrediti broj taqaka iz T koje su spojene i sa taqkom A i sa taqkom B duжima iz
skupa D.

Vreme za rad 180 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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Prvi razred – B kategorija

Na zabavu je pozvano 60 Ʃudi. Oqekuje se da odziv gostiju bude 75%. Kuvar je rekao da mu1.

je potrebno 5 kilograma braxna kako bi pripremio kifle mase 120 grama, tako da svaki
gost koji do�e na zabavu dobije po dve kifle. Me�utim, kuvaru je grexkom isporuqen
kilogram braxna maƬe, te je rexio da masu svake kifle smaƬi za tre�inu. Koliko posto
moжe biti najve�i odziv gostiju, da bi svako dobio po dve kifle?

U nekom gradu je ubijen izvesni vatrogasac Poжarevi�. Policija je uhapsila trojicu2.

sumƬivih Ʃudi: profesora Algebri�a, programera Algoritmi�a i lekara Andolovi�a.
Sudija je znao da je jedan od Ƭih ubica. Na sasluxaƬu su izjavili slede�e:

(1) Algebri�: ,,Nisam ubica. Nikada ranije nisam video Algoritmi�a. Poznavao sam
pokojnog Poжarevi�a.”

(2) Algoritmi�: ,,Nisam ubica. Sa Algebri�em i Andolovi�em sam qesto igrao
poker. Algebri� nije ubica.”

(3) Andolovi�: ,,Nisam ubica. Algebri� ne govori istinu kada kaжe da nikada nije
video Algoritmi�a. Algebri� nije poznavao ubijenog.”

Ukoliko je svako od Ƭih dao dve istinite i jednu neistinitu izjavu, otkrijte ko je
ubica.

Neka su AA1, BB1 i CC1 teжixne duжi, a T teжixte trougla ABC. Neka je taqka M3.

sredixte duжi TA1, a taqka N sredixte duжi TB1. Ako je povrxina trougla ABC

jednaka P , odrediti povrxinu trougla MNC1.

U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina4.

x+ 2022y = 2022,
∣

∣|x| − |y|
∣

∣ = 1.

Odrediti sve prirodne brojeve a, b, c za koje vaжi ab = 2022 i a+ b = c3.5.

Vreme za rad 180 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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Drugi razred – B kategorija

Koliko ima parova celih brojeva (m,n) za koje vaжi1.

m2
6 n 6 m+ 6?

Koliko ima razliqitih realnih brojeva x za koje je broj
√

2022 −√
x prirodan?2.

Dokazati da ne postoje neparni celi brojevi x, y, z za koje je3.

(x+ y)2 + (x+ z)2 = (y + z)2.

U trouglu ABC je ∢ABC = 50◦ i ∢BAC = 70◦. Simetrala ugla kod temena A seqe4.

opisani krug trougla ABC u taqki D. Odrediti veliqine unutraxƬih uglova qetvo-
rougla ABDC.

Odrediti broj rexeƬa jednaqine5.

x2
1 + x1x2 + x2

2 + x2x3 + x2
3 + . . .+ x2021x2022 + x2

2022 = 1

u skupu celih brojeva.

Vreme za rad 180 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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Tre�i razred – B kategorija

Ako su a, b, c realni brojevi, tako da je a+ b+ c = 0 i a4 + b4 + c4 = 50, odrediti ab+ bc+ ca.1.

Odrediti sva realna rexeƬa jednaqine 22x − 3 · 22x−1+1 + 8 = 0.2.

Strane kocke, qija je stranica duжine 2022, su obojene crvenom bojom. Nakon toga je3.

kocka razrezana na kocke qije su stranice duжine 2, a neobojene strane dobijenih kocki
su obojene belom bojom. Odrediti odnos povrxina obojenih crvenom i belom bojom.

U trouglu ABC ugao kod temena A jednak je 90◦, a ugao kod temena C jednak je 70◦. Neka4.

je P taqka duжi AB, takva da je ∢ACP = 30◦, a Q taqka duжi AC takva da je ∢CPQ = 20◦.
Dokazati da je prava BQ simetrala ugla kod temena B trougla ABC.

Odrediti sve cele brojeve n takve da je broj (n+ 1)(n+ 2021)(n+ 2022) + 4041 prost.5.

Vreme za rad 180 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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05.02.2022.

Qetvrti razred – B kategorija

Prvi qlan aritmetiqkog niza je 24. Odrediti 2022. qlan tog niza, ako prvi, peti i1.

jedanaesti qlan istog niza predstavƩaju tri uzastopna qlana geometrijskog niza.

Ako je2.

42! = 1405006ab7752879898543142606244511569936384000000000,

odrediti nepoznate cifre a i b.

Odrediti sve a ∈ R, takve da su svi koreni polinoma3.

p(x) = x6 − 16x5 + ax4 + bx3 + cx2 + dx+ 36

prirodni brojevi.

U zavisnosti od a ∈ R rexiti sistem4.

a sin2 x + sin2 y + sin2 z = 1,
cos2 x + a cos2 y + cos2 z = 2,
cos 2x + cos 2y + a cos 2z = −2a2 + a+ 2.

Petougao ABCDE upisan je u krug. Ako je AB = CD = 1, BC = DE =
√

2 i ∢ACE = 30◦,5.

odrediti duжinu duжi EA.

Vreme za rad 180 minuta.
RexeƬa zadataka detaƩno obrazloжiti.
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REXEƫA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEƫA IZ MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

Neka su uoqene taqke X1, . . . , X2021. Kako Xi ne pripada AB, sledi |XiA − XiB| = AB za1.

svako 1 6 i 6 2021. Ako je X1A+. . .+X2021A = X1B+. . .+X2021B, onda je
2021
∑

i=1

(X1A−XiB) = 0,

a po prethodnom svaki sabirak u prethodnoj sumi jednak ili AB ili −AB. PosledƬe je
nemogu�e, poxto je AB 6= 0, a navedena suma se sastoji od neparnog broja sabiraka.

Ako je f : [0,∞) → R, f(x) = x
x+1 = 1 − 1

x+1 , onda je f strogo rastu�a. Za a, b > 0 vaжi2.

f(a+ b) = a+b
1+a+b

= a
1+a+b

+ b
1+a+b

6
a

1+a
+ b

1+b
= f(a)+ f(b) i pritom se jednakost dostiжe ako

i samo ako je ab = 0. Sledi |x+y|
1+|x+y| = f(|x+ y|) 6 f(|x| + |y|) 6 f(|x|) + f(|y|) = |x|

1+|x| + |y|
1+|y| i

pritom se jednakost dostiжe ako i samo ako je |x + y| = |x| + |y| i |xy| = 0, odnosno ako i
samo ako je makar jedan od brojeva x i y jednak 0. Dakle, skup rexeƬa navedene jednaqine
je

{

(x, y) ∈ R2 | x = 0 ∨ y = 0
}

(Tangenta, M1712).

Ako je q = 2, rexeƬe je svaki prost broj p. Ako je q 6= 2, onda je q = 2k + 1 za neko k ∈ N,3.

odnosno (p3+1)q = (p3+1)2k ·(p3+1), pa je p3+1 kvadrat prirodnog broja. Ako je p3+1 = n2,
sledi p3 = (n− 1)(n+1), a kako je p prost i 0 < n− 1 < n+1, mora biti n− 1 = 1, n+1 = p3

ili n− 1 = p, n+ 1 = p2. U prvom sluqaju je n = 2 i p3 = 3, xto ne dovodi do rexeƬa, a u
drugom p2 = p+ 2, odakle je p = −1 (xto je nemogu�e) ili p = 2.

Dakle, navedeni broj je kvadrat prirodnog broja za parove oblika (2, q), gde je q prost
broj i (p, 2), gde je p prost broj.

Kako je kompozicija linearnih funkcija tako�e linearna funkcija, to je f(g(x)) = αx+ β4.

i g(f(x)) = γx + δ, za neke α, β, γ, δ ∈ R. Kako grafik funkcije f(g(x)) sadrжi taqku
(2021, 2022) sledi 2021α+ β = 2022, kako grafik funkcije g(f(x)) sadrжi taqku (2022, 2021)
sledi 2022γ+ δ = 2021, a iz uslova f(g(x))− g(f(x)) = 2 sledi (α− γ)x+ β− δ = 2, tj. α = γ,
β − δ = 2. Sledi α = γ = β = 1, δ = −1, odnosno f(g(x)) = x+ 1, g(f(x)) = x− 1.

Neka je f(x) = ax + b, g(x) = cx + d, a, b, c, d ∈ R. Onda je f(g(x)) = a(cx + d) + b =
acx+ ad+ b = x+ 1 i g(f(x)) = cax+ cb+ d = x− 1, pa je ac = 1, ad+ b = 1, cb+ d = −1. Sledi
−a = acb+ ad = b + ad = 1, pa je a = c = −1, i b − d = 1. Dakle, vaжi f(2021) = −2021 + b,
g(2022) = −2022 + d, odakle je f(2021)− g(2022) = 1 + b− d = 2.

Neka je s = a+b+c
2 , hc visina koja odgovara stranici c, a P povrxina △ABC. Onda je5.

P = rs i P = chc

2 , pa je hc

r
= 2s

c
= a+b+c

c
> 2, na osnovu nejednakosti trougla, tj. vaжi

r < hc

2 , odnosno taqka S se nalazi izme�u pravih AB i DE. Kako je DE ‖ AB, sledi
da je △ABS ∼ △DES, a kako je S izme�u pravih DE i AB, visine ovih trouglova koje

odgovaraju taqki S su jednake hc

2 − r i r, redom. Sledi P (△SDE) =
(

hc

2
−r

r

)2 · P (△ABS) =
(hc−2r)2

4r2 · cr
2 = c(hc−2r)2

8r
. Kako je (hc−2r)c

2r
= chc

2r
− c = 2P

2r
− c = s− c, sledi hc − 2r = 2r(s−c)

c
, pa

je P (△SDE) = r(s−c)2

2c
.

Komentar. Zarad kompaktifikacije zapisa, u prethodnom rexeƬu je korix�ena sliqnost,
xto nije bilo neophodno. Na primer, ukoliko su A1 i B1 sredixta stranica BC i CA,
redom, onda su △BA1E i △DB1A jednakokraki, pa uzimaju�i u obzir raspored taqaka,

sledi DE = BA1+AB1−A1B1

2 = a+b−c
2 = s − c, odakle je P (△SDE) = (s−c)(hc−2r)

4 = r(s−c)2

2c
.

Iz istih razloga je rexeƬe izraжeno pomo�u r, iako to nije neophpdno (u proizvoƩnom

trouglu vaжi r =
√

(s−a)(s−b)(s−c)
s

).
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REXEƫA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEƫA IZ MATEMATIKE

Drugi razred – A kategorija

Mora biti x2−1
x

> 0 i x−1
x

> 0, odnosno x ∈ [−1, 0)∪ [1,∞) i x ∈ (−∞, 0)∪ [1,∞), tj. x ∈1.

[−1, 0)∪ [1,∞). Kako je
√

x− 1
x

+
√

1 − 1
x

> 0, jednaqina nema negativnih rexeƬa, pa je

dovoƩno posmatrati x ∈ [1,∞). Za x ∈ [1,∞) jednaqina je ekvivalentna sa

x2 = x− 1
x

+ 2

√

x2−1
x

· x−1
x

+ 1 − 1
x

= x+ 1 − 2
x

+ 2
x
·
√

(x− 1)2(x+ 1), odnosno sa

2
√

(x− 1)2(x+ 1) = x3 − x2 − x+ 2 = (x− 1)2(x+ 1) + 1,

tj. sa
(
√

(x− 1)2(x + 1) − 1
)2

= 0. Sledi (x − 1)2(x + 1) = 1, odnosno x(x2 − x − 1) = 0, pa

kako je x ∈ [1,∞), jedino rexeƬe jednaqine je x = 1+
√

5
2 .

Iz △ABC je BA
BC

= sin 70◦. Vaжi ∢PQA = ∢QPC + ∢PCQ = 50◦, pa iz △APQ sledi2.

AQ
PQ

= cos 50◦ = sin 40◦. Primenom sinusne

teoreme u △QPC sledi QP
CQ

= sin ∢PCQ
sin ∢QPC

=
sin 30◦

sin 20◦
, pa je

AQ
CQ

= AQ
PQ

· PQ
CQ

= sin 40◦ · sin 30◦

sin 20◦

= 2 sin 20◦ cos 20◦ · 1
2 sin 20◦

= cos 20◦ = sin 70◦ = BA
BC

.

A B

C

P

Q

Opx–22–2A2

Dakle, vaжi AQ
CQ

= BA
BC

, xto znaqi da je BQ simetrala ∢ABC.

Ako je m neparan, sledi da su m2022 i nm−1 potpuni kvadrati koji se razlikuju za 2, xto3.

je nemogu�e. Ako je m paran, onda je m2022 +2 ≡ 2 (mod 4), pa je i nm−1 ≡ 2 (mod 4). Sledi
da 2 | n, pa mora biti m− 1 6 1, odakle je m = 2 i n = 22022 + 2.

Ako je b = 0, tre�a jednaqina je 2x + a = 0 i ima realno rexeƬe x = −a
2 . Ako je b 6= 0 i4.

a = 0, druga jednaqina je 2bx+ 1 = 0 i ima realno rexeƬe x = − 1
2b

.
Ako je a 6= 0 i b 6= 0, navedene jednaqine su kvadratne. Ako nijedna od Ƭih nema realnih

rexeƬa, Ƭihove diskriminante su negativne, tj. vaжi 4a2−4b < 0, 4b2−4a < 0, 4−4ab < 0,
odnosno b > a2, a > b2, ab > 1. Iz a > b2 i b > a2 sledi a, b > 0, pa se mnoжeƬem te dve
nejednakosti dobija ab > a2b2. Sledi ab > 0, pa je ab < 1, a to je u kontradikciji sa tre�om
dobijenom vezom. Sledi da bar jedna od navedenih jednaqina ima realnih rexeƬa.

Ukoliko je A1A2 . . . An izlomƩena linija koja zadovoƩava navedene uslove, onda svaka5.

od duжi A3A4, A4A5, . . . , An−1An seqe duж A1A2, a kako nikoje tri me�u uoqenim taqkama
nisu kolinearne, sledi da se taqke Ai i Ai+1, za svako 2 < i < n, nalaze u razliqitim
poluravnima odre�enim pravom A1A2.

Ukoliko je n parno, posledƬe znaqi da A3 i An pripadaju razliqitim poluravnima
odre�enim pravom A1A2, te se duжi AnA1 i A2A3 ne mogu se�i, pa u ovom sluqaju ne
postoji izlomƩena linija sa navedenim osobinama.

Ukoliko je n neparno, tj. n = 2k+1, k ∈ N, neka je B1B2 . . . B2k+1 pravilan (2k+1)-tougao

i neka je izlomƩena linija dobijena spaja-
Ƭem temena B1+(i−1)k i B1+ik za 1 6 i 6 2k+1,
pri qemu se smatra da je teme B1+j zapravo
teme B1+j′ , gde je j′ ∈ {0, . . . , 2k} i j′ ≡ j

(mod 2k + 1), ukoliko je j > 2k + 1. Kako je
(k, 2k + 1) = 1, skup {1 + ik | 0 6 i 6 2k} qini
potpun sistem ostataka pri deƩeƬu sa 2k+1,
pa �e sva temena (2k + 1)-tougla pripadati

B9 ≡ B4

B5

B1 ≡ B11 B7 ≡ B2

B3

Opx–22–2A5



ovoj izlomƩenoj liniji. Za j 6∈ {i− k, i, i+ k}, kako BiBi+k i BjBj+k predstavƩaju dijago-
nale pravilnog (2k + 1)-tougla koje povezuju temena na rastojaƬu k (tj. kojima odgovara
centralni ugao 2kπ

2k+1 ) i koje nemaju zajedniqko teme, te duжi se seku, odakle sledi da
ova izlomƩena linija zadovoƩava zahtevane uslove (u pitaƬu je ,,n-tostrana zvezda”; na
slici Opx–22–2A5 je prikazana opisana konstrukcija u sluqaju n = 5).



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEƫA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEƫA IZ MATEMATIKE

Tre�i razred – A kategorija

Kako je n!−1 = n ·(n−1)!−1 > 2 ·(n−1)!+
(

(n−1)!−1
)

+ . . .+
(

2!−1
)

>
(

(n−1)!−1
)

+ . . .+
(

2!−1
)

1.

za n > 3, zbir elemenata koji pripadaju podskupu koji sadrжi n!−1 �e biti ve�i od zbira
qlanova drugog podskupa. Sledi da se zahtevana podela ne moжe izvrxiti ni za jedno n.

Ako je p
q

rexeƬe navedene jednaqine, gde je p ∈ Z, q ∈ N, (p, q) = 1, vaжi p2+2mpq+2nq2 = 0,2.

pa kako su navedeni brojevi celi, sledi da je p paran broj. Sledi p = 2p1 za neko p1 ∈ Z,
odakle je 4p2

1 + 4mp1q + 2nq2 = 0, pa je 2p2
1 + 2mp1q + nq2 = 0, odnosno i nq2 je paran broj.

Me�utim, kako je broj n neparan, posledƬe znaqi da 2 | q, a to je nemogu�e, poxto je
(p, q) = 1. Dakle, navedena jednaqina nema racionalnih rexeƬa.

Neka je s = x1 + x2 + . . . + x2022. SabiraƬem svih jednaqina navedenog sistema dobija se3.

s+2s+. . .+2022s = 1+2+. . .+2022, odakle je s = 1. Za 1 6 i 6 2021, oduzimaƬem i-te i i+1-ve
jednaqine dobija se x1+. . .+x2022−2022xi = i−(i+1) , tj. s−2022xi = −1, pa je xi = s+1

2022 = 2
2022 ,

dok se oduzimaƬem posledƬe i prve jednaqine dobija x1+. . .+x2021−2022x2022 = 2021, odakle
je x2022 = s−2021

2022 = − 2020
2022 .

Kako su △BDF i △CED jednakokraki (jednakost tangentnih duжi), sledi BS ⊥ DF i4.

CS ⊥ ED, pa je BS ‖ CX i CS ‖ BX. Sledi
da je qetvorougao BXCS paralelogram, pa
je sredixte duжi BC, taqka A1, istovre-
meno i sredixte duжi SX.

Ako je M sredixte luka BC opisanog
kruga △ABC koji ne sadrжi taqku A, onda
je A−S−M . Taqka H, a samim tim i Y , pri-
pada istoj poluravni odre�enoj pravom BC

kao i taqka A, poxto je △ABC oxtougli,
a kako taqka simetriqna sa H u odnosu na
A1 pripada opisanom krugu △ABC, sledi da
su luk BC kojem pripada taqka H opisanog
kruga △BCH i luk BC kojem pripada taqka
M opisanog kruga △ABC simetriqni, pa je
Y simetriqna taqki M u odnosu na A1.

Y

S

D

E

F

A

B C

X

M

H

A1

Opx–22–3A4

Dakle, qetvorougao SMXY je paralelogram (taqka A1 je sredixte i duжi MY i duжi
SX), pa je XY ‖ SM , pa kako je AM ⊥ EF , sledi XY ⊥ EF .

Neka je Σ(A) zbir elemenata skupa A ⊆ S, P =
{

(A,B) |A∩ B = ∅, A∪ B = S,Σ(A) > Σ(B)
}

,5.

µ = min
(A,B)∈P

(

Σ(A)−Σ(B)
)

> 0 i (X,Y ) ∈ P neki par za koji se ovaj minimum dostiжe. Onda

je Σ(X) + Σ(Y ) = s, a kako je Σ(X) > Σ(Y ), sledi Σ(Y ) 6
s
2 . Ako je x ∈ X proizvoƩan, na

osnovu izbora para (X,Y ) sledi

0 > Σ
(

X \ {x}
)

− Σ
(

Y ∪ {x}
)

= Σ(X) − x− (Σ(Y ) + x)

= Σ(X) − Σ(Y ) − 2x = 2 · Σ(X) − s− 2x = 2 · Σ
(

X \ {x}
)

− s,

pa je Σ
(

X \ {x}
)

< s
2 . Dakle, svaki x ∈ X je razdvajaq, pa je zbir svih razdvajaqa ne maƬi

od Σ(X) > s
2 .

Ako je s > ε > 0 i S =
{

s
2 − ε, s

2 + ε
}

, onda je element s
2 + ε jedini razdvajaq, pa je zbir

svih razdvajaqa s
2 + ε. Kako ε moжe biti proizvoƩno blisko nuli, sledi da se navedena

procena ne moжe poboƩxati.

Drugo rexeƬe. Neka je Σ(A) zbir elemenata skupa A ⊆ S, X skup svih razdvajaqa skupa
S i S \X = {x1, . . . , xk}. Ako je Σ(X) < s

2 , kako je Σ(X) < Σ
(

X ∪{x1}
)

< Σ
(

X ∪ {x1, x2}
)

<

. . . < Σ
(

X ∪{x1, . . . , xk}
)

= s, postoji 1 6 i 6 k tako da je je Σ
(

Y \ {xi}
)

< s
2 6 Σ(Y ), gde je



Y = X ∪{x1, . . . , xi}. Me�utim, onda je xi razdvajaq, xto je u kontradikciji sa izborom
skupa X, pa mora biti Σ(X) >

s
2 .

Tre�e rexeƬe. Neka su x1 6 . . . 6 xn svi elementi skupa S. Kako je x1 + . . . + xn = s,
postoji k ∈ {1, . . . , n}, tako da je

∑

i<k

xi <
s
2 6

∑

i6k

xi. Onda je xk razdvajaq, a kako je svaki

element koji je ve�i od razdvajaqa i sam razdvajaq (zaista, za j > k zbirovi elemenata
skupova {xi | i < k} i {xi | i > k, i 6= j} su ne ve�i od s

2), sledi da je zbir razdvajaqa barem
∑

i>k

xi = s− ∑

i<k

xi >
s
2 .



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEƫA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEƫA IZ MATEMATIKE

Qetvrti razred – A kategorija

Neka je H presek pravih ME i AD, a G presek pravih MC i BD. Kako je △MHA ∼ △MAE1.

i △MGB ∼ △MBC, sledi MA2 = MH ·ME

i MB2 = MC ·MG, pa kako je MA = MB,
sledi MH · ME = MC · MG, tj. EHGC je
tetivan. Sledi ∢CEM = ∢CEH = ∢MGH.

Kako je i DHMG tetivan (pravi uglovi
kod temena G i H), vaжi ∢HMD = ∢HGD,
odakle je ∢FEM + ∢EMD =

∢CEH + ∢HMD = ∢MGH + ∢HGD = 90◦,

tj. DM ⊥ CE, pa su qetvorouglovi AMFE

i MBCF tetivni.
Iz dobijenog sledi ∢FEM = ∢FAM i

∢MCF = ∢MBF , pa je △FAB ∼ △MEC,
odakle je ∢BFA = ∢EMC.

A B

C

M

D

E

H

G

F

Opx–22–4A1

Kako je u pitaƬu kvadratna funkcija, vaжi a 6= 0.2.

Ako je b = c vaжi 2ab2 = f(a) = a3+ab+b i ab2 = f(b) = ab2+b2+b. Iz druge dobijene veze
sledi b(b+ 1) = 0, tj. b ∈ {−1, 0}. Ako je b = 0, iz prve dobijene veze sledi a3 = 0, tj. a = 0,
xto je nemogu�e. Ako je b = −1, prva veza postaje p(a) = a3−3a−1 = 0. Kako je p polinom,
neprekidna je funkcija, pa kako je p(−2) = −3 < 0, p(−1) = 1 > 0, p(0) = −1 < 0, p(2) = 1 > 0,
ima bar jednu nulu na svakom od intervala (−2,−1), (−1, 0), (0, 2), a kako je deg p = 3, sledi
da p ima taqno tri nule α1, α2, α3, tako da je −2 < α1 < −1 < α2 < 0 < α3 < 2. Sa druge
strane, za svako i ∈ {1, 2, 3}, polinom fi(x) = αix

2−x−1 zadovoƩava uslove zadatka, poxto
je fi(−1) = αi = αi · (−1) · (−1) i fi(αi) = α3

i − αi − 1 = p(αi) + 2αi = 2αi = 2 · αi · (−1) · (−1).
Ako je b 6= c, sledi da su b i c nule kvadratne funkcije f(x) − abc, pa je f(x) = a(x −

b)(x − c) + abc. Sledi 2abc = f(a) = a(a − b)(a − c) + abc, a izjednaqavaƬem koeficijenata
polinoma u dobijenoj vezi se dobija b = −a(b + c) i c = 2abc, pa kako je a 6= 0, sledi
a = b + c, c(2ab − 1) = 0 i b = −a(b + c) = −a2. Iz dobijenog je c(2a3 + 1) = 0, pa je
c = 0 ili 2a3 + 1 = 0. U prvom sluqaju je a = b, pa poxto je b = −a2, vaжi a2 + a =
0, a kako je a 6= 0, sledi a = b = −1, c = 0. U drugom je 2a3 = −1, pa je a = − 1

3
√

2
,

b = −a2 = − 1
3
√

4
i c = a − b = 1

3
√

4
− 1

3
√

2
. Sa druge strane, polinomi f4(x) = −x2 − x

i f5(x) = −βx2 − β2x + β2 − β, gde je β = 1
3
√

2
, zadovoƩavaju uslove zadatka, poxto je

f4(−1) = f4(0) = 0, a kako je β3 = 1
2 , vaжi I = abc = (−β)(−β2)(β2 − β) = β2−β

2 , pa je

f5
(

−β) = −β3+β3+β2−β = β2−β = 2I, f5(−β2) = −β5+β4+β2−β = −β2

2 + β
2 +β2−β = β2−β

2 = I

i f5(β
2 − β) = −β(β2 − β)2 − β2(β2 − β) + β2 − β = (β2 − β)(−β3 + 1) = β2−β

2 = I.
Dakle, postoji 5 trojki realnih brojeva koje zadovoƩavaju navedene uslove.

Ako je n = 2022 ·m, gde je m broj qije su cifre u dekadnom zapisu iz {0, 2}, prilikom sta-3.

ndardnog mnoжeƬa ,,potpisivaƬem”, ukoliko je deo Ƭegovog dekadnog zapisa · · · edcba · · · ,
a, b, c, d, e ∈ {0, 2}, nasta�e tablica qiji je deo oblika

2a 0 · · ·
2b 0 2b · · ·

2c 0 2c 2c
2d 0 2d 2d

· · · 0 2e 2e

.

Zbir brojeva u proizvoƩnoj koloni ove tablice jednak je zbiru najvixe 3 broja oblika
2x, gde je x ∈ {0, 2}, tj. ne ve�i je od 12, pa ,,prenos” na dekadno mesto vixe vrednosti
moжe biti najvixe 1. Dakle, zbir elemenata proizvoƩne kolone je oblika 2(b+ d+ e) + δ



(pogledati tre�u kolonu u prethodnoj tablici), gde su b, d, e ∈ {0, 2}, a δ ∈ {0, 1}, a cifra
α se pojavƩuje u rezultatu ako je α = 2(b+ d+ e) + δ ili α = 2(b + d + e) + δ − 10. Kako je
2(0+0+0)+ δ = 0+ δ, 2(2+0+0)+ δ = 4+ δ, 2(2+2+0)+ δ = 8+ δ, 2(2+2+2)+ δ− 10 = 2+ δ,
sledi da se na ovaj naqin ne mogu dobiti cifre 6 i 7. Me�utim, ne moжe se dobiti ni
cifra 1, poxto bi u tom sluqaju moralo biti b = d = e = 0 i δ = 1, no to bi onda znaqilo
da je 10 6 2(a+ c+ d) = 2(a+ c) 6 8 (videti qetvrtu kolonu prethodne tablice).

Sa druge strane, mogu�e je dobiti sve cifre iz skupa {0, 2, 3, 4, 5, 8, 9}, xto se vidi na
primer iz 2022 · 2 222 200 002 202 = 4 493 288 404 452 444.

Za n ∈ N, da bi jednaqina bila definisana, mora biti n2 − 6 > 0, tj. n > 3. Za takve4.

n je (n + 1)2 = n2 + 2n + 1 < n2 + 3n, pa je logn+1(n
2 + 3n) > 2, kao i

(

2(n − 1)
)3 − n3 =

(n−2)
(

4(n−1)2 +2(n−1)n+n2
)

> 1 · (4 ·22+2 ·2 ·3+32) = 37 > 9, odakle je
(

2(n−1)
)3
> n3 +9,

pa je log2(n−1)(n
3 + 9) < 3. Sledi log3n(n2 − 6) = log2(n−1)(n

3 + 9) − logn+1(n
2 + 3n) < 1, pa je

n2 − 6 < 3n, odakle sledi n 6 4.
Ako je n = 4, onda vaжi logn+1(n

2 + 3n) = log5 28 > 2, log3n(n2 − 6) = log12 10 > 1
2 i

log2(n−1)(n
3 + 9) = log6 73 < 5

2 , pa n = 4 nije rexeƬe. Ako je n = 3, onda je logn+1(n
2 + 3n) +

log3n(n2 − 6) = log4 18 + log9 3 = log4 18 + 1
2 = log4 18 + log4 2 = log4 36 = log2(n−1)(n

3 + 9), pa
n = 3 jeste rexeƬe navedene jednaqine.

Po navedenim uslovima, graf qiji su qvorovi iz skupa T, a grane iz skupa D je prost,5.

povezan, stepen svakog qvora razliqitog od A i B je najvixe 2, a broj ciklova duжine 3,
odnosno 4, je 9. Sledi da svaki zatvoren cikl (me�u kojima su i oni duжina 3 i 4) mora
sadrжati bar jedan od qvorova A i B (stepeni qvorova cikla su 2, pa se nijedan qvor tog
cikla ne bi mogao povezati sa ostalim qvorovima grafa).

Ukoliko cikl duжine 3 sadrжi taqno jedan od qvorova A i B on je oblika A−Ai−Aj−A
ili B − Ai −Aj − B za neke Ai 6= Aj (i naravno, Ai i Aj su razliqiti od A i B), pa kako
su stepeni qvorova Ai i Aj ne ve�i od 2, ova dva qvora ne mogu biti sastavni deo bilo
kog drugog cikla. Neka takvih ciklova ima t. Preostali ciklovi duжine 3 mogu nastati
samo ako je AB grana grafa, a ima ih s, gde je s broj qvorova koji su povezani i sa A i
sa B. Dakle, ciklova duжine 3 u uoqenom grafu je t+ δs = 9, gde je vrednost δ jednaka 1
ako je AB grana uoqenog grafa, a jednaka 0 ako to nije.

Sliqno, ako cikl duжine 4 sadrжi samo jedan od qvorova A i B, on je oblika A−Ai −
Aj −Ak −A ili B −Ai −Aj −Ak −B, gde su Ai, Aj , Ak razliqiti qvorovi i ti qvorovi ne
mogu biti sastavni deo bilo kog drugog cikla. Neka je c broj takvih ciklova. Ukoliko
cikl duжine 4 sadrжi i A i B, ako je oblika A−Ai −B−Aj −A, onda su Ai i Aj povezani
i sa A i sa B, pa takvih ciklova ima

(

s
2

)

, a ako je AB grana grafa, moжe biti oblika
A − Ai − Aj − B − A, a pritom Ai i Aj ne mogu biti sastavni deo nijednog drugog cikla.
Ukoliko takvih ciklova ima r, sledi da ciklova duжine 4 ima c+

(

s
2

)

+δr = 9. Iz posledƬeg

sledi da je
(

s
2

)

6 9, pa je s 6 4.
Na osnovu dobijenog u prethodna dva pasusa je 2 + 2t + s + 3c + 2r 6 25, poxto graf

ima 25 qvorova, a ciklovi raqunati u t, c, r ,,potroxe”, redom, 2, 3, 2 qvora (koji ne mogu
uqestvovati u drugim ciklovima).

Ako je δ = 0, onda je broj ciklova duжine 3 jednak t, a duжine 4 jednak c+
(

s
2

)

, pa je t = 9

i 9 = c+
(

s
2

)

6 c+
(

4
2

)

= c+6, tj. c > 3. Me�utim, onda je 25 > 2+2t+3c > 2+2 · 9+3 · 3 > 25,
xto je nemogu�e, pa sledi prvo tvr�eƬe.

Dakle, δ = 1. Ako je s 6 3, onda je t = 9 − s > 6 i c + r = 9 −
(

s
2

)

> 6, pa je 25 >

2+(t+s)+ t+2(c+ r) > 2+9+6+2 ·6 > 25. Iz dobijene kontradikcije sledi s = 4. Postoji
graf sa navedenim osobinama u kojem je s = 4, na primer graf na slici Opx–22–4A5.

A
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Druxtvo matematiqara Srbije

REXEƫA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEƫA IZ MATEMATIKE

Prvi razred – B kategorija

Oqekivani broj gostiju je 0, 75 · 60 = 45. Poxto je predvi�eno da svaki od gostiju dobije1.

po dve kifle, potrebno je 90 kifli, odnosno ukupna masa kifli je 90 · 0, 12 kilograma.
Sliqno, ukoliko je broj gostiju x, masa kifle 0, 08 kilograma i svaki gost dobije po
2 kifle, ukupna masa kifli �e biti 2x · 0, 08 kilograma. Kako kuvar u prvom sluqaju
raspolaжe sa 5, a u drugom sa 4 kilograma braxna, sledi 90·0,12

5 = 2x·0,08
4 , odakle je

x = 54, odnosno najve�i odziv gostiju moжe biti 54
60 = 90%.

Druge i tre�e izjave Algebri�a i Andolovi�a su kontradiktorne, pa kako je svako od2.

Ƭih dao dve istinite i jednu neistinitu izjavu, Ƭihove prve izjave su istinite, odnosno
oni nisu ubice. Sledi da je ubica Algoritmi� (druga i tre�a Ƭegova izjava nisu kontra-
diktorne sa izjavama Algebri�a i Andolovi�a).

Neka je sa P (XY Z) oznaqena povrxina trougla XY Z. Onda je P (A1B1C1) = P
4 , P (TA1B1) =3.

P (TB1C1) = P (TC1A1) = 1
3 ·P (A1B1C1) = P

12 (taqka T je teжixte △A1B1C1), kao i P (TMN) =
P (TA1B1)

4 = P
48 . Vaжi P (TNC1) = 1

2 · P (TB1C1) = P
24 (poxto je TB1 = 2 · TN , a visine koje

odgovaraju stranicama TB1 i TN u △TB1C1 i △TNC1, redom, su jednake), a analogno
je P (TMC1) = 1

2 · P (TC1A1) = P
24 . Kako taqka T pripada unutraxƬosti △MNC1, sledi

P (MNC1) = P (TNC1) + P (TMC1) + P (TMN) = P
24 + P

24 + P
48 = 5

48 · P .

Vaжi x = 2022(1 − y).4.

Ako je y > 1, onda je y > 0 i x 6 0, pa druga jednaqina sistema postaje | − x − y| = 1,
tj. |x+ y| = 1. Sledi |2022 − 2021y| = 1. Ako je y ∈

(

2022
2021 ,∞

)

, dobija se 2021y− 2022 = 1, pa

je y = 2023
2021 i x = − 4044

2021 , xto jeste rexeƬe navedenog sistema. Ako je y ∈
[

1, 2022
2021

]

, onda je
2022 − 2021y = 1, pa je y = 1 i x = 0, xto je rexeƬe navedenog sistema.

Ako je y < 1, onda je x > 0. Ako je y ∈ (−∞, 0), druga jednaqina sistema postaje
|x+ y| = 1, pa je |2022− 2021y| = 1, odakle je 2022− 2021y = 1, tj. y = 1, xto ne daje rexeƬe,
poxto je u ovom sluqaju y < 0. Ako je y ∈ [0, 1), druga jednaqina sistema postaje |x−y| = 1,
pa je |2022 − 2023y| = 1. Ako je y ∈

(

2022
2023 , 1

)

, dobija se 2023y − 2022 = 1, pa je y = 1, xto ne

daje rexeƬe, poxto je u ovom sluqaju y < 1. Ako je y ∈
[

0, 2022
2023

]

, dobija se 2022− 2023y = 1,
pa je y = 2021

2023 i x = 4044
2023 , xto je rexeƬe navedenog sistema.

Dakle, rexeƬe navedenog sistema je (x, y) ∈
{

(0, 1),
(

− 4044
2021 ,

2023
2021

)

,
(

4044
2023 ,

2021
2023

)}

(Tangenta,
M1695).

Kako je ab = 2022 = 2 · 3 · 337, ako je a 6 b, sledi (a, b) ∈
{

(1, 2022), (2, 1011), (3, 674), (6, 337)
}

,5.

pa je a + b ∈ {2023, 1013, 677, 343}. Jedini broj iz posledƬeg skupa koji je tre�i stepen
prirodnog broja je 343 = 73, pa je c = 7, odnosno rexeƬe navedenog sistema je (a, b, c) ∈
{(6, 337, 7), (337, 6, 7)}.
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REXEƫA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEƫA IZ MATEMATIKE

Drugi razred – B kategorija

Kako je m2 6 m + 6, odnosno (m − 3)(m + 2) 6 0 i m ∈ Z, mora biti m ∈ {−2,−1, 0, 1, 2, 3},1.

a za takve m brojeva n za koje je m2 6 n 6 m + 6 ima 7 + m −m2. Sledi da parova koji

zadovoƩavaju navedene nejednakosti ima
3
∑

m=−2
(7 +m−m2) = 1 + 5 + 7 + 7 + 5 + 1 = 26.

Mora biti 0 6 x i
√
x 6 2022. Ako je

√

2022−√
x = n ∈ N, onda je

√
x = 2022 − n2. Ako2.

je n2 > 2022, strane posledƬe jednaqine su razliqitih znaka, pa ona nema rexeƬa. Sa
druge strane, za svako n ∈ N za koje je 2022 − n2 > 0 je x = (2022 − n2)2 rexeƬe posledƬe
jednaqine. Sledi da broj x sa navedenim osobinama postoji ako i samo ako je n prirodan
broj za koji je n2 6 2022, odnosno ako je 1 6 n 6 44, pa traжenih brojeva ima 44 (Tangenta,
M1818).

Iz navedenog uslova sledi 2x2+2xy+2xz = 2yz, tj. x2+xy+xz = yz, odakle je (x+y)(x+z) =3.

2yz. Ako su x, y, z neparni celi brojevi, onda 2 | x+ y i 2 | x+ z, pa 4 | (x+ y)(x + z), a sa
druge strane 4 ∤ 2yz, pa sledi navedeno tvr�eƬe.

Zbir uglova u △ABC je 180◦, pa je ∢BCA = 180◦ − ∢ABC − ∢CAB = 60◦. Kako je AD4.

simetrala ugla BAC, vaжi ∢CAD = ∢DAB = 35◦. Sledi ∢CBD = ∢CAD = 35◦, na osnovu
jednakosti periferijskih uglova nad teti-
vom CD, pa je ∢ABD = ∢ABC + ∢CBD =
50◦ + 35◦ = 85◦. Analogno, na osnovu je-
dnakosti periferijskih uglova nad tetivom
BD je ∢DCB = ∢DAB = 35◦, pa je ∢DCA =
∢DCB + ∢BCA = 35◦ + 60◦ = 95◦. Konaqno,
kako je zbir uglova u qetvorouglu jednak
360◦, sledi ∢BDC = 360◦−∢DCA−∢CAB−
∢ABD = 360◦ − 95◦ − 70◦ − 85◦ = 110◦.

Dakle, veliqine unutraxƬih uglova qe-
tvorougla ABDC su 70◦, 85◦, 110◦ i 95◦.

A

B

C

D

Opx–22–2B4

Jednaqina je ekvivalentna sa 2x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 + 2x2x3 + x2
3 + . . . + 2x2021x2022 + 2x2

2022 = 2,5.

odnosno sa x2
1 +

2022
∑

n=2
(xn−1 + xn)2 + x2

2022 = 2, tj. sa
2023
∑

n=1
y2

n = 2, gde je y1 = x1, yn = xn−1 + xn

za 2 6 n 6 2022 i y2023 = x2022. Pritom su brojevi (yn)2023n=1 celi ako i samo ako su brojevi
(xn)2022n=1 celi. Tako�e, izbor brojeva (xn)2022n=1 jednoznaqno odre�uje izbor brojeva (yn)2023n=1

za koje vaжi
2023
∑

n=1
(−1)nyn = 0, a vaжi i obrnuto, bilo koji izbor brojeva (yn)2023n=1 za koje

vaжi
2023
∑

n=1
(−1)nyn = 0 jednoznaqno odre�uje izbor brojeva (xn)2022n=1 (iz veza x1 = y1 i xn =

yn−xn−1 za 2 6 n 6 2022 se dobijaju (xn)2022n=1 , a navedeni uslov obezbe�uje da je i jednaqina
y2023 = x2022 zadovoƩena).

Kako je
2023
∑

n=1
y2

n = 2 i kako su yn celi, za 1 6 n 6 2023, sledi da je y2
i = y2

j = 1 za neke

1 6 i < j 6 2023, dok je yk = 0 za k 6∈ {i, j}. Sledi da je yi, yj ∈ {−1, 1}, me�utim, zbog

uslova
2023
∑

n=1
(−1)nyn = 0, izbor yi jednoznaqno odre�uje yj, a kako je utvr�eno, takav izbor

jednoznaqno odre�uje izbor celih (xn)2022n=1 koji zadovoƩavaju navedenu jednaqinu. Par
(i, j) pri uslovu 1 6 n 6 2023 se moжe izabrati na

(

2023
2

)

naqina, nakon toga se na 2 naqina
moжe izabrati yi ∈ {−1, 1}, a to po utvr�enom jednoznaqno odre�uje svaki (xn)2022n=1 koji
zadovoƩava uslove zadatka, pa je broj rexeƬa navedene jednaqine u skupu celih brojeva
jednak 2 ·

(

2023
2

)

= 2022 · 2023.
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Tre�i razred – B kategorija

Iz a+ b+ c = 0 sledi a2 + b2 + c2 = −2(ab+ bc+ ca), pa je a4 + b4 + c4 + 2(a2b2 + b2c2 + c2a2) =1.

4(a2b2 + b2c2 + c2a2)+8abc(a+ b+ c), odnosno, uz uslove zadatka, sledi a2b2 + b2c2 + c2a2 = 25.
Kako je (ab+ bc+ ca)2 = a2b2 + b2c2 + c2a2 + 2abc(a+ b+ c), sledi (ab+ bc+ ca)2 = 25, a poxto

je ab+ bc+ ca = −a2+b2+c2

2 6 0, sledi ab+ bc+ ca = −5.

Komentar. Postoje realni brojevi sa navedenim osobinama. Na primer, brojevi a =
√

5,
b = −

√
5, c = 0 zadovoƩavaju navedene uslove.

Ako je y = 2x−1, sledi 22y − 3 · 2y+1 + 8 = 0, tj. 22y − 6 · 2y + 8 = 0, odnosno (2y − 2)(2y − 4) = 0,2.

pa je 2y ∈ {2, 4}. Ako je 2y = 2, sledi y = 1, tj. 2x−1 = 1, pa je x = 1. Ako je 2y = 4, sledi
y = 2, tj. 2x−1 = 2, pa je x = 2.

Povrxina obojena crvenom bojom jednaka je povrxini kocke stranice 2022, odnosno 6·20222.3.

Nakon razrezivaƬa, dobija se 10113 kocki stranice 2, Ƭihova ukupna povrxina je 10113 ·6 ·
22 = 1011·6·20222, pa je povrxina obojena belom bojom jednaka 1011·6·20222−6·20222. Dakle,

odnos povrxina obojenih crvenom i belom bojom jednak je 6·20222

1011·6·20222−6·20222 = 1
1011−1 = 1

1010
(Tangenta, M1756).

Iz △ABC je BA
BC

= sin 70◦. Vaжi ∢PQA = ∢QPC + ∢PCQ = 50◦, pa iz △APQ sledi4.

AQ
PQ

= cos 50◦ = sin 40◦. Primenom sinusne

teoreme u △QPC sledi QP
CQ

= sin ∢PCQ
sin ∢QPC

=
sin 30◦

sin 20◦
, pa je

AQ
CQ

= AQ
PQ

· PQ
CQ

= sin 40◦ · sin 30◦

sin 20◦

= 2 sin 20◦ cos 20◦ · 1
2 sin 20◦

= cos 20◦ = sin 70◦ = BA
BC

.

A B

C

P

Q

Opx–22–3B4

Dakle, vaжi AQ
CQ

= BA
BC

, xto znaqi da je BQ simetrala ∢ABC.

Kako brojevi 1, 2021, 2022 daju ostatke 1, 2, 0, redom, pri deƩeƬu sa 3, barem jedan od5.

brojeva n+1, n+2021, n+2022 je deƩiv sa 3, pa je i (n+1)(n+2021)(n+2022)+4041 deƩiv
sa 3. Kako je u pitaƬu prost broj, mora biti jednak 3, odnosno vaжi

(n+ 1)(n+ 2021)(n+ 2022) = −4038 = −2 · 3 · 673.

Sledi da je bar jedan od brojeva n + 1, n + 2021, n + 2022 deƩiv sa 673. Ukoliko to
nije n + 1, onda je

∣

∣(n + 2021)(n + 2022)
∣

∣ > 673 · 672, te ne bi mogla da vaжi dobijena
jednakost, pa 673 | n + 1. Kako je n + 1 < n + 2021 < n + 2022 i kako je proizvod navedena
tri broja negativan, n + 1 mora biti negativan, a n + 2021 i n + 2022 su istog znaka.
Ako je n + 2022 negativan, poxto su u pitaƬu celi brojevi, onda vaжi n + 2022 6 −1,
n + 2021 6 −2 i n + 1 6 −2022, pa je

∣

∣(n + 1)(n + 2021)(n + 2022)
∣

∣ > 2 · 2022 > 4038, xto je
nemogu�e. Sledi da je n + 2022 > n + 2021 > 0, pa kako su u pitaƬu celi brojevi, vaжi
n > −2020. Ako je n > −2018, onda je n+ 2021 > 3 i n+ 2022 > 4, pa kako 673 | n+ 1, sledi
∣

∣(n + 1)(n+ 2021)(n+ 2022)
∣

∣ > 3 · 4 · 673 > 4038, xto je nemogu�e. Sledi n ∈ {−2020,−2019},
pa kako 673 | n+ 1, mora biti n = −2020, xto jeste broj sa navedenim svojstvima.
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Ako je uoqeni aritmetiqki niz (an)n∈N i d Ƭegov korak, vaжi an = a1+(n−1)d za n ∈ N. Po1.

uslovima zadatka je a1a11 = a2
5, odnosno 24 · (24+10d) = (24+4d)2, pa je d2 − 3d = 0, odnosno

d ∈ {0, 3}. Ako je d = 0, onda je a2022 = 24, a ako je d = 3, onda je a2022 = 24 + 2021 · 3 = 6 087.

Kako je 42! deƩiv sa 9, sledi da je zbir cifara ovog broja deƩiv sa 9, odakle sledi da2.

9 | a + b + 187, odnosno 9 | a + b − 2. Kako je 42! deƩiv sa 11, sledi da je broj dobijen
kao razlika zbira cifara koje se nalaze na neparnim i zbira cifara koje se nalaze na
parnim mestima u dekadnom zapisu deƩiv sa 11, odakle sledi da 11 | a − b + 33, odnosno
11 | a − b. Kako su a i b cifre, vaжi −9 6 a − b 6 9, pa kako 11 | a − b, sledi a = b. Kako
9 | a+ b− 2, sledi 9 | a− 1, pa kako su a i b cifre, mora biti a = b = 1.

Po Vijetovim pravilima je x1+. . .+x6 = 16 i x1·. . .·x6 = 36, gde su x1 > . . . > x6 koreni poli-3.

noma p. Kako su u pitaƬu prirodni brojevi, moraju biti iz skupa {1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36}.
Sledi da je x1 ∈ {3, 4, 6, 9, 12, 18, 36}. Ne moжe biti x1 = 36, kao ni x1 = 18, poxto bi
onda zbir korena bio ve�i od 16. Ako je x1 = 12, onda je x2 · . . . · x6 = 3, pa je x2 = 3 i
x3 = . . . = x6 = 1. Me�utim, onda je x1 + . . . + x6 = 18 6= 16, pa u ovom sluqaju ne postoji
polinom sa navedenim osobinama. Ako je x1 = 9, onda je x2 · . . . · x6 = 4, pa je ili x2 = 4,
x3 = . . . = x6 = 1 ili x2 = x3 = 2, x4 = x5 = x6 = 1, xto u prvom sluqaju dovodi do
x1 + . . . + x6 = 17 6= 16, a u drugom dovodi do rexeƬa (x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (9, 2, 2, 1, 1, 1).
Ako je x1 = 6, onda je x2 · . . . · x6 = 6, pa je ili x2 = 6, x3 = . . . = x6 = 1 ili x2 = 3,
x3 = 2, x4 = x5 = x6 = 1, xto u drugom sluqaju dovodi do x1 + . . .+ x6 = 14 6= 16, a u prvom
dovodi do rexeƬa (x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (6, 6, 1, 1, 1, 1). Ako je x1 = 4, onda je x2 = x3 = 3,
x4 = x5 = x6 = 1, pa je x1 + . . . + x6 = 13 6= 16, a ako je x1 = 3, onda je x2 = 3, x3 = x4 = 2,
x5 = x6 = 1, pa je x1 + . . .+x6 = 12 6= 16, odnosno ni u ovim sluqajevima ne postoji polinom
sa navedenim osobinama.

Dakle, postoji dva polinoma sa navedenim osobinama,

(x− 9)(x− 2)2(x − 1)3 = x6 − 16x5 + 82x4 − 196x3 + 241x2 − 148x+ 36
i (x − 6)2(x− 1)4 = x6 − 16x5 + 90x4 − 220x3 + 265x2 − 156x+ 36,

pa je a ∈ {82, 90} (Tangenta, M1803).

Ako je p = sin2 x ∈ [0, 1], q = sin2 y ∈ [0, 1], r = sin2 z ∈ [0, 1], korix�eƬem cos2 t = 1 − sin2 t i4.

cos 2t = 1 − 2 sin2 t, dobija se sistem linearnih jednaqina

ap+ q + r = 1, p+ aq + r = a, p+ q + ar = a2.

SabiraƬem dobijenih jednaqina dobija se (a+2)(p+q+r) = 1+a+a2, xto za a = −2 dovodi

do 0 = 3, odnosno u tom sluqaju nema rexeƬa, dok se za a 6= −2 dobija p+ q + r = 1+a+a2

2+a
.

OduzimaƬem dobijene jednaqine od ostalih jednaqina sistema, sledi

(a− 1)p = 1 − 1+a+a2

2+a
= 1−a2

2+a
, (a− 1)q = a−1

2+a
, (a− 1)r = (a−1)(a+1)2

2+a
.

Ukoliko je a = 1, sistem se svodi na p + q + r = 1, odakle je (p, q, r) = (m,n, 1 −m − n)
za m,n ∈ R. Kako je p, q, r ∈ [0, 1], mora biti m,n > 0 i m + n 6 1, pa je rexeƬe polaznog
sistema (x, y, z) ∈

{

(± arcsin
√
m+ 2k1π,± arcsin

√
n+ 2k2π,± arcsin

√
1 −m− n+ 2k3π) |m,n ∈

[0, 1],m+ n ∈ [0, 1], k1, k2, k3 ∈ Z
}

.

Ukoliko je a 6= 1 i a 6= −2, dobija se p = −a+1
a+2 , q = 1

a+2 , r = (a+1)2

a+2 . Me�utim, kako su
p, q, r ∈ [0, 1] i kako p > 0 dovodi do a ∈ (−2,−1], a q 6 1 do a ∈ (−∞,−2)∪ [−1,∞), sledi
da mora biti a = −1. U tom sluqaju je (p, q, r) = (0, 1, 0) tj. (x, y, z) ∈

{(

k1π,
π
2 + 2k2π, k3π

)

|
k1, k2, k3 ∈ Z

}

.

Drugo rexeƬe. Kao i u prvom rexeƬu, smenom p = sin2 x ∈ [0, 1], q = sin2 y ∈ [0, 1], r = sin2 z ∈
[0, 1] se dobija sistem linearnih jednaqina ap+ q + r = 1, p+ aq + r = a, p+ q + ar = a2, a



odgovaraju�e determinante sistema su ∆ = (a+2)(a−1)2, ∆p = −(a+1)(a−1)2, ∆q = (a−1)2,
∆r = (a − 1)2(a + 1)2, pa primena Kramerove teoreme dovodi do diskusije analogne onoj
koja je sprovedena u prvom rexeƬu.

Neka su α, β ∈
(

0, π
2

]

uglovi nad tetivama AB i BC, redom, u opisanom krugu petougla5.

ABCDE, polupreqnika R. Onda su centralni uglovi nad AB i CD jednaki 2α, nad BC i
DE jednaki 2β, a nad AE jednak 60◦, pa je 4(α+ β) + 60◦ = 360◦, odnosno α+ β = 75◦. Kako

je sinα = AB
2R

= 1
2R

, sinβ = BC
2R

= 1√
2R

, cosα =
√

1 − 1
4R2 =

√
4R2−1
2R

i cosβ =
√

1 − 1
2R2 =

√
2R2−1√

2R
, sledi cos(α + β) = cos 75◦ =

√

1+cos 150◦

2 =

√

2−
√

3
4 =

√
4−2

√
3

2
√

2
=

√
3−1

2
√

2
, odnosno

√
(2R2−1)(4R2−1)

2
√

2R2
− 1

2
√

2R2
=

√
3−1

2
√

2
, tj.

√

(2R2 − 1)(4R2 − 1) = 1 + (
√

3 − 1)R2. KvadriraƬem

dobijene veze dobija se 8R4 − 6R2 + 1 = 1 + 2(
√

3− 1)R2 + (
√

3− 1)2R4, odakle, sre�ivaƬem

i kako je R 6= 0, sledi
(

8 − (
√

3 − 1)2
)

R2 = 4 + 2
√

3, tj. R2 = 4+2
√

3
8−4+2

√
3

= 1. Kako je R > 0,

sledi R = 1, pa kako je AE tetiva nad centralim uglom od 60◦, sledi AE = R = 1.

Drugo rexeƬe. Neka je ∢BCA = ϕ i ∢CAB =
ψ. Kako je AB = CD, vaжi ∢DEC = ϕ,
a kako je BC = DE, vaжi ∢ECD = ψ, pa
su △ABC i △CDE podudarni. Analogno,
Ƭima je podudaran i △DCB. Kako je
∢ABC = 180◦ − ϕ− ψ i ∢BCD = ϕ+ 30◦ + ψ,
sledi ϕ + ψ = 75◦ i ∢ABC = ∢CDE = 105◦.
Iz kosinusne teoreme, primeƬene na △ABC
i △CDE, sledi AC2 = EC2 = 12 + (

√
2)2 − 2 ·

1 ·
√

2 ·cos 105◦ = 3−2
√

2 ·cos 105◦ = 2+
√

3, jer
je, kao u prvom rexeƬu, cos 105◦ = − cos 75◦ =
1−

√
3

2
√

2
, pa iz kosunusne teoreme primeƬene

A B

C

D

E

Opx–22–4B5

na △ACE sledi AE2 = AC2 +EC2 −2 ·AC ·EC · cos 30◦ = (2−
√

3)AC2 = (2−
√

3)(2+
√

3) = 1,
odnosno AE = 1.

Komentar. Iz prvog rexeƬa vidimo da je EA = 1 i ako je ∢ACE = 30◦, bilo koje dve od
AB,BC,CD,DE jednake 1, a preostale dve jednake

√
2.


