
OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA 2020/2021.

Rexeǌa

Posledǌa qetvorica xahista su u me�usobnim partijama osvojili ukupno 6 poena, pa i1A.1.
drugoplasirani ima bar 6 poena.

S druge strane, prva dvojica imaju ukupno najvixe 13 poena, pa drugoplasirani nije
mogao imati 6,5, tj. imao je taqno 6. Toliko imaju i posledǌa qetvorica u zbiru.

Prema tome, posledǌa qetvorica nisu osvojila nikakve poene protiv prve qetvorice.
Izme�u ostalog, tre�eplasirani je pobedio sedmoplasiranog.

Za proizvoǉne skupove X i Y i prirodan broj n oznaqimo S1 = S3 = · · · = X, S2 = S4 =1A.2.
· · · = Y i

Dn = Sn \ (Sn−1 \ (· · · \ S1)) i En = Sn△(Sn−1△(. . .△S1)).

Pitaǌe zadatka je za koje n vaжi Dn = En ako je X 6⊆ Y i Y 6⊆ X.

Imamo D1 = X, D2 = Y \X i D3 = X\D2 = X = D1, pa je nadaǉe niz D1, D2, . . . periodiqan:

X, Y \X, X, Y \X, X, Y \X, . . .

S druge strane, E1 = X, E2 = Y△X, E3 = X△E2 = Y , E4 = Y△E3 = ∅ i E5 = X, pa je i
niz E1, E2, . . . periodiqan:

X, Y△X, Y, ∅, X, Y△X, Y, ∅, . . .
Qlanovi ovih dvaju nizova se poklapaju samo kada je n ≡ 1 (mod 4): tada je Dn = En = X.

AA1 B C

D

D1

O

y

Neka su A1 i D1 redom taqke simetriqne taqki B u odnosu1A.3.
na A i D. Poxto je A1 sredixte hipotenuze u pravouglom
trouglu ODB, vaжi DA1 = A1B = 2 = BC. Tako�e je DD1 =
BD i ∢D1DA1 = 90◦+∢ODA1 = 90◦+∢DOB = ∢DBC. Sledi
da je △A1DD1

∼= △CBD i odatle CD = A1D1 = 2AD, jer je
AD sredǌa linija u △DA1D1.

Dru ı̄o rexeǌe. Oznaqimo sa A′ i C′ podnoжja normala iz A i C na pravu Oy. Kako je na osnovu

Talesove teoreme OC′

OA′
= BC

BA
= 2 = OC

OA
= CC′

AA′
, sledi da su trouglovi CC′D i AA′D sliqni

s koeficijentom 2, te je CD = 2AD.

Ako je n > 5, onda je bar jedan od datih brojeva deǉiv sa 5, pa postavǉaǌem ǌega na1A.4.
poziciju bn dobijamo broj deǉiv sa 5.

Ako je n = 3, onda je broj b1b2b3 ≡ b1 + b2 + b3 ≡ 0 (mod 3) deǉiv sa 3.

Najzad, za n = 4 uzimaǌem (b1, b2, b3, b4) = (a, a+2, a+6, a+4) dobijamo broj deǉiv sa 11:
b1b2b3b4 = 109a+ 106(a+2) + 103(a+6) + (a+4) ≡ −a+ (a+2)− (a+6) + (a+4) = 0 (mod 11).

(a) Neka su boje u prvoj vrsti 1, 2, 3, 4, tim redom. Primetimo da postoji bar jedan tra-1A.5.

n = 5 :

n = 4 :

0 parova 16 parova

2 para 10 parova

1 2 3 4

3 4 1 2

2 1 4 3

4 3 2 1

1 2 3 4

2 1 4 3

3 4 1 2

4 3 2 1

1 2 3 4 5

3 4 5 1 2

5 1 2 3 4

2 3 4 5 1

4 5 1 2 3

1 2 3 4 5

5 1 2 3 4

4 5 1 2 3

3 4 5 1 2

2 3 4 5 1

жeni par poǉa u boji 1. Zaista, poǉe u tre�oj koloni
obojeno bojom 1 ima bar jednog dijagonalnog suseda iste
boje. Sliqno, postoji traжeni par u boji 4, xto ukupno
daje bar dva para. S druge strane, u bojama 2 i 3 postoje
najvixe po dva takva para, pa ukupno nema vixe od 10
traжenih parova. Slika daje primere sa 2 i 10 parova.

(b) U jednoj boji mogu postojati 4 traжena para samo ako
se ta boja pruжa po dijagonali. Dakle, u bojama 2, 3 i 4 po-
stoje najvixe po tri para, kao i u bar jednoj od boja 1 i 5. Tako u ovom sluqaju ima
najvixe 4 · 3 + 4 = 16 parova. Slika daje primere sa 0 i 16 parova.
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Poxto funkcija f nema realnih nula, ǌena diskriminanta je negativna:2A.1.

0 > D = b2 − 4ac = (a+ c+ 1)2 − 4ac = (a− c)2 + 2(a+ c) + 1 = (a− c)2 + 2b− 1 > 2b− 1,

odakle sledi b < 1
2
.

Oznaqimo x = a
b
. Tada je x+ 1

x
= a2+b2

ab
= 2c, tj. x2−2cx+1 = 0 za neko c ∈ (−1, 1). Dobijamo2A.2.

x = c± i
√

1− c2 ⇒ |x| =
√

c2 + (1−c2) = 1 ⇒ |a| = |b|.

Posmatraju�i brojeve na kuglicama po modulu 3, smatra�emo da imamo 9 kuglica s2A.3.
brojem 1 i po 8 s brojevima 0 i 2. Kako je zbir svih brojeva 9 · 1 + 8 · 2 + 8 · 0 ≡ 1 (mod 3),
Alimpije pobe�uje ako posledǌi broj u kutiji bude 1.

Zato �e Alimpije poqeti igru kuglicom s brojem 2. Kako nijedan igraq ne жeli da
izgubi, slede�i broj razliqit od nule mora�e da bude opet 2, pa 1, pa redom 2, 1, 2, 1, . . . ,
2, 1. Kada se potroxi 7 jedinica i svih 8 dvojki, u kutiji �e ostati dve jedinice i neko-
liko nula. Igraq koji bude prinu�en da postavi jedinicu gubi, a to �e biti Vartolomej.

Pri rotaciji oko taqke R za 90◦ koja slika taqku A u B, taqka P se slika u neku taqku2A.4.

A

B

C

O

P

Q

R

S

S. Pri tome je RP =
√
2
2

· SP i BS = AP = BO.

Daǉe, ako uglove trougla ABC oznaqimo uo-
biqajeno sa α, β i γ, imamo ∢ABO = 90◦ − γ,
∢BAP = 90◦ − ∢ABO = γ i ∢RBS = ∢RAP =
45◦+γ, dok je ∢RBO = 45◦+∢ABO = 135◦−γ =
180◦ − ∢RBS. Sledi da su taqke O, B i R ko-
linearne, tj. B je sredixte duжi OS, pa je
SP = 2BQ i, najzad, RP =

√
2 · BQ.

Neka je 2a+ b = 3x, 2b+ c = 3y i 2c+ a = 3z. Ako je x = y = z, onda je a = b = c = 3x−1.2A.5.

Pretpostavimo, bez smaǌeǌa opxtosti, da je z < y = max{x, y, z}. Ako je i x < y, onda je

9a = 4(2a+ b)− 2(2b+ c) + (2c+ a) = 4 · 3x − 2 · 3y + 3z 6
(

4
3
− 2 + 1

3

)

3y < 0,

xto nije dozvoǉeno. Zato mora biti x = y. Tako�e, iz

0 < 9c = 4(2c+ a)− 2(2a+ b) + (2b+ c) = 4 · 2z − 3x

sledi da je z = x− 1. Sada lako nalazimo (a, b, c) = (7 · 3x−3, 13 · 3x−3, 3x−3).

Sve u svemu, jedina rexeǌa (x, y, z) su (3t, 3t, 3t) i (7 · 3t, 13 · 3t, 3t), gde je t ∈ N0.

Primetimo da je3A.1.
5 · 22021 = 10 · 22020 = 102020·log10 2+1 > 10609,02.

Prema tome, broj 5 · 22021 ima bar 610 cifara.

Ako se u ovom broju nijedna cifra ne pojavǉuje 62 puta, onda se svaka od cifara 0, 1,
2, . . . , 9 pojavǉuje taqno 61 puta, ali tada je zbir cifara ovog broja 61 ·45, xto je deǉivo
sa 9, pa 9 | 5 · 22021, xto nije taqno. Ova kontradikcija zavrxava dokaz.

Na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine vaжi3A.2.

2x
2

(2y)2
+

2y
2

(2z)2
+

2z
2

(2x)2
> 3 3

√

2x2

(2y)2
· 2y2

(2z)2
· 2z2

(2x)2
= 3

3
√
2x2+y2+z2−2x−2y−2z > 3

3
√
2−3 =

3

2
,

jer je x2 + y2 + z2 − 2x− 2y− 2z = (x− 1)2 +(y− 1)2 +(z− 1)2 − 3 > −3. Jednakost vaжi samo
ako je (x, y, z) = (1, 1, 1), pa je to jedina trojka koja zadovoǉava uslov zadatka.
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Dovoǉno je dokazati da, ako neki n-elementni podskup C = {c1, c2, . . . , cn} ⊂ N pripada3A.3.
familiji F , onda i bilo koji drugi n-elementni podskup D = {d1, d2, . . . , dn} ⊂ N pripada
familiji F .

Pokaza�emo indukcijom po i da svaki od podskupova Ci = {d1, . . . , di, ci+1, . . . , cn} pripada
familiji F . Znamo da C0 = C ∈ F , a ako Ci ∈ F za 0 6 i < n, onda po uslovu zadatka
Ci∪{di+1} 6∈ F i Ci+1 ∈ F , jer Ci ⊂ Ci∪{di+1} ⊃ Ci+1. Indukcija je gotova, pa D = Cn ∈ F .

Podsetimo se da, ako upisani krug trougla ABC dodiruje stranicu AC u taqki E, a M3A.4.

A B

CD

E
F

O

P

Q

R

S

Xje sredixte duжi AC, onda je ME = |AB−BC|
2

.

Prema tome, OQ = |AB−BC|
2

= |AB−AD|
2

= OS, tj.
taqka O ima jednaku potenciju u odnosu na krugove
ω1 i ω2. Dovoǉno je dokazati da je OX radikalna
osa ovih dvaju krugova, tj. da i taqka X ima jed-
nake potencije u odnosu na oba kruga. Dakle, treba
dokazati da je XP · XQ = XR · XS, tj. da taqke
P,Q,R, S leжe na istom krugu. Poxto su trouglovi
APQ, BRS i OQS jednakokraki, imamo ∢PQS = ∢PQA+∢OQS = 180◦−∢PAQ

2
+ 180◦−∢QOS

2
=

180◦− ∢BAO+∢AOB
2

= 90◦+ ∢OBA
2

, dok je ∢SRP = 90◦− ∢ABO
2

. Dakle, ∢PQS+∢SRP = 180◦,
odakle sledi tvr�eǌe.

Odgovor je ga. Na slici je krug podeǉen na 6 podudarnih delova lukovima3A.5.
od po 60◦, a zatim je svaki deo podeǉen na dva podudarna dela.

Odgovor je ne. Naime, kad god je 2x − 1 sloжen broj, broj n = x2 se ne moжe prikazati4A.1.
u жeǉenom obliku. Zaista, ako vaжi n = a2 + b za neke prirodne brojeve a i b, onda je
b = (x+ a)(x − a), xto je za a < x− 1 sloжen broj, a za a = x− 1 je b = 2x− 1, xto je opet
sloжen broj.

Ako je q koliqnik datog niza, onda je Sn = (1 + q + · · · + qn−1)a1. Niz je rastu�i ako je4A.2.
a2 − a1 = (q − 1)a1 > 0, a uslov S2021 = 20S21 se svodi na P (q) = 0, gde je

P (x) = 1 + x+ · · ·+ x2020 − 20(1 + x+ · · ·+ x20).

Kako je P (0) < 0 < P (1), polinom P (x) ima nulu q ∈ (0, 1). Jox samo treba uzeti a1 < 0 da
bi niz (an) bio rastu�i. Dakle, odgovor je ga.

Neka je data matrica A = [Aij ]
4
i,j=1, gde su aij = ±1. Mnoжeǌem vrsta i kolona sa ±1 ne4A.3.

meǌa se vrednost | detA|, pa se moжe smatrati bez smaǌeǌa opxtosti da su svi elementi
prve vrste i prve kolone jednaki −1. Oduzimaǌem prve od ostalih vrsta detA se ne
meǌa:

detA =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 −1 −1 −1
−1 a22 a23 a24
−1 a32 a33 a34
−1 a42 a43 a44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 −1 −1 −1
0 2b22 2b23 2b24
0 2b32 2b33 2b34
0 2b42 2b43 2b44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −8 detB za B =





b22 b23 b24
b32 b33 b34
b42 b43 b44



 ,

pri qemu su svi elementi bij = 1
2
(aij + 1) brojevi iz skupa {0, 1}. Daǉe, kako je me�u

elementima bi bar jedna nula (u suprotnom je detB = 0), recimo b42 = 0, sledi da je

−2 6 detB = b22(b33b44 − b34b43) + b32(b24b43 − b23b44) 6 2 i odatle detA 6 16.

Vrednost 16 se dostiжe npr. za a24 = a33 = a42 = −1 i a22 = a23 = a32 = a34 = a42 = a43 = 1.
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B
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PX
Y

Ako je P presek dijagonala AC i BD, onda je ∢PAX = 60◦4A.4.
i ∢XDP = 180◦ − ∢BDF = 120◦, pa je qetvorougao APDX

tetivan. Analogno je i BPCY tetivan qetvorougao. Sledi da
je ∢BPY = ∢BCY = 120◦ − ∢ACB = ∢DCA = 60◦ − ∢CAD =
∢DAX = ∢DPX, pa taqka P leжi na pravoj XY .

Za i ∈ {1, 2, . . . , k} kaжemo da kugle na pozicijama i, i+ k, i+2k, . . . qine i-x̄̄u klasu. Jednim4A.5.
mereǌem moжemo da uporedimo dve uzastopne kugle iz iste klase (tj. m i m+ k).

(i) Ako u nekoj klasi sve kugle teжe isto, onda su sve srebrne ili sve olovne. (Ako je
pritom u toj klasi vixe od d kugli, onda je cela klasa od olova.)

(ii) U suprotnom lako razdvajamo teжe (olovne) od lakxih (srebrnih) kugli.

Ako je (d+ 1)k 6 n, svaka klasa ima vixe od d kugli, pa ovako pronalazimo sve srebrne.

Ako je (d+1)k = n+1, onda jedna klasa ima d kugli (zovemo je malom), a ostale (velike)
po d+1. U velikim klasama lako nalazimo sve srebrne kugle. Ako ne prona�emo nijednu,
onda je bar jedna u maloj klasi srebrna, pa ih sve moжemo odrediti kao xto je opisano.
U suprotnom mala klasa sadrжi bar jednu kuglu od olova, pa moжemo prona�i i ostale.

Najzad, ako je (d + 1)k > n + 1, onda i (k−1)-ta i k-ta klasa imaju najvixe po d kugli.
Ako je jedna od te dve klase cela od srebra, a sve ostale cele od olova, terazije �e u
svakom mereǌu pokazati ravnoteжu, pa nema naqina da otkrijemo koja klasa je srebrna.

Dakle, odgovor je najve�e d za koje je (d+ 1)k 6 n+ 1, tj. dmax = ⌊n+1
k

⌋ − 1.

Za n < 3 nema rexeǌa. S druge strane, ako je n > 3, broj n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n je deǉiv sa 3,1B.1.
dok 100100 to nije, pa ni tada nema rexeǌa. Dakle, odgovor je ne.

A B

C

C′

D

E

b

b4b a−b

h h

a
+
b

Oznaqimo sa C′ podnoжje normale iz taqke C na pravu AB.1B.2.
Neka je AB = a, AC′ = CD = b i CC′ = AD = h.

Pitagorina teorema u trouglovima CC′B, BAD i EAD nam
daje

h2 = (a+ b)2 − (a− b)2 = 4ab,

BD2 = a2 + h2 = a2 + 4ab, DE2 = (4b)2 + h2 = 16b2 + 4ab.

Najzad, kako je BD2 +DE2 = a2 + 8ab + 16b2 = (a + 4b)2 = BE2, iz (obratne) Pitagorine
teoreme u trouglu BDE sledi da je ∢BDE = 90◦.

Neka su zelene kuglice ve� pore�ane. Plave kuglice postavǉamo izme�u ǌih - svaku na1B.3.
jednu od 8 mogu�ih pozicija. Poxto nema susednih plavih kuglica, na xest pozicija
�emo staviti po jednu plavu kuglicu, a dve pozicije �e ostati prazne. Te dve pozicije
mogu se odabrati na 8·7

2
= 28 naqina. Dakle, odgovor je 28.

Vaжi A \ (B \A) = A ∩ (B ∩ A) = A ∩ (B ∪ A) = A i A \ (B \ (A \ (B \A))) = A \ (B \A) = A.1B.4.

S druge strane,

A△(B△A) = (A \ (B△A)) ∪ ((B△A) \A) = (A ∩B) ∪ (B \A) = B

i, daǉe, B△(A△(B△A)) = B△B = ∅ i A△(B△(A△(B△A))) = A△∅ = A.

Neka je to broj x = 100a+ 10b+ c.1B.5.

Broj x+ b = 100a+ 11b+ c = a+ c+ 11(9a+ b) je deǉiv sa 11, pa je a+ c = 11.

Daǉe, broj x + c = 100a+ 10b + 2c = 98a+ 10b + 22 = 10b+ 1 + 7(14a+ 3) je deǉiv sa 7, tj.
7 | 10b+ 1, pa je b = 2 ili b = 9.

4



Najzad, broj x+ a = 100a+ 10b+ 11 = 10(10a+ b+ 5)− 39 je deǉiv sa 13, pa 13 | 10a+ b+ 5.
Ako je b = 2, onda 13 | 10a+ 7 = 10(a+ 2)− 13, pa 13 | a + 2, xto je nemogu�e. Sledi da je
b = 9 i 13 | 10a+ 14 = 10(a− 9) + 8 · 13, xto kao jedinu mogu�nost daje a = 9.

Prema tome, x = 992.

Data jednaqina se razvijaǌem svodi na 4(x4 + 2x3 + 6x2 + 2x+ 1) = 0, tj.2B.1.

4
(

(x2 + x+ 1)2 + 3x2
)

= 0.

Odavde sledi da je x2 + x+1 = 0 i x = 0, xto je nemogu�e. Dakle, nema realnih rexeǌa.

Odgovor je −5. Dati izraz se moжe zapisati kao2B.2.

T = (x+ y)2 + 4y2 + 10z2 + 12yz + 4z − 1

= (x+ y)2 + (2y + 3z)2 + z2 + 4z − 1 = (x + y)2 + (2y + 3z)2 + (z + 2)2 − 5 > −5.

Jednakost se dostiжe ako je x+ y = 2y + 3z = z + 2 = 0, xto vaжi za (x, y, z) = (−3, 3,−2).

Dva qlana odbora su iste nacionalnosti, koja se moжe odabrati na 3 naqina - recimo2B.3.
da su to Nemci. Imamo slede�e sluqajeve.

(i) Dvoje Nemaca istog pola mogu se odabrati na 2 naqina - recimo, dve Nemice. Jox
po jedan od Rusa i Turaka moжe se odabrati na 16 naqina, ali to ne smeju biti
Ruskiǌa i Turkiǌa (4 naqina otpadaju). Ukupno 2 · (16− 4) = 24 mogu�nosti.

(ii) Jedan Nemac i jedna Nemica mogu se odabrati na 4 naqina. Rusi i Turci mogu se
odabrati bilo kako - 16 naqina. Ukupno 4 · 16 = 64 mogu�nosti.

Ukupno ima 3 · (24 + 64) = 264 naqina.

A

A1B C

K
M

N

Q

R

Neka su M i N taqke na duжi AA1 takve da je QM ‖ RN ‖ BC, a2B.4.
K taqka u kojoj AA1 seqe QR. Na osnovu Talesove teoreme je

RN

BA1

=
AR

AB
=

2

3
,

QM

CA1

=
AQ

AC
=

1

3
,

RK

KQ
=

RN

QM
=

2
3✟

✟✟BA1

1
3✟

✟✟CA1

= 2.

Oqigledna rexeǌa su n = 1 i n = 2.2B.5.

Pretpostavimo da je n > 3. Broj n!2 je deǉiv sa n− 1. S druge strane, broj n, a samim
tim i nn, je uzajamno prost sa n− 1, pa nije deǉiv sa n− 1. Sledi da je nn 6= n!2.

Prema tome, n = 1 i n = 2 su jedina rexeǌa.

Dru ı̄o rexeǌe. Mnoжeǌem nejednakosti

1 · n > n, 2(n− 1) > n, 3(n− 2) > n, . . . n · 1 > n

dobija se n!2 > nn. Jednakost vaжi samo ako u svim navedenim nejednakostima vaжi znak
jednakosti, a to je samo za n 6 2.

Poxto je 250 = 2 · 53, tri cifre moraju biti jednake 5, a preostala cifra je 2. Da bi3B.1.
broj bio paran, cifra 2 mora biti posledǌa, pa je jedino rexeǌe broj 5552.

Ako je log1+sin x(2 + cosx) = y, onda je log2+cosx(1 + sinx) = 1
y
, pa iz date jednaqine sledi3B.2.

y + 1
y
= 2. Odavde je y2 − 2y + 1 = 0, tj. y = 1, xto znaqi da je 2 + cosx = 1 + sinx, tj.

sinx− cosx = 1.
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Sada je sin(x− π
4
) = 1√

2
sinx− 1√

2
cosx = 1√

2
, odakle nalazimo x = π

2
+ 2kπ ili x = π + 2kπ.

Kako za x = π + 2kπ logaritmi nisu definisani, rexeǌe je samo x = π
2
+ 2kπ (k ∈ N).

Razlika leve i desne strane je3B.3.

x7− 4x2+x+2 = (x− 1)(x6 +x5+x4+x3 +x2− 3x− 2) = (x− 1)2(x5 +2x4+3x3+4x2+5x+2),

xto je oqigledno pozitivno.

Dru ı̄o rexeǌe. Nejednakost izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine daje

x7 + x+ 2 = x7 + x+ 1 + 1 > 4
4
√
x7 · x · 1 · 1 = 4x2.

(a) Neka жaba skaqe s poǉa A na poǉe C, zatim na poǉe D, i odatle na poǉe B. Poǉe C3B.4.
se moжe odabrati na 23 naqina, a poǉe D na 22 naqina, pa je odgovor 23 · 22 = 506.

3 2 1 0 B

8 6 4 2 0

13 10 7 4 1

18 14 10 6 2

A 18 13 8 3

(b) Ako жaba u prvom skoku skoqi na poǉe i-te vrste odozgo i j-te kolone
zdesna, broj mogu�nosti za drugi skok je ij − 2. Ovi brojevi su prikazani
na slici, a ǌihov zbir je 153, xto je i odgovor.

Podsetimo se da dve tangente na dati krug iz date taqke van kruga imaju istu duжinu.3B.5.

Neka su M i N taqke dodira kruga k1 sa CB i CA, a P i Q taqke dodira kruga k2 sa CB

A B

C

D

E

M

N

P

Q

i CA, redom.

Oznaqimo AD = AN = x, BD = BM = y i CM = CN = z. Tada
je x + y = AB = 21, x + z = AC = 20 i y + z = BC = 26, odakle
nalazimo x = 7,5.

Oznaqimo AE = AQ = p, BE = BP = q i CP = CQ = r. Tada
je p + q = AB = 21, r − p = AC = 20 i r − q = BC = 26, odakle
nalazimo p = 13,5.

Najzad, DE = AE −AD = p− x = 6.

Kako je 20n2− 21n+1 = (20n− 1)(n− 1), ovaj broj je sloжen za svaki prirodan broj n > 3.4B.1.

Za n = 2 je 20n2 − 21n+ 1 = 39, xto je tako�e sloжen broj. Ovim je tvr�eǌe dokazano za
svako n > 1.

A

BC D

α α
Oznaqimo 2α = ∢CAB. Tada je tg 2α = a

b
i tg α = CD

b
. Kako je4B.2.

a

b
= tg 2α =

2 tg α

1− tg2 α
⇒ a tg2α+ 2b tg α− a = 0,

nalazimo tg α =
√
a2+b2−b

a
. Odavde je CD = b

a
(
√
a2 + b2 − b).

Dru ı̄o rexeǌe. Poznato je da simetrala ugla u trouglu deli naspramnu stranicu u odnosu

naleglih stranica. Ovde je CD
DB

= CA
AB

= b√
a2+b2

, pa jednostavno nalazimo CD = ab

b+
√
a2+b2

.

Ako oznaqimo f(x) =
√

1 +
√
x+

√

1−√
x−2, Lopitalovo pravilo i racionalizacija nam4B.3.

daju

L = lim
x→0+

f(x)

x
= lim

x→0+

f ′(x)

✁1
= lim

x→0+

√

1−√
x−

√

1 +
√
x

4
√

x(1 − x)
= lim

x→0+

(

2✚✚
√
x√

1−√
x+

√
1+

√
x

)

4
√

✁x(1− x)
= −1

4
.

Dru ı̄o rexeǌe. Primetimo da, ako je g(x) =
√

1 +
√
x +

√

1−√
x, onda je g(x)2 = 2 + 2

√
1− x.

Drugim reqima, g(x) =
√

2 + 2
√
1− x za x > 0. Pritom je g(0) = 2, pa je traжeni limes
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L = lim
x→0+

g(x)− g(0)

x
= g′(0), gde je g′(x) =

(2 + 2
√
1− x)′

2
√

2 + 2
√
1− x

=
− 1√

1−x

2
√

2 + 2
√
1− x

.

Sledi da je L = g′(0) = − 1
4
.

Naī̄omena. Funkcije
√

1±√
x nisu diferencijabilne zdesna u taqki x = 0, pa se g′(0) ne moжe

raqunati zamenom x = 0 u jednakosti g′(x) =
(
√

1 +
√
x
)′
+
(
√

1−√
x
)′
.

Prvu vrstu moжemo obojiti na 4 ·3 ·2 = 24 naqina. Oznaqimo boje u ǌoj sa 1, 2 i 3, redom:4B.4.
re�i �emo da je prva vrsta ,,1 2 3”. Qetvrta boja ,,4” se moжe pojaviti nijednom, jednom
ili dvaput u ostatku tablice.

(0◦) Nema boje 4. Tada za drugu i tre�u vrstu postoje dva bojeǌa: 2 3 1
3 1 2 i 3 1 2

2 3 1.

(1◦) Samo jedno poǉe ima boju 4. To poǉe se moжe odabrati na 6 ravnopravnih naqina
- recimo da je to prvo poǉe druge vrste. Onda za drugu i tre�u vrstu postoje dve
mogu�nosti: 4 1 2

2 3 1 ili 4 3 1
3 1 2. To ukupno daje 6 · 2 = 12 bojeǌa.

(2◦) Dva poǉa imaju boju 4. Ta dva poǉa se mogu odabrati na 6 ravnopravnih naqina -
recimo da su to prvo poǉe druge i drugo poǉe tre�e vrste. Onda za drugu i tre�u
vrstu ima pet mogu�nosti: 4 1 2

2 4 1,
4 1 2
3 4 1,

4 3 1
3 4 2,

4 3 2
2 4 1 i 4 3 2

3 4 1. To je ukupno 6 · 5 = 30 bojeǌa.

Ukupan broj mogu�ih bojeǌa je 24 · (2 + 12 + 30) = 1056.

Poxto je f(x)+ 1 = 0 za x = 1 i x = 5, polinom f(x)+ 1 je deǉiv sa (x− 1)(x− 5). To znaqi4B.5.
da je

f(x) = (x− 1)(x− 5)g(x)− 1,

pri qemu polinom g tako�e ima cele koeficijente - ovo sledi npr. iz standardnog algo-
ritma za deǉeǌe polinoma. Me�utim, zamenom x = 3 dobija se 2021 = f(3) = −4g(3)− 1,
tj. g(3) = − 1011

2
, xto je nemogu�e. Prema tome, odgovor je ne.
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