MuHucTapcTBO IIpOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo maremaruuapa Cpouje

OIIITVNHCKRO TAKMUUYEILE 13 MATEMATURE
YUEHMNKA CPEIILNX HTIKOJIA

6. ¢pedpyap 2021.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

Ha maxoBckoM TypHUDY je ydecTBOBaJIO 8§ TaKMMUapa M CBaKO je UI'PA0 ca CBAKUM OJ IIpe-
OCTaJIMX yUYeCHUKA. 3a cBaky nobexy nobuja ce 1 moen, 3a nopas 0 moena, a 3a pemu 0,5 moeHa.
Ha kpajy TypHumpa cBaka OBa yYEeCHUKA Cy MMAaJja Pa3induTe OpPOjeBe MOEeHa, a APYrOIJIaACU-
pPAaHM TaKMU4Yap je MMaO MOEHA KOJWKO M YEeTBOPHUIA MIOCJIENREIIacUPaHnuX 3ajenHo. Roju je
Ouo ucxon nmapruje Tpehemracupasor u ceaMOIIACUPAHOT MAXUCTE?

Ilatu cy menpasuu ckynosu A m B o1 Kojux HUjenaH HUje MOACKYI APYIOr. 3a NpupoaaH Gpoj
n MOCMaTPajMO jeTHAKOCT

AN (B\(A\(B\---))) = AABA(AA(BA---))) 7

N CEKyHIoBa n CKYIIOBa
(a) Ucnuratu na au je oBa jeQHAKOCT TadHA 3a N = 5.
(6) 3a roje npupoane GpojeBe n je oHa TauvHa?

(Ca XAY osHauena je cumelipuuha pasauka ckynosa X nY, tj. XAY = (X\Y)U (Y\X).)

Iartu cy yrao xOy u tauke A, B u C na kpaky Ox tako ga je OA =3, OB =4 u OC = 6.
IMonmuoskje nopmadtie u3 tauke B ma nmoaynpasy Oy je tauka D. Ilokasaru na je CD = 2AD.

Haro je n > 3 y3acronHux HemapHUx Tpoundpenux o6pojesa. lokazaru ma ce oBux n GpojesBa
mory nopebaru y uu3 by, bs,...,b, TaK0 ma 6poj

biba ... by,

noOujeH 3ammMCUBam-EM OBUX OpOjeBa jeqHOT 3a APYTUM y OEKATHOM 3aMUCy, OyIe CIIOKEH.

ITosma kBampaTHe Tabie n X n Tpeba 0b60juTU ca n pa3aIudYUTUX 0Oja TAKO & CBAKa BPCTA U
CBaKa KOJIOHA canp:ke cBux n 60ja. Hahu majmamu n majsehu moryhu 6poj maposa nuctobojumux
[MOJba KOja MMA]y 3ajeIHUYKO TeMe

(a) ako je n=4;

(6) aro je n =5.

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3anaraka merassHO 0OPA3IIOKATH.
Csaku 3amatak Bpeau 20 6omoBa.
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Hpyru pa3pen — A xkareropuja

Kpanparma ¢ymsnuja f(r) = ax? + br + ¢ ca peaJHUM KOe)UIMjeHTUMA 3aJ0BOJLABA YCJIOB
a+c+1=>b. Ako oHa HeMa peayHUX HyJa, MOKa3aTu na je b < %

Kowmmiekcuu 6pojeBu a u b cy TakBu na je KOJUYHUK

a? +v?
ab
peanan 6poj u3 uarepsana (—2,2). Hokasatu na je |a| = [b].
Y kyTuju ce Hasasu 25 Kyriuna, o3HaAUYEHUX OpojeBmMma 1,2,...,25. Amumnuje u Bapromaome]j

HAM3MEHUYHO CTaBJbajy IO jeqHy KyIJIWIy U3 KyTHUje Ha CTO, Npu dyeMy AnuMnuje urpa mpBH.
Wrpau nocsie umjer moresa je 30up OpojeBa M3BYyUEHUX KYIJIMIA NEHUB Ca 3, UIN KOJjU y3Me
mocJenmy Kyriauiy u3 Kytuje, ryou. lokaszarum ma, ma kako Baprosmomej urpao, Amuvnuje
MOKe Oa modenu.

Y omrpoyraom tpoyray ABC tauka O je meHTap ommcaHor Kpyra, a P Tauka ca CymIpOTHE
crpaune npase BO y omuocy na tauky A taksa na je AO = AP u AP 1 BO. Tauka @ je cpe-
numre nysxku OP, a R tauka ca cynporHe crpane npase AB y omnocy Ha C TakBa ma je ARB
je IHAKOKPAKO-IPABOYIIIM TPOYTao ca IpaBuM yrioM vy Tauku R. Jlokazatu na je PR = /2-BQ.

Hahu cse Tpojke npuponuux 6pojesa (a,b, c) Takse ma cy csa tpu 6poja 2a+b, 2b+cu 2c+a
crenenu Opoja 3.

(Cwmeuen 6poja 3 je 6uio koju 6poj obauka 3", rae je n > 0 meo 6poj.)

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3anaraka metashsHO 0OPA3IIOKATH.
Csaku 3amatak Bpeau 20 6omoBa.
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Tpehu paspem — A kareropuja

1. IlokaszaTu ma mOCTOju mAdpa Koja ce y meKaaHoM samucy opoja 5-22°2! mojasmyje 6ap 62 myra.
Hauwomena. 0,301 < log;,2 < 0,302.

2. Hahwu cBe Tpojke (z,y, 2) peannux 6pojeBa KOJU 3aJ0BOLABAJY jeIHAKOCT

2 2 2

27 2Y 27 3

@2 @rteE Y

3. Iat je mpupoman 6poj n. Pamuauja F nmoackymoBa ckyma N mma ciaemeha cBojcTBa:
(i) 3a cBako X € F Bawnu | X| =n unn | X| =n+1;

(ii) xan ron cy A, B C N noackynosu raksu ga je |[A|=n, |B|=n+1u A C B, Tauno jenan
o BUX npunana pamunaurju F.

Hokaszaru na ce, 3a neko m € {n,n + 1}, F noknana ca GpaMUIMjOM CBUX M-TOUIAHUX IO~
CckymoBa Cckyma N.

4. Tauka O je nenrap napaaenorpama ABCD. ¥Ynucauu kpyr w; tpoyraa ABC momupyje crpa-
uune AB u AC pemom y taukama P u @, a ynucauu Kpyr we Tpoyriaa ABD nomupyje crpanuie
AB u BD pemom y taukama R u S. IIpaBe PQ u RS ce ceky y tauku X. Ilokaszatu na je
npasa OX HOpMajHA Ha MPaBy KOja Cliaja IMEeHTPEe KPYyroBa wi U Wa.

5. Moxke au ce kpyr momesutu Ha MehycoOHO momymapHe mejoBe Tako na Oap jemaH meo He
canp:xu Henrap kpyra (y yHYTPAIIEKOCTYA WA HA DDaHUNU)?

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3anaraka metassHO 0OPA3IIOKATH.
Csaku 3amatak Bpeau 20 6omoBa.
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YerBpTHu paszpen — A kareropuja

Ia mu moctoju mpuponan 6poj N TtakaB ma ce cBaku mpupoman 6poj n > N Moxke TPeacTaBUTU
y obisuKy 36mpa mpocTor 6poja u KBaapara CIOMKeHOr Opoja?

IMocToju mm cTrporo pacryhu reomerpujckn au3 {a, }nen 38 KOjU Baskn
S2021 = 20 - Sa1,

rae 3a ceako n € N osmauasamo S, = a; +as + ... +a,”?

Onpenutu uajsehy moryhy BpemmocT merepMmuHanTe Marpune 4 X 4 uuju je CBAKU €JIEMEHT
jemnax 1 wam —1.

Y romBekcuoM uerBopoyriay ABCD Baxu <C = <D = 120°. Koucrpyucauu cy jeaHakocTpa-
ununu tpoyraosu ACE u BDF, upu uemy cy tauke F u D ca ucrte crpane npase AC, a F
u C ca ucre crpane npase BD. Ilpase AE u DF cery ce y Tauku X, a npase CE u BF' y
rauku Y. [lokazaru na npase AC, BD nu XY umajy 3aje THUUKY Tauky.

Haru cy npupomnu Opojesu n u k < 3. Y mus je mopebano n kyram obeneskenux GpojeBuma
on 1 mo m, ox kojux cy meke (6ap jemma) oxn cpebpa, a apyre ox onosa. Cse cpebpHE Kyrie Cy
UIOEHTUYHE, CBE OJIOBHE TakoDe, aju OJIOBHA Kyria je majo Texa on cpebpue. Ilosmaro mam
je ma mMma HajBuine d cpeOpHUX Kyriu, ajau 6e3 moMmaraJia He MOMKEeMO Ja uxX npernosHamo. On
moMaraJjia MMaMO Tepasuje ca JBa Taca KOje MOr'y caMO na OJpene na JU je Maca Ha JIEBOM
tacy Beha, Mama unu jeqHaka oHOj Ha mecHoM. Jlo3BosmeHO HaM je ma omabepemo Hu30Be A u
B on no k ysacTomHEX Kyraum U Ha TacoBe moctaBuMo ckynose A\ B u B\ A. 3a koje najselie
d € N yBek MOkeMO Ja y KOHAYHOM OpOojy Mepema MAEHTUPUKYjeMO cBe cpebpHe Kyrie?

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3anaraka metassHO 0OPA3IIOKATH.
Csaku 3amatak Bpeau 20 6omoBa.
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IlpBu pa3pen — b kareropuja

ITocroju nu mpupomax 6poj n Ttaxkas xa je n! = 1001007

Har je npasoyrau tpamnes ABCD, npu yemy cy <A = <D = 90° u AB || CD, rakas na je
BC = AB + CD. Heka je F Tauka na npasoj AB taksa na je A mameby F u Bu FEA=4CD.
Hoxrazaru na je <EDB = 90°.

Ha ronmmko HaumHa ce MOke pacnopenuTy 6 mIaBUX U 7 3€JIEHMUX KYTUINIA Yy HIU3 TAKO & HUKOje
nBe miase kyruune aucy cycenue? (Kyruune ucre 60je ce me pasnukyjy.)

Axo ¢y A u B npou3BOLHU CKYTOBU, JOKA3aTU Oa je
AN (B\ (A\ (B\ 4))) = AA(BA(AA(BAA))).
(Ca XAY osnauena je cumelipuuha passuka ckynoa X u Y, 1j. XAY = (X\Y)U (Y\X).)

Hahu cBe rpouudpene 6pojese x (koju He moummy HyJIOM) ca ciaenelimm ocobunama:
(i) ako ce 6pojy = moma merosa nudpa jenununa, nobuja ce 6poj mewus ca T;
(ii) ako ce Gpojy = moma merosa madpa geceruna, nobuja ce 6poj mempus ca 11;

(iii) ako ce Gpojy x moma merosa nuppa crorusa, nobuja ce 6poj memwus ca 13.

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3anaraka metassHO 0OPA3IIOKATH.
Csaku 3amatak Bpeau 20 6omoBa.
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Ipyru pa3spen — B kareropuja

Y ckymy peasHUX OpojeBa PEMUTHU jeIHAYUHY

(x+2)* =38z + 4 — z%).

Ogpenuru HajMamy Moryhy BpegHOCT m3pasa
T = 2% + 5y% + 1022 + 22y + 12yz + 42 — 1,

rue cy x, y U z peayHu 6pojeBuU.

KRammnnatu 3a unaHCcTBO y yIpaBHOM onbopy Heke ¢upme cy mo derBopo Hewmana, Pyca um
Typaka, 1 ToO 13 CBAKOI HAPOAa IO ABa MYIIKAPIA U ABE :KeHe. Y IPaBHU 000D je IO IPaBUILY
YeTBOPOUJIAH U MOpa Ja YKBYyUyje IpencTaBHMKA W3 CBaKOI Hapona, kKao m oba moxna. Ha
KOJIMKO HAUWHA Ce€ MO:Ke m3abparu ynpaBHU om60p?

Tauke Q u R pemom ua crpanunama AC' u AB tpoyraa ABC cy Takse na je
CQR:QA=AR:RB=2:1.

Hoxrazatu na texumua nyx AA; tpoyrna ABC menm my:x RQ) y omaocy 2 : 1.

Pemuru jemmaunny (n!)? = n" y ckymy mpupomsux Gpojesa.

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3anaraka metassHO 0OPA3IIOKATH.
Csaku 3amatak Bpeau 20 6omoBa.
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Tpehu pazpen — b kareropuja

1. Hahu cBe napre uerBopouudpere 6pojese uuju je npousBon nudapa jemsax 250.

2. Pemwurw; y ckymy peasgnux O6pojeBa jeqHAUNHY

10g1+sin:v<2 + cos .7}) + 10g2+cosx(1 + sin .’1?) = 2.

3. Ilora3ary ma 3a CBakKu IO3UTUBAH OPOj T BaKU HEjeTHAKOCT

x7+1:+224:172.

4. Y nmomeM seBoM yraounoMm moiy A kBampartme tabaune 5 X 5 mamasu ce ;kaba. Oua Tpeba y
TAYHO TPU CKOKA Ia CTUTHE IO TOPHEr HeCHOT yraoHor mosma B. jRaba mpu ToMe He MO:ke ma
CKaue y MeCTy, HUTU MO:Ke OUPEKTHO Oa CKOUU ca mosa A Ha mosme B.

(a) Ha ronmko nauuna 3kaba MOMKE UCIYHUTU LA

(6) Ha rosuko Hauuna kaba MOMKE UCILYHUTU [UJb, Y3 IOAATHO OUDAHUYEH-E Aa HU Yy j€THOM
CKOKY »kaba He cMe ma CKOUM JIEBO O CBOje TPEHYTHE KOJIOHE, HUTU UCIOM CBOje TPEHYTHE
Bpcre?

5. Ilat je rpoyrao ABC ca crpanunama BC = 26, CA =20 u AB = 21. ¥Yuucauu kpyr ki Tpoyria
ABC nmomupyje crpanuny AB y tauku D. Kpyr ks, pazauuur ox ki, noaupyje nomxynpase C A
u CB u nomupyje nyx AB y tauku E. V3pauynatu ny:xuny nyxu DE.

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3anaraka metassHO 0OPA3IIOKATH.
Csaku 3amatak Bpeau 20 6omoBa.
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YerBpTH; paspen — b kareropuja

Axo je n mpupoznan 6poj Behu ox 1, moxasaTtu ma je 6poj 20n% — 21n + 1 ciaomxen.

Y rtpoyray ABC je <C = 90°, BC = a u AC = b. Ako cumerpana yriaa Kom temeHa A ceue
crpaununy BC y tauku D, uspauynaru ny:xuny xysxu CD (y ¢yurmmju ox a u b).

O,Hpe,III/ITI/I TPAHNYHY BPEOHOCT

- \/1+\/9E+\/1—\/:E—2.

z—0t

ITorpebHO je obojurm nospa KBaapaTHe Tabiuie 3 X 3 y yetupu 00je - UPBEHY, IJIABY, 3€JI€HY
1 JKyTy, aJid TAKO Ma y CBAKOj BPCTU WM KOJIOHW CBa TPU HOJba mMajy paszaumumre Ooje. Ha
KOJIMKO HAYWHA CE OBO MOYKE yUMHUTHU?!

IMocroju nu nonuaoM f(x) ca neauM KoePUIMjeHTUMA TAKaB I je

f)=fG)=-1, fQ) =f4)=2 u f(3)=20217

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3anaraka metasbsHO 0OPA3IIOKATH.
Csaku 3amatak Bpeau 20 6omoBa.



