1A.1.

1A.2.

1A.3.

1A.4.

1A.5.

2A.1.

OKPYRKHO TAKMUNYEIHE N3 MATEMATHWUERKE
YUEHVKA CPEAIBLUX IITKOJIA 2020/2021.

Pemema

ITowrto je Q(1) = 0, monunom Q(z) je meswus ca x — 1, na nememeM caean Q(x) = (z—1)(z—a).
Axko je monmuoMm P(z) nemus ca Q(z), o je neswus u ca v — 1 n x —a, na je P(1) = P(a) = 0.
Kako je P(1) =a® —a=a(a—1)(a+ 1), ciema na je a € {—1,0,1}. Tana je

g,4,2020 -1
P(z) = 2(2**° —22+1) = x(z—1)R(x), rmeje R(z)= ﬁf2 = 2019 4 2018 41,

Ounrnenno pememe je a = 0. To je u jenmuo pememe. 3aucrta, R(—1) u R(1) cy pasauuurn
oxn myne, na a € {—1,1} mucy pememna.

Oarosop je 13.

Baxn n =11...1 = a+b=28+21 = 4 (mod 9). IIpurom u3 ycnoBa 3amaTka Cilemu na je
a > 1999, ma je a+b > 1111, Tj. n e moske Outu 4. [Ipema Tome, n > 13.

C mpyre crpase, 3a n = 13 nako Hasasumo npumep: ¢ = 1111111 105555 u b = 5 556.

Heka je Y’/ tauka ma crpanunmu C'A taxsy na je CY':Y'A = 2021 : 2020.
Tana je CX = AY', CY' = AZ u <XCY' = <Y'AZ = 60°, mro 3Haum na
cy Tpoyraosu XCY' u Y'AZ nonynapuu, na je XY' =Y'Z. Cnenu na je
Y' =Y, naje CY : YA=2021:2020.

Opgrosop je 8. JleBa cauka maje npumep 6ojema ca 8 Goja.

ITokaskumo na 7 6oja Huje moBosmuO. [IpernocraBumo cynporro. Komorne iemo o3nauaBaru ca

a,b,c,d, a Bpcre ca 1,2,3,4. VI3 ycinoBa 3amarka ciemu na cy 121312 T3
nosa b4, c4, b3, 3, b2, c2 pazauuuto 060jeHa - perumo, penom 6o- 5161718 A7(3 7
jama 1,2,3,4,5,6. Taga moma a3 u d3 umajy cenmy 60jy - ,,77. 312012 20506
Hame, moma a2 u d2 mopajy ce obojutu pemom OGojama 2 u 1. 7181516 -
Mebyrum, cana mome bl He MOke MMATU HUjEIHY O CEmaM IO- ap ¢ d

nybhenux 60ja, mMTO je KOHTPAIUKIAjA.

Ilatu 6poj je mapan. Heka je n-2" +4 = (22)2. Taga je
n-2"2% =g 1= (x+1)(z—1).

Bap jeman on ymnunana x + 1 auje memuB ca 4, Te He Moske Outm Behu ox 2n, Tj. x < 2n + 1.
Hpyru umHmaan je mak memsus ca 273, ma je x > 2773 — 1. Cmemn ma je 2773 < 2n + 2, Tj.
2"t <n+ 1. Mebyrum, san >8je 2" 4 =204+ (24 425+ 42" ) > 20 4 (1 +1+---+1) =
16+ (n —8) > n + 1, na Taxa HeMa peLICHA.

Ocrajy camo ciayuajeBu n < 7. IupexkrHOM IpOBEpPOM HAJIA3UMO I je caMo N = 7 pellemne.

Osmaunmo y=1+u, =1+ u+ v, rme cy u,v > 0. Jlara jeqnaunna mocraje
0=(1+u+v)(1+u+2v)—4u—50=u®420* +3uv — 2u —2v+ 1 = (u+v — 1)® + uv + v*

wro je morylhie camo kama je u =1 u v =0, 1j. (z,y) = (2,2).

Hatiomena. 3anaTtak ce Mozke pemuTn u 6e3 ypobema cmene: 2r2—zy—br+y+4 = (z—2)?+(z—1)(z—y).

2A.2.

W3 rerusnoctu yerBopoyriosa CPBQ u CQDR ciemu <CQP = <CBP = <DAB, a cau4Ho



2A.3.

2A.4.

2A.5.

3A.1.

3A.2.

jeu <CQR =<CDR =<DAB. Cnenu na je <PQR =2<DAB.

C npyre crpane, taurka (O je CpenuinTe XUIOTEHY3€ Yy MIPaBOYLJIOM
tpoyray APC, na je OA = OC = OP. Cauuno je u OA = OC = OR,
1j. O je nmeurap onucaue kpysxuuie Tpoyria APR. Onxarie je <POR =
2<4PAR = 2<DAB = <PQR, 1tj. PQOR je TeTuBaH 4eTBOPOYrao.

3a 4 < k < 10, o3nauumo ca ap 6poj ckynosa A; 3a roje je |A;| = k.

YKyIHO nMa (131) = 165 TpoereMEHTHUX MOIACKYIOBa CKyma X, O KOJUX je CBAKU CALDKAH Yy

TauHo jemHoMm on ckymnoBa A;. C mpyre crpame, cBaku ckyn A; ca k ejxemenara campyku (g)
TpoeseMeHTHUX moackymnosa. Crenu na je

4 5 10
165 = (3) a4 + (3) as + -+ ( 3 )am = 4ay4 + 10as + 20ae + 35a7 + 56ag + 84ag + 120a1g.

Kako cy cBu cabupuu ocuMm Moxna 35ay mapHu, ay MOpa OUTH HemapHO, Tj. ay > 1.

3a n = 2 jegHauyrHa UMa PELIEHe COS T = 1*2‘/5, Tj. & = arccos %g Heka je namame n > 3. Ca

L n D penom o3HavaBaMo JIEBYy U NECHY CTpPaHy jemHauwmue. PasmukyjeMo mBa ciaydaja.

(1°) cosz > 0. Tamaje L>n!=2-3---n>2.2...2=2""1 > D na jenmaunna mema pemema.

(2°) cosz < 0. Tama je 14cos® x < 1 3a memapno k, ma je D < 20"/2 noxje L>1-2---(n—1) >
27=2 > 9["/2] na mu y oBoM ciyuajy Hema pemema.

IIpema Tome, mara jenHAUYMHA MMa peIIema CaMO 3a N = 2.

[pumernmo na, ako je 28 = (e; ... e1€0)3, onma je S3(2%) = €;+- - +e1+eg = 3'e;+- - +3e1+eg = 2F
(mod 2). To smaunm ma je S3(2F) mapmo 3a csaro k € N.

Hajzam, n3 2°" < 32" cremm ma je S3(2%) < 4n 3a k < 3n. IIpema tome, 2n + 1 6pojesa S3(2"),
S3(27+h), ..., S3(2%") cy mapuu u He Behwm oxm 4n, a Taksux mma camo 2n. Ilo JupuxieoBom
NPUHIUIY HEKa ABa MOPajy OUTHU jemHaka.

Kako je <BGC = <«BEC = <AED u <CBG = <CEG = <FAD,
tpoyrsosu BCG u ADE cy cauunu. [ITpurtom je g—l’; = g—g, ma cy u

tpoyrsoBu BFG u AFE cnuunu. Oryna je <AFE = <BFG.

Ycnos sanarka smaun ga 10F | 22 — 2 = x(z — 1), npu uemy je 2 < 10*. JloBomno je mahwu
r€{0,1,...,10F — 1} TaxBo ma

22 wmw 5% |z -1,
a Ha ocHOBY KuHecke Teopeme 0 ocrtarmuMma TakBo r moctoju 3a cBako k € N. [llrasuie, cBaku
TakaB OpPOj T ce MOke mOOWUTH caMO 3a KOHAYHO MHOTO BPEIHOCTH k, IIa OBAKBUX OpojeBa T
3arcTa uMa O0ECKOHAYHO MHOIO.

Hauomena. BpojeBu x ca TpaKeHOM OCOOMHOM Cy IIO3HATHU KaO ayillomopdnu 6pojesu.

3A.3.

IIpernocraBumo na ce maposu {x,x+24} Hamaze y nogenu 3a csako 1 < x < 24. Tana 6pojesu
49 1 98 mopajy Outn ynapenu ca 73 u 74 meknm penom. Haname mopa nocrojatu u nap {99, 75},
a 3atuMm pemom u {51,76}, {52,77},...,{72,97}. Tume cmo mobuiuum nse moryhuocTH.

Ocraje ciayuaj rana 3a Heko x < 24 nocroju map {x,x+25}. IlocmarpajMo HAjMARmE TAKBO .
(1°) Ako je x =1, onma 6pojesu 1,2,...,24 mopajy Outu penom y napy ca 26,27,...,49. Cazna
ce Opoj 25 He MOKe ynapuru, Ia je oBo Hemoryhe.

(2°) Ako je z = 2, ouma umamo mapose {1,25} u {2,27}. Iame, Gpojesu 3,4,...,24 mopajy
outu pemom y mapy ca 28,29,...,49, a 6poj 26 ca 51. Hame, 75 mopa Outm y mapy ca
99, 74 ca 98, utx, 52 ca 76. OBme je momesa jeaUHCTBEHA.



3A.4.

(3°) Hexka je cana 3 < z < 24. Tazna cy 6pojesu 1,2,...,2—1 penom y mapy ca 25,26, ..., 2+23.
C npyre crpane, x,z+1,...,24 cy pemom y napy ca x+25,x+26,...,49. Bpojesu z+24 u
x+73 mopajy outu y mapy ca x+48 m x+49 mexkum pemom. Hame cy z+74,...,99 penom
y mapy ca x+50,...,75. Hajzan, 51,52,...,2+47 cy y nmapy ca 76,77,...,z+72. Tako 3a
CBaKoO T MMaMo Io ase moryhnocru.

Yrynau 6poj moryhuaoctu je 22 -2+ 3 = 47.

ITo ®epmaosoj Teopemu je zthtd =22 . 2P~ 1 =¢.1=4q (mod p), ma ce moke yzetu b = ahtl,

Jlpyio pewewe. I1oBOLHO je mOKasaTw ma mocTojn meo 6poj b takas ma je b? = £z (mod p), Tj. na

3A.5.

4A.1.

4A.2.

4A.3.

je jemanm onm OpojeBa r M —r KBaApaTHU ocTarak nmo monayry p. OBO je TadyHO jep je jeman on

(3G =% =1

JlesxkanapoBux cumGoIIa (%) u (‘Tx) jemmak 1: 3aucra, (%) (‘Tf) =

Kowmmiekcan 6poj z je pemreme mare jenHadmHe ako u camo ako je 22021 — 1 = a(22020 —1) 3a
HEKU KOMILJIEeKCAaH Opoj a momyna 1. JemHo pememe je z = 1; ckpahuBamem z — 1 mobujamo

P(Z) =0, rme je P(z) — 2020 + (1 — a)(22019 4+t 2+ 1).
IMonuuom P umma (Gap jenHy) KOMILUIEKCHY HYJy z, 3a cBako a € C, |a| = 1. IIpumerunmo u na

je za # 1, jep je P(1) = 2021 —2020a # 0. Kako pasnuunure BPEIHOCTU @ Hajy PA3JIAYNATE HyJle
2 = 24, TPAKEHUX KOMIUICKCHUX OpOjeBa 2z MMa OECKOHAYHO MHOTO.

Ha ocnosy BujetoBux dopmyina Bamu /25 + (va+x3+9)/T1 = (21+22+23+9) /71 = (t+9)/Z1
2.2 32t

U r373 = 5, MTO JeJHAKOCT W3 3aaTKA CBOIM HA
1
32t + 288 .
— = (t+ 9V, T (t+9)(«})?-32)=0.
1

Crnemu na je :c?/Q = 32, 1j. 71 = 4. BaMeHOM y mOJIa3Hy jeqHAunHy q00ujaMo 64— 16t —64—4+/2t =
0, mrro kao jemuny moryhuoct naje t = 0. To je pememe 3amaTka, jep Tama MOda3HA jeTHAYMHA
rnacu 23 — 162 = 0 1 uma pemema x1 = 4, 9 = 0 1 r3 = —4 Koja 3aI0BOJLABAjY YCIOBE.

Hera nma ¢ npsenux, p miaBux u b 6eaux KOpIU.

e Yrymnan 6poj moryhux pacmopena je (¢ +p+ b)™;

e 0Opoj pacmopena y KOjuMa Cy OpBeHe kopie npasue je (p 4 b)";

e Opoj pacmopena y KojuMa Cy miase kopie npasse je (¢ + b)™;

e OpOj pacmopena y KojuMa Cy M IPBEHE U IJIaBe Kopre mpa3ne je b".

Bajacos pesyarar je b, mor ®epma y3 momoh mpuHNUIA yKbYUEHa U WUCKIbYUYEHa T00uja
pesyarat (c+p+b)"—(p+b)" —(c+b)"+b". N3 ycnosa 3anatka caemu na je (p+b)"+(c+b)" =
(¢c+p+b)™. Ho, mo uysenoj teopemu Pepmaa u Bajmuca, oso je moryhe camo 3a n = 2. Tako
cnema na je (p+b)%2 + (c+b)% = (c+p+0b)?, mro ce ckpahusamenm coau wa b? = 2cp.

Axo je b,p < ¢ = 2020 (cayuaj b,c < p je amanoran), onna uz b? = 4040p = 23 - 5 - 101p caemm
nma 2020 | b, ma mopa 6utm b = 2020 u p = 1010. C mpyre crpane, ako je ¢,p < b = 2020, onzna
je ep =2-1010%, ma mopa 6urnu {c, p} = {2020,1010}. ¥ 06a cayuaja uma ykymHO 5050 KO

Jacuo je ma je a < 1. lllraBume, ako je a > %,
OPOTUBHO yCJIOBY 3anarka. lIpema Tome, a < 3.

ITorasxkumo la OBaKaB HU3 HOCTOjI/I 3a @ = % IoBomHO je JOKa3aT! Oa Ce 3a CBaKO HeIlapHO

a, € N moxe nHahwu venapuo a,41 € N TakBo na je a, < §Gn+1 < an + 1. U 3aucra:

oHma u3 ag < a-a; < ag + 1 cuemu a; = 2,

(1°) ako je a, =4k +1 (k € N), moxke ce y3etn an41 = 6k + 3;
(2°) ako je an, =4k + 3 (k € N), moxke ce y3etnt any1 = 6k + 5.



4A.4.

4A.5.

15.1.

15.2.

15.3.

IIpumerumo na je
M = a® 4 2ab — 3b* — 2a + 2b = (a — b)(a + 3b — 2),

upu yemy cy oba umuumona ucrte napuocru. Cuemu na 4 | M ako u camo ako ¢y a u b ucre
napaoctu, 10K 7 | M axo u camo ako je a =b umm a + 3b =2 (mod 7).

IIpernocraBumo na mMa cemam OpojeBa. bBap yerupu ox HBUX Cy UCTE MAPHOCTU: PEIUMO,
yeTUpU HemapHa. bap aBa ox Ta 4eTUPU OPU Jebelhy ca 7 Aajy OCTATKE U3 jeIHOr O CKYIOBa
{0,3,2}, {1,5,6} u {4}. Kako je 0+3-3=3+3-2=243-0=2u143-5=5+3-6=6+3-1=2
(mod 7), Ta nBa 6poja MOKEeMO O3HAUUTH ca ¢ U b Tako ga je a =b unu a +3b=2 (mod 7).

C mpyre crpane, ako je maro mect Opojesa 0,1,4,7,8,11, uu 3a xoje a u b Hehe BauTm;
a+3b=2 (mod 7). 3aro M moxke Gutn memuBo ca 7 camo ako je a =b (mod 7), amu Tana je
a#b (mod 2), na omer 281 M. OBuM je mokazano na je oarosop k = 7.

W3 raurentnoctu yerBopoyriaa ABCD cnemu AB+CD = BC+ DA, tj. DA = 3. Ako o3uaunmo
a=<DAB, u v = <BCD, u3 jemnakoctu Papcp = Pagp + Popp nobujamo %(4—}—3—1—2—}—3)7“ =
$(3-4sina +3-2siny), oxakne je r =sina + 3sin7y.

Hame, KocuHyCHa TeopeMma y Tpoyrmosuma ABD u CBD mam maje BD? = 25 — 24cosa =
13 — 12 cos~y, onakie je cosy = 2cosa — 1. Onasne nmamo siny = 2v/cos a — cos? o, na je Haj3an
D

r = sina + v/ cosa — cos? a.

Axo je r > /2, ouma je cosa — cos?a > (v/2 — sina)?, mro ce cBom

Ha 2v/2sina + cosa > 3, a 0BO je ekBuBasenTHO Hemoryhoj mejemma-

koctu sin(a + ¢) > 1, rae je ¢ = arcsin 3.

. B
C Apyre crpaHe, yCJOB 17 >1 ce CBOOM Ha 1 —sina < \/COSOé - C052 «
p ) )

IITO ce KBaAPUPAmEeM CBOAM Ha 2 — cosa < 2sina u mame Ha cosa(4d — 5cosa) > 0. Onmax

MMaMO COS (= H'C% > 0, ma ocraje na ce HOKaKe Ha je cosa < %. Ospaunvo r = <ADB

u y = <CDB. Tlo rocunycuoj teopemu y tpoyraosuma ABD u CBD umamo cosx + cosy =
BD?-7 | BD?-5 _ 5BD?*-29

, IIa Kako je cosz + cosy = 2cos =Y cos LY > 0, cnequn BD? > %

6BD 4BD ~ ~ 12BD 2 z
: _ 25-BD? _ 25-% _ 4
Cana xocunycua teopema y tpoyray ABD naje cosa = =57 < —5>= = ¢.

Kako je 30up mudapa maror 6poja jemnak 9 + 3a, mTo je mempuBo ca 3, matm OpOj je u cam
nemuB ca 3, a Behu je on 3, MTO 3HAYU 1A je CIOKEH.

(a) Paszmuryjemo msa ciyuaja (Koju He MOpajy OUTU AWC)YHKTHU).

e Axo je <0, onzma je z + |x| =2 —x = 0, ma jenqmaumna nocraje |z + a| =0, Tj. © = —a.
e Ako je x >0, ouma je x + x| =2z u |[x + a| = x + a (jep je a > 0), ma jennaumua mocraje
4042z = z + a n UMa pememe T = -
Cse y cBemy, pemema jefHAUNHE CY T = —0 U T = 047 -

(6) Mo meny (a), mara jeamaumma MMa CaMo je[[HO peIeme ako je —a = piq, Tj. 3a a = 0.

AKO IPBO MK MOCIEABE MECTO HUje O3HAYEHO, MOPA C€ O3HAUUTU CBAKO OPYLO CENUIITE, IIa
Taja IOCTOje caMo ABe MoryhHocTu.

Hera je cama o3maueno u mpBoO u mocaenme cequmre. ViMaMo n o3HadeHnx ceaumra 1 usmebhy
BUX N — 1 ,mpa3auHa’, O KOjUX Ce jeaHa CACTOjU OX ABa MPa3Ha CEOUINTa, & CBE OCTaJe O
o jemuor. [lo3unuja mpasambe ca aBa ceauiiTa MOKe ce omadbpary Ha n — 1 HAUMHA, IITO Aaje
n — 1 moryhuoctn.

Haxrne, yrkynuo nma n + 1 moryhuoctu.



15.4.

1B5.5.

2B.1.

2B5.2.

Hexka je Q tauka ma nysxu AE taksa na je DQ || PE. Tomto je Tpo- AN.Q
yrao CPE jemnakokpak, Baxku <CDQ = <CPE = <CEP = <CQD, E
na je DQEP jemmakokpaku Tpame3; oryna je QF = DP = %AE. D
Haxrne, @ je cpenumre nysxu AFE. Cuaenun na je DQ cpenma nauHUja

y tpoyriy ABE, mro 3uauu na je D cpemumire mysku AB.

B C

Jemuno pememe je n = 2: tama je n - 2" 3 + 3 = 22, JIupeKkTHOM IPOBEPOM HAJIA3UMO OA 34
n < 4 Opyrux pemema HeMa.

[IpernocraBumo aa je n > 5 u n-2" 343 = 22. Bpoj  Mmopa GuTtu Henapas, a Taga cy -+ 1 u
x — 1 mapun, na je 22 — 1 gemuso ca 4. Mebhyrtum, 22 — 1 =n-2""3 4+ 2 ouurienso Huje meHLUBO
ca 4, ma y OBOM CJIyYajy HeMa pellemna.

Bpojunarn —2x2 + 2z 4 ¢ je HeraTuBaH 3a CBAKO Z. 3aMUCTa, IOMTO je ¢ < —1, TUCKPUMUHAHTA
opojuona je 4 + 8c < 0. IIpema Tome, x je pelmeme nare HejeqHAYWHE AKO U CAMO aKO je U
mvennnan z2 — 3|z| + 2 meraTusam.

Ocraje ma mcrmramo uMenmai: of je jemaak |z|? — 3|x| + 2 = (|z| — 1)(|z| — 2) n meraTusan je
kana je 1 < |z| <2, 7j. 3a z € (—2,—-1)U (1,2). OBaj ckyn je peueme HejenHAUUHE.

[MomTo je ¢ < a + b, moBoMLHO je mokazaTw mejemaaroct 2a’ + 2b% > (a + b)2. Mebyrum, ona je

TPUBUjaJTHA:
2a% + 2% — (a + b)? = a® — 2ab+ b*> = (a — b)* > 0.

Hauvomena. Ily:xuua TeRUIIHE OY:KU KOja OAroBapa CTpAHUIMU a je t, = %\/ 2a? + 2b%? — 2. Tako je

2B.3.

2B5.4.

2B.5.

jeﬂHaI{OCT 13 3aJaTKa 3allpaBO €KBUBAJICHTHA Heje,ILHa.KOCTI/I ti > 0.

N3 ceakor ox maposa {1,29},{2,28},...,{14,16} mosxe ce omabparu HajBUIIE IO jeJaH UIPAU.

(1°) Ako je zarBopenuxr 6poj 15 y exunu, Tpeba nzabparn jom 10 mapoBa u U3 CBAKOT O TUX
mapoBa 1o jemuHor urpada. [laposu ce mory omabpaTtu Ha (}3) HAUMHA, a UI'DAYN U3 HBUX
ma 2'0 maunna. To je ykymHO 210(}3) HAUMHA.

(2°) Ako 3arBopenuk 15 Huje y ekunu, Tpeba onabpatu 11 mapoBa u 13 CBAKOT Iapa Mo jeIHor

14) Ha4YlHA.

urpaua, a To ce Moske yuunury na 21 (1]

YKynHO MMa 210(13) + 211(1411) = 1770496 naunna.

C
Osmaunmo BD = x u nocmarpajmo cpemnumre N crpanure AC. Tana je
CD=2—-2,CE=1+4+2u NE = z. llpu tome je <MBD = <MNEFE = N \
60° u MB = MN =1, onaksue cienu na cy tpoyriaosu MBD u MNE E&j b
nomynapau. 3akpydyjemo na je <BMD = <NMFE n, sajsan, <DME = o
<<BMN = 120°. A 7 B

(a) Cparku nemunan d 6poja 228 . 549 je obnuka d = 2% -5Y, rme je 0 < v < 28 mw 0 < y < 49.
Excnonent x ce moxke omabpartu Ha 29 maumba, a ekcmoHeHT y Ha H0 mauuna. Cmemu ma ce
opoj d mosxke omabparu ua 29 - 50 = 1450 mavuna, Tj. oarosop je 1450.

(6) IoaceTnmo ce mosnare Gopmyite 3a 6poj menumana 7(n) IPUPORHOTr 6poja n = pi'py? -+ - P,
rae cy pi,--..,Pk PA3IUYUTU NPOCTHU, & T1,...,T) TPUPOIHU OPOjeBuU:

T(n)=(r1+ e +1)--(re +1).

Bpoj n je memus ca 2021 = 43 - 47. Ako je meroBa KaHOHCKa (akrTopusamuja n = 43% - 477 -
pit-epk, onma on mva T(n) = (a+1)(b+1)(r1+1) - - (1 + 1) = 2021 = 43 - 47 nemmnana. Kakxo
cy cBu unmanomm a + 1, b+ 1 u r; + 1 Behwu ox 1, oso je moryhe camo aro je {a,b} = {42,46} u
k = 0. Haxmue, Tpasenux 0pojesa n uma camo msa: 4340 . 4742 g 4342 . 4746,



Hauomena. Iajemo mokas ¢popmyie 3a 7(n). Caku menummnan 6poja n uMa obnuk d = pi'ps* - --ppF,

36.1.

rme je 0 < s; <r; 3a ceako ¢ = 1,..., k. CBaku o1 ekclioHeHATa §; MOsKe ce m3abparu Ha T; + 1
naunna. To mam maje yrynuo 7(n) = (r1 + 1)+ (rx + 1) moryhuocru 3a mnenumnarn d.

Hymepumyhu cemumra 6pojeBuma om 1 mo 9, mMoskeMO PYyUYHO ma mpedpPOjuUMO MO3BOJLEHE
pacnopene: 1357,1358, 1359, 1368, 1369, 1379; 1468, 1469, 1479; 1579; 2468, 2469, 2479; 2579; 3579.
Yxynuo 15 moryhuoctn.

Lpyro pewewe. Y pagmheMo ONIMITUjU 3aaaTaK, ¥ KOME Yy pemay OI N CEeIUINTa O3HauaBaMoO k Tako ma

35.2.

35.3.

36.4.

He Oyny IBa cycenHa O3HAUEHA.

ITomTo ce JeCHO O CBAKOT O3HAYEHOT CEOUINTA MOPAa HAJA3ZUTHU j&IHO MPA3HO, JOLAJMO MPAa3Hy
(n+1)-By cronumy Ha kKpaj pema. OBako ce pen cactoju on k maposa cequinTa (JI€BO 0O3HAUEHO
” mecHO mpasHo) u n + 1 — 2k mpasuux cegomra - yrynHo n + 1 — k ,jo6jekara” koje tpeba

pacnopeauTu, a TO ce MOKE YUYUHUTHU Ha ("Jri*k) Ha4MHA.

Haru cucrem je muueapan mo X =Inz, Y =Ilny u Z = Inz. Pemasamo ra ['aycoBum meromom.
Ca J, + - Jp o3HAUuaBaMoO moJaBame -TOj jeqHAUYMHU D-Te MOMHOMKEHe ca I
X+2Y+3Z2=0 Jo—271 [ X +2Y + 32 =0

2X +3Y + Z=a  L24 Y-  5Z=a

3X +5Y +aZ =2a-4 "% (a—4)Z = a—4.
Axo je a # 4, cnequ Z =1, a omatne Y = —a—5 u X = 2a+7, 1j. (2,y,2) = (e2¢F7 e7275 ¢).
Axo je a = 4, tpeha jemmauumna nocraje 0 = 0, na ysumamem Z = t nobujamo Y = —5t—4 u
X = Tt+8, 1j. (7,y,2) = ("8, e75 71 ¢!) 3a mpoussomno t € R.

ITomro je cosx < 1 m sinx < 1, Baskn
2021 2022

082920 4 4 sin T + cos r < cos’x+sin?z +cos’z =1+ cos®z < 2.

Heka cy K u L Ttaure Ttakse na cy A u C' pemoMm cpeaumra gy:Ku AL

BK wn BL. Oﬂa6epI/IMO Taql«cy M Ha Iy/KA KL Tako na je KM = a
=CD. Nmamo CD =%, DL=%u ML =

I{aﬁo je AK = AC = 1 u <ZAKM <IACD 60°, TpoyrioBu
AKM u ACD cy nonynmapuu. Cnenu na je AM = AD u <KAM =
<CAD, t1j. <MAD = <KAC = 120°. To 3mauu ma je Tpoyrao
M AD jennakokpak, na je <ADM = 30° = <ADE.

Capma ma ocHOBy TasiecoBe TeopeMe mMamo g—ﬁ = % = i na je CE = 12, 1j. AE = %
pyro pewewe. Heka je F' momuo:kje HOpMaJse u3 tauke [ Ha AC Tazxa je CF = 1C’D = %, AF = %
u DF = ‘/_ Axo oznauumo FE =z, nmamo tg <ADF = f’ tg <EDF = = 6—”; u
1 R 5— 6z
= tg 30° = tg <ADE = tg (SADF — <EDF) = Y3 V3 _

35.5.

4B5.1.

4B.2.

V3 1+ fgz_ (1+102)v3
Cnemflﬂaje5—6x=1+10x,Tj.x:% Tako na je AE = AF —x =

EI*

[Momro je 22 — 4y? = (x — 2y)(z + 2y), naTa jenHaUMHA Ce MOKE 3AMUCATU Kao

(z —2y)(z + 2y — 1) = 22021,
Cnemn nma je x +2y —1=2"u 2 — 2y = 2°, rme cy a > b > 0 nemu 6pojesu u a + b = 2021.
MebyTum, 2% 4 2° = 22 — 1 je menmapan 6p0J7 a memus je ca 2°, ma mopa 6uru b = 0. Taza je
a = 2021, omakne xonauno mobujamo x = 22020 41 u ¢ = 22019,

omro je 2020 = 1 1 2021 = —1 (mod 3), Basku 20202020 420212021 = 120204 (—1)2021 = 14 (—1) =
0. Cremu nma je matu Opoj memus ca 3, a Behwu je om 3, ma je CIOKeH.

PaznmuroBahemo mBa cayuaja.



4B.3.

(1°) Ipsa ryTuja je mpasua. Taga apyra KyTuja Caap:Ku jenHy, ABe WJIU TPU Kyriaune. Tako

ce caxp:kaj apyre kytuje (a camum tum u Tpehe) mosxke omabparm Ha (?) + (g) + (g) =
6+ 15+ 20 = 41 maywuH.

(2°) Ipsa kyTuja canpsxn jenny ryrauny. OBa Kyramma ce Moske m3abpatu Ha 6 HadmHA.
Hpyra gyTtuja canp:Ku HUjenHY, jeOHy, ABE WU TPU KYIJIWIE, Ia Ce HBHEeH CaAP:Ka] MOXKe
omabpatu Ha ((5)) + (?) + (g) + (g) = 26 mauyuHa.

IIpema Tome, omrosop je 41 +6-26 = 197.

Jemno pememe je x = 0. 3a z # 0 mara jennaumua je exsuBasentHa ca f(z) = 1, rme je
f(r) = Zpzr. Pynrnmja f je mapma, ma ako je  pememe jeIHaYnHe, OHIA je TO U —x. 3aTO je
IOBOJLHO MOKA3aTy Ja Ha uHTepBaty (0,00) jeaHaurHa UMa jeJUHCTBEHO DEIIeHhe.

Jacuo je ma je f(x) <13a x> 1. C mpyre crpane, 3a x € (0,1] Baskn z < tga < 2021 tgx, na je

(x — 2021 tg ) cos x
() = 22022 <0.

To 3maunm ma je ¢ymrnmja f crporo omanajyha ma mmrepsasay (0,1]. IIpu tome je f(F) <1<
f(1), re va Tom unTepBany jemuauvHa f(x) = 1 3amcra MMa TAYHO jeJHO PEIIEHE.

Hauomena. Ocum x = 0, pemema gare jennaumue cy npudbmmkao x = £0,99991457.

45.4.

4B.5.

Osnaunmo <APB = <BPC = z. Tana je <CPD = 180° — 2x.

Hame, momTo je % = PB = %, rpoyraosu APB u BPC cy
cauyHy, mna je JABC = <IABP—|—<ZPBC <ABP+<PAB = 180°—x
u onarie <ADC = z, tj. <PDC = z. Onasune takobhe mamzazumo
<PCD = 180° — <CPD — <PDC = z. Caemu na je tpoyrao PCD

jemHakokpak, na je PD = PC =4 u, najszan, AD = 5.

MHO&emeM Ipyre jefHAmUEE ca 4 1 omy3uMameM o mpse mobuja ce x2 — 4y? = Sy — 4z, Tj.

(z = 2y)(z +2y) = —4(z — 2y).

(1°) Axo je x = 2y, cucrem ce cBoam Ha jemHaumuy y> — 2y +a =0, 1j. (y —1)2 =1 —a. 3a
a<l,a=1ma>1 penom mmamMo OBa, jeIHO, OTHOCHO HUjETHO DEIICHE.

(2°) Axo je z + 2y = —4, ouma ckpahmBamem caeman x + 2y = —4, 1j. v = 2y —4 n y? =
—2y—4—a. Onasze je (y+1)2=-3—a, ok jex =y>+a. 3aa< -3, a=-3mwa>—3
penoM mMaMo IBa, jeTHO, OMHOCHO HUjETHO PEIleHe.

Jenuno pememe koje ce Moske mojaButu y oba cayuaja je (x,y) = (—2,—1), a Tana je a =

r —y? = —3. CBe y cBeMy, CHCTEM MMa YeTHPH pellema 3a a < —3, aBa 3a —3 < a < 1, jemno

3a a =1 u HUjenHO 32 a > 1.



