
OKRUЖNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA 2020/2021.

Rexeǌa

Poxto je Q(1) = 0, polinom Q(x) je deǉiv sa x− 1, pa deǉeǌem sledi Q(x) = (x− 1)(x−a).1A.1.

Ako je polinom P (x) deǉiv sa Q(x), on je deǉiv i sa x− 1 i x− a, pa je P (1) = P (a) = 0.
Kako je P (1) = a3 − a = a(a− 1)(a+ 1), sledi da je a ∈ {−1, 0, 1}. Tada je

P (x) = x(x2020−2x+1) = x(x−1)R(x), gde je R(x) =
x2020 − 1

x− 1
−2 = x2019+x2018+· · ·+x−1.

Oqigledno rexeǌe je a = 0. To je i jedino rexeǌe. Zaista, R(−1) i R(1) su razliqiti
od nule, pa a ∈ {−1, 1} nisu rexeǌa.

Odgovor je 13.1A.2.

Vaжi n ≡ 11 . . . 1 = a + b ≡ 28 + 21 ≡ 4 (mod 9). Pritom iz uslova zadatka sledi da je
a > 1999, pa je a+ b > 1111, tj. n ne moжe biti 4. Prema tome, n > 13.

S druge strane, za n = 13 lako nalazimo primer: a = 1 111 111 105 555 i b = 5 556.
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Neka je Y ′ taqka na stranici CA takvu da je CY ′ : Y ′A = 2021 : 2020.1A.3.
Tada je CX = AY ′, CY ′ = AZ i ∢XCY ′ = ∢Y ′AZ = 60◦, xto znaqi da
su trouglovi XCY ′ i Y ′AZ podudarni, pa je XY ′ = Y ′Z. Sledi da je
Y ′ ≡ Y , pa je CY : Y A = 2021 : 2020.

Odgovor je 8. Leva slika daje primer bojeǌa sa 8 boja.1A.4.

Pokaжimo da 7 boja nije dovoǉno. Pretpostavimo suprotno. Kolone �emo oznaqavati sa
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a, b, c, d, a vrste sa 1, 2, 3, 4. Iz uslova zadatka sledi da su
poǉa b4, c4, b3, c3, b2, c2 razliqito obojena - recimo, redom bo-
jama 1, 2, 3, 4, 5, 6. Tada poǉa a3 i d3 imaju sedmu boju - ,,7”.
Daǉe, poǉa a2 i d2 moraju se obojiti redom bojama 2 i 1.
Me�utim, sada poǉe b1 ne moжe imati nijednu od sedam po-
nu�enih boja, xto je kontradikcija.

Dati broj je paran. Neka je n · 2n + 4 = (2x)2. Tada je1A.5.

n · 2n−2 = x2 − 1 = (x+ 1)(x− 1).

Bar jedan od qinilaca x± 1 nije deǉiv sa 4, te ne moжe biti ve�i od 2n, tj. x 6 2n+ 1.
Drugi qinilac je pak deǉiv sa 2n−3, pa je x > 2n−3 − 1. Sledi da je 2n−3 6 2n + 2, tj.
2n−4 6 n+ 1. Me�utim, za n > 8 je 2n−4 = 24 + (24 + 25 + · · ·+ 2n−5) > 24 + (1 + 1 + · · ·+ 1) =
16 + (n− 8) > n+ 1, pa tada nema rexeǌa.

Ostaju samo sluqajevi n 6 7. Direktnom proverom nalazimo da je samo n = 7 rexeǌe.

Oznaqimo y = 1 + u, x = 1 + u+ v, gde su u, v > 0. Data jednaqina postaje2A.1.

0 = (1 + u+ v)(1 + u+ 2v)− 4u− 5v = u2 + 2v2 + 3uv − 2u− 2v + 1 = (u+ v − 1)2 + uv + v2

xto je mogu�e samo kada je u = 1 i v = 0, tj. (x, y) = (2, 2).

Naī̄omena. Zadatak se moжe rexiti i bez uvo�eǌa smene: 2x2−xy−5x+y+4 =(x−2)2+(x−1)(x−y).

Iz tetivnosti qetvorouglova CPBQ i CQDR sledi ∢CQP = ∢CBP = ∢DAB, a sliqno2A.2.
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Rje i ∢CQR = ∢CDR = ∢DAB. Sledi da je ∢PQR = 2∢DAB.

S druge strane, taqka O je sredixte hipotenuze u pravouglom
trouglu APC, pa je OA = OC = OP . Sliqno je i OA = OC = OR,
tj. O je centar opisane kruжnice trougla APR. Odatle je ∢POR =
2∢PAR = 2∢DAB = ∢PQR, tj. PQOR je tetivan qetvorougao.

Za 4 6 k 6 10, oznaqimo sa ak broj skupova Ai za koje je |Ai| = k.2A.3.

Ukupno ima
(

11
3

)

= 165 troelementnih podskupova skupa X, od kojih je svaki sadrжan u

taqno jednom od skupova Ai. S druge strane, svaki skup Ai sa k elemenata sadrжi
(

k
3

)

troelementnih podskupova. Sledi da je

165 =

(

4

3

)

a4 +

(

5

3

)

a5 + · · ·+
(

10

3

)

a10 = 4a4 + 10a5 + 20a6 + 35a7 + 56a8 + 84a9 + 120a10.

Kako su svi sabirci osim moжda 35a7 parni, a7 mora biti neparno, tj. a7 > 1.

Za n = 2 jednaqina ima rexeǌe cosx = 1−
√
5

2 , tj. x = arccos 1−
√
5

2 . Neka je nadaǉe n > 3. Sa2A.4.
L i D redom oznaqavamo levu i desnu stranu jednaqine. Razlikujemo dva sluqaja.

(1◦) cosx > 0. Tada je L > n! = 2 · 3 · · ·n > 2 · 2 · · · 2 = 2n−1 > D, pa jednaqina nema rexeǌa.

(2◦) cosx < 0. Tada je 1+cosk x < 1 za neparno k, pa je D < 2[n/2], dok je L > 1 ·2 · · · (n−1) >
2n−2 > 2[n/2], pa ni u ovom sluqaju nema rexeǌa.

Prema tome, data jednaqina ima rexeǌa samo za n = 2.

Primetimo da, ako je 2k = (ǫi . . . ǫ1ǫ0)3, onda je S3(2
k) = ǫi+· · ·+ǫ1+ǫ0 ≡ 3iǫi+· · ·+3ǫ1+ǫ0 = 2k2A.5.

(mod 2). To znaqi da je S3(2
k) parno za svako k ∈ N.

Najzad, iz 23n < 32n sledi da je S3(2
k) 6 4n za k 6 3n. Prema tome, 2n+ 1 brojeva S3(2

n),
S3(2

n+1), . . . , S3(2
3n) su parni i ne ve�i od 4n, a takvih ima samo 2n. Po Dirihleovom

principu neka dva moraju biti jednaka.
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GKako je ∢BGC = ∢BEC = ∢AED i ∢CBG = ∢CEG = ∢EAD,3A.1.
trouglovi BCG i ADE su sliqni. Pritom je AD

DF = BC
CF , pa su i

trouglovi BFG i AFE sliqni. Otuda je ∢AFE = ∢BFG.

Uslov zadatka znaqi da 10k | x2 − x = x(x − 1), pri qemu je x < 10k. Dovoǉno je na�i3A.2.
x ∈ {0, 1, . . . , 10k − 1} takvo da

2k | x i 5k | x− 1,

a na osnovu Kineske teoreme o ostacima takvo x postoji za svako k ∈ N. Xtavixe, svaki
takav broj x se moжe dobiti samo za konaqno mnogo vrednosti k, pa ovakvih brojeva x

zaista ima beskonaqno mnogo.

Naī̄omena. Brojevi x sa traжenom osobinom su poznati kao aux̄̄omorfni brojevi.

Pretpostavimo da se parovi {x, x+24} nalaze u podeli za svako 1 6 x 6 24. Tada brojevi3A.3.
49 i 98 moraju biti upareni sa 73 i 74 nekim redom. Nadaǉe mora postojati i par {99, 75},
a zatim redom i {51, 76}, {52, 77}, . . . , {72, 97}. Time smo dobili dve mogu�nosti.

Ostaje sluqaj kada za neko x 6 24 postoji par {x, x+25}. Posmatrajmo najmaǌe takvo x.

(1◦) Ako je x = 1, onda brojevi 1, 2, . . . , 24 moraju biti redom u paru sa 26, 27, . . . , 49. Sada
se broj 25 ne moжe upariti, pa je ovo nemogu�e.

(2◦) Ako je x = 2, onda imamo parove {1, 25} i {2, 27}. Daǉe, brojevi 3, 4, . . . , 24 moraju
biti redom u paru sa 28, 29, . . . , 49, a broj 26 sa 51. Daǉe, 75 mora biti u paru sa
99, 74 sa 98, itd, 52 sa 76. Ovde je podela jedinstvena.
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(3◦) Neka je sada 3 6 x 6 24. Tada su brojevi 1, 2, . . . , x−1 redom u paru sa 25, 26, . . . , x+23.
S druge strane, x, x+1, . . . , 24 su redom u paru sa x+25, x+26, . . . , 49. Brojevi x+24 i
x+73 moraju biti u paru sa x+48 i x+49 nekim redom. Daǉe su x+74, . . . , 99 redom
u paru sa x+50, . . . , 75. Najzad, 51, 52, . . . , x+47 su u paru sa 76, 77, . . . , x+72. Tako za
svako x imamo po dve mogu�nosti.

Ukupan broj mogu�nosti je 22 · 2 + 3 = 47.

Po Fermaovoj teoremi je x4k+4 = x2 · xp−1 ≡ a · 1 = a (mod p), pa se moжe uzeti b = xk+1.3A.4.

Dru ı̄o rexeǌe. Dovoǉno je dokazati da postoji ceo broj b takav da je b2 ≡ ±x (mod p), tj. da
je jedan od brojeva x i −x kvadratni ostatak po modulu p. Ovo je taqno jer je jedan od

Leжandrovih simbola
(

x
p

)

i
(

−x
p

)

jednak 1: zaista,
(

x
p

)(

−x
p

)

=
(

−1
p

)(

x
p

)2
= (−1)

p−1

2 = −1.

Kompleksan broj z je rexeǌe date jednaqine ako i samo ako je z2021 − 1 = a(z2020 − 1) za3A.5.
neki kompleksan broj a modula 1. Jedno rexeǌe je z = 1; skra�ivaǌem z − 1 dobijamo

P (z) = 0, gde je P (z) = z2020 + (1− a)
(

z2019 + · · ·+ z + 1
)

.

Polinom P ima (bar jednu) kompleksnu nulu za za svako a ∈ C, |a| = 1. Primetimo i da
je za 6= 1, jer je P (1) = 2021− 2020a 6= 0. Kako razliqite vrednosti a daju razliqite nule
z = za, traжenih kompleksnih brojeva z ima beskonaqno mnogo.

Na osnovu Vijetovih formula vaжi
√

x3
1+(x2+x3+9)

√
x1 = (x1+x2+x3+9)

√
x1 = (t+9)

√
x14A.1.

i x2
2x

2
3 = 32t

x2

1

, xto jednakost iz zadatka svodi na

32t+ 288

x2
1

= (t+ 9)
√
x1, tj. (t+ 9)

(

x
5/2
1 − 32

)

= 0.

Sledi da je x
5/2
1 = 32, tj. x1 = 4. Zamenom u polaznu jednaqinu dobijamo✚✚64−16t−✚✚64−4

√
2t =

0, xto kao jedinu mogu�nost daje t = 0. To je rexeǌe zadatka, jer tada polazna jednaqina
glasi x3 − 16x = 0 i ima rexeǌa x1 = 4, x2 = 0 i x3 = −4 koja zadovoǉavaju uslove.

Neka ima c crvenih, p plavih i b belih korpi.4A.2.

• Ukupan broj mogu�ih rasporeda je (c+ p+ b)n;

• broj rasporeda u kojima su crvene korpe prazne je (p+ b)n;

• broj rasporeda u kojima su plave korpe prazne je (c+ b)n;

• broj rasporeda u kojima su i crvene i plave korpe prazne je bn.

Vajlsov rezultat je bn, dok Ferma uz pomo� principa ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa dobija
rezultat (c+p+b)n−(p+b)n−(c+b)n+bn. Iz uslova zadatka sledi da je (p+b)n+(c+b)n =
(c+ p+ b)n. No, po quvenoj teoremi Fermaa i Vajlsa, ovo je mogu�e samo za n = 2. Tako
sledi da je (p+ b)2 + (c+ b)2 = (c+ p+ b)2, xto se skra�ivaǌem svodi na b2 = 2cp.

Ako je b, p 6 c = 2020 (sluqaj b, c 6 p je analogan), onda iz b2 = 4040p = 23 · 5 · 101p sledi
da 2020 | b, pa mora biti b = 2020 i p = 1010. S druge strane, ako je c, p 6 b = 2020, onda
je cp = 2 · 10102, pa mora biti {c, p} = {2020, 1010}. U oba sluqaja ima ukupno 5050 korpi.

Jasno je da je α 6 1. Xtavixe, ako je α > 2
3 , onda iz a0 < α · a1 6 a0 + 1 sledi a1 = 2,4A.3.

protivno uslovu zadatka. Prema tome, α 6
2
3 .

Pokaжimo da ovakav niz postoji za α = 2
3 . Dovoǉno je dokazati da se za svako neparno

an ∈ N moжe na�i neparno an+1 ∈ N takvo da je an < 2
3an+1 6 an + 1. I zaista:

(1◦) ako je an = 4k + 1 (k ∈ N), moжe se uzeti an+1 = 6k + 3;

(2◦) ako je an = 4k + 3 (k ∈ N), moжe se uzeti an+1 = 6k + 5.
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Primetimo da je4A.4.
M = a2 + 2ab− 3b2 − 2a+ 2b = (a− b)(a+ 3b− 2),

pri qemu su oba qinioca iste parnosti. Sledi da 4 | M ako i samo ako su a i b iste
parnosti, dok 7 | M ako i samo ako je a ≡ b ili a+ 3b ≡ 2 (mod 7).

Pretpostavimo da ima sedam brojeva. Bar qetiri od ǌih su iste parnosti: recimo,
qetiri neparna. Bar dva od ta qetiri pri deǉeǌu sa 7 daju ostatke iz jednog od skupova
{0, 3, 2}, {1, 5, 6} i {4}. Kako je 0+3 ·3 ≡ 3+3 ·2 ≡ 2+3 ·0 ≡ 2 i 1+3 ·5 ≡ 5+3 ·6 ≡ 6+3 ·1 ≡ 2
(mod 7), ta dva broja moжemo oznaqiti sa a i b tako da je a ≡ b ili a+ 3b ≡ 2 (mod 7).

S druge strane, ako je dato xest brojeva 0, 1, 4, 7, 8, 11, ni za koje a i b ne�e vaжiti
a+ 3b ≡ 2 (mod 7). Zato M moжe biti deǉivo sa 7 samo ako je a ≡ b (mod 7), ali tada je
a 6≡ b (mod 2), pa opet 28 ∤ M . Ovim je pokazano da je odgovor k = 7.

Iz tangentnosti qetvorougla ABCD sledi AB+CD = BC+DA, tj. DA = 3. Ako oznaqimo4A.5.
α = ∢DAB, i γ = ∢BCD, iz jednakosti PABCD = PABD + PCBD dobijamo 1

2 (4+3+2+3)r =
1
2 (3 · 4 sinα+ 3 · 2 sin γ), odakle je r = sinα+ 1

2 sin γ.

Daǉe, kosinusna teorema u trouglovima ABD i CBD nam daje BD2 = 25 − 24 cosα =
13− 12 cosγ, odakle je cos γ = 2 cosα− 1. Odavde imamo sin γ = 2

√
cosα− cos2 α, pa je najzad

A B

C
D

α

γ

r

x yr = sinα+
√

cosα− cos2 α.

Ako je r >
√
2, onda je cosα − cos2 α > (

√
2 − sinα)2, xto se svodi

na 2
√
2 sinα+ cosα > 3, a ovo je ekvivalentno nemogu�oj nejedna-

kosti sin(α+ ϕ) > 1, gde je ϕ = arcsin 1
3 .

S druge strane, uslov r > 1 se svodi na 1− sinα <
√
cosα− cos2 α,

xto se kvadriraǌem svodi na 2 − cosα < 2 sinα i daǉe na cosα(4 − 5 cosα) > 0. Odmah
imamo cosα = 1+cos γ

2 > 0, pa ostaje da se dokaжe da je cosα < 4
5 . Oznaqimo x = ∢ADB

i y = ∢CDB. Po kosinusnoj teoremi u trouglovima ABD i CBD imamo cosx + cos y =
BD2−7
6BD + BD2−5

4BD = 5BD2−29
12BD , pa kako je cosx + cos y = 2 cos x−y

2 cos x+y
2 > 0, sledi BD2 > 29

5 .

Sada kosinusna teorema u trouglu ABD daje cosα = 25−BD2

24 <
25− 29

5

24 = 4
5 .

Kako je zbir cifara datog broja jednak 9 + 3a, xto je deǉivo sa 3, dati broj je i sam1B.1.
deǉiv sa 3, a ve�i je od 3, xto znaqi da je sloжen.

(a) Razlikujemo dva sluqaja (koji ne moraju biti disjunktni).1B.2.

• Ako je x 6 0, onda je x+ |x| = x− x = 0, pa jednaqina postaje |x+ a| = 0, tj. x = −a.

• Ako je x > 0, onda je x+ |x| = 2x i |x+ a| = x+ a (jer je a > 0), pa jednaqina postaje
4042x = x+ a i ima rexeǌe x = a

4041 .

Sve u svemu, rexeǌa jednaqine su x = −a i x = a
4041 .

(b) Po delu (a), data jednaqina ima samo jedno rexeǌe ako je −a = a
4041 , tj. za a = 0.

Ako prvo ili posledǌe mesto nije oznaqeno, mora se oznaqiti svako drugo sedixte, pa1B.3.
tada postoje samo dve mogu�nosti.

Neka je sada oznaqeno i prvo i posledǌe sedixte. Imamo n oznaqenih sedixta i izme�u
ǌih n− 1 ,,praznina”, od kojih se jedna sastoji od dva prazna sedixta, a sve ostale od
po jednog. Pozicija praznine sa dva sedixta moжe se odabrati na n− 1 naqina, xto daje
n− 1 mogu�nosti.

Dakle, ukupno ima n+ 1 mogu�nosti.
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QNeka je Q taqka na duжi AE takva da je DQ ‖ PE. Poxto je tro-1B.4.
ugao CPE jednakokrak, vaжi ∢CDQ = ∢CPE = ∢CEP = ∢CQD,
pa je DQEP jednakokraki trapez; otuda je QE = DP = 1

2AE.
Dakle, Q je sredixte duжi AE. Sledi da je DQ sredǌa linija
u trouglu ABE, xto znaqi da je D sredixte duжi AB.

Jedino rexeǌe je n = 2: tada je n · 2n−3 + 3 = 22. Direktnom proverom nalazimo da za1B.5.
n 6 4 drugih rexeǌa nema.

Pretpostavimo da je n > 5 i n · 2n−3+3 = x2. Broj x mora biti neparan, a tada su x+1 i
x− 1 parni, pa je x2 − 1 deǉivo sa 4. Me�utim, x2 − 1 = n · 2n−3+2 oqigledno nije deǉivo
sa 4, pa u ovom sluqaju nema rexeǌa.

Brojilac −2x2 + 2x+ c je negativan za svako x. Zaista, poxto je c 6 −1, diskriminanta2B.1.
brojioca je 4 + 8c < 0. Prema tome, x je rexeǌe date nejednaqine ako i samo ako je i
imenilac x2 − 3|x|+ 2 negativan.

Ostaje da ispitamo imenilac: on je jednak |x|2 − 3|x|+ 2 = (|x| − 1)(|x| − 2) i negativan je
kada je 1 < |x| < 2, tj. za x ∈ (−2,−1) ∪ (1, 2). Ovaj skup je rexeǌe nejednaqine.

Poxto je c < a+ b, dovoǉno je dokazati nejednakost 2a2 + 2b2 > (a+ b)2. Me�utim, ona je2B.2.
trivijalna:

2a2 + 2b2 − (a+ b)2 = a2 − 2ab+ b2 = (a− b)2 > 0.

Naī̄omena. Duжina teжixne duжi koja odgovara stranici a je ta = 1
2

√
2a2 + 2b2 − c2. Tako je

jednakost iz zadatka zapravo ekvivalentna nejednakosti t2a > 0.

Iz svakog od parova {1, 29}, {2, 28}, . . . , {14, 16} moжe se odabrati najvixe po jedan igraq.2B.3.

(1◦) Ako je zatvorenik broj 15 u ekipi, treba izabrati jox 10 parova i iz svakog od tih
parova po jednog igraqa. Parovi se mogu odabrati na

(

14
10

)

naqina, a igraqi iz ǌih

na 210 naqina. To je ukupno 210
(

14
10

)

naqina.

(2◦) Ako zatvorenik 15 nije u ekipi, treba odabrati 11 parova i iz svakog para po jednog
igraqa, a to se moжe uqiniti na 211

(

14
11

)

naqina.

Ukupno ima 210
(

14
10

)

+ 211
(

14
11

)

= 1 770 496 naqina.

A B

C

DE

M

N

x

2
−
x

1

x

1

1 1

Oznaqimo BD = x i posmatrajmo sredixte N stranice AC. Tada je2B.4.
CD = 2 − x, CE = 1 + x i NE = x. Pri tome je ∢MBD = ∢MNE =
60◦ i MB = MN = 1, odakle sledi da su trouglovi MBD i MNE

podudarni. Zakǉuqujemo da je ∢BMD = ∢NME i, najzad, ∢DME =
∢BMN = 120◦.

(a) Svaki delilac d broja 228 · 549 je oblika d = 2x · 5y, gde je 0 6 x 6 28 i 0 6 y 6 49.2B.5.
Eksponent x se moжe odabrati na 29 naqina, a eksponent y na 50 naqina. Sledi da se
broj d moжe odabrati na 29 · 50 = 1450 naqina, tj. odgovor je 1450.

(b) Podsetimo se poznate formule za broj delilaca τ(n) prirodnog broja n = pr11 pr22 · · · prkk ,
gde su p1, . . . , pk razliqiti prosti, a r1, . . . , rk prirodni brojevi:

τ(n) = (r1 + 1)(r2 + 1) · · · (rk + 1).

Broj n je deǉiv sa 2021 = 43 · 47. Ako je ǌegova kanonska faktorizacija n = 43a · 47b ·
pr11 · · · prkk , onda on ima τ(n) = (a+1)(b+1)(r1 +1) · · · (rk +1) = 2021 = 43 · 47 delilaca. Kako
su svi qinioci a+ 1, b+ 1 i ri + 1 ve�i od 1, ovo je mogu�e samo ako je {a, b} = {42, 46} i
k = 0. Dakle, traжenih brojeva n ima samo dva: 4346 · 4742 i 4342 · 4746.
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Naī̄omena. Dajemo dokaz formule za τ(n). Svaki delilac broja n ima oblik d = ps11 ps22 · · · pskk ,
gde je 0 6 si 6 ri za svako i = 1, . . . , k. Svaki od eksponenata si moжe se izabrati na ri + 1
naqina. To nam daje ukupno τ(n) = (r1 + 1) · · · (rk + 1) mogu�nosti za delilac d.

Numerixu�i sedixta brojevima od 1 do 9, moжemo ruqno da prebrojimo dozvoǉene3B.1.
rasporede: 1357, 1358, 1359, 1368, 1369, 1379; 1468, 1469, 1479; 1579; 2468, 2469, 2479; 2579; 3579.
Ukupno 15 mogu�nosti.

Dru ı̄o rexeǌe. Uradi�emo opxtiji zadatak, u kome u redu od n sedixta oznaqavamo k tako da
ne budu dva susedna oznaqena.

Poxto se desno od svakog oznaqenog sedixta mora nalaziti jedno prazno, dodajmo praznu
(n+1)-vu stolicu na kraj reda. Ovako se red sastoji od k parova sedixta (levo oznaqeno
i desno prazno) i n + 1 − 2k praznih sedoxta - ukupno n + 1 − k ,,objekata” koje treba
rasporediti, a to se moжe uqiniti na

(

n+1−k
k

)

naqina.

Dati sistem je linearan po X = lnx, Y = ln y i Z = ln z. Rexavamo ga Gausovim metodom.3B.2.
Sa Ja + r · Jb oznaqavamo dodavaǌe a-toj jednaqini b-te pomnoжene sa r:







X + 2Y + 3Z = 0
2X + 3Y + Z = a

3X + 5Y + aZ = 2a−4

J2−2J1

J3−3J1====⇒
J3−J2







X + 2Y + 3Z = 0
−Y − 5Z = a

(a−4)Z = a−4.

Ako je a 6= 4, sledi Z = 1, a odatle Y = −a−5 i X = 2a+7, tj. (x, y, z) = (e2a+7, e−a−5, e).

Ako je a = 4, tre�a jednaqina postaje 0 = 0, pa uzimaǌem Z = t dobijamo Y = −5t−4 i
X = 7t+8, tj. (x, y, z) = (e7t+8, e−5t−4, et) za proizvoǉno t ∈ R.

Poxto je cosx 6 1 i sinx 6 1, vaжi3B.3.

cos2020 x+ sin2021 x+ cos2022 x 6 cos2 x+ sin2 x+ cos2 x = 1 + cos2 x 6 2.

A B

C

DE

K

L

M

Neka su K i L taqke takve da su A i C redom sredixta duжi3B.4.
BK i BL. Odaberimo taqku M na duжi KL tako da je KM =
1
3 = CD. Imamo CD = 1

3 , DL = 4
3 i ML = 5

3 .

Kako je AK = AC = 1 i ∢AKM = ∢ACD = 60◦, trouglovi
AKM i ACD su podudarni. Sledi da je AM = AD i ∢KAM =
∢CAD, tj. ∢MAD = ∢KAC = 120◦. To znaqi da je trougao
MAD jednakokrak, pa je ∢ADM = 30◦ = ∢ADE.

Sada na osnovu Talesove teoreme imamo CE
LM = DC

DL = 1
4 , pa je CE = 5

12 , tj. AE = 7
12 .

Dru ı̄o rexeǌe. Neka je F podnoжje normale iz taqke D na AC. Tada je CF = 1
2CD = 1

6 , AF = 5
6

i DF =
√
3
6 . Ako oznaqimo FE = x, imamo tg ∢ADF = AF

DF = 5√
3
, tg ∢EDF = EF

DF = 6x√
3
i

1√
3
= tg 30◦ = tg ∢ADE = tg (∢ADF − ∢EDF ) =

5√
3
− 6x√

3

1 + 5√
3
· 6x√

3

=
5− 6x

(1 + 10x)
√
3
.

Sledi da je 5− 6x = 1 + 10x, tj. x = 1
4 , tako da je AE = AF − x = 7

12 .

Poxto je x2 − 4y2 = (x− 2y)(x+ 2y), data jednaqina se moжe zapisati kao3B.5.

(x− 2y)(x+ 2y − 1) = 22021.

Sledi da je x + 2y − 1 = 2a i x − 2y = 2b, gde su a > b > 0 celi brojevi i a + b = 2021.
Me�utim, 2a + 2b = 2x− 1 je neparan broj, a deǉiv je sa 2b, pa mora biti b = 0. Tada je
a = 2021, odakle konaqno dobijamo x = 22020 + 1 i y = 22019.

Poxto je 2020 ≡ 1 i 2021 ≡ −1 (mod 3), vaжi 20202020+20212021 ≡ 12020+(−1)2021 = 1+(−1) =4B.1.
0. Sledi da je dati broj deǉiv sa 3, a ve�i je od 3, pa je sloжen.

Razlikova�emo dva sluqaja.4B.2.
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(1◦) Prva kutija je prazna. Tada druga kutija sadrжi jednu, dve ili tri kuglice. Tako
se sadrжaj druge kutije (a samim tim i tre�e) moжe odabrati na

(

6
1

)

+
(

6
2

)

+
(

6
3

)

=
6 + 15 + 20 = 41 naqin.

(2◦) Prva kutija sadrжi jednu kuglicu. Ova kuglica se moжe izabrati na 6 naqina.
Druga kutija sadrжi nijednu, jednu, dve ili tri kuglice, pa se ǌen sadrжaj moжe
odabrati na

(

5
0

)

+
(

5
1

)

+
(

5
2

)

+
(

5
3

)

= 26 naqina.

Prema tome, odgovor je 41 + 6 · 26 = 197.

Jedno rexeǌe je x = 0. Za x 6= 0 data jednaqina je ekvivalentna sa f(x) = 1, gde je4B.3.
f(x) = sin x

x2021 . Funkcija f je parna, pa ako je x rexeǌe jednaqine, onda je to i −x. Zato je
dovoǉno pokazati da na intervalu (0,∞) jednaqina ima jedinstveno rexeǌe.

Jasno je da je f(x) < 1 za x > 1. S druge strane, za x ∈ (0, 1] vaжi x < tg x < 2021 tgx, pa je

f ′(x) =
(x − 2021 tg x) cos x

x2022
< 0.

To znaqi da je funkcija f strogo opadaju�a na intervalu (0, 1]. Pri tome je f(π6 ) < 1 <

f(1), te na tom intervalu jednaqina f(x) = 1 zaista ima taqno jedno rexeǌe.

Naī̄omena. Osim x = 0, rexeǌa date jednaqine su pribliжno x = ±0,99991457.

A

B

C

D
P

x
x x180−2x

Oznaqimo ∢APB = ∢BPC = x. Tada je ∢CPD = 180◦ − 2x.4B.4.

Daǉe, poxto je PA
PB = PB

PC = 1
2 , trouglovi APB i BPC su

sliqni, pa je ∢ABC = ∢ABP+∢PBC = ∢ABP+∢PAB = 180◦−x

i odatle ∢ADC = x, tj. ∢PDC = x. Odavde tako�e nalazimo
∢PCD = 180◦ − ∢CPD − ∢PDC = x. Sledi da je trougao PCD

jednakokrak, pa je PD = PC = 4 i, najzad, AD = 5.

Mnoжeǌem druge jednaxine sa 4 i oduzimaǌem od prve dobija se x2 − 4y2 = 8y − 4x, tj.4B.5.
(x− 2y)(x+ 2y) = −4(x− 2y).

(1◦) Ako je x = 2y, sistem se svodi na jednaqinu y2 − 2y + a = 0, tj. (y − 1)2 = 1 − a. Za
a < 1, a = 1 i a > 1 redom imamo dva, jedno, odnosno nijedno rexeǌe.

(2◦) Ako je x + 2y = −4, onda skra�ivaǌem sledi x + 2y = −4, tj. x = −2y − 4 i y2 =
−2y− 4− a. Odavde je (y + 1)2 = −3− a, dok je x = y2 + a. Za a < −3, a = −3 i a > −3
redom imamo dva, jedno, odnosno nijedno rexeǌe.

Jedino rexeǌe koje se moжe pojaviti u oba sluqaja je (x, y) = (−2,−1), a tada je a =
x− y2 = −3. Sve u svemu, sistem ima qetiri rexeǌa za a < −3, dva za −3 6 a < 1, jedno
za a = 1 i nijedno za a > 1.
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