
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRUЖNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

27. februar 2021.

Prvi razred – A kategorija

Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje je polinom1.

P (x) = x2021 − 2x2 + x+ a3 − a

deǉiv polinomom Q(x) = x2 − (a+ 1)x+ a.

Na�i najmaǌi prirodan broj n za koji postoje prirodni brojevi a i b qiji su zbirovi2.
cifara redom 28 i 21 i pritom je

a+ b = 11 . . .1
︸ ︷︷ ︸

n

.

Na stranicama AB i BC jednakostraniqnog trougla ABC uoqene su redom taqke Z i X3.
tako da je

AZ : ZB = BX : XC = 2021 : 2020.

Simetrala duжi XZ seqe stranicu AC u taqki Y . Odrediti odnos AY : Y C.

Poǉa kvadratne table 4 × 4 treba obojiti sa nekoliko boja tako da su u svakoj figuri4.
koja je podudarna figuri

sva poǉa razliqitih boja. Koliko je najmaǌe boja potrebno?

Na�i sve prirodne brojeve n za koje je broj n · 2n + 4 kvadrat celog broja.5.

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Drugi razred – A kategorija

Na�i sve parove realnih brojeva (x, y) takvih da je x > y > 1 i1.

2x2 − xy − 5x+ y + 4 = 0.

U paralelogramu ABCD sa oxtrim uglom u temenu A, podnoжja normala iz temena C na2.
prave AB, BD i AD su redom P , Q i R. Dokazati da presek dijagonala paralelograma
O leжi na opisanoj kruжnici trougla PQR.

Skup X ima 11 elemenata. Podskupovi A1, A2, . . . , An skupa X su takvi da vaжi:3.

(i) 4 6 |Ai| 6 10 za svako i = 1, 2, . . . , n;

(ii) za svaka tri elementa skupa X postoji jedinstven skup Ai kome oni pripadaju.

Dokazati da za bar jedno i (1 6 i 6 n) vaжi |Ai| = 7.

Odrediti sve prirodne brojeve n > 2 za koje jednaqina4.

(2 + cosx)(3 + cosx) · · · (n+ cosx) = (1 + cos2 x)(1 + cos3 x) · · · (1 + cosn x)

ima bar jedno realno rexeǌe.

Oznaqimo sa S3(x) zbir cifara prirodnog broja x kada se on zapixe u brojevnom sistemu5.
sa osnovom 3 (npr. 11 = (102)3, pa je S3(11) = 1+0+2 = 3). Dokazati da za svaki prirodan
broj n me�u brojevima

S3(2
n), S3(2

n+1), S3(2
n+2), . . . , S3(2

3n)

postoje dva jednaka.

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Tre�i razred – A kategorija

U trapezu ABCD (AB ‖ CD) dijagonale AC i BD seku se u taqki E, a prave AD i BC u1.
taqki F . Taqka G 6= E je odabrana na kruжnici BCE tako da je EG ‖ AD. Dokazati da
je ∢AFG = ∢BFE.

Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva x = ak . . . a1 (gde je ak 6= 0)2.
takvih da brojevi x i x2 imaju isti k-tocifreni zavrxetak.

Skup {1, 2, . . . , 49, 51, 52, . . . , 99} treba podeliti u neure�ene parove tako da se u svakom3.
paru elementi razlikuju za 24 ili 25. Koliko ima takvih podela?

Dat je prost broj p oblika 4k+3. Neka su a i x celi brojevi koji nisu deǉivi sa p takvi4.
da vaжi a ≡ x2 (mod p). Dokazati da postoji ceo broj b takav da vaжi a ≡ b4 (mod p).

Koliko ima kompleksnih brojeva z za koje vaжi jednakost5.

|z2020 − 1| = |z2021 − 1| ?

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Qetvrti razred – A kategorija

Odrediti sve mogu�e vrednost realnog parametra t > 0 za koje se rexeǌa jednaqine1.

x3 − tx2 − 16x− 4
√
2t = 0

mogu oznaqiti sa x1, x2 i x3 tako da je x1 pozitivan realan broj i

x2
2x

2
3 =

√

x3
1 + (x2 + x3 + 9)

√
x1 −

288

x2
1

.

Dato je nekoliko me�usobno razliqitih crvenih, plavih i belih korpi (bar po jedna u2.
svakoj boji). Potrebno je rasporediti n razliqitih olovaka u korpe. Ferma je brojao
takve rasporede u kojima su bar po jedna crvena i plava korpa neprazne. S druge strane,
Vajls je brojao rasporede u kojima su sve crvene i plave korpe prazne. Ispostavilo se
da su Fermaov i Vajlsov rezultat isti. Ako ima taqno 2020 korpi u najzastupǉenijoj
boji, koliko ukupno ima korpi?

Na�i najve�i realan broj α za koji postoji niz neparnih prirodnih brojeva a0 = 1 <3.
a1 < a2 < . . . sa slede�im svojstvom:

za svako n, an je najve�i prirodan broj strogo maǌi od α · an+1.

Na�i najmaǌi prirodan broj k sa slede�im svojstvom:4.

me�u ma kojih k celih brojeva postoje razliqiti brojevi a i b takvi da je broj

a2 + 2ab− 3b2 − 2a+ 2b

deǉiv sa 28.

Oko kruжnice polupreqnika r opisan je qetvorougao ABCD u kome je AB = 4, BC = 3 i5.
CD = 2. Dokazati da je 1 < r 6

√
2.

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Dokazati da je za svaku cifru a broj 2a2a2a21 sloжen.1.

(a) Dat je nenegativan realan broj a. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu2.

2021(x+ |x|) = |x+ a|.

(b) Moжe li se broj a odabrati tako da data jednaqina ima taqno jedno realno rexeǌe?

U jednom redu bioskopa je 2n sedixta. Treba oznaqiti n sedixta na kojima �e sedeǌe3.
biti dozvoǉeno, pri qemu pravilo distance nalaжe da dva posetioca ne smeju da sede
jedan do drugog. Na koliko naqina se to moжe uqiniti?

Na stranicama AB i AC trougla ABC date su taqke D i E, redom. Duжi BE i CD seku4.
se u taqki P . Ako je CE = CP i AE = 2 ·DP , dokazati da je D sredixte stranice AB.

Na�i sve prirodne brojeve n za koje je n · 2n−3 + 3 kvadrat celog broja.5.

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Dat je negativan ceo broj c. Rexiti nejednaqinu1.

−2x2 + 2x+ c

x2 − 3|x|+ 2
> 0.

Ako su a, b i c duжine stranica nekog trougla, dokazati nejednakost2.

2a2 + 2b2 > c2.

U zatvoru ima 29 zatvorenika, zavedenih pod rednim brojevima od 1 do 29. Svaka dva3.
zatvorenika sa zbirom rednih brojeva 30 su u sukobu, dok su ostali parovi u dobrim
odnosima. Na koliko naqina se moжe odabrati zatvorska fudbalska ekipa od 11 zatvo-
renika me�u kojima nikoja dva nisu u sukobu?

Dat je jednakostraniqan trougao ABC stranice 2. Taqka D na stranici BC i taqka E na4.
stranici AC su takve da je CD + CE = 3. Ako je M sredixte stranice AB, izraqunati
ugao DME.

(a) Koliko (pozitivnih) delilaca ima broj 228 · 549, ukǉuquju�i broj 1 i ǌega samog?5.

(b) Koliko ima prirodnih brojeva deǉivih sa 2021 koji imaju taqno 2021 delilaca?

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Tre�i razred – B kategorija

U jednom redu bioskopa je 9 sedixta. Treba oznaqiti 4 sedixta na kojima �e sedeǌe1.
biti dozvoǉeno, pri qemu pravilo distance nalaжe da dva posetioca ne smeju da sede
jedan do drugog. Na koliko naqina se to moжe uqiniti?

U zavisnosti od realnog parametra a u skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina:2.






lnx + ln y2 + ln z3 = 0

lnx2 + ln y3 + ln z = a

lnx3 + ln y5 + a ln z = 2a− 4.

Dokazati da za svako x ∈ R vaжi nejednakost3.

cos2020 x+ sin2021 x+ cos2022 x 6 2.

Dat je jednakostraniqan trougao ABC stranice 1. Taqka D na stranici BC je takva da4.
je BD = 2

3
, a taqka E na stranici AC takva da je ∢ADE = 30◦. Izraqunati duжinu duжi

AE.

Odrediti sve parove prirodnih brojeva (x, y) takve da je5.

x2 − 4y2 = x− 2y + 22021.

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Qetvrti razred – B kategorija

Dokazati da je broj 20202020 + 20212021 sloжen.1.

Dato nam je xest razliqitih lopti i tri kutije. U prvu kutiju moжe da stane jedna2.
lopta, u drugu tri, a u tre�u pet. Na koliko naqina se ove lopte mogu rasporediti u
kutije?

Dokazati da jednaqina x2021 = sinx ima taqno tri realna rexeǌa.3.

Taqke P , A, B i C su takve da je PA = 1, PB = 2, PC = 4 i ∢APB = ∢BPC < 90◦. Prava4.
AP seqe opisanu kruжnicu trougla ABC u taqki D razliqitoj od A i C. Odrediti
duжinu duжi AD.

Koliko realnih rexeǌa (x, y) ima sistem jednaqina5.

{ x2 = 8y − 4a

y2 = x− a

u zavisnosti od realnog parametra a?

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.


