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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

18. januar 2020.

Prvi razred – A kategorija

Date su tri razliqite taqke A, B i C na pravoj ℓ i taqka O van prave ℓ. Simetrale1.

duжi OA, OB i OC obrazuju trougao EFG. Dokazati da taqke O, E, F i G leжe na istoj
kruжnici.

Zmija polazi iz gorǌeg levog poǉa tablice 2×n, gde je n prirodan broj. Zmija iz jednog2.

poǉa moжe pre�i u drugo ako ta dva poǉa imaju zajedniqku ivicu, ali ne sme posetiti
nijedno poǉe dvaput. Na koliko naqina zmija moжe obi�i sva poǉa tablice?

Na�i sve troelementne skupove A koji imaju slede�a dva svojstva:3.

(i) Skup A ima bar dva zajedniqka elementa sa svojim partitivnim skupom P(A);

(ii) 3 ∈ A.

(Podrazumeva se da nijedan skup nije element samog sebe, niti element svog elementa.)

Neka je m > 1 prirodan broj. Dokazati da ne postoji niz od 2m uzastopnih prirodnih4.

brojeva koji svi imaju taqno po m prostih faktora, raqunaju�i i vixestrukost.

(Na primer, broj 8000 = 26 · 53 ima 6 + 3 = 9 prostih faktora.)

Da li je mogu�e podeliti kvadrat na konveksne petouglove?5.

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Drugi razred – A kategorija

Kvadar qije su ivice iz jednog temena me�usobno razliqiti prirodni brojevi saqiǌen1.

je od belog materijala, obojen spoǉa crvenom bojom, a zatim izrezan na jediniqne kocke.
Poznato je da je barem jedna kocka skroz bela i da ima vixe kocki sa dve crvene strane
nego sa jednom crvenom stranom. Na�i dimenzije kvadra.

Taqka M je sredixte stranice CD paralelograma ABCD, a taqke E i F redom podnoжja2.

visina iz temena A i B u trouglu ABM . Dokazati da je DE = CF .

U Nepravednoj Kraǉevini Patuǉaka patuǉci svake godine moraju da qekaju red pred3.

xalterom u Ministarstvu Besmislene Birokratije kako bi predali svoje kape na godix-
ǌu inspekciju. Me�utim, kad god se na kraju reda pojavi plavokapi patuǉak, on �e se
bezobzirno ugurati u red ispred svih zelenokapih patuǉaka. Pritom �e izazvati i in-
cident u kome �e patuǉak ispred kog je stao biti uhapxen. Uhapxeni patuǉak ostaje
bez mogu�nosti da tog dana preda svoju kapu.

Na kraju dana, tokom kojeg su u Ministarstvo doxla 4 plavokapa i 4 zelenokapa patuǉka,
radnik na xalteru pravi raspored svih predatih kapa po redosledu predaje. Od dolaska
prvog patuǉka do odlaska posledǌeg red ni u jednom trenutku nije bio prazan. Koliko
ima razliqitih mogu�ih rasporeda kapa?

Kape istih boja smatraju se identiqnim. Biti prvi u redu ne znaqi nuжno i momentalnu
uslugu na xalteru.

Prirodni brojevi a i b su takvi da je a + 101b deǉivo sa 103, a a + 103b deǉivo sa 101.4.

Koliko najmaǌe moжe biti 51a+ b?

Pretpostavimo da je A ⊆ {0, 1, . . . , 9} skup takav da se svaki prirodan broj moжe pred-5.

staviti u obliku zbira dva nenegativna cela broja saqiǌena od cifara iz skupa A.
Koliko najmaǌe elemenata moжe imati skup A?

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Rexiti nejednaqinu1.
6− 3x+1

x
>

10

2x− 1
.

Ako su p i q prosti brojevi ve�i od 2, dokazati da je2.

⌊

pq + qp

pq

⌋

paran broj.

Na kruжnici k su date taqke A i B. Tangente na kruжnicu u taqkama A i B seku se u3.

taqki P . Neka je M sredixte duжi AB. Kruжnica γ kroz taqke M i P seqe kruжnicu k

u taqkama C i D i ponovo seqe duж AB u taqki N . Dokazati da se tangente na kruжnicu
k u taqkama C i D seku na duжi NP .

Odrediti sve parove prirodnih brojeva (a, b), pri qemu je 1 < a < b, za koje postoji skup4.

od b prirodnih brojeva sa osobinom da je proizvod svakih a brojeva me�u ǌima deǉiv
zbirom tih a brojeva.

Kvadrat stranice 2n je podeǉen na jediniqne kvadrate. Koliko najvixe dijagonala je-5.

diniqnih kvadrata je mogu�e nacrtati tako da nikoje dve dijagonale nemaju zajedniqku
taqku (qak ni teme)?

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Qetvrti razred – A kategorija

Na stranicama AB i AC jednakokrakog trougla ABC (AB = AC) odabrane su redom taqke1.

D i E tako da vaжi AD = BC = CE i pritom je trougao ADE jednakokrak. Odrediti
sve mogu�e vrednosti ∢BAC.

Tablicu n × 3 potrebno je popuniti celim brojevima koji nisu svi nula tako da je2.

svaki broj jednak zbiru susednih brojeva umaǌenom za zbir dijagonalno-susednih bro-
jeva. Na�i sve prirodne brojeve n za koje je ovo mogu�e.

Dva poǉa su susedna ako imaju zajedniqku stranu, a dijagonalno-susedna ako imaju taqno
jedno zajedniqko teme.

Na sredixǌe poǉe xahovske table (2n+ 1)× (2n+ 1) stavǉena je dama. U svakom potezu3.

dama mora da se pribliжi ivici (tj. rastojaǌe od centra poǉa na kojem je dama do centra
najbliжeg iviqnog poǉa strogo opada sa svakim potezom). Na koliko naqina dama moжe
da stigne do ivice table?

(U jednom potezu dama se pomera horizontalno, vertikalno ili dijagonalno za proizvo-
ǉan broj poǉa.)

Postoje li prirodni brojevi a, b, c i d takvi da vaжi4.

a2 + b2 = 5cd i c2 + d2 = 5ab?

Beskonaqan niz prirodnih brojeva a1, a2, . . . je takav da su svi brojevi5.

a1

a2
,

a1 + a2

a3
,

a1 + a2 + a3

a4
, . . .

celi i neparni. Dokazati da je svaki broj u nizu, poqev od nekog, taqno dvaput ve�i od
prethodnog.

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Prvi razred – B kategorija

Dokazati da nijedan broj oblika1.

2020 . . .20202

u decimalnom zapisu ne moжe biti kvadrat prirodnog broja.

U jednoj xkoli se odrжava turnir u stonom tenisu na kome uqestvuje 1001 uqenik. U2.

svakom krugu uqenici su raspore�eni u parove; svaki par igra meq i pobednik prolazi
u slede�i krug (nema nerexenih meqeva). Ako u nekom krugu ima neparan broj uqenika,
jedan жrebom izabran uqenik ide u naredni krug bez borbe. Kada ostane samo jedan
uqenik, on se proglaxava pobednikom i turnir se zavrxava.

Koliko �e ukupno meqeva biti odigrano?

U pe�ini meditiraju tri monaha. Svaki od ǌih laжe dva uzastopna dana u nedeǉi, a3.

ostalih dana govori istinu. Nikoja dva monaha ne laжu istog dana. U ponedeǉak je jedan
monah kazao: ,,Juqe sam lagao”. Narednog dana nadovezao se drugi monah: ,,A ja sam juqe
lagao”. Kog dana u nedeǉi nijedan monah ne laжe?

Dokazati da za ma koje skupove A, B, C i D vaжi jednakost4.

(

(A ∪B) \ (C ∩D)
)

\
(

(A ∪ C) \ (B ∩D)
)

= (B \ C) \ (A \D).

Duжine triju visina u trouglu su 3, 4 i 5. Da li je taj trougao oxtrougli, pravougli5.

ili tupougli?

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Drugi razred – B kategorija

Xta je ve�e: 2100 + 3100 ili 4100?1.

U kvadratu ABCD stranice 1, taqke M i N su redom sredixta stranica BC i CD.2.

Izraqunati polupreqnik r kruga upisanog u trougao AMN .

Za koje vrednosti parametra m grafici funkcija3.

y = 3x−m i y = (m+ 1)x2 + x+ 1

imaju taqno jednu zajedniqku taqku?

Na�i sve parove prirodnih brojeva (a, b) u kojima je a > b i vaжi4.

NZS(a, b)−NZD(a, b) = 2019.

Tri papagaja - Pera, Mika i Laza - quqe za okruglim stolom. Jedan od ǌih uvek laжe,5.

a ostala dva uvek govore istinu. Igra Istine i laжi zapoqiǌe tako xto jedan od ǌih
dâ izjavu (papagaj laжov bi lagao, a ostali bi rekli istinu). Slede�i u smeru kazaǉke
na satu treba da ponovi tu izjavu, zatim slede�i ponovi ǌegovu, i tako u krug redom.
Me�utim, pri tome papagaj laжov ne�e ponoviti izjavu svog prethodnika, ve� �e izre�i
ǌenu negaciju.

Ispostavilo se da su prva i 2019-ta izjava glasile istovetno: ,,Pera je laжov!”. Da li
je Pera zaista laжov?

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Tre�i razred – B kategorija

Ako za neki konaqan skup A vaжi |A△P(A)| = 1, dokazati da je |A| 6 1.1.

(Sa X△Y oznaqena je simetriqna razlika skupova X i Y , tj. X△Y = (X\Y ) ∪ (Y \X).)

Pretpostavimo da je x prirodan broj takav da brojevi x i x2 imaju isti k-tocifreni2.

zavrxetak. Dokazati da tada svi stepeni broja x imaju isti k-tocifreni zavrxetak.

Rexiti jednaqinu:3.

4 sin3 x = sinx+ cosx.

U jednoj xkoli se odrжava turnir u stonom tenisu. U svakom krugu uqenici su raspore-4.

�eni u parove; svaki par igra meq i pobednik prolazi u slede�i krug (nema nerexenih
meqeva). Ako u nekom krugu ima neparan broj uqenika, jedan жrebom izabran uqenik ide
u naredni krug bez borbe. Kada ostane samo jedan uqenik, on se proglaxava pobednikom
i turnir se zavrxava.

Koliko �e ukupno meqeva biti odigrano, ako je uqestvovalo:

(a) 2020 uqenika? (b) n uqenika, gde je n proizvoǉan prirodan broj?

Dat je jednakokraki trapez ABCD sa osnovicom AB i AB : CD = 2 : 1. Taqka M je sre-5.

dixte dijagonale AC, a taqka N presek prave BM i duжi AD. Dokazati da je

P (ABM) : P (NMCD) = 3 : 2.

(P (A) oznaqava povrxinu mnogougla A.)

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Qetvrti razred – B kategorija

Ako kotangensi uglova nekog trougla qine aritmetiqki niz, dokazati da onda kvadrati1.

stranica tog trougla tako�e qine aritmetiqki niz.

Dokazati da za prirodne brojeve a i b vaжi2.

NZD(a, b) +NZS(a, b) = a+ b

ako i samo ako je jedan od brojeva a i b deǉiv drugim.

Postoji li polinom sa celim koeficijentima qija je jedna nula x1 =
√
2018 +

√
2019 ?3.

Na�i sva rexeǌa jednaqine4.

P (x) = 2x3 − (5 + 6i)x2 + 9ix+ 1− 3i = 0,

ako je poznato da je bar jedno ǌeno rexeǌe realno.

Pred Markom su tri gomile sa 21, 45 i 33 kolaqi�a. On na ǌima vrxi izmene jednog od5.

slede�a dva tipa, jednu po jednu:

(1◦) odabere gomilu sa parnim brojem kolaqi�a (ako takva postoji) i podeli je na dva
jednaka dela, ili

(2◦) spoji dve gomile u jednu.

Ako Marko uspe da napravi gomilu sa samo jednim kolaqi�em, sme da ga pojede. Moжe
li on ikada pojesti kolaqi�?

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.


