MwuHucTapCcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo matematuuapa Cpouje

OIIIMTNMHCKO TAKMNYEILE N3 MATEMATURKE
YUEHNKA CPEOIHLX IIIKOJIA

18. jamyap 2020.

ITpBu pa3pen — A kareropuja

Ilate cy Ttpu paszauuure tauke A, B u C ma npasoj ¢ u taurka O Bau npase {. Cumerpaie
nysxxu OA, OB u OC o6paasyjy tpoyrao EFG. Ilokazatu na tauke O, F, F' u G nexe HA UCTO]
KDY KHUI.

3Muja moJsa3u U3 rOPHmEr JIeBOT MoJba Tabiuie 2 X n, rae je n Ipupogan 6poj. 3Muja u3 jeqaor
nosba MOske nmpelin y Apyro ako Ta mBa MOJba MMAajy 3ajeIHUUKY UBUILY, aJ HE CMe IMOCETUTU
HUjeIHO MoJbe ABaIryT. Ha KOJMKO HauwmHa 3MUja MOke obmhu cBa moJba Tabiauie?

Hahu cBe TpoenemenTre ckymoBe A koju mmajy ciaexeha msa cBojcTBa:
(i) Cryn A mma Gap nBa 3ajeIHUMYKA €JEMEHTA €& CBOJUM MapPTATUBHUM CKymoMm P(A);
(ii) 3 € A.

(ITompasymeBa ce na HUjeoaH CKYIl HUje €JIEMEHT CaMOr cebe, HUTU €JIEMEHT CBOI €JIEMEHTA.)

Heka je m > 1 mpupoman 6poj. lokaszatu na He moctoju HU3 on 2" y3aCTONHUX IPUPOIHUX
OpojeBa KOju CBU MMajy Ta4dHO IIO M IPOCTUX (PaKTOpa, padyHajynu u BUIIECTPYKOCT.

(Ha mpumep, 6poj 8000 = 2° - 53 uma 6 + 3 = 9 npoctux pakropa.)

Ia nu je moryhe momenuTu KBagpaT Ha KOHBEKCHE IIETOYIJIOBe?

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3amataka meramHO 00PA3ITOKUATH.
Caku 3amarak Bpeau 20 6omoBa.
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JIlpyru paspemx — A kareropuja

KBagmap uuje cy uBmiie u3 jegHor TeMeHa MelyCOOHO pPa3IUYUTU TPUPOAHU OPOjEeBU CAUNLCH
je onm Gesor marepujaJia, 000jeH CIIOJba IPBEHOM 00jOM, a 3aTUM U3PE3aH HA je IUHUYHE KOIKE.
ITosuaTo je ma je 6apem jemma KOIKa CKpo3 Oeja M ma MMa BUIIE KOIKU Ca OBE IMPBEHE CTPaHe
Hero ca jemHoM mpBeHOM cTpanoM. Hahw mumensuje kBampa.

Tauka M je cpemumre crpanune CD napanensorpama ABCD, a tauke E u F penoMm mogHOK]a
Bucuna u3 teMena A u B y tpoyray ABM. lorazatu na je DE = CF.

Y Hemnpasenuoj Kpamesunu Ilarymaka maTymiin cBake TOOUHE MOPAjy Aa YeKajy pem mpen
maJsarepoMm y MunuctapctBy bBecmuciene bupokparuje kako 6u mpenaiu CBoje Kale Ha TOJUII-
By uHCcHekujy. Mebyrtum, kam rox ce Ha Kpajy pela MOjaBW IIABOKANM MATYJ/haK, OH he ce
0e3003upHO yrypaTy y pem UCIpen CBUX 3eJeHOKAIMX marysbaka. [Ipurom he mzazsaTtu u mH-
UUOEeHT y KOMe he maTysbak MCIPER KOr je CTao OWTH yXammeH. Y XallleHd MaTyJ/baKk OCTaje
0e3 mMoryhuocTu ma Tor maHa mpena CBOjy KaIy.

Ha kpajy mama, Tokom Kojer cy y MurucrapcTBo momuia 4 miaBoramna u 4 3eJeHOKAIa IATyJLKa,
PAIHUK Ha IMAJTepPy IPaBU PACIOPE CBUX IPEAaTUX Kama no penocieny npenaje. On momacka
IPBOTr IATyJ/hKa OO OMJIACKA IOCJIEeNm-er pel HU y jeTHOM TPEeHyTKY Huje 6mo mpasan. Koawko
“Ma pasIudUTUX MOoryhux pacmnopena kama?

Kame uctux 60ja cmaTpajy ce uaentuyauM. butu npBu y peny He 3HAYMN HY;KHO U MOMEHTAJHY
YCIYyry Ha HIAJITEPY.

IIpupongun 6pojeBu a u b cy takBu ma je a + 101b mesmuso ca 103, a a + 103b memuBo ca 101.
Kosnuko najmame Mmoxke ourtu 5la + b7

Ipernocrasumo xa je A C {0,1,...,9} ckyn TtakaB ma ce CBaKuM HNpUPOAAH OPOj MO:Ke Hpen-
craBuTH y OOJuKy 30upa mBa HEHEraTWBHA Ieja Opoja caummena on mudapa u3 ckymna A.
Koawuko mHajmame enemeHara Mo:xke nMmaTy ckym A7

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3amataka meramHO 00PA3ITOKUATH.
Caku 3amarak Bpeau 20 6omoBa.
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Tpehu pa3spen — A kareropuja

PemuTy BejenHaunHy
6 — 3=+l S 10
x 20 —1°

Axo cy p u ¢ npoctu 6pojesu Behu on 2, nokasaru ga je

]
pq
nmapaH 6poj.

Ha kpyskuunm k cy marte tauxke A m B. Taurenre ma kpy:xkuuily y taukama A u B ceky ce y
tauku P. Heka je M cpemumre ny:xku AB. Kpykuuna v kpo3 tauke M u P ceue kpyskuuny k
y taukama C' u D u moHoBO ceue ny:x AB y tauku N. Jloka3zaTu na ce TaAHIE€HTE HA KPYKHUILY
k y taurama C' u D cery uHa myxu NP.

Onpenutu cBe mapose npupomaux 6pojesa (a,b), mpu uemy je 1 < a < b, 3a KOje MOCTOJU CKYyT
on b mpuponuux 6pojeBa ca 0COOMHOM ma je MPOM3BOI CBAKUX a OpojeBa MeDy muMa OeHbuB
36upoM TuX a OGpojesa.

KBagpar crpanure 2n je momesbeH Ha jeAMHUYHE KBaapaTe. KOJUKO HAjBUIIE MUjaroHAJA je-
OVHUYHUX KBaJpaTa je Moryhe HalpTaTU TAKO Ja HUKOjEe ABE AWjaroHAJE HEMAjy 3ajeTHUYKY
rauky (vak Hu Teme)?

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 00PA3IIOKUATH.
Caku 3amarak Bpeau 20 6omoBa.
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YerBpTH paspen — A kareropuja

Ha crpanunama AB u AC jemnaxokpakor tpoyraa ABC (AB = AC) omabpane cy penoM Tadke
D u FE rmako nma Basku AD = BC = CE u uputom je tpoyrao ADFE jemuakokpak. Ompenutu
cse moryhie spennoctu <{BAC.

Tabaumy n X 3 mOTPEeOHO je MOMYHUTU NeamM OpojeBMMa KOju HUCY CBU HYJa TAKO A4 je
cBaku Opoj jemuak 30upy cycemHux OpojeBa yMamE€HOM 3a 30UDP [AMjarOHAJTHO-CYyCemHUuX Opo-
jesa. Hahwu cBe mpuponne 6pojeBe n 3a kKoje je oBo moryhe.

IlBa moJba cy cycemHa ako UMajy 3ajeIHUYKY CTPaHy, & AMjarOHAJJHO-CYyCenHa aKO NUMAjy TadHO
jemHO 3ajeTHUYKO TeMe.

Ha cpennmme nome maxoscke tabie (2n+ 1) X (2n+ 1) craBmena je nama. Y CBAKOM MOTE3Y
maMa Mopa Ja ¢ce IpUbImEA uBKUIM (Tj. pacTojame O IMEHTPA MOJba HA KOjeM je JaMa [0 MEeHTPa
HAjONKEer UBUYHOT [OJba CTPOrO Omala ca CBAKUM moTe3oM). Ha KOMuko HaumHA maMa MOMKE
IIa CTUTHE OO0 mBuie tabmae?

(Y jemmom moTe3y mama ce moMepa XOPW30HTAJHO, BEPTUKAIHO WU AUjarOHAJHO 3& IPOU3BO-
JbaH 6poj mouma.)

ITocToje nu mpupomgau OpojeBu a, b, ¢ u d TakBU & BaKU

a?+b>=5cd u +d®=>5ab?

Beckonavan uu3 npuponuux 6pojeBa ai,ds,... jé TakaB aa Cy CBU OpojeB:
ai ai + az ai +az +as
ag ’ as ’ aq ’

uenu u Hemapuu. /loka3aru ma je cBaku OpOj y HM3Y, IOYEB O HEKOT, TAYHO ABAILYT Behu on
IIPETXOJHOT.

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramsHO 00PA3ITOKUATH.
Cagu 3amarak Bpeau 20 6omoBa.
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Ilpeu pa3pen — B kareropuja

1. oxkazaTtu na HUjemaH OPOj oOIUKA
2020...20202

Yy OEeNMMAJHOM 3alNCy HEe MOKe OWUTU KBaApaT MPUPOIHOr Opoja.

2. Y jemHoj mkosu ce Oonp;KaBa TYPHUP Y CTOHOM TeHUCY Ha KoMme yduecTtByje 1001 yuenur. Y
CBaKOM KDyry yueHunu cy pacmnopeberu y mapose; cBaku map mrpa Med u moOEmHUK IPOJIa3u
y caenehu kpyr (Hema Hepemenux MeueBa). AKO y HEKOM KpPyr'y UMa HemapaH OpOj YUEHUKA,
jeman kpeboMm m3abpaH yueHUK uae y Hapennu Kpyr 6e3 6opbe. Kama ocrame camo jeman
YUYEeHWK, OH Ce MpOorJyalraBa To0eIHUKOM U TYPHUD Ce 3aBPINaBa.

Koauko he ykymno meueBa 6utu omurpano?

3. Y nehunu memutupajy Tpu MoHaxa. CBaku Ol HUX JajKe IBa y3aCTONHA NaHA Yy HEIeJbU, a
ocTaJIMX maHa ropopu mctuHy. Hukoja nBa MoHaxa He JIa:Ky UCTOT HaHa. ¥ MOHEHEeJhaK je jeman
MOHAX Ka3ao0: ,,Jyde cam jarao”. Hapemuor mana mamose3ao ce apyru MoHax: ,, A ja cam jyue
narao”. Kor mana y Heme/bu HUjemaH MOHAX HE jaske?

4. Jokasatu nma 3a ma koje ckynose A, B, C' u D Baxu jeaHakocT

(AUB)\(CND))\ (AUC)\(BND)) =(B\C)\ (A\D).

5. Ily:xuse Tpujy BucuHa y Tpoyruay cy 3, 4 u 5. la au je Taj Tpoyrao omrTpoyryu, IpPaBOyIJII
UIN TYTOYTJau?

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3amartaka meramHO 00PA3ITOKUATH.
Caku 3amarak Bpeau 20 6omoBa.
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Ipyru paspen — B kareropuja

IIra je Behe: 2100 4 3100 pypyr 41009

Y wBagpary ABCD crpaunune 1, tauke M u N cy pemom cpemumra crpanuna BC u CD.
V3pagyyHaTu NOJYIPEYHUK T Kpyra youcasHor y tpoyrao AMN.

3a Koje BpegHOCTHU mapaMeTpa m rpaduuu GyHKIIja
y=3x—-m u y=m+Da?+z+1

nMajy TayHO jenHy 3ajeTHUYKY TAUKY !

Hahwu cBe napose npuponuux 6pojesa (a,b) y rojuma je a > b u Baku

H3C(a,b) — H3(a,b) = 2019.

Tpu namaraja - Ilepa, Muka u Jlaza - uyde 3a Okpyraum ctosoMm. JenaH On BUX YBEK JasKe,
a ocraJia IBa yBek ropope uctuny. rpa Mcemune u aaxcu 3an0Unimbe TAKO IITO jeTaH O HUX
14 u3jaBy (mamaraj saskoB Ou sarao, a ocranu 6u peksnu uctuny). Cuenehu y cmepy razasmre
Ha cary Tpeba ma mOHOBU Ty M3jaBy, 3aTUM cjienenu MOHOBU IHErOBY, W TAKO y KPYL DPEAOM.
MebyTum, npu ToMme manaraj jga;koB Hehe IOHOBUTHU U3jaBy CBOT IPETXOOHUKA, Beh he uspehn
HeHYy Heralujy.

WcnocraBuno ce ma cy npsa u 2019-ta mu3zjasa raacuie ucrosetHo: ,Ilepa je nawxos!”. Ila au
je Ilepa 3aucra nakoB?

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3amartaka meTramsHO 00PA3ITOKUATH.
Caku 3amarak Bpeau 20 6omoBa.
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Tpehu paspen — B kareropuja

Axo 3a merkn konauan ckyn A Basxku |[AAP(A)| =1, norazatu na je |A| < 1.
(Ca XAY o3nauena je cumempuuna passuka ckynosa X nY, tj. XAY = (X\Y)U (Y\X).)

[IpernoctaBuMo na je o mpupoman 6poj Takas ma GpojeBw  u 2 mMajy mcTu k-TommdpeHn

3aBpmerak. Jloka3zary ma Tama CBU CTEIEHU OpOja & mMajy UCTU k-TOoumpeHU 3aBpIIETAK.

Pemutu jenmauwmny:
4sin® z = sinz + cosz.

Y jemHOoj mKOIM Cce OApKaBA TYPHUP Y CTOHOM TEHHUCY. Y CBAKOM KPYIY YUEHHUIM Cy PacrIope-
Denn y mapose; cBaku map urpa Med u nmobenHuk nposasu y caeneliu kpyr (Hema HepemeHux
MeueBa). AKO y HEKOM Kpyr'y MMa HemapaH Opoj yU4eHUKa, jelaH ;KpeboM u3abpaH yUYeHUK Ue
y HapemHu Kpyr 6e3 6opbe. Kama ocrane camo jeman y4YeHUWK, OH Ce MPOTJaIaBa mo0e THUKOM
U TYPHUDP Ce 3aBpIIaBa.

Koauko he ykynmno meueBa OUTH OOUTPAHO, aKO j€ yUECTBOBAJIO:

(a) 2020 yuenura? (6) n y4eHuka, rge je n IPOU3BOJbAH IPUPOLAH OpOj?

Har je jemmarorparu tpamne3 ABCD ca ocuoBuniom AB u AB : CD = 2 : 1. Tauka M je cpe-
mumre mujaronange AC, a tauka N npecek npaBe BM u ny:xu AD. Ilokasatu na je

P(ABM) : P(NMCD) =3:2.

(P(A) o3nauasa moBpmuHay MHOroyriaa A.)

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3amataka meramsHO 00PA3IOKUATH.
Caku 3amarak Bpeau 20 6omoBa.
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YerspTu paspen — B kareropuja

AKO KOTaHreHCU YyIJIOBa HEKOI TPOYIJa YMHE apUTMETUYKM HU3, HOKA3ATU [a OHIA KBaIpaTu
CTPAHUIA TOT TPOYIJia TAKODe YrMHe apUTMETUUKN HU3.

Ilokazaru na 3a npuponse 6pojese a u b Baxn
H3I(a,b) + H3C(a,b) =a+b

aKoO M CcaMO akKo je jema o OpojeBa a u b IebUB IPYTUM.

ITocToju nu mommuOM ca meanM KoeduUIjeHTUMA Yrja je jemHa mHysa xr; = /2018 + /2019 7

Hahu cBa pemema jennaunme
P(z) = 22% — (5 +6i)2® + iz + 1 — 3i = 0,

aKo je mo3HaTo ma je 6ap jemHo HmEeHO pEeIneme PEeatHo.

IIpen Mapkom cy Tpu romuie ca 21, 45 u 33 rkosmaunhia. OH Ha BUMa BPIIY U3MEHE jeIHOT O
caeneha nBa Tumna, jeqHy MO jeIHY:

(1°) onmabepe romuiy ca mapHuM Opojem rosaunha (ako TakBa MOCTOjU) U HOLENU je HA IBA
jemHaka meia, Wi

(2°) cmoju mBe roMumie y jenHy.

Axo Mapxko ycme ma HampaBu MOMMIIY Ca CaMO JeIHUM Kojauduhem, cMme ma ra mojeme. Moske
JIM OH MKAAa MOjeCTu KoJraumh?

Bpewme 3a pan: 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramsHO 00PA3IOKUATH.
Caku 3amarak Bpeau 20 6omoBa.



