
Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRUЖNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

1. mart 2020.

Prvi razred – A kategorija

Relaciju ♦ na skupu R definixemo na slede�i naqin:1.

x♦ y ako i samo ako je |x− 1|+ |y − 2| 6 1.

Ako je x♦ (y − x) i x♦ (y + x), odrediti y.

Prirodni brojevi su obojeni u dve boje s periodom d (tj. brojevi x i x + d uvek imaju2.
istu boju). Pretpostavimo da postoje prirodni brojevi a, b i c takvi da je, za svako
x ∈ N, taqno jedan od brojeva x+ a, x+ b i x+ c crven. Dokazati da je d deǉivo sa 3.

Na�i sve taqke X unutar kvadrata ABCD za koje vaжi3.

AX + CX = BX +DX.

Skup od 2020 uzastopnih prirodnih brojeva podeǉen je na dva podskupa od po 1010 bro-4.
jeva. Moжe li najmaǌi zajedniqki sadrжalac svih brojeva u prvom skupu biti jednak
najmaǌem zajedniqkom sadrжaocu svih brojeva u drugom skupu?

Odrediti najmaǌu mogu�u vrednost izraza5.

F = max{x, 1− y}+max{y, 2− z}+max{z, 3− x},

gde su x, y i z realni brojevi. Na�i sve trojke (x, y, z) za koje se ta vrednost dostiжe.

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Drugi razred – A kategorija

Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva deǉivih sa 11 kod kojih je1.
zbir cifara jednak proizvodu cifara.

Realni brojevi a, b, c i d su takvi da vaжi2.

a+ b+ c+ d = 5 i (a+ b)(c+ d) + (a+ c)(b+ d) + (a+ d)(b + c) = 15.

Dokazati da je bar jedan od brojeva a, b, c, d maǌi od 1.

Kruжnica γ dodiruje iznutra kruжnicu Γ u taqki X. Prava ℓ seqe kruжnicu Γ u taqkama3.
A i D, a kruжnicu γ u taqkama B i C, pri qemu je taqka B izme�u A i C. Dokazati da
je

XA2

XD2
=

AB ·AC

DB ·DC
.

Neka su m i n prirodni brojevi. U svako poǉe kvadratne table n× n upisan je po jedan4.
ceo broj. Pux̄̄ je niz me�usobno razliqitih poǉa u kome je prvo poǉe u prvoj vrsti,
posledǌe u n-toj, i svaka dva uzastopna poǉa imaju zajedniqku stranicu. Dokazati da:

(a) ako je m 6 n, uvek postoji put u kome je zbir upisanih brojeva deǉiv sa m;

(b) ako je m > n, takav put ne mora da postoji.

Dato je nekoliko taqaka u ravni, pri qemu nikoje tri nisu kolinearne. Nacrtano je5.
nekoliko duжi sa krajevima u datim taqkama tako da je svaka taqka teme najvixe qetiri
duжi. Dokazati da se svaka duж moжe obojiti jednom od dve boje tako da nikoje tri date
taqke nisu temena jednobojnog trougla.

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Tre�i razred – A kategorija

U trouglu ABC je AB = 17 i AC = 14, a taqke D, E i F na stranicama BC, CA i AB1.
redom su takve da je

BD : DC = CE : EA = AF : FB = 1 : 2.

Ako taqke A, D, E i F leжe na istom krugu, na�i duжinu stranice BC.

Rexiti sistem jednaqina u skupu kompleksnih brojeva:2.

{

|z|2 + zw + w = 2+ 6i

|w|2 + zw + z = 2− 4i.

Na�i sve brojevne sisteme u kojima je broj 3 806 130 qetvorocifren palindrom.3.

(Palingrom je broj ili niz karaktera koji se isto qita unapred i unazad.)

Na�i sve funkcije f : R+ → R
+ takve da za sve x, y ∈ R

+ vaжi4.

f(f(x) + f(y)) = xf(f(y))f(x+ y).

Da li postoje dva disjunktna skupa celih brojeva, svaki sa bar tri elementa, takva da:5.

(a) za svaka dva razliqita broja a i b iz istog skupa postoji broj c iz drugog skupa
takav da je 2c ∈ {a+b, a+b+1}?

(b) za svaka dva razliqita broja a i b iz istog skupa postoji broj c iz drugog skupa
takav da je 2c ∈ {a+b, a+b+2}?

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Qetvrti razred – A kategorija

Skup prirodnih brojeva S ima svojstvo da se svaki prirodan broj moжe predstaviti kao1.
zbir nekoliko (jedan ili vixe) razliqitih brojeva iz S. Za x ∈ N, sa f(x) oznaqavamo
najve�i mogu�i broj sabiraka u takvom predstavǉaǌu broja x.

Dokazati da za svako a ∈ S postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva x za koje je
f(x+ a) = f(x) + 1.

Niz (an) je zadat uslovima2.

a1 = 4 i an =
4n2an−1 − 1

an−1 + 4n2 − 2
za n > 2.

Izraqunati a2020 (u eksplicitnom obliku).

U trouglu ABC je ∢ABC = 2∢ACB. ǋegov upisani krug ima centar I i dodiruje stra-3.
nicu AC u taqki D. Prava AI ponovo seqe opisanu kruжnicu trougla ABC u taqki M .
Taqka K na stranici AC je takva da je IK ‖ BC, a prava MK seqe stranicu BC u taqki
L. Dokazati da normala iz taqke D na pravu MC polovi duж KL.

Znaju�i da vaжi4.

53999 · 14!! · 33!! = 22∗ 6∗3 493 6∗9 ∗96 8∗4 ∗10 6∗4 ∗∗∗ ∗∗∗,

odrediti cifre oznaqene zvezdicom.

(Sa n!! je oznaqen gvosx̄̄ruki fakx̄̄orijel: n!! = n(n− 2)(n− 4)(n− 6) · · · )

Niz prirodnih brojeva a1, a2, . . . , an je takav da je5.

ai = |ai−1 − ai−2| za svako i > 3 i ai 6 2020 za 1 6 i 6 n.

Na�i najve�u mogu�u duжinu ovog niza.

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Prvi razred – B kategorija

Data je taqka X unutar pravougaonika ABCD. Ako je PXAB = 15, PXBC = 16 i PXCD = 17,1.
odrediti PXDA.

(Sa PΦ oznaqena je povrxina figure Φ.)

Odrediti broj parnih xestocifrenih brojeva qiji je zbir cifara jednak 51.2.

U trouglu ABC u kome je ∢B = 110◦ i ∢C = 30◦, spoǉaxǌa simetrala ugla BAC seqe3.
pravu BC u taqki L. Ako je O centar opisanog kruga trougla ABC, izraqunati ugao
AOL.

Mogu li se broju 2020 zdesna dopisati jox tri cifre tako da se dobije sedmocifren4.
broj koji je deǉiv svakim od brojeva 8, 9 i 11? Odrediti sva rexeǌa.

Jedan radnik u fabrici dnevno proizvede xest pari cipela. Radnici rade u dve smene,5.
pri qemu je planirano da u nekom periodu prva smena proizvede 240 pari vixe nego
druga. Me�utim, usled epidemije gripa odsustvovalo je 5 radnika iz prve smene i 4 iz
druge, tako da je i jednoj i drugoj smeni bilo potrebno po dva dana vixe da postignu
predvi�enu normu. Koliko ima radnika u svakoj smeni?

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Drugi razred – B kategorija

Prikazati grafiqki skup taqaka u xOy-ravni za koje je
1

x
>

1

y
.1.

Trocifren broj abc je paran, a ǌegove cifre me�usobno razliqite i razliqite od nule.2.
Poznato je da je zbir svih trocifrenih brojeva koji se sastoje od cifara a, b i c (bez
ponavǉaǌa) ve�i od 2700, a maǌi od 3100. Koji je najve�i mogu�i ovakav broj abc?

U spoǉaxǌosti trougla ABC konstruisani su trouglovi BCD, CAE i ABF koji su3.
sliqni u nekom redosledu temena. Ako je xestougao AFBDCE tetivan, dokazati da je
trougao ABC jednakostraniqan.

U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina4.











x2 + xz = y2 + yz

xy + 1 = x+ y

x2 + yz = z2 − xy.

Na tabli su napisani brojevi 1 i 2. Nove brojeve dopisujemo na slede�i naqin: ako na5.
tabli ve� postoje razliqiti brojevi a i b, moжemo da dopixemo broj ab−5a+7b. Moжemo
li primenom ovog postupka ikada zapisati broj:

(a) 2020? (b) 2019?

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Tre�i razred – B kategorija

U pravilnoj qetvorostranoj piramidi SABCD boqna strana SAB zaklapa sa osnovom1.
ABCD ugao od 60◦. Izraqunati kosinus ugla izme�u boqnih strana SAB i SBC.

Posmatrajmo sve trocifrene brojeve qije su sve cifre u skupu {0, 1, 2, 3, 4, 5} (ne obavezno2.
razliqite; prva cifra ne moжe biti nula). Da li me�u ovim brojevima ima vixe onih
deǉivih sa 3 ili onih deǉivih sa 5?

Dat je kvadrat ABCD stranice a i kruжnica k sa centrom u centru kvadrata O i3.
polupreqnikom r. Neka je P proizvoǉna taqka na kruжnici k. Dokazati da je vrednost
izraza

PA2 + PB2 + PC2 + PD2

konstantna, tj. da ne zavisi od izbora taqke P na kruжnici.

Dat je prirodan broj n. Odrediti sve realne brojeve x takve da za svaku permutaciju4.
(a, b, c, d) brojeva n, n+ 1, n+ 2, n+ 3 vaжi

sin ax · sin bx = sin cx · sin dx.

Oznaqimo sa S(n) zbir cifara prirodnog broja n. Rexiti jednaqinu5.

n · S(n) = 2020 + n.

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.
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Qetvrti razred – B kategorija

Dat je skup A = {1, 2, . . . , 10}. Koliko ima preslikavaǌa f : A → A koja svaki paran broj1.
slikaju u paran broj, a svaki broj deǉiv sa 3 u broj deǉiv sa 3?

Nekoplanarne taqke A, B, C i D u prostoru su takve da je AB = BC = CD = DA. Neka je2.
M sredixte duжi AC, a N sredixte duжi BD. Dokazati da je MN zajedniqka normala
za prave AC i BD.

Rexiti jednaqinu3.
x2 + (x− 3) log2 x = 4x− 3.

Na hipotenuzi AB jednakokrako-pravouglog trougla ABC date su taqke P i Q (pri qemu4.
je P izme�u A i Q) takve da je ∢PCQ = 45◦. Dokazati da je AP 2 +QB2 = PQ2.

U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu5.

2x3 + 3x2 + 3x = 2020 + 9y.

Vreme za rad: 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazloжiti.

Svaki zadatak vredi 20 bodova.


