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PEIIYBJIMYKA TAKMWNYEILA N3 MATEMATUKE
YUEHUMKA CPEIILUX IITKOJIA

Pan' ca mmamuMa je BEpOBATHO jeNaH OJ HAjBAKHUJUX, 8 CUTYDHO HajboJme Op-
raEn3oBaH Bun penatrHoctu lpymrea marematudapa CpOuje, IPAKTUYHO OJ BETOBOT
ocuuBama. OH ce 0BUja0 U OABUja y BUIIE 00IMKA — KPO3 IPUAIPEME MIAIAX MaTEeMa-
TUYapa ¥ IporpaMepa Ha PA3HUM HUBOMMA, HA JIETHUM U 3UMCKUM IIKOJIAaMa, ¥ OKBUPY
M3IaBavKe MEJTATHOCTH YKjU je Behu Ie0 OKPEHYT MIAAuUMa U y, aKO He HAjBAXKHU]EeM,
OHO CUTYPHO HAjIO3HATHUjEM U HAjATPAKTUBHUjEM OOJUKY — TaKMUUCIHUMA.

Tarkmuuema miaaux Maremarndapa JIpymTso je mouesno na opraumusyje jom 1958.
TOJVHE U OJ] Taa OBaj BUJ AKTUBHOCTY Ce YCTAJINO U IIOCTA0 He3a00miIa3an 00IuK pa-
na ca yvyenunuma. Hehemo mpereparn ako KaskeMO la Cy Y IIOIUIABU Pa3HOPA3HUX
TaKMUYeHna M3 MHOTMX 00JIACTM KOja Ce OPraHU3yjy y NOCIEIHe BPeMe, TaKMUUYEHa
Koja opranusyje pymrTBo Maremarnyapa CUTYPHO U HajcTapuja, M HAjMACOBHUja U
HajOO/be OpraHM30BaHa. Y HUXOBO] PeaM3aluju, TOCPEIHO U HEIOCPEIHO, yUeCTBY-
jy mpaktmyHO cBM m3BoDaum HacTaBe U3 MaTeMATUKe U PAYYHAPCTBA Y OCHOBHUM U
CpellmUM IIKOJIAMa, Ka0 ¥ OHM 3al0CJIEHN Yy Pa3HUM IPOCBETHUM WHCTATYLUjaMa, a
HEIOCPEeHY OPraHW3alujy U KOHTPOJIY u3Boxe PemyOiuuke KOMUCHje 33 TaKMUAUYEHA
(MMa UX YEYIHO UeTupH).

He nocroje cacBuM mpenu3ey nomamy o Opojy yUEHUKA KOJU Ce TAKMUYe, Al HEKe
IPOIIEHe TOBOPE 1A HA IOYETHNAM CTYNHEBUMA, Ha CBA UETUPU BUAA TAKMUAYEHA YKYIIHO,
yuectByje roaumtme oko 150 000 Takmuuapa. Kpo3 omTpy cesmexnujy, On MIKOJCKAX U
OUIITUHCKUX, IPEKO OKPY:RHUX U Pemybuuukux, 1o CaBe3HUX TAKMUYEHA NOTA3U YKYII-
HO oko 250 HajboUX, Ha OU ce y OJNUMIIMjCKE €KUNle KOje IPeNCcTaBibajy Jyrocnasujy
Ha MeDhyHapOIHUM TAKMUUEHUMA U3 MATEMATHUKE M PAUyHAPCTBA IIACHPAIO BUX 15.

IIpBo ,TarkMuUeme yUyeHWKA TMMHA3M]a y PEIlaBamy 3aJaTaka M3 MaTeMaTuke
OZP/KAHO je y OPraHu3alju rpaacke moapy:xuune Ipymrea Maremarnyapa, Gpusndapa
u actponoma Cpbuje y Beorpany 1958. romuue. Beh napenue romune, 26.04.1959. y
Beorpany ce omp:kasa [IpBo pemybinyko TakMuuerme, HOMTO CY MPETXOIHO OAP/KAHA
IBa IpUOpeMHA cTymma. Ha mpsom je yuecrBoBasno oko 2000 yuenura u3 68 rumuas-
uja, Ha ApyroM (,cpeckoM) 421 yuenuk y 12 menrapa, ma Ou HA 3aBPIIHOM CTYIEHY
yuectBoBasio 109 takmuuapa u3 44 ruvuasuje. IlpBe marpame ocsojunu cy: ywan

1 Pemurosan rekcr u3 kmure ,50 romumma Ipymrsa matemarnuapa Cpbuje“, Beorpax 1998.



V1 Peny6anuka TakMudeHja U3 MaTeMATHKE

Obpadosuh, yuenur VIII* paspema XIV 6eorpancke rumnasuje, Muodpaz Kupuh,
VII paspen Il rumuasuje y 3pemanuny, Sopan Cmojaxosuh, VI paspen ruMuasuje
,C. Maprosuh “ y Hosom Cany, Cmesan Kyamanoeuh, VI paspen XIV Georpaucke
rumuasuje u Hebojwa Mapuh, VI pazpen II 6eorpancke rumuasuje.

Tpaauiuja opraEr30Bama OBAKBUX TAKMUUEHA je BPJIO OP30 yCIOCTaB/beHA, & UH-
TepecoBame 1 OpPOj yUeCHUKA Cy HATJIO paciu. PemyOiauuka TakKMUUYEHa Cy Y MOYETKY
pemoBHO onp:kaBaHa y beorpamy, ma 6u moues om 1977. rommue oHa mouesa ma ce
omp:kaBajy y pasHuMm Mectuma mmpom Cpbuje, mro je jom Buuie TOMPUHEIO HUXOBO]
TMOMyIapU3annju, a PEKIu OucMo vecTo u 60Jp0] opramm3amuju. EBO cmmcka rpamoBa
y KojuMa Cy of Taja onp:kana Pemybiuuka takmuuema: Cmenepescka Ilanamka 1977,
Yauar 1978, Beorpanx 1979. u 1980, Bameso 1981, Cserozapeso 1982, Gop 1983,
Hum 1984, Tperenur 1985, T. Ykune 1986, Apambemosarn 1987, Bpame 1988, Cre-
rozapeso 1989, Kuanoso 1990, Georpan u ComGop 1991, Usawuna u Kukunga 1992,
BGeorpan, Hum u Bp6ac 1993, [Moskapesan u Hosu Cax 1994, Kpymesan u Yemnapeso
1995, Hosu Can 1996, Beorpan 1997, Kparyjesai 1998, Yauak 1999 u [Tarueso 2000.

MeDy majBaskHMjuM edEKTMMA TAKMUYCHA jeé CBAKAKO MOIM3AMHE MHTEPECOBAMmA
3a MaremMaruky. Hehiemo mperepaTu ako KaKeMO Ia je BeJuKa BeNuHa yCIEemHuX TaK-
MuYapa KaCHUje HACTABMIA [a ce 0ABM MATEMATHKOM y HEKOM BUIY, A Cy OJJIa3UIIN
HA CTYAMje OMIO MAaTeMATHKe DUIO HEKUX CPOMHUX 0OJACTH, HAjuemhe TEXHUUKAX, HA
KOjuUMa ce MaTeMaTuka npuMemyje. Muoru on mux cy Ounu u Mehy HajycnemsujuMa
HA TUM CTyIUjaMma, IIa UM je U Jajbe Oompenesberme Oumina maremaruka. Ilamac, meby
ACUCTEHTMA U IPO(ECOPUMa Ha Y HUBEP3UTETAMA, HAYYHUM ¥ CTPYUHUM CaPa,JHUI-
Mma y MHCTHTYTMMA BelMHY YMHE OHU KOjU Cy C€ KAJWId KPO3 TAKMUUYEHAa, YeCTO jOII
OJl OCHOBHE IIKOJIE.

Ha :xanocr, HeMa Ipenu3HUX MOAATAKA O CBIMA OHUMA KOjU CY YV IPBUM TOIAHAMA
OpraHmu3amuje OBUX TaKMUYeHma MONHEIN HajBeNu Teper muxose mpumpeme. Y ¢par-
MEHTapHUM 3amucuma u cehamuma HaxasuMo uMmena Jeaewe Muzajrosuh, Lozowyba
Cmanojesuha, Muauue Hauh-Zajoeuh, Koncmawmuna Opaoea, Onee Mumpu-
nosuh, Mupocaasa sKuexosuha, Caobodanke Kpcmuh, Kosunke Ilonos, Jbumane
Hemposuh, Baadumupa Muhbuha, ... . Ilpema mekum cehamuma, y mouetry Pe-
nyOaMuKa KOMUCHja HUje UMaja (pOPMAIHOr IPENCENHUKA, & 3aTUM Cy HEHUM DPaJoM
pykosomuiu Caobodawka Epcmuh u Kosunmka Ilonos. Kacuuja Bpemena ce Goine
namTe, I1a 3HAMO Ha Cy OpeacenHurin PemyOiauuke KOMUCHje MOYEB OJ CEIaMIeceTux
roguaa Owmu:  Bpanxa bBepacumosuh, Rusopad Heawosuh, 3opan Kadeabype,
Cphan Ozanosuh, Ilasse Maadenosuh, bBophe Qyeowuja, Baadumup pazosuh
u Pade Todoposuh. Wuaue, cama KOMUCHja Ce MEHAJA, alM je YTIABHOM UMAJA
oko 20 unanoBa, IpU YeMy Cy TO Beh OmABHO IO HPABUIY OMBINM TAKMUYADHU, & CALA
ACHUCTEHTH uiIu Ipodecopu Ha (akyJITEeTHMa WX HAjyCIEIIHU]U IPOPecopr Cpenmbux
IIKOJIA.

Peny6anuko takmMuuere Huje 3aBpimau crynam. Camo roaury mana mocie [Ipsor
penybanuror, oap:xaso je u IIpBo caBe3no raxMuueme, Takohe y Beorpaay 1960. ro-
muHe. Mana, cTporo pedeHo, meroBa OpraHusanuja cnana y aejokpyr pazna Casesa
IpYIITaBa MaTeMaTHdapa, UMa BUIIE pa3iora 300T KOjux O meMy Tpeba rOBOPUTHU U

*Pazm Ce O BUIIMM pa3pennMa Talalllhe FI/IMH&3PIj6



[Ipearosop vii

osze. IIpBo, mHMIIjaTOp U roauHaMa riaaBHu opranusaTop CapBe3HOr TakMuyema Ou-
10 je 6am pymreo maremaTuuapa CpOuje; OHO je IPBUX METHAECTAK I'OMUHA CTAIHO
u oxp:kaBano y Beorpamy. Ilpyro, moxna u Bakuuje, Takmudapu u3 Cpbuje umaiu
Cy Ha OBUM TAaKMUUEHUMa JAJIEKO HAjBUIIE yCIeXa; YecTo Cy Mo Opojy Harpama mpe-
Ba3WJIA3WIN U CBe OCTaJie pemybimke 3ajemno. 3amanu ca npsux tpunecer CaBesHux
TakMUYena (ca pememuMa) Mory ce Hahu y cBecnu 23 Matepujasa 3a Mnaze MaTeMa-
tuvape (ayropu cy 3opan Kamenbypr u [lasine Mnanernosuh), a 3amamm ca Hapenaux
necer TakMuuema he ce malim y 30upmu Koja ce mpumpema 3a mramiy (cBecka 39
Marepujaua).

Ucre romune kan u wame [IpBo penybanuko rakMuueme, nakae 1959, onp:kana je
y Pymynuju [IpBa mehyraponsa maremaTuuka onumnujana. Jyrociaasuja ce BpJo 6p30
VEBYUMIA Y OBO TAKMUYEHE, MOCAABIIN CBOjy ekuny Ha [lery ommmmnujany y [lomcky
1963. romume. Ilocie cBera mTO je peUYEHO BEPOBATHO j€ CYBUIIHO MCTUNATHU Ia Cy ¥
HApeIHUM TOAMHAMA OCHOBY Hamie ekure Ha QuuMnujagama 0 IPABUILY CAYNHABAIM
yuenuru u3 Cpbuje. Ilyrauak je u cimcak Harpaia Koje Cy TAKMUYapU U3 JyrocaaBuje
ocsojuin Ha Mebhyrapomanm omumvnujanama — Ha 35 yuemha ocBOjuiu ¢MO 6 IpPBUX,
46 mpyrux u 89 tpehwux marpama. Osme hemo u3nBojuT camo mpBe Harpaie Koje cy
ocsojunu: Ppawny ayap 1963. romune, 5. Bapza Joxwced n Muodpae sRuekosuh
1974, Maadewn Hecnuh 1982, Pade Todoposuh 1989. u lywarn Byxuh 1999. roxune.
KoMmmzeran cmucar omummujana us Jyrocmasuje U ocBajaua Harpana (3ak/bydHO ca
1996. romumom) moske ce malim y murama 11 m 32 cepuje Marepujanu 3a mmane
maremaTrdape. Te Kimure caiapske U CBe 3aJaTke (Ca pellemhaMa) Ca OBUX TAKMUUCHA
(ayTopu 06ejy kmwura cy 6usmu omumnujuu). [Tomanu 3a rogune nocie 1996. Mory ce
mahu y 6pojeBuma uacomnuca ,, Tanrenrta ‘.

Y Jyrocnasuju je mBa myrta u oxp:kana MeDynaponna omumvmujana — 1967. ro-
muue Ha etumy u 1977. romune y Beorpany. Ilopen Beoma ycmemrre opraxmu3aimje,
Tpeba moMeHyTH U Oa je y oba ciydaja 3HAUYAJHO MPOIMIMPEH KPYT 3eMaJtba-yUeCHUIa
— nok cy npe 1967. romure ma OuuMmmujazaMa ydecTBOBaJie caMo 3eMibe VlcToune
EBpomne, Ha HAII TO3UB OJUMIN]CKOM IIOKPETY npuapysxuie cy ce B. bpuranuja, ®pan-
uycka, HIsencka u Uramuja. Cauuno, 1977. roauue npBu myT Cy y4eCcTBOBAIU AJLKUD,
Ky6a u Bpasui, mro je 0TBOPMIO MyT HajseM moBeNamy OJUMINjCKe MOPOIUIE Koja
cana Opoju mpeko 80 3emasba ca CBUX KOHTMHEHATa. ¥ OkBUPY XIX osummmujane y
Apaubenosuy 1977. romune oxpskan je m cuMmnosujym , Omiaivea 1 MaTeMaTukra “, y
ygjeM Cy OPBOM M€y WIAHOBU sRUpUja rOBOPWIM O DALy C MIAMUM TAJEHTAMA, &
y IOpyrom geiy cy camu yuecHuim QJuMIujajse CAONMTIIN CBOje PAloBe U MOCEOHO
Jena pelrema 3aJaTaka ca TOr TakMuduema. l[lomenmmvo u ceecky 33 Martepujana 3a
maze Matematuuape ayropa B. Jamkosuhia m B. Muhwuha “IX & XIX International
Mathematical Olympiads” y kojoj cy cabpanu m m3martu ca pememuMa CBU 3aIalM
IPEIOKEHN 38 OBE IBE OJMMIIL]A,IE.

On 1987. romauua JyrociaBuja pemoBHO ydecTByje W Ha DBaskaHCKuM Marema-
TUYKUM OJIMMIKjajaMa W Ha BUMa Takohe ocBaja MHOore Harpazme. Ha ykymao 13
Bankanujaga mvamo 17 mpsux, 27 npyrux u 25 tpehux marpanma (Bumeru Takobe
cBecky 32 Matepujana 3a mnane mMareMaruyape). [IBa myra OWiamM CMO M yCIEIIHU
momahurn Bankanujame — 1989. roguue y Croury u 1994. y Hosom Cany.



Vil Pemy6aunuka TakMuueHja U3 MaTEMATHRE

Y 3akbYyUKy TOMEHMMO W apryMEHTe OHUX KOju Cy IPOTUB TakMuuema. Mwma
VUYEHUKA KOjUMa OBaj BUI ,,0aB/HEHa MATEMATUKOM * HE JIEKM — HE MOTY Ce IPUJIAro -
T OIPUTKUCKY 14 ,MOPajy yCIHeTu ", cMeTa UM OTPAHUYEHO BPEME ¥ OKBUPY Kojer Tpeba
YPAmUTH IOCTaBJ/bEHE 33aTKE, WU jeIHOCTABHO mMmajy Tpemy. Uim, Hemro mro ce
pebe momMume, a YMHU HAM C€ MOKIA UM BAKHUje — MOHEKW OJ HAjYCIEITHUjUX TaK-
MHpYapa HacTaBe Ja ce DaBe caMO pemaBameM IpobieMa U y KaCHUjUM TONMHAMA, He
cxBarajyhu na je 030ubHO GaBmeme MaTeMaTHKOM uiak HemTo MHOro Bume. Cse je
OBO TAYHO, & CUT'YPHO je 1a Ou ce HAILIO U Bule aprymenara ,,upotus . Ho, cmarpamo
14 UX apryMeHTH ,,3a°, O KOjUX Cy CAMO HEKM IIOMEHYTU Y OBOM KPATKOM IPUKA3Y, U
1m0 Opojy ¥ MO 3HAUAjy HaJeKO IpeBa3uiIase.

YurameM 3a1aTaka KOje JOHOCUMO Y OBOj 30MPIX MOT'Y C€ YOUUTH MHOTE IPOMEHE
y BPCTH U TEKUHM, HO MUCIMMO N3 je OCHOBHM AyX YIJIABHOM CAUyBaH y NPOTEK-
e 42 roauue. sKRenehuw ma MaTeMaTWyko] jaBHOCTH CTaBM HA YBUI CBE 3aJaTKE Ca
Peny6nuukux TarMuuema cakymmeHe Ha jemqHoM MecTy, JIpymrBo maremaruyapa Cp-
buje objaBibyje 0By 30MpKy, y3 HAOMEHY 1a Cy OHM Hocan objaBpuBaHUA y 30MpKaMa
3amaTaka Koje JpymrBo usnaje cBake roguse, noues ox 1978. (momynapuum ,Bunre-
HuMa ‘), kao u y cBecuy 16 cepuje Marepujanu 3a Miaze MaTeMaTHuape Koja CalpiKu
pemene 3anatke on 1970. no 1983. romune. Y mpumnpemu je u cBecka 39 Te cepuje kKoja
fie caap:xaTu peleHe 3aJaTKe U3 HOCHEIHUX jeJAHACCT IOUHA.

Y Beorpany, jyra 2000. 3opan Kadeabype



IIPBO PEIIYBJIMUYKO TAKMNYEILE
Beorpam, 1959.

5.* PA3PEN
1. Penmru jennaunmy

m—1 m—3 +1_m—3
m—3x m—lx T m-—1

u 3aTuM onpemuTu m na: (a) pememe Gyne 2; (6) pememe Oyle TO3UTUBHO.

2. Heko ce omsese 1o mssecHor mecra OpsusHoM 30km/h a Bpatu ce Gp3unOoM
50km/h. Koja My je cpenma 6p3uma 3a meo myT (3a oyasak u HOBpaTak)?

3. Komcrpyucatu mapajesorpaM kKaj je TaTa jenHa CTPAHWUIA, BUCUHA KOja joj
onromapa 1 yrao uaMeby mmjaronasa.

4. Y tpoyray ABC, BD je cumerpaina yriaa C BA. Kpyrosu onucanu oko Tpoy-
raosa BCD u BAD ceky penom crpauuny BA y P u crpanuny CB y Q. Ilokasatu
na je CP = AQ.

5. Han crpanunama tpoyriaa ABC KOHCTPYHUCAHU CY CHOJbA jeIHAKOCTDAHUYHU
rpoyriaosu ABC:, BCA, u CAB;. llokazaru na je AA; = BBy = CC} u oapemutu
yTIIOBe Koje rpaje Te ay:ku MeDhy cobom.

6. PA3PED

1. Pemmru jenuauumy

a—b+1 1 _a—b
ar +br  (a+0)?2 =z

2. Crabao obauka mpaBoOr BaJbKa IIMBA Y BOIM TAKO Ia je jeIHA UETBPTUHA
npevHrka BaH Boge. Halim merosy cmenupuuny TexuHy.

3. Y paBuu « Hasasu ce pom6 ABCD wuuja je crpanuia a u mmjarosaisa BD =

2a\/3

3
Tauka S Tako ma je SB =SD = a.

(a) TTorazaru ma je LASC = 90°.
(6) Vzpauynartu nospmuay nupamute ABCDS.
(B) Mokazatu na je muemap BSAD uuja je uBuna AS npasoyrin.

. VI3 npeceka aujaronana O momurayTa je HOpMasa Ha paBaH (. ¥ HA H0j y3eTa

*Pazm Ce O BUIIMM pa3pennMa Talalllhe FI/IMH&3PIj6



2 PENIYBAMYKA TAKMUYEHA 1959

4. Jlar je xpyr mosynpevruka R. Y TOM Kpyry yIOuCaH je jeIHAKOCTDAHUYHU
tpoyrao ABC' v 13 meHTpa MOAUIHYTa HOPMAJIa Ha PABAH KPYyTa.
(a) Ompenuru Ha HOpMaiu tauky K tako ma cy myxu KA, KB, KC jennaxe
crpanunama tpoyria ABC u u3pauyHaty moBpumay u 3anpemuny nupamune K ABC.
(6) Axko je raura T cpemumre nysxu OK, nokasatu ma je tpoyrao TAB jen-
HAKOKPAKO IPABOYTJIM.

7. PA3PEN

1. Axko je 2tga = 3tgb, norazaru na je

B tgb  sin2b
- 243tg?b 5 —cos2b’

tg(a —b)

2. Pemmtu cucreM jemmaumma: 22 +y =2, y2 + 1z = 2.

3. U3 jemne tauke M ma pacrojamuma a u b On 1ABe mapajesHe MpaBe MOBYUeHe
cy nBe Mmehycobuno mopmasme mysku MA u MB no tux mpasux. Hahwu munmMmywm
nospumue Tpoyria AM B.

2

4. Pemnrn jemnaumny sin“z —sin2x =1 — 2cosx.

5. Bucuna u3 temena C tpoyria ABC jemuaka je 30upy Opyre NBe BUCHHE.

Iokazatu na je
1 1 1

siny sina  sing’

8. PA3PEND

1. Ymopoctut; u3pas

PN A=

2. Y mpaBoyTiIOM TPOYTIY, UMje CTPAHUIE UYMHE APUTMETUYKY MPOTPECH]y a
XUMOTEHy3WHa BUCHUHA je h = 4,8, ymucan je mpaBOyraoOHUK MaKCUMAJHE MOBPIIUHE.
Hahu onnoc moBpmuua TpaBoOyraoHUKA M TPOYIJIA.

3. 3a pasHe BpeIHOCTH @, b U ¢ O[PEIUTH KOj€ CBE JIMHK]e IPEACTABIbA j€THAUNHA
az? +by* + ¢ = 0.

4. Jla mpaBOJMHUjCKA MyTa CEKy ce moj mpaBuM yriaom. M3 mecta A ma mpBom
nyty, ynamenor 60 km on packpmhia myresa, kpere kamuon 6p3usom 30 km/h. Uec-
TOBpeMeHO u3 MecTa B Ha apyroum mytTy, yaadbesor 30 km on packpmhia, kpeHe apyru
kamuon Opsusom 60 km/h. Kana he melycobuo Gurn najonmsu?

5. Y rerpaenpy ABCD MumounnasHe UBUILE CY jeIHAKE.
(a) Tloraszatu ma cy My CTpaHe TOLYIAPHU TPOYTJIOBH.
(6) TlokazaTu ma cy Lysku Koje cajajy CpeIuIlTa jeIHAKUX UBULA, HODMAJHE
HA Te MBUIE U Ja Ce CBE TPU CEKy y UCTOj TAUKM.
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JPYTO PEIIYBJINMYKO TAKMNYEIHE
Beorran, 1960.

5. PA3PEN
1. Penmtu jennauuny

ar 2x T+ 2 a’x
a?—4a+4 (2—a)® a+2 a?—4

2. Komcrpyucaru Tpoyrao ako Cy mATW: BUCUHA W TERUIIHA JUHUja KOje OMro-
Bapajy UCTOj CTPAHUIA U TMOTYNPEYHUK OMUCAHOT KPyTa.

3. Hlat je mapanenorpam ABCD. Heka je tauka M cpemumre crpanune BC u
rauka S cpemumre crpanune AD. Ilokazaru ma mysku AM u CS nmene mujaromaiy
BD ua tpu jenmaka mesa.

4. Y tpanesy ABCD mujaronana AC je mopmasnna Ha ctpanuny BC u monoBu
yrao DAB. Yrao ABC' jemnak je 60° u obum tpamnesa je 2m. Hahwu crpanuny ADB.

5. Becnau Becia Hu3 pexy 6psusom 350 m/min, a y3 ucty peky 6p3usoM 125 m/
min. Kosuko je majeko mmao HU3 PEKy ako je OJjIa3ak M MOBPATak Tpajao yKymHO 1
car u 25 MuHyTa?

6. PA3PEND

1. 3a 6pojese x u y Baxu 22y = x/x. Vspauymatm: (a) y axo je 2° = 4; (6) x
axo je y° = 8.

2. IIposeputu na nu je

1 1
3 3
aKo je x = {/ —.

1 log x . 1 log x
<10x> 410 <10x> =00
10
3. Ako cy m u n pemema jemsauuse 2 + pr + ¢ = 0, TOKA3aTH Ja Cy pelIema
jenHaunHe
@@’ +pl+qz+1+¢?=0
m’:m+lmn’:l+l.
n m
4. Jlata je vBuna a mpaBuWiHE jeHAKOMBUUHE TpocTpaHe nmpuiMe. Hahwu mopm-
VHY ¥ 3alPEMUHY MPU3MEe U MOBPIIMHY TMPECEKa KOjUu MPOJA3u KPO3 jeIHYy OCHOBHY
UBUIly U cpemumTe HacmpaMue Ooune usuie. Onpeaury NOBPUIMHY U 3alpeMuHy o0ba
TeJla HA KOje je IpU3Ma MOJEJLEHA IIPECEKOM.

5. Ilara je noBpummHa P mpaBusiHOr OKTaeapa.
(a) Oxpenutu HEroBy 3ampeMuHy y (yHKIUjU MOBDLIHE.
(6) Hahu mBuIy OHOT IPABUIIHOT OKTaeApa KOju MMa ABa myTa Belly 3anmpeMuny.
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7. PA3PEN

1. Hahu ome BpemgHOCTH T 3a KOje je MCTOBpeMeHO TpuHOM z2 — Tz + 13 Behu ox
3 a Mamu ox 7.

2. 3a pa3He BPeIHOCTHU T U ¥y KOje 3a,0BObaBajy jenHauuny ax+by—+c = 0 uzpas
a?z? 4+ b%y? 4 c? nobuja pasme BpemrocTu. Koja je Meby muma majmama? Ogpemuru u
BPEAHOCTY TPOMEH/LUBUX T W Y KOje OroBapajy Toj TPaskeHOj BpenHocTu. lIpoBepurn

3aa=—,b=—-,c=-2
2 3

3. Har je tpumom a?z? + (b? — ¢ — a?®)x + 2, e ¢y a, b u ¢ Mepru 6pojesn
CTPAHUIA jeTHOT TPOYTJIA.
(a) TlorazaTu ma je mATH TPUHOM NO3UTUBAH 33 CBE DEAJHE BPEIHOCTU MPOMEH-
JbUBE Z.
(6) Kojy pemauujy 3an0BosbaBajy HO3UTMBHU OpojeBU a, b U ¢ ako je natu
TPUHOM TIOTIIYH KBAAPAT?!

4. 3majyhu na cy tga u tg 8 pemema jemnaumue 2 + pr 4+ ¢ = 0, uspauysaTn
y (YHEOZU OO p U ¢ BPEIHOCT M3Pa3a

A =sin?(a + B) + psin(a + B) cos(a + B) + gcos®(a + ).

5. Y kpyry moayupevHura r ca cpemumreM () HOByYeHa Cy IBa HOPMAJHA IIpe-
unnka AA; u BB;. Y upousBomnoj Tauku C' Ha Kpyry MOByUeHa je TAHTEHTA KOja
raurenty y Tauku A ceue y H, a nponyskerak npeunnka BB y tauku K. Yrao AOC
O3HAUNMO Ca .

(a) Uspasuru crpanune yersopoyriaa AOKH y ¢ymruuju yriaa .
(6) Hokazatu (rpuronomerpujckn) na je HK = OK, ma xomuku 6uo yrao .
(8) Mspasutu nospmuny dersopoyria AOKH y ¢yHruuju yriaa .

8. PA3PEN

1. Ilorazaru ma je pa3imka KBaJpaTa Ma KOja JBa HEMapHAa Opoja mebrBa ca 8.

2. Kpos tauky P(2,—1) nosyuena je mpaBa Tako na Tayka P IOJOBU OICEYAK
Te mpaBe Koju ce Hanasu maMmeDly mpaBux ¢ — 2y +2 =0 u 3x —y — 15 = 0. Hahu
jeIHAUMHY Te MpPaBe.

3. Oxo rpyra z2 4+ 3% = 16 omucan je jeIHAKOCTPAHMYHU TPOYTAO C3 j€THUM
TeMeHOM Ha y-ocu. Hahw jenmauwne meroBux crTpanuiia m HOBpHmMHY u3meDhy Tor
Kpyra U JBe CTPAHWUIE TPOYTJIA.

4. Y mpaBWIHOj YeTBOPOCTPAHO] MMPAMULN OCHOBHE UBHUIlE ¢ 1 Bucuue H ymucana
je KoIka, M3HAX e YIUCAaHA je Ipyra KOomka WTHA. Koju meo mupammze 3ay3uMma TO
CTEIEHACTO TEJO CACTABILEHO OJ CBUX KOIKHU!

5. ¥ 1Ba HAcmpaMHa yria AATOr IPABOyraoHMKa (Ca CTpaHUmaMa @ U b) ynucaHa
Cy IBa jefHaka Kpyra, koju ce Mehycobuo momupyjy. M3pauyHaTu BUX0OB MONTYIPEUHUK
7 3aTUM WX KOHCTPYUCATH.
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TPERE PEIIYBJIMYUKO TAKMWNYEIHE
Beorpram, 1961.

1. PA3PER
1. ITate cy jemnauune

2a —x + x 5 T + 1
- == —+z—a=1.
3 2 3 2
(a) Pemmtu mo x obe jennauuse.
(6) OmpemuTu @ Tako na pemema Oyny jemHarka 1 HANU 3aj€IHUUKO DEIIEHE.

(8) 3a mabeny Bpemmoct a o6pasosaru (yHKuuje

20—z = 5 T

3 +§—§, y=§+x—a—1

U rpaduuKM UX TPeNCTABUTH ¥ MCTOM KOODIUHATHOM cucteMy. ['me ce Hasasm mpece-
yHa Tayka 00a rpadura u 36or gyera?

y:

2. Jlare cy y IPOCTOPY UETUPU TAUKE.
(a) Ompemnuru Tayky MOAjEIHAKO yAABEHY OJ AATUX TAUAKA.
(6) IMocTaBuTy paBaH Of KoOje Cy CBE YeTUPH JATE TAUKE MOMAjeJAHKO yIAJbEHE.
Konuko nva Taxux pasen? Jlaty omuc KOHCTPYKLZ]e.
3. Y uerBopoyriy ABCD rauka E je cpemumre crpanune AB, a Taqﬁﬂ
cpemumre Hacupamue crpamune CD. Axo ce moues on E xonctpywmmy Bektopu ED’
— —_— =
u EC’, jenmaru Bexropuma AD u BC, nokazaru ma tauke C', F'u D' nexe Ha jeqHoj
IpaBoj.
4. Pemury jemnauuny

3ab+1 3ab a® (2a + 1)z

a x_a+1_(a+l)2_a3+2a2+a'

(a) HokazaTu na pememe jeqHauude He 3aBucu of b.
(6) Ompemuru a Tako na mobujeHa BpemHOCT 3a x Oyne HO3UTUBHA, 3aTUM U
Beha on 1.

5. Iar je jennakokpaku tpoyrao ABC (AB = AC). Bau tpoyria KOHCTpyUCAHK
cy jemmaroctpannunu Tpoyriaosu ABD u ACE. Iokazaru na je BE = DC u na ce
Te nBe my:ku ceky Ha Bucunu AH Tpoyria.

2. PA3PEnND

1. [lat je kpyr npeunuka AB = 2R u Ha memy Tauka M umja je OpTOroHAJIHA
npojernuja Ha AB tauka P (AP = x).
(a) Uspasuru y dpyuruuju on R u

y=AM?*+2PM?

u npoyuutu Ty QyHKUZjy Kan x sapupa ox 0 mo 2R.
(6) Onpemntu x Taro aa Gyze y = kR* (k > 0).
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2. Jlorazaty ma cy OPTOrOHAJHE NPOjEKNHje TeMeHa jeIHOI IapaJjienorpaMa Ha
ILETOBE UjarOHAJIE TeMEHa HOBOT IapaJiesIorpaMa, CIMYHOT JATOM.

3. Ompemuty m TakO Ia MOIMHOM
zt 4223 — 2322 + 122 +m

OyIle MACHTWIKY jeTHAK TPOU3BOMY ABa KBaapaTHa TpuaoMa (2 +ax +c) (22 +bx+c).
Onpenuty KoepurmjenTe a, b, ¢ 1 Ha OCHOBY TOTa PACTABUTH JATU HOJIUHOM 9ETBPTOT
CTeneHa Ha JuHeApHE umEMone. Haj3an onpemuTy Hyle MOTMHOMA.

4. HopmaJsnu mpecek Ipu3MaTUYHE MOBPIIA je jeTHakocTpaHuunu tpoyrao ABC
crpauune a. Ha mopmamama koje nonaze uz B u C ca ucre crpane pasau ABC yzere
cy mse tauke B’ u C’ tako ma je BB =y, CC' =z (y > z).

(a) Koju ycnos Tpeba ma 3amosomasajy  u y na 6u tpoyrao AB'C’ 6uo
IpaBoOyIJIM ca TeMeHoM mpasor yriaa y C'7

(6) Karo ce u3 nobujenor ycmosa oxpebyje PauyHCKM U KOHCTPYKTWMBHO Y 3a
nato !

3. PA3PEN

1. dymrmmja y = 22 + (m — 3)x + 1 — 2m ompebyje ckyn mapaboura.
(a) Hokazaru na cse oBe mapaboie CeKy T-ocy.
(6) OnpemuTy jeJHAYMHY F€OMETPU)CKOI MECTA TEMEHA CBUX Mapabosia U Halp-
TATU TO TEOMETPUCJKO MECTO.
(B) ¥ ckymy ¢yHEmMja ompemuTy OHe uuja je jemma Hyna tpu myrta Behia ox
apyTe.

2. [lar je npasoyraouuk ABCD (AB = a, AD = b, a > b). Ha crpanunama
AB, BC, CD u DA yzeru penom tauke M, N, P u @, tako ma je AM = BN =
CP=DQ==z (x<b).

(a) Horazaru na je M N P(Q) mapanenorpa.

(6) V3pasuru noBpmuHy TOr HapajeigorpaMa y (yHKIUjU OX .
(8) Onpemury © Tako 1a Ta NOBPIIMHA OyIe MAKCHMAJHA.

(r) 3a kojy he Bpemnnoct z mobujenu mapamenorpam Gutu pom6?

3. Y jennoj pasuu Hasaze ce Tpu nonynpase OA, OB, OC rako nma je ZCOA =
ZAOB = 60°. U3 rauke P, koja ce nanasu y yriny AOB, cuymrene cy mHopmaie PQ),
PR, PS, penom na OA, OB u OC. Tlokasatu na je PQ + PR = PS.

4. Y nonykpyry npeunurka AB = 2r noByuena je terusa AC. Ilomykpyr porupa
OKO mpeunuka AB.
(a) Uspasurn y pyurumju noaynpeunnka u ZBAC = x noBpmumy Koja HACTaje
porammjoM TeruBe AC' u noBpmuHY Koja HacTaje poramujoMm idyka CB.
(6) Ompemutu yrao BAC Tako ma Te ase moBpmmHe OyAy jeqHake.

4. PA3PED

1. Hara je ¢pysrnmja y = 2 + px + q.
(a) Ogpemuru p u ¢ Tako na rpaduk ose GyHrmUje cevye y-ocy y Tauku A(0,1)
u ma nomupyje npasy y + 3 = 0 (3a p u ¢ y3etu oba pemema).
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(6) Y jemmauman 22 + px + g = 0 o3naunTn pemema ca tga u tg 8. Ompemurn
penanujy koja noctoju uameby p u ¢ ako je a + 3 = w/3. Onpemutu p u g Tako na
mopeJ OCTAJMX yCIOBA jeHO pellembe jenHaunue Oyme 1.

2. Hahu jemmauwmny Tamrente xumep6ose 3z —y? = 3 y Taukn A(2, 3) u nokasa-
™!
(a) ma ce OpTOroHAJHE MpOjeKnUje XUIEPOONMHUX KUKA HA TAHTEHTY HAJIA3e
Ha KPYT'Y KOJU je ONUCAH OKO LEHTPa XuuepOouie MOTyIPEeUHuKoM a (a je momyoca);
(6) ma Tauka cuMeTpPUYHA jeNHO] KukM Xunepboie y ONHOCY Ha Ty TAHTEHTY
JIEKU Ha KPYTY KOJU je OIMMCAH OKO APYTe JKUKe HOJIYIPEUYHUKOM 2.

3. Jlomra monynpeunka r noaupyje pasan Py tauku A. Bpx mpase kyme namasu
ce Ha JIONTU y Tayku B, Koja je mujamerpasHo cynporTHa Tauku A, a ocmosa Kyme,
nonynpeunnka R, nexu y paBaun P. O6a Tesna mpecehu jemsom paseum () kKoja je
mapajenHa ca paBHE P Ha pacTojamy .

(a) Mspasutu y QyHKUMju 0o & Pa3nuKy NOBPIIMHA Ipeceka Kyle M IPEeceKa
JomTe.
(6) Ompemutu R Tako ma (yHKOUja uMa MUHUMYM 3a & = 37/2.

4. Iare cy nse craune tauke A u B (AB = a) u npoMenmuBa mpasa | koja
npoJa3u Kpo3 tauxy A.

(a) Ompemutu reomerpujcko Mecto Tauke M Koja je OPTOrOHANHA MPOjEKIU]ja
Tauke B Ha TPOMEHJLUBO] MPaBoj I.

(6) Ha npasoj ! y3ere cy nysxu M P = M@ = M B. Koucrpyucaru reomerpu-
jero mecto tavaka P u @) kax [ porupa oko A. Jlaty reoMeTpujCcKO peleme Kao u
perene MeToI0M KOOPANHATA.

YETBPTO PEIIYBJIMUYKO TAKMNYEIHGE
Beorpam, 1962.

1. PA3PEN

1. Axo je aa’ = bt = cc/, nokazaTu ma je Tana
(a+b)b+c)c+d)=(a +b)d +c)( + a).

2. llat je mapaaenenunen ABCDA'B'C'D’. Axo je AB = m, AD = i u
AA’ = p, koucrpyucaTu cBaku ox cienelinx Bexkropa (Haupraty cauky): (a) m—+ma+p;
(6) m+ii+ 35 () M+ A +5 () m+7d—p (z) —m—7i+ ip.

3. 1° Pemutn jenmauunny

2x a r—1

3-8 a2+2a+4 a-2’

rue je a matu peannu 6poj. [la au 3a cBako @ maTa jeIHAUMHA MMA DENlemhe’
2° 3a koje je BpemHOCTU Opoja @ pelleme AaTe jeTHAUNHE TMO3UTUBAH 0POj?
3° Konuko tpeba na Oyne a ma O6u pememe mare jenHauune ouino x = 07
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4. Jlate cy pasau p u ¢ u tauke A, B u C koje He jeke Ha UCTOj IPAaBOj.
Onpenute Tauky O Koja je MOAjeHAKO yAaJbeHa O PABHU P U ¢, a TakoDhe mogjeaHako
yrasmena ox tauaka A, B u C. Ila au yBek moctoju tauka OF

5. Iat je tpoyrao ABC. Ha crpamumu AC usabpano je n tavaka My, Mo,
..., M, on rojux ce Hujenna e mokyama ca temeruma A um C, a Ha crpanumu BC

n tavaka N1, ..., N, oI Kojux ce HujemHa He mokjiama ca temenuma B u C. Ha
KOJIMKO je meinoBa mompesben tpoyrao ABC mysuma BMy, BMs, ..., BM, u ANy,
ANy, ..., AN,?

2. PA3PENL

1. Ilar je KBagpaTHU TPUHOM
(1) f(x)=(m+1)z? —2(m — 1)z +m — 5,
rae je m peasan 0poj.
1° Tokasaru na rpadunu TpuroMa (1) 3a cBaKO M MpoJa3e KPO3 jelHy 3ajen-
HUUKY TauKy.
2° TlokazaTu ma He MOCTOjU HUjedaH TpuHOM (1) Umju je ekcTpeMyM y OBO]
3ajeIHUYKO] TAUKH.
2. Ozxpemuru a u b Tako na momuaoM x* + 322 + ax 4+ b Gyne KebUB TOTHHOMOM
x?2 — 2ax + 2.
3. Ilata je mpasa p u Tauke A u B koje He Jexke Ha mpaBoj p. KoHcTpyucaTu
KpyTr k Koju mpoJsiasu Kpo3 tauke A u B u Koju momupyje mpasy p.
av2+b
2+ d
0IHOC MOpa mocTojaru uaMehy 6pojesa a, b, ¢ u d ma 6u matu pasznromar OMO pamuo-
HasaH 6poj?

4. IlaT je pazmomax rae ¢y a, b, ¢ u d panuonasau 6pojesu. Kakas

5. Ilara cy mBa koHueHTprdHA KpyTra k1 u ky 01 Kojux ko mMa Behu mosmynpedHuk.
Koncrpyucatu ceuuny s xoja kpyr ki ceue y Taukama A1 u As, a Kpyr ko y Taukama
By u Bs, tako ma ce tauka A; Hasasu usmehy tauvaka By u Ao u ma je B1A; =
A1A2 = AQBQ.

3. PA3PEnND

1. 1° [Joka3aTy UACHTUYHOCTHU

1 1
cos(k—2>x—cos<k+2>x

sinkzr = = ,
2sin —
sm2
1 1
Sin<k+)xsin <k>x
2 2
coskr = - ,
2sin —
2

rae je k mpupoman 0poj.
2° Kopuctehu ce pesynratuma nobujerum non 1° oxpemutu caenehe 36upose:

S1 =sinx +sin 2z + - - - + sin nx, Sy = cosx + cos2x + - - - + cosn.
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2. Tlokazatu na je mspas b?x? + (b? + ¢ — a?)x + % mo3uTuMBaH 3a CBAKO T aKO
cy a, b u c MepHU OpPOjeBU My:KUHA CTPAHUIA j€HOT TPOYIJIA.

3. Oxpemuru ocuosru nepuox pyukmmje f(x) = sinz - sin(z + a), voe je a mara
xoucranta (0 < a < 71/2).

4. OcHoBa mpaBe IpU3Me je jeIHAKOKPAKM TPOYrao Kpaka @ U yria Ha OCHOBU-
m1 «. Kpo3 ocHOBUIly ropme OCHOBE U CYNIPOTHO TEME NOH€ OCHOBE IIOCTABJHEHA je
paBaH p KOja je HAUHyTa IpeMa PABHU OCHOBE MO YoM (3.

1° OgpemuTu HOBPIIMEY OMOTAYa OBE HPU3ME.
2° PaBan p menm mpusMy Ha IBa Teja O KOjUX jeé jeTHO UEeTBOPOCTPAHA M-
pammga. OnpennTu 3ampeMuny OBe MAPAMUIE.

5. llaru cy kpyr k u rauka M Ha memy. Kpos rauky M mosnaue ce cBe moryhe
TeTuBe Kpyra k uuju npyru kpajeBu cy o3uauenu ca IN. Heka je X Tauka tetuse M N
takBa na je MX : XN = m :n, rme cy m u n gatu 6pojesu. Hahu ckym tauara X
kanma ce Tauka N kpehe mo natoMm kpyry k.

4. PA3PEDO
X + X
-1 2

1. Hara je dyurnuja f(x) P
(6) 4f (2z)f(x) = 4f%() + 2.
2 2

(a) f(z) = f(—2);
2. Nlara je emumca — + :Z—Q = 1 umje cy sxmwxe tauke F1(—c,0) u Fi(c,0). Hahn
a
CKYTl CBUX CPEIUINTa TETUBA EJUICE KOje MPO0Ja3e Kpo3 KKy Fh.
. sin®3  tgf
3. Axo y tpoyray msmeby yriosa (8 m vy mocToju Beza —s— = ——
. : sin“y  tgy
je unm jeIHAKOKpak mim mpasoyriu. llokasaru.

. Ilokazaru ma je:

, TPOYTao

4. Heka S7, Sy u S3 o3mauaBajy penom 30uUpoBe MPBUX 71, Mo U N3 YIAHOBA
apurMeTuuke nporpecuje. llokazatu ma je tama

S S. S
i(nz —n3)+ ;z(HS —ny)+ Fz(nl —ng) =0.

5. IIpaBunan TeTpaenap UBUIE @ MPECEYEH je jeTHOM PABHU P KOja MPOJa3u KPO3
jemHy HmEeroBy MBUIYY UM KOja CyIPOTHY MBWILy TeTpaenpa meau y omuocy 2 : 1. Hahu
HOBPIIVHY IPECEKa KAO U YIJIOBE MPECEKA.

IIETO PEIIYBJIMYKO TAKMUWYEIHE
Beorpam, 1963.

1. PA3PEND

1. Heka cy z, y, 2z pa3nuuutu peainu 6pojesu. [lokazaru:

Ty Yz zT

-G -2 G-2u-0 "
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2. Ioraszatu na rauke A(1,1—3k), B(3,1—k), C(5,1+k), Ma raks 6uo 6poj k,
YBEK JIesKe Ha HEeKOj IPaBoj p, uuju je koepumujent npasna k. JlokazaTu na cBe Tpase
P TpoJa3e Kpo3 jefHy 3ajeTHUYKY TauKy.

3. Ako je zyz =1, ouga je

o) o) (o) o) o)

Iloka3aTu.

4. Koucrpyucaru mpaBoyriu Tpoyrao KaJ Cy JaTe XUIOTEHY3a U TEKUIIHA TAHA]a
jenHe KaTere.

2. PA3PEnN

1. Hexka je

2 2
5 3
y:<2x2—x+5) —(2x2+5m—4) .

(a) Hokazatu ma je y > 0 3a cBaru peanHu 6poj .
(6) Pemmru jenmaunny y = 0 0o x.
2. Y paBuu « gat je kpyr k ca mpeunnkom AB = 2a. Ha mopmanama paBHU o
y taukn A u uentpy kpyra O ca jemne crpane pasuu onpebene cy tauke C' u D Tako
nma je AC = a, OD = 2a. Ha kpyry k ogpemutu tauky M rtako ma tpoyrao C'M D
Oyme mpaBOyIJIA.
. X Yy .
3. Ako je — = =, onza je
a b
x? b2

=1.
x2+y2+a2+b2

Hoxazaru. Ila mu Baxkn u 0OpHYTO?!

4. KOHCprI/IcaTI/I TPpOyTrao KO KOr'a Cy BUCHHA, TEKHUIIHA .TH/IHI/Ija u cuMeTpaJia
yria, KOje IIoJia3e€ n3 UCTOr' TEMEHa, TPU AaTe OYiEKU.

3. PA3PEnN
1. Ilara je jemHaunsa
(1) tgxr —tg3x —mtg2x = 0.
(a) Ilorkazatu na cy pemiema OBE je[HAUYMHE YjeIHO M PEmeha jeTHAUNHE
sin 22[2m cos? 2z + (m + 2) cos 22 —m] = 0.

(6) Peumtu jenmaumny (1) ako je m = —1.

2. Yerupu tauke y npocropy A, B, C, D mebycobuo cy ynamene 3a d = 4.
Heka je S Tauka koja je jemHakro yaasmeHa on Tux Tadyaka. Hahwu meno pacrojame on
THX Tavaka.
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3. Axo cy pemema jemmaumne 22 + pr + ¢ = 0 pealHa W Pa3IMUATA, TOKA3ZATH
na jemnaumne 2 + (p + 2a)r + (¢ + ap) = 0, 322 + 2(p + a)z + (¢ + ap) = 0 mmajy
UCTO TAKO PeaiHa W Pa3UuMTa PEmema.

4. JloxkazaTtu ma je

. . 7T .
COS3 o+ SlIl3 o+ COS4 o — sm4 o= 4\/§COS (Z — a) SlIl2 (7 — *) COS™ —.

4. PA3BPEnD

1. Jokazatu na cse mapabome y? — 2\y + Ax + A = 0 (\ peannu 6poj) mpomaze
KpO3 jelHYy 3ajeIHUYKY TAUKy U Na UM TEMEHA JiejKe Ha jeIHOj IPaBoj.
2 2
T
2. MeDy cBum emumncama — + i 1 xoje mponaze kpo3 nary tauxy A(xo,yo)
a
Hahy OHY KOja MMa HajMamy HOBDIIUHY.
3. Iloka3aTu MOCHTUTET
2

sina + sin 3a + sinba + - - - 4+ sin(2n — 1)a = sin“ na

sin o
aKo je n mpupogaH 6poj u ako je sina # 0.

4. Vcnuratu GpyHROAjY

@) = fim o) F VROt

n—oco n3(x2 —4) +n2 +nz’

Hamnpraru men rpaux.

INIECTO PEIIYBJIMYKO TAKMMNYEIHE
Beorpam, 1964.

. PA3PED

1
1. Ilokasaty 1a je IPOU3BOA YETHPU y3aCTONHA IPUpOIHA Opoja memus ca 24.
2. Axo je ad = be, onza je (ab+cd)? = (a?+c?)(b%+d?) u o6pryTo. JlokasaTu.

3. Ilokasatu na taure P(a+b,a—b+1), Q(a+b+2,a—b+3), R(a+b+5,a—b+2),
S(a+ b+ 3,a — b) npencraBmbajy TeMeHa MapaJesorpaMa ako Cy @ u b IpOu3BOJLHU
Opojesu. llokazaru na cy 3a pasHe BPeIHOCTH @ U b OBU mapaJjesorpaMu MOLYTaPHH.

4. [latu cy y jenHoj paBHu mBa kpyra ki u ko u npaBa p. Korctpyucatu mpasy
¢ TapaJieJHy IpaBoj P Koja ceue Kpyr ki y Taukama A u B u kpyr ko y taukama C
u D rako na je 36up teruBa AB u CD jemnak maroj myxu .

5. Koucrpyucaru rpoyrao ABC ako cy mare JBeé CTPAHUIE U PA3JIUKA HACIPAM-
HUX yIJIOBA.
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2. PA3PEND
1

Va+Vb+ e+ Vd

1. Pamuonanucaru uMeHUIAI PA3TOMKA

2. Hexa je
f@)=(z—a)’ + (z —a2)’ + - + (x — an)?,
rue cy ai, ag, ..., G, nata 6pojeBu. IlokazaTtu na je 3a cBako T
a;t+ax+---+a
f@) = f ( " ”) :

3. Hexra cy a, b u ¢ Tpu paznuuura peasna Opoja On KOjUX HUjeNAH HUje HYIA.
Hoxkazatu na je

b—c+c—a+a—b a n b n c 9
a b c b—c c¢c—a a—b)

ako jea+b+c=0.

4. Axo cy P, Q, R, S momaoxja yupasauX Kpo3 npecek O AjaroHaia HA CTPAH-
une AB, BC, CD, DA ugersopoyrna ABCD, nokazaru na je

/80Q = 180° + %(ZSRQ — /8PQ),

rae cy ZSRQ u £ZSPQ yuyrpammu yriosu yersopoyria PQRS.

5. llar je jemmakocrpanumunu tpoyrao OAB crpanune a. Onxpenntu npaBy map-
anenmy crpanumu AB koja ceue crpanune OA u OB (wiu BUX0BE IPOLYKETKE) PeIoM
y taukama C u D rako ma je AC? + CD? + DB? = 3a®.

3. PA3PEnN
1. Joka3aTu ma je TpOyrao IMpaBOYILJIM aKO HETOBU YIVIOBU D, ¢ U T 3300BOJLABA]Y
YCIIOB COSP + cosq = sinr.

2. Pemutu no z, y, 2z cucrem: ax+by+z =1, x+aby+z =0, x+by+az =1,
rme ¢y a u b natu 6pojesu. Huckycujal

3. Hera cy a, b u ¢ ny:uHe CTpaHUIA JATOT OMTPOYIJIOr TPOYTIIA.
(a) Ako je R my:KuHa NOJyIPEYHUKA OMUCAHOT KPYyra, OHIA je

av/4R? — a2 + b\/AR? — b2 + c\/AR? — ¢
=V(a+b+c)b+c—a)a—b+c)(a+b—c).

IlorazaTu.
(6) Pemmty 1o = jennauuny

a\/x2—a2+b\/x2—b2+0\/m2—c2
=V(a+b+c)b+c—a)a—b+c)(a+b—c).

4. JloxazaTu ma ce CBe PABHU, OJ KOJUX CBAKA CAAD:KM je[HY UBUIY TPUEIPA U
CHMeTPaJly HACIPaMHOT MBUYHOT YIJI&, CEKy II0 jelTHOj IPAaBo)j.
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4. PA3PEN
z—1)%(x—3
1. Ncnuraru GpyHEIMjY y = ()x# U HaIPTATU HBEH I'PauE.
2. Heka cy x1, 2, ... , T, TO3UTUBHU OPOjEBU TAKBU 1A je T1+Xo+- - -+x, = 1.

JlokazaTu fa Taja BamM HEJeTHAKOCT \/T1 + /T2 + -+ /Tn < /1.

cos2xcosdx — 1

3. Hahu lim 5
x—0 x

4. JlokaszaTu na je mpou3BoI k y3aCTONHUX MPUPOAHUX OpojeBa nemus ca kl.

5. Ompemuru Gpojese A, B, C' tako ma 3a CBaku OPUPOIHU OPOj 1 BasKMU jej-

HAKOCT
1 2 3 n An+ B
bttt =

C.
2 22 23 2n 2n +

CEIMO PEIIYBJIMYUKO TAKMUWYEIHE
Beorpanm, 1965.

1. PA3PER
1. Axo je
T z a b ¢
e I )
a b ¢ xr Yy =z
B AR T
IoKa3aTé na je — + —= + — = 1.

a? b 2

2. Pacrasutn Ha npocte umanone nomuoM P(x) = 22° 432 +x u nahu majsehu
npupojan 6poj kojum cy aemusu cBu Opojesu P(x) rama je x =1, 2, 3, ...

3. Hara je pammnuja mpaBux ax + by = 1, rae cy 6pojeBu a u b Bezanu jen-
maxomhy a? 4 b?> = 1. JlokasaTu ga Cy CBe OBe IIpaBe MOJjeJHAKO VIAJBEHE O KOOp-
MUHATHOT MOYETKA.

4. Kouctpyucatu tpoyrao ABC ako je mara cTpaHUNIa ¢, CUMETPaJIa yria o U
paznmka gBa yriaa: 3 — 1.

5. Y mpocropy cy nmate tauke A, B, C u D. Ilokazatu na cpemumra ny:xu AB,
BC, CD u DA npunaznajy uCToj paBHU.
2. Pa3pPEn

1. Axo je a > b > 0, morazaTtu 1a je

\/(a+b)3f\/(afb)3:\[2(2a+\/m)\/a—m.

2. Jlata je pavmmumja mapaona y = x2 + (A + 2)z + 3 — ), rae je A peamanm
mapameTrap.
(a) Horazartu na cse ose mapaboiie IpoJa3e Kpo3 jeqHy 3ajeHUUKY TAuKy.
(6) Hahu reomeTpmjcro MeCTO TeMeHa OBUX mapaboia.
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3. Y kpyry cy roucTpyucasre nse Mehycobno nopmasae Teruse. Axo cy a, b, c u
d mysuHe ONCEUaKa TUX TETUBA OJ IPECEYHEe Tadke N0 mepudepuje Kpyra, TOKa3aTh
Jla je TIOBPHIMHA TOTa KpyTa

P:%2+R+&+fn
4. Ha wBunama AA;, BBy, CC1 xouxke ABCDA,B,C1 D, uBuue a npenere cy
nysu AM =y, BN = 2, CP = z (x,y,z < a/2), na je kpo3 taurke M, N u P
[OCTaBJbeHA PaBaH Koja cede usuny DDj y Tausu Q).
(a) Horazaru na je yerBopoyrao M N P(Q) mapamnemorpam.
(6) OnpenuTyn 3aBUCHOCT & OX Y ¥ z TAKO Ja Taj HapajejorpaM Oyle IpaBo-
YTAOHUK.

5. Koncrpyucaru Tpoyrao ako je marta CTpaHWIA G, YTA0 (v U TE/KUIIHA JTUHU)A tp.

3. PA3PEnN

1. TeoMmerpujckn IpUKA3aTH CKYN Tadyaka 4uje KOOPIWHATE 3a10BOJHABA]Y pena-
mrjy sinz + siny = sin(x + y).

2. PaBan « koja canpsku xunoreny3y AB mpasoyrior Tpoyria ABC rpamu ca
karerama yriaose ox 30° u 45°. U3 temena C cuymrena je Hopmana C'O Ha paBaH «,
rae je CO = a.

(a) Ompenuru yrao usmeby pasuu tpoyraa ABC u pasuu «.
(6) Hahu nospumny u 3anpemuny terpaeapa ABOC.

3. Teme mpaBor yriia mpaBoOyIJIOl TPOYIJa HAla3M Ce y KOOPIUHATHOM IO-
YeTKy, NOK My ce Apyra ABa TeMeHa Haja3e Ha IPaBUM Yy = @, OOZHOCHO Yy = b
(a # b). Hamucaru jemHaumHy reOMETPUjCKOT MECTa MOAHOMK]A BUCHHA KOje OIrO-
Bapajy XUIOTEHy3aMa TAKBUX TPOYTJIOBA.

4. Hexka cy x u y nenu 6pojesu. [lokazaru na je 3z + 2y HebUBO ca H ako U
caMo ako je 4x + y memuBo ca 5.

5. Pemmtu jemmaunmy /49 + x + /49 — x = 2.

4. PA3PEN
1. Hahwu peanna pemema jemnaumse /a +x + Ja —x = 1, rue je a peanan
mapamMeTap.

2. JlorazaTu HEjeTHAKOCT
n(z—1)<a2” — 1< na" Ha — 1),

rae je © > 1 u n npupoaaun 0poj.
3. Hahu lim (v22 + Ajx + By + V22 + Asx + By — 21).

r— 00

4. Jloka3aTu jeHAKOCT

zn: i (n) _2"(n—1)+1
i+1\i) n+1 ’

i=1

rae je n mpupogan Opoj.
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5. Ilata je dpymrmmja y = In(Ax? + x + 1).
(a) Ompemutu A Tako ma QyHkuuja Oyze TedUHUCAHA 3a CBAKO .
(6) Hahu reomerpujcko MECTO CTALMOHADHUX TAUAKA.

OCMO PEINIYBJINMYKO TAKMNYEIKE
Beorpram, 1966.

1. PA3PED

1. TlokazaTu ma u3 mMpoOMOpPIHU]je
(a+b+c+d):(a—b+c—d)=(a+b—c—d): (a—b—c+d)

cremma:c=>b:d.
2. Y matu KBaJpar YIUCATH jeIHAKOCTPAHUYHU TPOYTAO.

3. Pemutu cucreMm jenHauuHa

mx — 2y = 3,
3x+my =4

U OIPEeIUTH M TaKO Ja pelena Oyny NO3UTHUBHA.

4. KoHCTpyucaTn Tpoyrao ako je Aara CTPAHUNA ¢, CUMETPAJIa YIIa & U PA3JIUKa
yriaosa 3 u .

5. Y wuctoj paBau natu cy tpoyraosu ABC u MNP. Axo cy T u 1) muxosa
TEKUIITA, TOKA3ATU 14 je

—_— = —

]
AM + BN +CP =3T1.

2. PA3PEnND

1. Ympoctutn u3pas

1 2 —x?

1( 9 >2 (1+22)%

1+ 22

2. Ha monykpyry npeunuka AB = 2R ysetu Tauky M uwmja je mpojeruuja Ha
AB tauka P. Oxpeauru mosoxkaj tTauke PP Tako ma je

AM? + MB? +2 MP? = \R2.

3a Koje BPeIHOCTU A 3aJaTak uMa CMucia’?

3. Koucrpyucaru tpoyrao kax je mato 38—y, h, u R (rze je R monynpedsur
OLKCAHOT KPYyTa).
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4. Kon npasunuor terpaeapa ABC'S Tauka P je cpenuinTe BUCKHE U3 TeMeHA S.
Hoxazaru na je AP nopmaano #a BP u BP uopmainno na CP.

5. Jlokazary ma Tauyke CUMETPUYHE OPTONEHTPY TPOYIJA y OAHOCY HA CTPAHMUIE,
JIeKe Ha KPYT'y OIMCAHOM OKO TPOYTJa.

3. PA3PEND

1. Iora3aru ma jemsakocT sin asin 2asin 3o = 1 He Baky HU 33 jeHO (.

2. Pemutu crucreM jenHauvnsa

logy x + log, y + log, z = 2,
logs y + logg 2z + logg = 2,
logy z +1ogs ¢ 4 log gy = 2

3. Tlospmmuue TpoyrioBa Koje 0Opa3yjy OCHOBHUIE Tpale3a Ca OICedIuMa Iujar-
OHaJIa M3HOCe p U r. Kosuka je MOBpmKHA TOT Tpamesa.

4. U3 cpenumra BUCHHE IPABUIHE YETBOPOCTPAHE NUPAMUJIE CIYIITEHA je HOP-
Maja Oy:KUHe 1 Ha OOYHy WBHUIy X HOpMaJa Iy:kuHe n Ha Oouny crpany. Hahwu
3aIPEMUHY TUPAMIULIE.

5. Crpamuna AB = ¢ tpoyrina ABC' je memomuuna, 1ok ce crpanuna AC = b
obphe oko Temena A y paBuu Tpoyria, He Memajyhu cBojy ay:xuny. Hahwu jemnauwnmy
cryna cpeaumTa crpanute BC.

4. PA3PED

1. Konumko pazmuuntux memwiana uma 6poj 12! 7
2. Bpojesn a1, as, az, ... Cy WIAHOBM APUTMETUYKE IIPOTPECHje Ca PA3TUKOM d.
(a) Ako je p+ ¢ =r+ s, gokazaru za je ap + ag = a, + a,.
(6) HoxkasaTtu na 3a cBako n € N Bawn
a10a203 20304 UpQn410n4-2
ay+az  az+ag Qp + Qni2

1 —1)(2
=5n a%+a1d(n+1)+wd2

.1 —cosxzcos2xcos3x
3. Hahwm lim .
z—0 1 —coszx

4. Ogpemury kpuBy ¢ y paan Oy NeQUHICAHY KAO CKYI Tauaka Koje Cy jeIHAKO
yaamene on mate mpase T+« = 1 u mator kpyra 22 +y? —2ax+a? -1 =0 (a > 1),
7 JOKa3aTy Ja je 3a CBaKy TAHIeHTY Te KPUBE IIPOU3BOJ HEeHOI' KOe(QUIjeHTa IPaBIa
7 OJICEUKA Ha OPAVHATHO] OCH KOHCTAHTAH.
1-Inz
——— (my7ne npsor m3sona

x

5. Vcmuratu TOK 1 HAIpTATA IPAPUK GYHKIIjE Yy = 1

OIpENUATH TPA(YIYKN).
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JEBETO PEIIYBJINUYKO TAKMNYEIE
Beorpram, 1967.

1. PA3PED

1. Ilat je mommmom P(z) = 2 + 322 —x — 3.
(a) Pacrasutu P(z) Ha unHMOLE.
(6) Pemmtu jenmaumny P(x) = 0.
(8) Iokazaru na je P(x) nemuso ca 3 ako je x mapad 6poj, a ma je P(x)
nesmuBo ca 48 ako je x Hemapas 6poj.
2. Y omrpoyriaom tpoyriay AFE sucune ED u F'B cexy ce y tauku C. Tauke
M, N, Pu @ cy penom cpemumra nysxku FC, EC, AE u AF. [lokasaru na je
uverBopoyrao M N P() npaBoyraoHUK.
3. Ako je abc = 1, ouna je

o) ) ) o (D ) 2

HokazaTu.
4. Jlat je cucrteM jeIHAUMHA
ar —4y+2=0, z—ay—1=0,
rie je a peajad mapamerap.
1° OzmpenuTy napamerap a Tako oa OaTu cUCTeM: (&) uMa je[Ho pememe (T,y);
(6) mema HujemHO pememe; (B) uMa GECKOHAYHO MHOTO DEIIeHAa.
2° Jla mu ATV CHCTEM jeHAUMHA MOXKE MMATHU Hea00pojHuX pemema’

5. Koucrpyucatu tpoyrao ABC koxm kora je BC = a, AB+ AC = m un
/B —/C = @, roe cy a u m gare Oy U © TATU yTao.

2. PA3PEND

1. KoucrpyucaTtu Tpoyrao ako cy matu: crpanuna BC, rauka D Ha TOj CTpaHUIM
KPO3 KOjy IPOJIa3u CHMETPAaJja HACIPAMHOL yIJIa M MOJyIpPeYHuK R ommcaHor Kpyra
TOra TPOyTJIa.

2. Jokaszatu ma je '\3/\/5—1—2—%/\/5—2:1.

3. Pemmu jemmaunny |x? — 4x + 3| = ax — 1 3a pasHe BpeAHOCTH TapaMeTpa a.

4. Tupamuna SABCD uma 3a ocHoBy kBagpar ABCD crpauure a, ieHa Gouna
usuia SA je mopmanua Ha pasan ABCD. Kpos usuny AD nocrasibeHa je paBa
koja ceue SB y tauku By u SC y rauku C].

1° Hokaszartu na je yersopoyrao AB1CiD tpanes u Hahi reOMeTPUjCKO MECTO
Tauaka Koje omucyje npeceuna tauka M mujaronana DBi u AC, kama By omucyje
nyx SB.

2° Axo je mysmmua Goume usume SA jemmara ay/3, u3pazuTu

y = AB} + B,C}? + C,D?

y dyERIMju 01 S B = x v npencraBuTH Ty GYHKIM]Y rpaduuky Kaqa Tauka By onucyje
nyx SB.
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5. Hexra je ABC tpoyrao uumje cy crpanune AB u AC uejennake u meka je O
[EHTAp OMUCAHOT Kpyra Tor Tpoyraa. Bucuua AD cede ommcanu Kpyr y Tadsu K,
npasa kpo3 O, nopmauaua va BC, ceue crpanuny BC y rauku M, a npasa AO ceue
omucanu Kpyr y tauku F'; H je mpecek BUCHHA TOT TPOYTJIA.

Hokazaru:

(a) ma cy yraosu BCK, CBF u BCH jennaxu;
(6) FK =2MD;
(8) ma rauxke F', M, H npunanajy jemsoj npasoj.

3. PA3PEND

1. Penmtu jeanauumy
log V22 — 3 + log V22 4+ a = 2 + log 0,02,

rze je a peanad mapamerap (qorapuram je ca ocHOBOM 10).

2. Nar je kpyr (z—1)2+y? = 2. Hahu jemmaunny ckyma Tauaka Ipeceka BUCHHA
CBUX TPOYIJIOBA YIWCAHWX Y HATH KPYT aKO UM je 3ajeJHUYKA CTPAHUIA TETUBA KOJY
OZcena Kpyr Ha Y OCH.

3. Ia 6u Tpoyrao 6muo OmMTPOYTJIM, HEOMXOMHO je W AOBOJLHO [a 33 [Ba HEroBa
yraa o u 8 Baxku HejemHakocT tgatg B > 1. Ilokasaru.

4. Ilar je mpasoyraomug ABCD ca crpamunama AB = a, BC = pa (p je
npupogan 6poj). Crpanuna BC je nomemena Ha 2p menoBa u geone tauke Py, P,

.y Po_1, P, = C cnojene cy ca temenoM A. Heka cy ca oy (i =1,2,...,n = 2p)
obeneskenu yriosu koje mysku APy, AP, ..., AP, 1, AC rpaze ca usuniom BC.
Vcnuraty na mm 0oCTOje yTIoBu ax U Gy, (k,m = 1,2,...,2p, k # m) raksu na

je ap + ayy = 45°.
5. Ilokazaru ma cBaka paBaH KOja HPOJA3W KPO3 CPEAUIITA NBEjy HACIPAMHIX
UBUIA TETPaeApa NeJd Taj TeTpaemap Ha IBa Teja jeIHAKUX 3alpeMUHa.

4. PA3PEID
ax
1—azx+ a2x?’
(a) Ucnuraty Ty (yHEOWjy 3a pa3aMUUTe BPETHOCTH MAPAMETPA 4 W TPE.-
CTABUTY T€OMETPUjCKA MOPOUIy oArosapajyhux kpumsnx y = f(x,a).
(6) OnpenuTu TeOMETPH)CKO MECTO EKCTPEMYMa TUX KPUBUX U HAIPTATH IPAQUK.

1. Iara je ¢pyHEIMja y =

2. Hoxrazatu ma je 3a n > 1:
2041 2n)! > ((n+ 1)DH)™.

3. Yraosu tpoyria ABC o6pa3syjy apuTMETHYKY TPOTPECH]Y Ca PA3IUKOM @
Tako ma je a < 3 < 7.
(a) Usmeby kojux ce rpaHuma MOKe HAJA3UTU yrao 7
(6) IMokazaru na crpanune a, b, ¢ TOr TPOyria 3aA0BOJLABAJY jeIHAKOCT

(a+c)* = b* + 3ac.
Mory nu UCTOBpPEMEHO M CTPAHUIE TOT TPOYTJIa 00PA30BATH APUTMETUUKY MPOTPECH-
iy?
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(8) Aro cy maru crpammna b m obum Tpoyria 28, mspadyHatu: 1° yrao ¢
(mackycuja) u 2° cTpasune a u ¢ (IUCKycuja).
4. Vctu kao 67.3.4.

5. Konuko ce paznuuuTux npupogHux OpojeBa He/bUBUX Ca 3 MOxe 0OpazoBaTu
on madapa 1, 2, 3, 4, 5 Tako ma ce HAjeqHA OJ OBUX IEPapa HE MOHABILA!

JECETO PEIIYBJIMUYUKO TAKMNYEILE
Beorpam, 1968.

1. PA3PER
1. Y pasau 20y rpaduk penamuje | — 2| + |y — 1| = 3 orpannuasa 1eo paBHU.
Hanpraty rpa¢uk Te penanuje U u3padyyHATY HOBPIIMHY TOT AeJA.

2. Ompenuty HajMamy OPUPOIHKU OPOj KOju mpu meibemy OpojeBuma 11, 12, 13,
14, 15 maje ocraTak jemaH.

3. Pemutu mo x jeanauumy
r—ab x—ac x—bc
a+b a+c b+c

4. JlokazaTu na Oy:KM KOje CHajajy peloM IEeHTPe KBaApaTa, KOHCTPYUCAHUX HAT
CTpaHUIaMa TapajesorpaMa U3BaH mera, 00pas3yjy KBaapar.

—c—b—a=0.

— L == - — . .
5. Han Bekropuma AB = a, AD = b u AA; = ¢ KOHCTpyUCaH je IPaBOyTJIU
napagenernunen ABCDA; B;C1Dy. Tauka M je nenrap crpane Ay B1C1D1, a Tauka
N je nenrap crpane BCCh By Tor mapasnenenumnea.

. — —_— 5
Hoxkazaru na je paszmura Bexkropa AN u AM Bexkrop ronuueapan exropy AjB.

2. PA3PEND

1. Ompemuru ocrarak Koju ce 100uja Kaa ce MOJUHOM

xn+xn71+xn72+.”+x+1

momenu ca x> — x.

2. Pemurn jemnauuny = + a|x| = «, rae je a peanan 6poj.
3. IlBa kpyra ce cexy y taukama A u B. Ceunra noBydena kpo3 tauky A ceue

kpyrose jom y taukama C' u D. Taura F je mpecek Tanrenara kpyrosa y taukama C
u D. Iokazaru na je uersopoyrao BCED terusHu.

4. Han npeunukom AB xpyra koucrpyucan je npasoyraouunk ABCD uuja je
Bucuna AD jenHaka CTpaHMIM KBaJpaTa ymucasHor y toMm kpyry. Temena D u C
cmojena cy ca npousBosbHOM TaukoM N kpyra. Hyxu DN u CN cery npeunur AB y
taukama F u L.

Iloxazaru ma je AL? + BE? = AB?.

2 n

5. Koncrpyucatu ny:x T ako je el 57 TIe cy m, n 4 p DaTe Iy:KU.
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3. PA3PEN

1. Heka cy a, b v ¢ mysxkuHe cTpaHuna, a «, (3 u vy HACOPAMHM yTJIOBU TPOYIJa

ABC. Ako je

a—i—b:tg%(atga—&—btgﬁ),

nokazatu ga je tpoyrao ABC jenHakOKpax.

2. Halin cBa pemema cucrema jemHaunua

r+dy+z=1tzx
r+y+dbz=1y
S +y+ 2z =tz,

rme je t peajlan mapamerap.

3. Ocuosa npase npusme ABCDA;B1Cy1 D1 je pom6 ABCD mare crpanure o
u yraa xon temena A om 60°. Axo je M cpemumre usune AB, N cpenuinTe usuie
AD un « yrao mmveby nysku M D1 u N By, oapeanTu 3anpeMuny mpusMe y Oy HKIju
yTiaa .

4. Kpyr KoHCTpyHCaH HaJ KOCHM KDAKOM IIDABOYIJIOI Tpale3a Kao HaJ IIpe-
YHUKOM, JOUPYje HOpMAaJaH Kpak. AKO je BUCHMHA Tpame3a h, OIpeIuTy MOBPIIAHY
OHOT' ITPABOYTJIOT TPOYTJIA YMje Cy KaTeTe jeJHAKEe OCHOBUIAMA TPAI€e3a.

5. Iar je xpyr x2 + 32 = r2. OpToromajHa DpOjeKnHUja IPOU3BOLHE Tauke P

kpyra #a ocy Ox je P;. Oxo tauke P kKao neHTpa omucas je Kpyr moaynpeunnka PPy,
KOju cede matu Kpyr y taukama M u N.
Onpemutu ckyn tauaka npeceka ay:xu MN u PP;.

4. PA3BPED

1. [lokazatu ma je

1 1 1
+——+—>n+1

n n—2 n—4
"tz t+z + + zn—4 xn—2 xn

(x >0, neN).
) 1

2. Hus (z,) je 3amar Ha ciemelin Iian/IHZ T1 =G Tngr = + 22. Wctmratu
KOHBEPTeHIWjy HM3a Kaaa je a < 5 0= 5> OZHOCHO @ > 5 Hahu rpaHdmy Kana oHA
IOCTOjH.

. 2|z .
3. Hanpratu rpadux u ucnmuratu QyHEmujy y = ————— ako je 0 <p < L.
x4 —2x+p

4. llonynpeunux jonTe ynucaue y 3apyb/meny kyny je R, a HOJyIPEYHUK ONKUCAHEe
aonte je Rv/30. Hahu yrao msmehy m3Boanune u ocHoBa 3apy0bibeHe Kyie.

5. Ilar je napanenenunen P usuna a, b, c. PaBHu napasenne meropuM crpaHaMa
[ieJie MBUIE HA 1O 1M jeIHAKUX NEJIOBA.

(a) Ozmpemutu 6poj cBux Tako nobujenux napaieinenunena P; (uuje crpame

IpUIANAjy HEKOj O MOMEHYTHUX DABHY WM CTPaHAMa AATOr IapaJieselunena), Kao 1
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6poj cBUX Tako JOOUjeHUX MapasesorpaMa p; (KOji ¢y CTpaHe HEKOT OJf TapaJlelenuIe-
na ;).

(6) Axo cy A u C] mujaroHasHO CYyIPOTHA TeMEHa mapasernenunena P, onpen-
utu 6poj cBux moryhux myrama on TemeHa A mo Temena C] ako ce KPETame BPIIN
Iy:K MBUIA mapadsenenunena P; y3 cramno ynabaBame on Temena A.

JEJAHAECTO PEITYBJINYUKO TAKMUYEIHE
Beorpam, 1969.

1. PA3PEN

1. Iora3aru ma je

1<1+1)+3<1+1)+6<1+1>_1
r+q3 \p* ¢ p+q* \p? ¢ (p+a)P° \p ¢ P3g3

axko jep#0,q#0, p+q #0.

2. IMeromudpenu 6poj nounme uudpom 3. Aro Ty qudpy IpeMecTrMo ca IpBOT Ha
[OCJIehe MeCTO, a Ja IPU TOME HOPelak OCTajle YeTUPU Hu(ppPe OCTaHe HENMPOMEHEH,
nmobujenu 6poj je 3a 29997 Behu ox npBobutsor. Hahu te 6pojese.

3. IlBa pammuka MOry ma 3aBpime Hekum mocao 3a 12 mama. Ilocme 5 nmama 3ajen-
HUYKOT PaJa jelaH PamHUK ce pa3doJseo, ma je APYTHU PaJHUK CaM MPOIY:KUO MOCA0 U
3aBpmuo ra 3a caenehux 17,5 mama. 3a Konmko gaHa OM MOrao na 3aBpIIM Taj HOCAO
cBakM of pamHuka pagehn cam?

4. Y pasuu cy nate nse jemHake mysxu A; By u Ay Bs. Oznpemuru taury C'y 10j
pasuu Tako ma oyme AAB1C =2 NAAyByC.

5. IIpaBoyrau Tpoyrao je moges/beH BUCUHOM CILYIITEHOM M3 T€MEHA MPABOI yIiia
HA XUIOTEHY3y HA IBA TPOYTJIa ¥ Koje cy ynucanu kpyrosu. JlokasaTu ma je mpasa Koja
IpoJa3u KPo3 IeHTPEe OBUX KPYroBa HOPMAJHA HA CHMETDPAJy IPABOTr yIia TPOyIJa.

2. PA3PER
281 . .
1. Pasnomax Ta0 IpEeICTAaBATA Kao 30Up TPU PA3JIOMKa YUju cy Opojuonu u
MMEHUONY jeTHONU(PPEHN OPOjeBH.

2. OmpemuTy HAjMABY BPEIHOCT M3Pa3a
y=(x—=5)(x—1)(x —6)(x —2)+09.
3. Ako je jemam yrao mpaBoyrior Tpoyria 15°, Tana je mIpom3BOXL KaTeTa jeIHaK
KBaJpaTy IOJNOBUHEe xunorenyse. Jlokazarn.

4. Koncrpyucarn tpoyrao ABC ako cy mare Tauke: TeMe A, IEHTAP OMMCAHOT
kpyra O u oprouenrap H.

5. U3 npoussosne Tauke P Ha cumerpamu AD yraa o tpoyria ABC koHCTDY-
ucane cy nopmane PCy, PA; u PBy, penom na crpanune AB, BC u C'A. Ilokaszatu
na npecek npasux B1C7 u PA, npunana resxkumno] auauju AM tpoyriaa ABC.
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3. PA3PEN

1. [loka3aTu HejeIHAKOCT

2f\/2+m>1
27\/2+\/2+~~-+\@ !

aKo Opojual; pa3yioOMKa Ha JIEBO] CTPAHU CAAP/KU N KBAIPATHUX KOPEHA, a MMEHUJAIL
n — 1 KBagpaTHUX KOPEHA.

2. Pemutn cucreMm jerHaunHa
sinz + siny = sin(x + y),
|z + [yl = 1.

3. Har je kpyr k u merosa TeruBa AB. Y Kpyry cy ymucaHu TPOYTJIOBU YMja je
jemna crpauuna AB. Hahu reomerpujcko MecTo mpeceka BUCHHA OBUX TPOYIJIOBA.

4. [la 6u jemam yrao rpoyriaa u3uocuo 60° wiu 120° noTpebHO je u TOBOJBHO 1a
pacrojame TeMeHa TOr yrja HO OPTOLEHTpa Oyze jeaHako HOIyIpedHuKy R ommcaHor
kpyra. llokazaTu.

5. Tpocrpama mupaMpga ce mpecena paBHAMa KOje Cy IapajielHe ABEMa MU-
MmomnasauM vBunama. Ozxpenutu npecek Hajsehe mosprmuHe.

4. PA3BPEnD

1. Iar je Hu3 (24,):

T =1/ a+Va, xgz\/a—f—\/m, xgz\/a+\/a+\/a+\/5,

(a > 0). Ompemuru lim x,,.
n—oo

2. Hamucanu cy npuponuu 6pojesu on N 1o M yrmyuyjyhuu M u N (M > N).
Konukn je 6poj nmudpapa morpebHUX Ia ce Hamumry c¢Bu oBU OpojeBu? W3pasutu Taj
6poj mmdapa y dpysrmuju oq N u M.

3. Y ypHu ce Hajaze Kyraune k paznuuuTux 00ja, Ipu dyemy Kyrauna i-te 60je
nma n;. V3Bnauu ce no jemsa kyriuna 6e3 Bpahama, cBe IOk ce MeDy kyriumama He
nojaBu m Kyrauna ucre 6oje. Komuko je m3Biavema 3a TO CUTYPHO HOBOJHHO?

4. Jlatu reomeTpujcKy MHTepHperanujy Hejemmakoctu |2z] < |1 + 22| ako je z
KOMILJIEKCAH 0POj.

5. Uctu xao 69.3.5.



1970 3AIAIIN 23

JIBAHAECTO PEIIYBJIMYUKO TAKMUNYUEILE
Beorpran, 1970.

1. PA3PED

1. Ako pamuonainu GpojeBu a, b u ¢ 3a10BOJHABA]Y j€IHAKOCT
1+1+1:; (a#0,b#0,c#0,a+b+c#0),
a b ¢ a+b+c
oHIA je 30Up Heka mBa O HUX jemHak Hymu. Ilokasaru.

2. Ywmecto cioBa craBute oarosapajyhe mudpe rako ma cabuparme

MOPE

+ CETA
MO TEIJI

Oyzme Tayno. CBakoM CJIOBY OArOBapa jeiHa HU(pA, IPU YeMy DPA3NIUUIATUM CIOBUMA
OZAroBapajy pa3iudnrte nudpe, & UCTAM CIOBHMA UCTE IMUPDE.

3. Hatu cy mspasu A = 23 + 1 u B = 22 + z, rae je x panvonazan 6poj. 3a
kKoje x je: 1° A> B;2° A=B;3° A< B?

4. Y paBHU Cy maTe TpHU Ipase Koje mpoiase kpo3 ucty tauky O. Ha jemnoj on
BUX youeHna je tauka A. Komcrpyucatu tpoyrao uuje je jemno teme tauka A, a nate
IpaBe Cy CUMETpaJie KHErOBUX YIJIOBA.

5. Ilare cy mBe mpaBe a u b koje ce ceky y tauku O um tpeha mpasa ¢ koja
npoaupe pasaH oapebhery npsum asema npasum y Tadsu C.
(a) Ompenutu mpaBy p KOja ceue CBe TPU JATE IPABE.
(6) Cne neske cBe mpase P KOje CEKy OBe TPU JaTe mpase?!

2. PA3pPELD

1. ¥Ymecto cioBa craBuTe oarosapajyhe rudpe tako na cabuparme

POBUK
KA

+ VKA
Y IO

Oyme Tayno. CBakoOM CJIOBY OArOBapa jelHa HU(pa, IPU YeMy DA3IUUATUM CIOBUMA
OJAroBapajy pa3iauunTe nudpe, & UCTUM CIOBUMA UCTE IMUPDe.

2. Ako cy a u b peannn 6pojesu, a z pememe jemaaunue 1+ z + 22 = 0, onna je
(a2% + b2) (b2 + az) = a® — ab + b?. IlokasaTm.

3. Axo cy a, b u ¢ gy:RuHE CTpaHWIa TPOYIIa, Taga je GpyHKIuja
f(z) =v*2% + (0* + & — a®)x + 2

IIO3UTUBHA 3a CBAKO DEaJIHO X. IlokazaTu.
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4. JloxazaTu Ja je IPOM3BOX Iy:KMHA HOpPMAaJja KOHCTPYMCAHUX M3 Ma KOje Tauke
Kpyra Ha [IBe HACIPAaMHE CTPAHUIE YETBOPOYTJIA YIUCAHOT Y TOM KPYTY, jeTHAK MPO-
W3BOJY Iy/KWHA HOpMaJja KOHCTPYUCAHUX M3 KCTe TadyKe Ha JPYyre IBe CTPAHWIE TOT
4eTBOPOYTIIA.

5. RoHcTpyncarn Tpoyrao ako je OaT IONyIPEYHMK OMICAHOT KPyra, jefHa CTpaH-
7Ia ¥ Pa3JIuKa YIioBa Ha TO] CTPAHUIM.

3. PA3PEND

V2-1
4

2. Y pasan xzOy onpemutu ckyn S tavaka M (x,y) umje KOOpIMHATE 3a10-
Bomasajy Hejennaunny log, (log, z) > 0.

1. Pemuu cucreMm jemnauuna sin x - siny = Jtgx-tgy =3 — 2V2.

3. Ha typuupy je yuectBoBaso 5 maxucra. Ogpemurn pe3yiraTe CBUX HapTHja
aKO je IO3HATO Ja je CBAKM MUI'PA0 Ca CBAKUM IIO jeJHY IApPTUjy U Ja CY CBU OCBOjUIIN
paznuyuT 6pOj MOeHa, IPU UeMy:

(a) mpBoOmIACKPAHM HUje UTPAO HUjEIHY NAPTU]Y HEPEIIeHO;
(6) mpyromnacupany Huje U3ryOuHo HUjeIHY HaPTUjy;
(B) TakMuUap KOju je 3ay3e0 UETBPTO MECTO HUje HO0OUO HUjeNHY HAapPTH]V.

4. IlpaBa koja mpoJsa3u Kpo3 KOOPDIWHATHU IOYETAK ceue mpaBe £ +y = 1l u
x—y =1y raukama A u B. Onpeauru reoMeTpujcko Mecto cpeaumra S mysxu AB.

5. Kpos temena A u B jemsakoctpanuunor tpoyria ABC kKOHCTpyucane cy
Hopmane Ax u By va AB y uctoj moaypasau y kojoj je Tpoyrao ABC. Kpos reme
C koHCTpyUCaHa je NpOM3BOJbHA mpaBa Koja ceue Ax y taukm M u By y tauku N.
Cumerpana mysku M N ceue npaBy AB y Tauru S.

1° Hokazaru ma je tpoyrao M SN jemHakoCTpaHUUAH.
2° [lospmuny tpoyraa MSN uspa3utn y (yHKIUjU LyKAHE CTPAHUIE TPOYTJIA
ABC u yrna ACS.

4. PA3BPED

1. Ca xommko myna ce 3aspmasa 6poj 11100 — 17

2. Heka Gpojesu aq, asg, ..., G, YAHE APUTMETUYKU HU3 ca AuU(epeHImjoM d, a
6pojesu by, by, ..., b, TeoMeTpujcKu HU3 ca KonMuuHUKOM ¢ # 1. V3pauymatu 36up

Sn = a1b1 +a2b2 + 4 anbn.
3. Uctu rao 70.3.2.
4. Ha kosuko HajBUIIe Hes0Ba MOTY 1. PABHU Ja mojeie cdepy?

5. Y mpaBy Kymy NOJyIpEYHMEa OCHOBE 1 M HATMOHOT yTJia M3BOIHWIE MPEMa
ocHoBU 2¢¢ (2x < 7/2) ymucana je sonta L u KOHCTPYHUCAHO je jOII 1 JIONTHU OJ KOJUX
CBaKa JOJUPYje OCHOBY M OMOTAY KyIme, jgonty L u mo mse on tux n gontu. OapeauTtu
Be3y m3amebhy n u «.
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TPUHAECTO PEIIYBJIMYKO TAKMMNYEIHE
Beorpram, 1971.

1. PA3PER
1. Crparuty pas3ioMak

be(c? — b?) + ca(a® — c2) + ab(b? — a?)
b2c2(c — b) + c2a?(a — ¢) + a2b?(b — a)’

rie cy a, b, ¢ pa3auunTU MO3UTUBHU OPOjeBU.

2. Peumry jemnauuny /(2¢ —1)2 — |3z — 2|+ 4o —3 = 1.

3. Iyxuna jenne xaTere mMpaBoOyrior Tpoyria je 21, a mysKuHE OCTAIMX ABEjY
CTPaHUIA U3PasKeHe Cy NPpUpPOIHUM OpojeBuMa. Komuko uma Taksux Tpoyraosa’ Hahu
BUXOBE CTPAHMUIIE.

4. Y nmpasoyriom tpoyriay ABC je rouctpyucana sucuna CD; tauka M je
cpenumre nyxu CD, tauka N je cpemumre ny:xu BD. Ilokasaru ma je nmpasa AM
HOpMaJHa Ha npasoj C'N.

5. Ilara je npaBa p u Bau we Tauke M u N. Koucrpyucaru tpoyrao ABC' tako
ma cy M u N cpenumra crparuna AB u AC a Bucuna koja onrosapa crpanumu AB
Ipunana mpaBoj p.

2. PA3PEND

1. 3a kKOje BPEIHOCTU PEAJHOT MapaMeTpa ¢ jeIHAUNHA

V2z —3a+V2z +3a=1
nMa pemema’

. 3
2. Iokasatu na je 3a cako peamso x momuuoM x® — 2° + 24 — 23 + 22 — x4 1

IIO3UTUBAH.

3. Y mkonu panme TpU KPY:KOKA: MATEMATWUKN, (U3WUKM U XEMUJCKU. Y CBAKOM
on mux pamu 1m0 15 yuenura. O yJyeHHKA MATEMATUUYKOD KDPY:KOKA ydUeCTBYyje Y
KDYKOKY 3a (U3UKy BUX 7, a y KPYXKOKy 3a xemujy 8 yuenuka. On yueHUKA KOju
pajle y Kpy:KOKYy 3a (QU3UKY D HBUX pamM y XeMUjCKOM KDYKOKy. 3Ha ce na 4 yueHumka
pane y cBa Tpu kpyskoka. Omppemurn:
(a) KONIMKO yUEHUKA Paay CAMO y MATEMATUUYKOM KDPY/KOKY, CAMO y KDY/KOKY 32
(¢U3MKY ¥ caMO y KDPY/KOKY 33 XEeMU]Y;
(6) KONUKO yYEHWMKA PAJU CAMO y IO jeIHOM KDY’KOKY.

4. Y kpyr je ymucan tpoyrao ABC. Tauke M, N u P cy cpeaumra JyKOBa
BC, CA n AB (rauka M ce nanasu ca one crpane npase BC ca koje Huje tauka A,
utn). Terusa M N ceue crpanuny BC' y tauku K, a Terusa N P ceue crpanuny AB
y tauku L. Ilokazatu na je mpasa K L mapanemna npasoj AC u na meHtap ynucazor
kpyra Tpoyria ABC npunana mysxu K L.

5. Korcrpyucarn Tpoyrao axko Cy naTe CBE TPU HErOBE TEKUIIHE IYIKIU.
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3. PA3PEN

. sinz + cosx
1. Ogpenuru BpemHocT u3pasa tgx + ctgx ako je ——

/2, m peanan 6poj).

- =m(0<z<
sin x cos

2. Axo cy a, b, ¢ nems 6pojesu, TakBu na je a? + b? = 2, HokasaTH Ia je OHZA
6ap jeman on GpojeBa a u b nemwus ca 3.

3. Pemurn jenmaumny logg, , 2 - logg,2 , a = 1, a peanno.

4. Jlat je tpoyrao ABC u na crpanunu AB tauka M. Kpos tauky M roucTpy-

ucaTtu aBe mpase kKoje mese tpoyrao ABC Ha Tpu mena jeHAKUX HOBPIIUHA.

5. OcuoBa mpaBor napaJesenunena je pomb ca omTpuM yriaoMm «. llox kojum
yIJIOM IIpeMa PaBHU OCHOBe Tpeba MOCTABATH PABAH TAKO [a IPECEK HapaJsiesenuiena
TOM paBHU Oy/e KBaIpaT uMja TeMeHa Ipulanajy OOUHMM MBUIAMA TapaJiesenunens’

4. PA3PEnN
. . 3a, —1
1. Iar je uu3 OpojeBa a, ompeheH GopMyIOM aQpy1 = 3—a Nzpasurn
—an,
OIINTK YJaH HU3a Y (YHKIMjU OX aj, rue je a; = const < 0. Hahu lim a,.
n—oo

+1 1
>—— z>0.
1+=x
3. Oapemuru 6poj unanosa y passojy uspasa (a+b+c+d)™, vae je n npuponan

6poj.

. T
2. Jlorazatu HejemHakrocT In

4. Jat je rouBercan yerBopoyrao ABC'D. Tauke M, N, P u () koje npunauajy
pemom crparunama AB, BC', CD, DA, nene te crpanune y ucroj pasmepu. Onpen-
UTU BPEIHOCT Te pa3Mepe Tako fa moBprmuHa yersopoyria M N P(Q) Oyie najuama.

5. Ilara je maxoBcka Tabna gopmara 9 X 9. Y nomem IeCHOM yINy HAJasn ce
mac, a y TopmeM JeBoM yruy 3en. Ha nexrpanzo mose tabie He cMejy mohu Hu mac
HI 3€I. Y TOPHEeM JECHOM yIUIy U HOHeM JIEBOM yTUIy Haja3e Ce CKIOHMMITA 3a 3ela.
W nac u 3en ce kpehy mo Tabau mo mpaBmMiy: jeIHO MOJbE HANPEI, Ha3aml, JEBO, TeCHO
umu yroco (kao kpad). Jlokaszaru ma 3er MOke 1a HOGErHe O ICA y CBOja CKJIOHUIITA
6e3 003upa KO TOYUHE UTPY, KO Ce UTPA HAM3MEHUYHO.

YETPHAECTO PEIIYBJINYUKO TAKMUYEIE
Beorpam, 1972.

1. PA3PED

1. Koauko nosuruBHux menmiaaia uMa 6poj 1807

2. Axo 3a mosuTuBHe Opojese a, b, ¢ Baxu jemmaxoct 2b% = a? + 2, moxazaTu

na je tama
1 1 2

a+b+b+c:c+a'
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3. Hexa je D momHOoxje HOpMaJie KOHCTpyucane u3 remena C' IpaBOyTJIOr TPOyTIa
ABC ua xunorenysy AB, a O u O cpenumra Kpyrosa ymucanux y tpoyraose CAD
u CBD. Jloka3atu na je cumerpadia mpasor yria tpoyria ABC HopMmasiza Ha Iy
010s.

4. Koucrpyucaru tpoyrao ABC ako je mato a, 8 — vy u b—c.

5. IlokasaTu ma y cBakoM Tpoyriay Behoj cTpaHum oAroBapa Mama TEKUIIHA
Iy:K, & Mamboj cTpaHuny Beha Teskumua KiK.

2. PA3PED
1. Axoje 224+ 2 +1=0, ouna je 72 + 71972 = —1. Jlokasaru.

2. Pemutn jennauuny \/x +5—-4vx+1+ \/:c +2-2yz+1=1.

3. Jokazaru na je y IpaBOyIJIOM TPOYTJIY OJHOC IPOM3BOJAA LyKMHA CHMETpaJta
OIITPUX YIJIOBA ¥ NPOU3BOJA IMOJYNPEYHUKA ONMCAHOT U VIMCAHOT KPyra TPOyria
M3PaAKEH UPAIMOHAIHAM OpOjeM.

4. Oppemuru ua crpanunama AC u BC maror tpoyraa ABC penom tauke P
u Q takse na cy nyxu AP, PQ u QB jemnake.

5. Jlokazatu ma moctoju OECKOHAYHO MHOTO TpOyrioBa mare crpamune AB y
KOjMa OPTOIEHTAD MOJIOBU jeTHY U CAMO jeTHY BUCHUHY.

3. PA3PEND

1. Pemmrtu cucrem jeanaunna

22 4 2yz =,
Y+ 2zx = 2,
22 4 2zy = .

2. Hahw cBa mosutwpHa pemema jemmaumue x2 + 2z sin(ax) +1 = 0, rae je a
peasiaH mapaMerap.

3. Y rerpaenpy DABC crpana BDC' je nopmanua ua crpany ABC, DB =
DC =1, a uBnunu yriosu y teMmeny D cy cBu jemmaku 60°. Onpeautu 3ampeMuny
TeTpaemupa.

4. Y nememy (6e3 ocTaTra)

TX TTT TTT : TTT = T 8T

T xr
TXT T

Tr X
Tr rTTxx

Tr TTxx

3aMeHUTH cuMmboise T mudpama, Tako Aa gesberme Oye UCIPABHO.
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5. Hera je a omrap yrao. lokaszaru ga je

1 1
<1+ . )<1+>>3+2\/§.
SN & COS &

1. Pemmru cucreM jennauuza

4. PA3PED

L1Xg = 1,

XXy = 1,

Tp1Tn =1,
rpx1 = 1.
2. Jla 6u pasauuuTté On Hyne OPOjeBU Ti, T2, ..., Tp, ... UAHWIA ApPUTMeE-

TUYKY TPOTrPECH]y, HEOIXOMHO je U JOBOJBHO A 3a CBAKU MPUPOIHU Opoj n > 2 Oynme
UCIYEHEHA jeTHAKOCT

1 1 1 n—1

T1x2  T2T3 Tp—1Tn T1Tn

Jokasaru.

3. Har je Tpoyrao Ay Ay A3 ca crpanunama aq = AsAg, as = A3Aq, a3 = A1 As.
ObGenexknMo ca S; TAHTEHTHY MIy:K YIUCAHOD Kpyra IaTOr TPOYIJa KOja MOJa3d U3
tremera A; (i = 1,2,3). Ilorkazatu na BaKu HejeIHAKOCT Z—l + 2—2 + 2—3
jEeHAKOCT BasKU akKO M CaMo ako je Tpoyrao AjAsAs jeﬂHaKolchaHI%maH. ’

3
> 5 rie

4. Y rpany AuareGypry mpexa mMerpoa uMa 13 cramuma. Caka JuHWUja METpOa
uma vetupu cranune. CBake ABe Pa3IMUUTe JUHUjE METPOA UMA]y je[HY U CAMO jeIHY
3ajeJHUYKY CTAHUILY, & CBaKe [JBE PA3IMUUTE CTAHUIE CIaja AUPEKTHOM BE30M jelHA U
caMo jeIHa JUHUja METPOA.

Hanpraru Mpesky merpoa rpana Aarebypra.

5. Wcnuratu u rpaduukn npeactasutu Gyuxmujy f(z) = a3 — 3z + 2.

IIETHAECTO PEIIYBJIMYKO TAKMUNYEIHE
Beorpam, 1973.

1. PA3PERD
z =2, z =3,2>0,y >0, z>0. IIra je Behe,
Y y—z

1. Iar je cucrem
x
T umm 27

1 1
2. Bpoj a + — (a muje neo 6poj) je meo. Ilokasatu ma je 6poj a® + — Tarobe
a a
1eo.
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3. Koucrpyucatu Tpoyrao ako cy IaTu ejxeMeHTd a, b+ ¢, [ — .

4. Ha naroj mysxu AC uzabpana je npousBosbHa Tauka B u man myxuva AB u
BC xoucrpyucanu cy ca ucre crpane npase AB jemnakoctpannynu Tpoyriaosu ABD
u BCD;. Heka cy M u N cpemumra ay:xu CD u AD;. Ilokazaru ma je Tpoyrao
M BN jemHaxoCTpaHUYaH.

5. Tpu mesojuntie, Bepa, Munuma u l'opaana cy cakpuie y [emoBe MO jemaH Of
cnenehivx mpemvera: ONOBKY, mpcTeH u kibyd. OIpemuTe mTa ce y uujeM ey Halasu
ako ce 3Ha ma je on caenelia Tpu TBphema jeHO UCTMHUTO, a IBA JNAKHA.

(a) Bepa je cakpumia ONOBKY.
(6) Mununa Huje cakpuiia OJOBKY.
(8) Topnana HUje cakpuna Kibyd.

. PA3PERD

2
1. Iorazaru ma je (z — 1)(x — 2)(x — 3)(z —4) + 1,001 > 0, z € R.
2

. loxazatu na je cBaku 6poj obnuka 8" + 1 cnoxen, n € N.

w

. (a) Kpyrosu k1 u ko cexy ce y taukama A u B. IIpomssomna ceunna kpo3 A
ceue kpyroBe ki u ko y taukama M u N, a mpou3Bo/bHA ceuuia Kpo3 B y Taukama
P u Q. Horazatu na je M P mapaneaso ca N@Q.

(6) Har je xpyr k, raura A koja My mpunaza u Tauka P Koja mpumana 1aToj
npaBoj p. Ilpoussoman kpyr kpo3 tauke A u P ceue kpyr k y tauku B, a upasy
py Tauku (. Ilokaszatu ma ce mpase B() mMajy 3aje[HUUKY TAuKy KOja IpUIAIA
Kpyry k.

4. Ilar je xpyr k u xpyrosu k; u ko jeIHAKMX MOJNYNPEYHUKA KOJU Ta JIOIUDY]Y
u3nyTpa y Taukama A u B u npu Tom ce mehycobuo momupyjy. Heka je C' npoussomua
rauka kpyra k um neka C'A ceue k1 y M, a CB ceue ky y N. Ilokasatu na je MN
napaJesno ca AB.

V24 3+ V4
V24+V3+V6+ VB4

5. Yupoctutu uspas

3. PA3PEnND

1. Iar je mpocr 6poj umje cy cBe mudpe (y nexannom 3amucy) jemmake 1. Jlokasza-
™n na 6poj mapapa Mopa O6utm mpoct. Baxkn nm 06pHyTO?

1
PV

—— >8
= .
sin*z  costz

2. JlorazaTtu na Basku HEjeIHAKOCT

3. Crpamume Tpoyria Besane cy penamrjoM a® = b(b+c). Iokazatu na je y Tom
cayuajy a = 203, rae ¢y «,  u Y yrioBu TpOyria.
4. Ilat je omrpoyrmu tpoyrao ABC. Heka cy AA’, BB', CC’ merose Bucune,
a O meHTAp OMUCAHOT KPYTA.
(a) Hokasatu ma je OA L B'C’.
(6) Horazaru na je nospmusa tpoyria ABC jemHaka Opou3BOAy mOIyoOUMa
rpoyria A’ B’C’ u nonynpeuruka omucasor kpyra tpoyraa ABC.
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5. Y natm Terpaemap yIUCAH je APYTU TeTpaegap urja Cy TEMEHa TERUIITA
cTpana gator terpaeapa. Hahin ogroc 3ampemMuna oBux Terpaemapa.

4. PA3BPEN

1. Vcnmraté TOK 1 HAIpPTaTH rpaduk GyHEEDEje y = v/ 3 + 222,
2. Hexka cy a1, ag, a3 IPOM3BOJLHN PeanHu OPOjeBH U HeKa je, 3a n > 3, Hu3 (a,)
ePUHICAH DEKYPEHTHOM BE30M

Gp—1+ Gp—2 + ap_3
3

ap =
Ilokazaru na je HU3 (Gy) KOHBEPrEHTAH.
3. Horazatu ma 3a CBaKU MPUPOAAH OPOj N BaKU HEjeTHAKOCT

cos(n + 1)z
cosnx

< cos?™ g,

rae je 0 < (n+1)x < /2.

4. Ilayk jypu myBy 1o GeckoHaunoM mosby. To ce omurpasa Ha cnenehin Hauums:

ITayx ocmarpa, 3aTuM HaIpaBU jeJaH KOPakK y IPAaBIy CeBepa, jyra, UCTOKA WU
3amafa, IIOHOBO OCMAaTpa ¥ 3aTUM HAIPABU jOII jelaH KOPaK y jeTHOM OX IHOMEHYTHX
npaBana (Koju He MOpa OUTY MCTOBETAH C IPETXOJHUM) U HA KPajy MOHOBO OCMATPA.

ITorom myBa ocmarpa, HAIpABU jefaH KOPAaK y MPABIY CEBEPA jyra, MCTOKA WU
3amaja 1 IOHOBO OCMATPA.

Urpa ce 3atum HacraBma Ha Beh ommcan HauwH. JlokazaTu ga mayk MOke O
YXBaTH MyBY Ma TJe ce y IOYeTKYy Hajla3wia ako Ce 3Ha Na CY UM KODAIU jeIHAKH,
Jla TMayK BAOU CaMO y IIPaBIy CEBEp, jyTr, UCTOK U 3amaj, ¥ Aa IayK, KaJda BUIU MyBY
HUje y CTamy Ja Opeand TabuHYy N0 He, Bell caMo mpaBar y koMe ce Hamasu. Mysa
y CBAKOM TDEHYTKY 3HA TAJyaH IOJO:KA] MAyKA.

5. Ilare cy mBe Mumomsa3He mpaBe p u q. Hahwu reomerpujcko Mecto cpemumra
YU YUY KPajeBU IPUIALajy JaTUM MUMOWIA3HUM IIPABUM.

IMECHAECTO PEIIYBJINMYKO TAKMNYEIHE
Beorpanm, 1974.

1. PA3PEN

1. Heka cy a, b u ¢ npoussomuu 6pojesu TakBu na je abc # 0, a + b+ ¢ # 0.
Axo je
1 1 1 1
-+t -+—,
a b ¢ a+b+c

rana je a+b=0wum b+ c=0 wm c+ a = 0. lokazaru.

2. Paznuxa nBa Henapua Opoja nemsusa je ca 5. Hahwu kojom ce mudpom 3aBpimasa
pasnuka KyboBa Tux Opojesa.
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3. U3 temena A tpoyriaa ABC koucrpyucane cy mopmaie AM u AP na cume-
Tpase cnosammbux yruosa y remennvma B u C. Ilorazatu ma je myxwuua mysku M P
jemnaka monouam obuma tpoyrna ABC.

4. Yrao ron remena A tpoyrina ABC jemnak je 75°. U3spauynaTtu ocraje yriose
OBOT TPOYTJIa aKo IpaBa Koja MpoJa3u Kpo3 TeMe A menu Tpoyrao Ha ABa jeIHAKOKDAKa
tpoyraa. (VMcmuratu cse cayuajese.)

5. Pacrojame m3mehy mecta A m mecra B uspakaBa ce meauM OpOjeM KUJIO-
Merapa kKoju je meibuB ca 5. Ayrobyc mponasu myr ox A mo B crajHOM Op3mHOM
60km/h npu yemy Ha cBakux 5km uMa cTaHWIY Ha KOjOj CTOjU b MMHYyTA. Dumuk-
aucra npenasu myt o A no B crammoM 6psusom (He craje yemyT) 3a 1h. Ha myty,
Bera je mpeTekao ayTrodyc, 3aTUM je OH MpeTeKao ayTobyc KOju je cTajao Ha CTAHWIW,
3aTUM Ta je MOHOBO MPEeTeKao ayToOyc 1 BUINe ce HUCY nperunanau. Ila jm je ayTodyc
[yTOBAO BUIIE WIK Mame ox 45 mMunyTa?

2. PA3PEnND

1. Ilokaszatu ma ce u3pa3
23 =3z 4 (22 —1)Va2 —4 -2
23 —3x + (22 — 1)VaZ —4+2
(x+1)Vo -2
(z— Ve +2
2. Jlara je nysx AB = a. Ha maroj mysu ompemutu tauky M, Tako ma je 36up

HOBPIINHA jeJHAKOKPAKO-IPABOYIINX TPOYTIOBa ca xunorenyzama AM u BM jensax
nmaToM Opojy m.

(x>2)

MOk€e TPAHC(HOPMUCATHU Yy U3Pa3

3. Y komsekcuom meroyriny ABCDE rtauke M, N, P, () cy cpeaumra pemoM
crpaauna AB, BC, CD, DE. Ilokazatu na je ny#x koja je ompebena cpemumruma
ny:xu M P u NQ napanenua ca AE u jemnaka iAE.

4. Tauka M mpumama omucaHOM KpPYTry OKO jeaHarocTpanumusor tpoyriaa ABC.
Heka cy p1, p2, p3 npase kpo3 M, napaneane ca BC, CA u AB u uera cy Py, P,
P;3 npeceune Tauke mpaBux pi, p2, p3 ca npasuMm AB, BC, C'A. Ilokasatu na Tauke
Py, P, P; npunanajy jeaHoj mpasoj.

5. Uctm kao 74.1.5.

3. Pa3PEn

1. Penmtu jennauuny

8 1
3 _
2“23@—6<2$—2m1)—

y CKYIy peajHux Opojesa.

2. Nyxuse crpamuma tpoyriaa ABC cy /2, v/3, V4. IlokazaTu na je © =y =
z = 0 jemuHO 1EIOOPOJHO pElIeHe jeTHAUNHE

rsina 4+ ysin B + zsiny = 0,
rae cy «, 3, v yraosu tpoyria ABC.
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3. Hexa cy hg, hy, h. BucuHE a r MONYIPEYHUK ymucaHOT Kpyra tpoyraa ABC.
Axo je hq + hy + he = 97, Tana je tpoyrao ABC jemmaxoctpanudan. IlokazaTu.

4. JlokaszaTu ma je KO KOHBEKCHOT MHOTOYTJIA Ca jeJIHAKUM YTJIOBUMA CyMa Pac-
TOjarma MPOM3BOJLHE TAUKE Y MHOTOYTIY IO HETOBUX CTPAHUIA KOHCTAHTHA.

5. Ilara je maxoscka tabaa ¢opmara 10 x 10. HazoBumo cynepmamom ¢purypy
Koja Mo:ke ma ce kpehe um kao mama m kao ckakad. Pasmectutu 10 cymepmama Ha OBY
TabJIy Tako Aa ce HUjelaH map cylmepaama y3ajaMHO He Halaja.

4. PAa3PEn
1.7 I 1-24+3-44+---—2n
. V3pauynaru rparruny BpemsocT lim .
2. Jloxkazaru ga je 3a n > 1
7 26 nd—1 2 1
—L 2 =Z(1+—").
9 28 nd+1 3 n(n+1)
3. Uzpauyraru 30up
1 1 1 1 (=™

n n n n n
4. JlokazaTu ma je Opojusaln CBeIEHOT Pa3OMKa jeIHAKOT 30upy
1+ L + ! +- 4+ !
2 3 p—1
IeJbUB ca p, ako je p mpoct Opoj sehu ox 2.
5. Y mpsaBu 3aBp3naMuju MMa 1 TpagoBa. 1peba ux mOBe3aTy TeIe(OHCKIM
JVHYjaMa TaKO na OyIy UCIYHEHU YCIOBHU:
(a) cBaka JMHMja MOBe3yje OBa TPAA;
(6) mma yrymuo n — 1 nunumja;
(B) M3 CBAKOT O TUX M IPAjNOBa Ce MOke (MUPEKTHO MM HE) PA3roBapaTd ca
010 KOjUM ADPYTHAM I'PAIOM.
Ha ronmko ce HAUMHA TO MOMKE yUMHUTH !

CEIJAMHAECTO PEITYBJINUKO TAKMUNYEIHE
Beorpanm, 1975.

1. PA3PEN
aaq + bby + ccp
VaZ + b2 +02\/a% + b2 +c§b
c

.a
pa3nIuuuTU On HyJe, OOKA3aTU Ia Je — = — = —.
ai by (&1

2. Hoxasatu na je 6poj N = 4a® + 3a + 5, rae je a meo 6poj, memus ca 6 axo u
caMO aKO @ HUje NeJbUB HU Ca 2 HU ca 3.

1. Ako je =1 u 6pojesu a, b, ¢, a1, by, ¢; cy cBu
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3. U3 mecra A mpema mecty B kpenyo je memak Gpsunom 4 km/h. Tlocae mekor
MHTEPBAJa BPEeMEHa KPEHyO je 3a BUM APYTHU MEemaK, a HOCJe jOII TOIUKO BpEeMeHA U
tpelin 6psunom 6km/h. Tpehu nemak crurao je APyror TayHoO HA MOJOBUHU IyTa
usmebhy A u B a 3atuMm cy omm HactaBuiau ga ce kpelly sajemmo GpsumHOM Koja je
APUTMETUYKA CPEIUHA BUXOBUX JOTAJANIBUX OP3uHa. AKO Cy CBa TPU HEIIaKa 3ajeIHO
crturaa y B, sahu nmouerHy Op3uHy APYror IEIIaka.

4. Y jemnoj paBHHU maTe cy mpaBa p u Tauke A u B ca ucre cTpaHe Te mpase.
Onpemutu ma mpasoj p Tauke C' u D tako na je nysx CD jemnara matoj ny:xu d u na
je 3oup AC + CD + DB Hajmamu.

5. [laTa cy mBa mapa y3ajaMHO HOPMAJIHUX IIPABUX KOj€ CBOJUM IPECEUHIM TaUKa-
Ma ozxpeDyjy ueTupn npasoyria rpoyriaa. llokazaTu na cy cpenuITa XUIOTEHY3a OBUX
TPOYIJIOBA TEMEHA IPABOYTAOHUKA.

2. PA3PEN
1. Iara je jemHaunna
x? —2ax — (a+3) = 0.
OnpemuTu cBe BPEIHOCTH IEJIOr OPOja @ TAKO Ja pellema nare jeaHavuHe Oymy meiu
Opojesu.

2. Pemutn jennaunmy
|22 — 1] + |2% — 4] = ma,

rle je m peajaH mapamMeTap.

3. IHat je tpoyrao ABC. Opapenutu reoMeTpujcko MecTo tadaka M y paBHI
TOr TPOyIJa, TAKBUX Ha ce HopMase Ha npase M A, M B u MC', koucTpyucaHne Kpo3
tauke A, B u C cery y jemHoj Tauxu.

4. Kpyrosu ki u ko cery ce y taukama A u B. Kpos npoussomny tauky M
ny:xu AB woucrpyucane cy tetusa P(Q) kpyra ki u terusa RS kpyra ko. Ilokazatu
nma tauke P, Q, R u S npunanajy jemgHoMm Kpyry.

5. Tauka A manasu ce yuyrap mect kpyrosa. JlokazaTtu na ce nentap 6ap jemaor
OJl TUX KPYTOBa HAJA3U Y HEKOM O IPEOCTAJNX.

3. PA3BPEND

1. Ako je n caosen npupogan opoju axko ¢y 1 =dy < dy < -+ < dpp—1 < dp, =
7. CBU NIPUPOJHU AEJIUONM Opoja 1, NOKa3aTu Oa je

2 m—1

log d
logn; 08 @

IpuUpoJaH Opoj.
2. OppemuTtu Tanrence OpojeBa x, Yy, z ako je tgx : tgy : tgz = a : b : ¢,
r+y+2z=m, rme cy a, b, c IO3UTUBHA peasHu OpPOjeBU.



34 PENYBAMUKA TAKMUUERBA 1975

3. Ilat je rkouBercan mecrtoyrao ABCDEF y koMme cBaka on mijaronaia AD,
BE u C'F pmenu moBpin mecToyria Ha JeJoBe jemHake nospmuue. Jlokazatu ma ce Te
QIjaroHaJe CEKy y jeIHO] TadKu.

4. Jlara je yerBOpOCTpaHa MUPAMULA YKja je OCHOBa poMO, a DouHE cTpaHe Cy
jeHAKO HATHyTe IpeMa PaBHU OCHOBe. Kpo3 mpousBossHY Tauky H ocHoBe mmpammne
KOHCTPYUCaHa je HOpMaJa Ha paBaH ocHoBe. Jloka3aTu na 30up ojcedyaxa Ha HOPMAJIU
on Tauke H 10 mEeHUX IPOJopa Kpo3 cBe DOUHE CTpaHe MMpaMUe He 3aBUCH 01 u3bopa
rauke H.

5. IlaTa je npomsBosbHA Komgka. 1lo meHuM msunama (camo mo meunaMa) kpehy ce
MyBa 1 IBa mayka. HjuxoBe makcumanHe Op3uHe Cy jeniHake. Y MOYETHOM TPEHYTKY
oba mayka ce Hajaze y jeOHOM TEMEHY KOIKE, a MyBa y [AjarOHAJHO CYMPOTHOM.
JlorasaTu ma maymu yBeK MOTY Ha YJIOBE MYBY.

4. PA3BPEnD

1. Ogpeautu apuUTMETUUKY IPOIPECU]Y A1, G2, - .. aKO je
ai+as+as+ag =1,
a3 4 a3+ a3+ a3 =0,1.

2. (a) [okazaTu ma 3a cBaku IpUpOLAH OpPOj M > 2 Baske HEjeIHAKOCTH

1 1 1
Wn+1-2< —=+—++—<2/n—1
it v S

(6) Onpemntu Hajselin npuponar 6poj N 3a KOjU BaKU HEjeTHAKOCT

11 1
n< —=+—=+ -+ —.
ViooV2 /1000000
197L+75"L

3. 3a koju npuponan 6poj n je 6poj najsehu?

n!
4. Y nomeM IECHOM U TODH-EM JIEBOM YNy IIaXOBCke Tabile HaJa3e ce CKaKayu,
6equ n npuu. Vrpaun noBnade nmore3e Hau3MeHNYHO. Lenu moumme urpy, a Wb Urpe
je y3eTu IpOTHBHUUKOT ckakaua. Vrpa ce 3aBpimaBa HEPEIIEHO Kala Ce MCTA IO3UMU]ja
HOHOBU Tpu IyTa. JloKa3aTy ma ce urpa Mopa 3aBPIIMTU PeMUjeM YKOJIUKO 00a urpaua
urpajy Hajoosne.
5. OgpemuTun MakCHMyM X MMHAMYM MOZyJa KOMIIEKCHOT Opoja 2z ako je

1
z—i—’:Q.
z

OCAMHAECTO PEIIYBJINYKO TAKMNYEIHLE
Beorpam, 1976.

1. PA3PEND

1. Crymoeu M;, My, Ms, My, M; U My U M3 U My uMajy pemom ni, na,
ns, Ny, s enemenara; mpu tome je My N Ms = My N My = @. Ilokazatu nma je
25 2 n1 + ng + n3 + ny. Ia mu Moke y TOj pelanuju na BasKU jeJHAKOCT?
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2. Jlena mese opaxe. IIpBo mere je y3eno a opaxa W n-TU [EO OCTATKA; APY-
ro 2a opaxa U n-TU O€0 HOBOT OCTATKA WTJ, NOK CBUA Opacu HUCY OWIN I0[EJbEHU.
Wcnocrasuio ce ma je cBako mere mobummno uctu 6poj opaxa. Komwko je 6umo meme?

3. Y paBHHM je maTo IEeT Tadaka O KOjUX HUKOje TPU HE JIeKe Ha jeIHO] MPaBoj.
Ome ce cmajajy UpBeHUM U IJIABUM Iy:KAMa M TO TAKO A HUKOje TPU Iy:KU ucTe Doje
He 00pa3yjy tpoyrao. llokazaru:

(a) u3 cBake Tauke mMONA3e TAYHO ABe IUIABE U ABE [PBEHE IY:KI;
(6) mocToju 3aTBOPEHA U3ITOMILEHA JIMHK]A CACTABILEHA O AY:KU UCTe 0oje Koja
CaIp/KU CBe JaTe TadKe.

4. Y mpasoyraom tpoyray ABC (ZC = 90°) koucrpyucane cy cumerpane AD
u BF yraosa xonm temena A u B. U3 ravaka D u F' xkoncTpyucane cy Hopmaie DN
n F'M na xunorenysy. loxazatu na je ZMCN = 45°.

5. Heka cy tauke K, L, M cpemumra crpanuna BC, CA u AB tpoyrna ABC,
a P, Q u R cpemumra uznommenux juauja BAC, CBA u ACB. Ilokazatu na ce
npase K P, LQ) u MR cexy y jeaHoj Tauru.

2. Pa3pPEn
1. Ako ce HeroM TpormppeHoM OPOjy ca JeBe cTpaHe HONUILY Tpu mudppe, qoduja
ce kBazpat maror opoja. Hahu cBe TakBe 6pojese.
2. IlosutuBau OpojeBu X, Y, z 3aA0BOHABA]Y PEIALU]Y
2 2 2 2 2 2 2 2 2
x° + -z +2z°—x 254z —
Y 4 Y 4 Y

> 1.
2zy 2yz 2zx

IlokazaTu ma cy oBu OpOjeBM MePHU OPOjEBU CTPAHUIA HEKOT TPOYTJIA.

3. Pemwurn jempauuny +/4x — y? — /y + 2 = /422 + y.

4. Kpyrosu k1, ko u k3 umajy 3ajemanure tauke A u B. [IpaBa a cagp:xu tauky
A u ceue gpyrose ki, ko u k3 jom pemom y taukama Ap, Ao, As. Hera cy A;Bi,
Ao By u A3 B3 napasenne tetuse Kpyrosa ki, ko u k3. Ilokasatu na tauke By, By u
Bs mpunanajy jemHoj mpasoj.

5. ¥ tpoyrao ABC ymucan je napanemorpaMm ADEF taro na temena D, E,
F nexe penom wa crpanunama AB, BC u CA. Kpos cpemumre A; crpanune BC
koHcTpyucana je npasa AA; koja ceue npaBy F'E y tauku G. IlokazaTtu na je ueTBOp-
oyrao BGF D napanesorpau.

3. PA3PEND

1. (a) Horazaru ma je tga + tg(a + 60°) + tg(a + 120°) = 3tg 3.
(6) HorazaTu na je

tg1° 4 tg5° +tg9° 4 - - + tg 173° 4 tg 177° = 45.

2. Jlat je uwerBopoyrao ABCD, onucan oko kpyra. Ilokazatu ma ce KBaapartu
pacrojama IeHTpa Kpyra 10 CyIpPOTHUX TEMEHA OJHOCE KAO NPOU3BOAU CTPAHUNA KOje
Ce CyCTUUy y TUM TEMEHUMA.
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3. Mlect tumoa A, B, C, D, E, F Takmuue ce y HEKOM NIPBEHCTBY. Tpojuna
npujatema --- Ana, Borman u Byk mpormosupajy BUXOB KOHAUAH MIacMaH. AnuHa
nporuo3a: pemnociaen he outu ABCDEF. Gorpanosa nporuosza: DFCBAE. Byxkosa
nporuo3a: BDEAFC. Ha kpajy npsenctsa ucnocrasuio ce na cy Aua u Byk tauno
HOTOAVIIN ITacMaH Tpu tuMa, a Borman camo jemmor. OnpeanTu miacMaH CBUX IIECT
TUMOBA aKO Ce 3Ha Ja Cy THMOBU OCBOjUJIM pasziuuute OpojeBe GOIOBA W Ha CY TO
jeIMHY TUMOBU KOJjU Cy YUYECTBOBAJU y IPBEHCTBY.

4. Hera cy A, B, C u D y3acronHa TeMeHa MTPaBWJIHOT MHOTOYTJA U HEKa je
1 1

AB ~ Ac T ap

5. Oproronasna mpojkenuja BpXa TPOCTPAHE MUPAMULE Ha PaBaH OCHOBE j€
TesRUImTE 0OCHOBE. KpO3 cpemumre BUCUHE KOHCTPYUCAHE CY UETUPU PABHU MAPAJICITHE
OCHOBU 1 OOYHMM CTpaHaMa MUpaMue. [0BpPIIMHE IPECeKa OBUX PABHU Ca IUPAMUIOM
cy, penoM, Sy, Sz, S3, Sy. VI3pauyHaTu NOBpIIUHY TUpaMULIE.

Konuko crpanuna nMa taj MHOrOyrao?

4. PA3SPEN
1. 3anar je Hu3 (a,) Ha caenehu Hauws:

2za
ar =1, an+1:7n7 n € N.
ay +x

W3pauysatu lim a,.
n—oo

2. VcnuraTté v rpaduyuky TpeaCcTaBUT GYHKOA]Y Yy = v/ 3 + 372
o1
5453
. 8760

3. Hahu nocnenme ase nudppe 6poja 9
4. JlokazaTu na je 3a CBaKW IPUPONAH OPOj n
n
S ()

2k k
k=0
5. Y pasmu je mato n? Tavyaka ca koopmmmatama (i,j), i,7 = 1,2,...,n, u nato
je n 6oja. Cary Taury 6ojumo HekoM Gojom. Bojeme hiemMo HA3BATM MPABUIHUM aKO
HeMa jelHAKO 0D0jeHUX Tavaka Ca jeTHAKUM AICHUCaMa, WX jeTHAKUM OPIMHATAMA.

Cse Tauke, ceM HEKOJIMKO HUX uuja je arciuca 1, mpaBuiHo cy obojene. Ilokazaru na
ce 1 mpeocTaje Tayke MOTy 0D0juTH Tako 1a 00jeme OCTaHe TPABUIIHO.

JEBETHAECTO PEIIYBJINMYKO TAKMUYEILE
CMENEPEBCKA TTAJIAHKA, 1977.

1. PA3PED

1. Herka je a®? + 02 =1, 2+ d?> =1, ac+ bd = 0. Uzpauynaru ab + cd.
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2. Jlorazatu ma je u3pas
1
Z(||as—y|+ac+y—2z| +lz—yl+z+y+22)

jemmak najsehem on Opojesa x, y, 2.

3. Ha ocHoBuIm je tHAKOKPAKOT TPOYIJIa OIPEIUTH TAUKY TAKO 14 PA3IUKA HbEHIX
OZCTOjara OJ KPAKOBA TOI TPOYyTJa Oyae MOLyJapHA AATOj Ly:KU.

4. 3a cBaky Taury P Ha pyOy kBampara ABCD ca nearpom O KOHCTPYUCAH je
jemnarocrpannyau tpoyrao OPQ. Kojy myramy omucyje tauka () kama ce tauxa P
kpehe mo crpanunama ksagpara’

5. Jenma mopoauna mosasu oBe TOAMHE Ha JETOBAKE HOCIENHEr TaHa Y MeCely.
[Ipownssoa nonoBure Beror Ky hHOr OpOja, AaTyMa mMoIacKa Ha JIeTOBame, peaHor Opoja
Mecenma TMOBpaTKa ca JeToBama, Opoja meme y TOj mopomuny m Opoja maHa koje he
npoBecTy Ha JeroBamy (pauymajyhin u man nomacka) je 1452784. Onpemuru natym
3aBPIIETKA KHUXOBOT JIETOBAHA.

2. PA3PEND

1. Bpoj 319° 4+ 4105 je nemus ca 13, a muje nemus ca 11. Ilokasarm.

2. Ako je zy # 0, ouna je

x2 2 X
2+y2—3(+y)+4>0.
T y ' w

JlokazaTu HejeIHAKOCT U MCHUTATY KaJa BAa)KU jeIHAKOCT.

3. Ha ocuosunu BC' u xpaunva AB u AC jemnaxokpakor Tpoyria ABC marte cy
rauke P, Q u R rakse na je PQ | AC u PR || AB. [oka3atu na Tauka CUMETPUYHA
rauku P y omHocy Ha mpaBy QR nexu Ha Kpyry ommcanoMm oko tpoyriaa ABC.

4. Ilat je Tpoyrao ABC. Hexa je A’B’C’ Tpoyrao umje cy cTpaHume jemHake
TeskumHEAM ayskuma npsor tpoyriaa u A” B”C" tpoyrao umje cy cTpanune jemmake
Te;rumEM ayskmMa Tpoyraa A’B’C’. Ilokazartu ma cy tpoyraosu ABC u A”B"C”
CIIVYHYL.

5. Y HekoM rpany nocroju n cramuna mununmje (n > 4). Y cBakoj 3Hajy 10
HEKM MOJATAK BAKAH 34 XBaTambe HEKOr KpuMuHAIma. JlokasaTum ma mocae 2n — 4
Tene(OHCKUX PA3rOBOPa CBE CTAHWIE MOTY 3HATHU CBe mogaTtke. (Y jemHOM pasroBopy
YUYeCTBY]y CaMo ABE CTAHUILE.)

3. PA3PER

1. Pemwru cucrem jemnauuna (a, b, ¢ cy mapamerpu)
ry = bx + ay,
yz = cy + bz,

Zxr = az + cx.
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2. Ilat je xpy:xuu npcren ¢ noaynpeunuimumMa 5 u 10. Ilokazatu ma ra je moryhe
TMOKPUTU Ca OCAM KPYTOBa MOJYNPEUHUKA, 4.

3. Ilujaromasne rouBekcHor yerBopoyria ABCD ce ceky y tauku O. Hera cy
S1 u Sy nospmure tpoyraosa AOB u COD a S nospmuna yersopoyria ABCD.
Toxkaszatu Hejemuaroct /S1 4+ /Sa < V/S.

Kana Basxku jemmaroct?

4. Y mpocropy je naro n rayaka (n > 3). Cake ase on oBux n Tavaka oxpebyjy
nysk. IlpermocraBuMo na cy oBe Hy:Ku pas3auunTux ny:kuHa. CBaky Tauky CIOjUMO Ca
B0 HajbmmwxoM taukoM. [lokazaTu ma ce Ha OBaj HAUMH He MOXe NOOUTH 3aTBOPEHA
M3JIOMJbEHA JIUHU]A.

5. Y paBHu je mato H Tadaka ca 1IeaobpojHuM koopauHartama. JlokazaTtu ma
MOCTOjU Y3 YUjU KpajeBU IPUNAIA]y AaTOM CKYIy, TAKBA A& CYy KOOPIUHATE CPEAUIITA
Te OY:KU NEeJ0OpOjHE.

4. PA3BPEN

. Hoxrazatu ma je 6poj 11...122...2 mpom3Bon nBa y3acTONHA MOPUPOIHA
opoja. 100 100

2. Hat je ckym onx n enemenata. Onpemnutu Gpoj HErOBUX MOACKYIOBA KOjU
canpike HemapaH Opoj enemeHara.

3. Ako cy a u b pemema jemmaunme t? — 6t + 1 = 0, nokasaTu na je a” + b"
(n € N) neo 6poj Koju HUje OEBUB Ca .

4. Ozxpemutu MUEAMYM U MakcuMmyM Qyukmmje f(z,y) = cos x+cosy—cos(x+y).

5. Y pubmax je mymreno 1977 mryka. Ome cy raanme u jegy ce mehy cobom.
Iryka je cura kax nojene Tpu mryke (cure mmu raanee). Koju je majsehin 6poj mryra
KOje MOT'Y yTOJWTHU IJIan?

JIBANECETO PEIIYBJINMUKO TAKMNYEIHE
Yauak, 1978.

1. PA3PER
1. Heka cy a, b, ¢ peasnuu 6pojesu u a £ b, b # ¢, ¢ # a. Ilokazatu na je

a*(b—c)+b*(c—a)+c*(a—b)#0.

2 — %) = 1978, rme cy & u y IpUPOIHE OPOjeBH.

2. Pemmru jemnaunny 2(x

3. Y matm Tpoyrao ymmcaHa Cy TPU KBAIpaTa TAKO Ja CBAKM O TUX KBAIPATA
uMa [Ba BpXa Ha je[HOj CTPAHMIM, a IO jeJaH Ha CBAKOj OX IPEOCTaje ABE CTPAHUIE
rpoyraa. Jlokazaru na je Tpoyrao ABC jemHakKOCTpaHMUAH akoO Cy CBa TPU KBAAPATA
[OIy JapHA.

4. Hexra je P rmauka y omrpoyraom tpoyray ABC. ITlocmarpajMo oncrojame
tauke P on Tavaka ma obmMmy Tpoyria u obenexkumo ca d m D HajMame, OTHOCHO
uajsehe on wux. okazaru na je 2d < D. Kana Baxu jemrarkocr?
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5. Y kBagparHy Tabuauny 8 X 8, mOUEB OJ TOPHET JEBOI YIia, YIUCAHU CY PEIOM
opojeBu ox 1 mo 64. Y cBakoj BpCTM W KOJIOHU NMPOMEHEH je 3HAK HA YETUPU MECTa
(Ha POM3BOJLAH HAUMH), TAKO Ja CAlJa UMAMO y CBAKO] BPCTH UM KOJOHU 4 MO3UTUBHA
u 4 weratusHa Opoja. Jlokaszatu ma je 30up cBux OpojeBa y TaOIMIM je[HAK HyJIU.

2. PA3PEnND

1. Oppenuru cBe mecromudpene 6pojese abedef, ca mebhycobno pazmuuntum
midpama, 3a KOje BaKU

abedef = a(103(cc)? — cc), (a #£0).

(BpojeBu cy 3amucanu y cucremy ca ocHoBoM 10.)

2. Onpemutu cBe mesne 6pojese x, Y, z TAKBE Aa je
2?24yt + 22 <ay+3y+22-3.

3. Y paBHU cy gara TPU Kpyra jem-
HAKUX TOJNYIPEYHUKA KOJU Ce CEKY y TAUKU
K, kao ma cmuu. Jlokazaru nma je 36mp
osunavenux aykosa KA, KB u KC jenmak
HOJIYKPYTY UCTOT MOJYIPEYHUKA.
4. (a) Oko jemXHAKOCTPAHUYHOT TPO-
yrna ABC' onucan je kpyr k. Axo je T
Ipou3BOJbHA Tauka Ha ayky AB (koju He
canpsm tauky C) TOr Kpyra, IOKa3aTu 1a
jeTA+TB=TC.
(6) Ca a, b u ¢ o3HAUMMO Iy:KUHE TAHTEHATA KOHCTpYUCaHux u3 tadaka A, B u C
Ha Kpyr k1 koju momupyje kpyr k y tauku 1T, a Hasasu ce yuyrap kpyra k. Ilokazarn
majea+b=-c.
5. Hexra je n menapan 6poj, a f Gujexumja koja ckyn A, = {1,2,...,n} npec-
nukaBa Ha camor cebe. llokaszaTu Ia je IPOM3BOJ

(O +D(FR)+2)---(f(n) +n)
napat 0poj.
3. PasPEn
1. Pemutu cucreM jennauuza

2+’ +2=2,
r+y? 422 =2,
4 y4 22 =2

2. Pemmtu jenmaunny = — 2a2? + x4+ a® — a = 0, rze je a peanan mapamerap.
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3. Konuko pemema uMa CUCTEM jeIHAUMHA

COST1 = T2,

COSTo9 = I3,

COSTp_1 = Ty,
cos T, = x1?
4. Ogpemutu cBe mpupomHe OpojeBe KOju Ce He MOrY MPEACTABUTUA y OOJIUKY
36upa Heroumko (6ap ABa) y3aCTONHUX IPUPOAHUX Bpojesa.

5. Tpu cdepe umajy 3ajenHnuky Tauyry P, npu yeMy HUjeIHA IIPaBa KOja CAIPKU
rauky P Huje 3ajemHuura TaHreHTa 3a cBe Tpu chepe. IlokazaTu ma Te cdepe mMajy
Gap jomr jemHy 3ajeJHUYKY TauKy.

4. PA3PEND

1. Hera je Hu3z (ap)neN, TAKAB Ha je Gp = a, a1 = b U Gy = Ap_1 + Ap_2
(n > 2). Vispauysatu a2 — a,—10,4+1 y GyEEIHjU O 1, a, b.

2. Heka ce meby n mymu muroja tpu mehycobuo me mosmajy. Iokaszatu ma je
6poj mapoBa by KOju ce y3ajaMHO To3HAjy Hajsume [n?/4].

3. Heka f mpecaumkaBa ckynm mapoBa peasHux OpojeBa Pa3iUUYUTUX OJ HyJe y
[O3UTHBHE peaJiHe OPojeBe Tako na

flab,c) = f(a,c)f(b,c), f(a,bc) = f(a,b)f(a,c), fla,1—a)=1.
Tama je f(a,a) = f(a,—a) =1, f(a,b)f(b,a) = 1. Iorazaru.
4. Joxaszatu mejemmaroct z° + (1 — z)° > % 3a z > 0.

5. Ako mosusoM p(x) ca menum KoeduuMjeHTUMA y3UMa BPEAHOCT 1 y BUile Of
Tpu menobpojue Tauke, oEma p(x) He y3uMa BPEmHOCT —1 HU y je;HO] MeroBpOjHO]
raukn. JlokazaTu.

JBANECETIIPBO PEITYBJIMYKO TAKMUNYEIHE
Beorpam, 1979.

1. PA3PEN

1. Hahwu cee neneraTusue Gpojese a, b u ¢ 3a KOje Ba:KU j€THAKOCT
Va—b+c=a—-Vb+ e

2. Hahu tpomudpen 6poj umje cy cBe mudpe pasnuyure O HyJIE, a 30Up CBUX
paznuunTux nBomudperux OpojeBa cacraB/beHUX On nupapa oBor Opoja jenHak je TOM
6pojy.
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3. Ilar je jenmaxorparu Tpoyrao ABC (AB = AC) u rauke F u K Ha nomxynpas-
um AB u AC rakse nma je AE + AK = AB + AC. okazatu na je BC < EFK.

4. Kpos npoussomny tauky P ua crpanuiu AB tpoyraa ABC koucTpyucana
je mpaBa mapasenua ca CD, rge je D cpemmmre mysku AB, koja ceue AC u BC'y
raukama Ay u By. Ilokazaru na je

PA, + PB, = AC + BC.

5. Y paBuu je maro 9 tauara Koje Cy
pacnopebene kao ma caumu. Koawko moc-
TOjU TPOYTJIOBA UHje je jeqHO TeMe PUKCUP-
aHa Ta4yka OBOL CKyIa, a APyra ABA TeMEHA
Cy Ma Koje ABe O DATHUX Tauara’

2. PA3PED

1. Jlar je xBagpar ABCD. Taukama P, Pa, ..., P,_1 crpanuna AB je
nojesbeHa Ha n jenHakux menosa. Ha mujaromanmu AC ompemmtu tauky P Tako ma
30up KBajapara pacrojama Tauke P om ravaka Py, Ps, ..., P,_1 Oyne MUHUMAJAH.

2. Hahu Tponudpen 6poj koju je kBagpaT mpupoiHor Opoja @ u 4mju je 36up
midapa a — 1.

3. Hera cy a, b, c mosutuBHu peannu 6pojesu. HejemmarocT
(b —¢)(z — a) + (Vbc — Vaz)? > 0

Ba)KU 3a CBAKU peajaH 0poj x > 0 ako u camo ako je ¢ uameby a u b. Iorasaru.

4. Y xpyry k ca nearpom O gmate cy mse mapasenne tetuBe AB u C'D. Heka
je P mpeceuna tauka npasux AC u BD, a () npecedsa Tauka TAHTEHTU Ha KPYT k y
raukama B u C. Iorazaru ga je neroyrao O BQPC teruBan m Hahi reOMETPH)CKO
MeCTO IeHTapa Kpyrosa omucanux oko meroyriosa O BQPC ako ce teruBa C' D Mema,
ocrajyhu npu Tome napadenta tetusu AB.

5. Hax BucuuHOM TpaBUIHOT TeTpaeApa UBUIE @, KAO HAJ MIPEYHUKOM, OMUCAHA je
cdepa. OnpeanTu NOBPIIMHY OHOT Jeja TeTpaenpa KOju ce HaJa3u YHyTap cdepe.

3. PA3PER

1. Oppemutu cBe pammoHatdHe OpojeBe 1 3a Koje je logyr m caM paunuoHaJaH
6poj.

2. Herka je 0 < z1 <22 < ... < z,. Horazaru ma je

T1+T2+ -+ Ty
n

Tn
n -

(x129 -+ xp) Laj'zy?--x
3. Axo ¢y «, (3, v YII0BU TPOYTJIA U AKO je
sin a + sin 3 + siny = V/3(cos o + cos f + cos ),

raza je 6ap jemam on yriaosa «, 3, v jemnak /3. Ioraszarm.
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4. OcHoBa UpaMue je je [HAKOCTPAHUYHA TPOYrao, a DOUHE CTpaHe Cy jeIHaKUX
noppmmHa. OnpeauTy CTpaHWIly TPOYIJa OCHOBE akKO My:KUHE NBejy OOUHMX MBUIA
u3HoCe 3, OMHOCHO 4.

5. Jlatu cy kBaapar cTpaHuie 7 W OCaM KBaJApaTa CTPAHUIE 3.
(a) Moske i ce BEMKM KBAIPAT NPEKPUTU MAJMM KBAAPATAMA TAKO & Cy UM
crpanute MehycobHO mapasenne u mapaiesHe CTPAHWIAMA BEJIUKOT KBaapaTa?
(6) Moske nu ce TO ypaauru 0e3 yCJIOBa NAPATETHOCTH CTPAHUANA?

4. PA3PEN
1. Hus (z,) je mar jemmaroctumMa:

Tn—1

2+$n71

zo=a (a€R,a>0), T

Ilokazaru na je uu3 (x,) KOHBeprerras u Hahu lim .
n—oo

2. Y mpocropy je maro 9 tavaka ca nerobpojEuM roopauHartama. JlokazaTu ma
je cpemumTe Oap jemHe Iy:KU UMju Cy KpajeBM maTe Tauyke Takohe ca memobpojHum

KOODIMHATAMA.
3. Hera je lim f(z) = +oon lim f'(x) = 0. Iorazaru ma f(x) Huje
r— 400 r——+00
KOJIMYHAK JBA MOJUHOMA.

4. Hera cy f(x) u g(x) Henpexunne nepuoanyne QpyHKIUje ca 3ajeJHUYKUM [E€PU-
onom T, mepunucane Ha ckymy peainux Gpojesa u meka je lim (f(z) — g(z)) =0.
: T——+00
Ilorazarn na je f(z) = g(x) 3a caro z € R.

5. Ilokazarm ma y HM3y KBaapara HPUPOAHUX OpOjeBa He MOCTOju OECKOHAUAH
MOJHU3 KOJU je apUTMETUUKA ITPOTPecuja.

JBAITECETIPYTO PEIIYGJINMYKO TAKMNYEIHE
Beorran, 1980.

1. PA3PEND

1. Y roopmuuatHoj pasuu xOy upencrasutu { (z,y) | ¢ + |z| =y + |y| }
2. Herka jezy = 1lu x >y (x,y € R). Iokaszaru HejeqHakocT

22 4 42
p— > 2V2.
3. Y paBHu cy mare mpase p u ¢ Koje ce ceky u tauke A € pu B € q. Tauke
A u B xkpehy ce mo mpaBuMm p u ¢ cTajHuM OP3UHAMA UUjU CY UHTEH3UTETU j€THAKU.
Iorazatu na y pasunu (p,q) DOCTOjU HEMOKPETHA Tauka P Koja je y CBAKOM TPEHYTRY
jemHako ynasbeHa on tavaka A u B.

4. Tauke A, B u C cy resxxumra tpoyriaoBa OMN, ONP u OMP. Ilokaszatu
na reskumra Tpoyriaosa MNP u ABC u tauka O npunajajy jeaHo] mpasoj.
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5. (l/:[peﬂnm yeTBOpouudper Opoj abcd TtaraB ma je abed + cdab = 9999, a
pazmuka bc — ad najseha.

2. PA3BPEND

1. Hokazaru (6e3 ynorpeba Tabauna) HejeIHAKOCT
log, 5 + logy 6 + logg 7 + log, 8 > 4,4.

2. Koumko neno0pojHUX pemema nMa jeIHAYnH] \/EJr \f =4,/1980 7

3. (a) Ako y BeckoHAUHO] apUTMETMYKO] IPOTPECHUjU LEIUX OpojeBa HOCTOju
YJIaH KOju je KyO mesor Opoja, Tama y m0j MOCTOju DECKOHAUHO MHOTO UJIAHOBA KOjU
cy kyboBu nenux 6pojeBa. JlokazaTu.

(6) Hasectu mpumep GeckoHAUHE apUTMETHYKE IPOrpecuje Heiaux Opojesa y
K0jOj HUjeIaH JiaH Huje KyO mesor Opoja.

4. Y tpoyrny ABC je ZABC = 67°30', BC = ADv/?2, rze je AD Bucuna

u3 A. Wzpauynatu ZBAC.

5. 3ajemnuuke cmosmamme TanrenTe n8ajy kpyrosa ki(O1) u ko (Os) cexy 3ajen-
HUYKe yHyTpamme tanrente y taukama A, B, C' u D. Ilokazatu ma tauke A, B, C,
D, O1 u Oy mpunaajy jemgHoM Kpyry.

3. PA3PEND

1. Hexra cy p, g, v npoctu OpojeBu m S CKyn CBUX HOPUPOIHUX OpojeBa KOju

HEMAjy APYTUX OPOCTUX AEIUiana ocuM p, ¢ u r. Vspauynaru 36up », —.
nes 1

2. JlorazaTu na ako je (v OmTap yrao, Taja je

1 1
<1+ , )<1+>>3+2\/§.
SN & COS &

3. Hexa cy hl, hj u h. pemom mpase cuMerpuuse BucuHaMa tpoyria ABC y
OmHOCY Ha cuMerpale yriosa kox TeMeHa A, B u C. Ilorazaru na ce hl, hj u hl
CEKY y jeIHOj TauKu.

. n(n+1
4. Jokazaru na mehy GpojeBuMa a, = %, n € N nma OecKOHAYHO MHOTO

TAKBUX JIa Cy CBaka IBa OX HUX y3ajaMHO IPOCTH.

5. Y mudT metocmparHe 3rpaje yiaa3u MCTOBPEMEHO N IMyTHUKA, Ol KOJUX CBAKU
cuiasy Ha OMII0 KOM OJI CIPaTOBa, MOYEBIIN OJ] MPBOL, Ca jeJHAKAM BepoBaTHONaMma.
Hahu BepoBarnofiy morabaja: mocroje 6ap Tpu y3acTomHA CIpATa HA KOjUMA HUjeIAH
[y THUK HE CUJIA3M.

4. PA3PEND

1. Ilora3aTu ga ce KBAAPAT MOMKE PA3JIOKUTHU HA T KBAAPATA, TIe je 1 IPUPOJAH
6poj Behu ox 5.

2. Pemmtu jemmaunny 2 + y2 + 22 = 1980 y ckymy menux 6pojesa.
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3. Hexra je n mpupoman 6poj Behu ox 1.
(a) Hoxkazatu: ako je n? + 2" mpoct 6poj, OHA je m HemapaH 6pOj JeBUB ca

Tpu.
(6) Ucnuratu ma au Baku o6pHYTO TBpheme.
4. Hera cy xg, x1, ..., T, peannu OpojeBU KOju 3aT0BOHABA]Y YCIOBE: Ty =
. 7T .
Tpn=0;2;>03a1=1,2,....n—1; 21+ 2541 = 2xicosE 3a1=1,2,...,n—1,

rze je k puxcupan npuponar 6poj. lokazatu ga je n > k.

5. llokazatu ma ce mpupoma Opoj m MoxKe HPEACTABATHA y O0IMKYy m =
[n + \/ﬁ + 1] axro U CaMo axo m uuje nornyH ksanpar. (Ca [z] je osnauen majsehin
neo Gpoj Mamy WK jeHAK X.)

JBANECETTPERE PEIIYBJIMUYUKO TAKMUWYUEILE
BamEBO, 1981.

1. PA3PEND

1. Iokazaru ma, ako 3a a,b,c € R Baxn

1,111
a b ¢ a+b+c’

oHzma 3a Owio koje HemapuOo n € N Baxn

1 1 1 1

e ta” a™ +bv + ¢’
2. Pemutn jennauuny

r—29 x-27 -2 x-—-23 z-21 x-—19

1071 1973 | 1975 © 1977 ' 1979 1981
@—1971 & —1973 x—1975 2 —1977 1979 1981
+ + + + + :

29 27 25 23 21 19

3. Koucrpyucarun tpoyrao ABC ako cy mare tauke A;, By u Cq, Takse na je

Ay = Sp(A), B; = Sc(B) u ) = S4(C).

4. Jlat je rerusnu uersopoyrao ABCD. Ilpase oapebene nacnpaMuum crpanu-
namMa AB u C'D cery ce y Tauku M, a npase onpebene nacnpamuum crparunama AD
u BC' y rauku N. Ilokazatu ma cy cumerpade yraosa AN B u AM D uopmanue mebhy
cobom.

5. Ha rabnu cy 3amucanu Opojesu 1, 2, 3, ..., 1981. Yuenur je u3bpucao Heka
mBa Opoja M yMecTo BUX YIUCAO HBUXOBY pasiuky. Taj mocTymak MOHOBMO je BUIIE
myTa ¥ Ha Kpajy cy Ha Tabau Oumie ymucane camo Hyse. Jlokazartu ma je y pauyHy
HAYWMHEHA [PEIKa.
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2. PA3PEND

1. Oapeauty vHTEPBAJ 3a TIPOMEHJBUBY & ¥ KOME je (yHKIUja

y=vr—1+yz+24-10vVzx -1

KOHCTaHTHA.

2. Pemutu Hejennauunny
1+ logy = 4 log2z + logd x4+ --- > 0.

3. Hera cy Ay, By, Cy, Dy cpemumra crpanuna AB, BC, CD, DA xousexcuor
uverBopoyria ABCD, a As, By, Co, Do mpecenu nysxu DA; u ABy, AB; u BCh,
BCy uw CDy, CDy u DA,. IHokaszatu na je mospmuHa derBopoyriaa AsBoCoDo
jemHaka 30upy moBpimuHa Tpoyriaosa AAyAs, BB1 By, CC1Cy u DD1Ds.

4. Jlare cy mse tauke A u B, u npomenmuBa tauka C, taksa ga je ZACB
koucrantan. Heka cy Ay u By momuoxja sucuna h, u hy tpoyraa ABC. Ilokaszatu
na je myx Ai B KOHCTAHTHE IysKUHE.

5. Ila mu ce mory cBu meceronupperu OpojeBu, uuje cy nuppe 1 u 2, mogeautun
y ZABe rpyme Tako Aa 30up Owio koja ABa Opoja m3 mcre rpyme canpiku mehy cBojum
mppama 6ap ase Tpojre?

3. Pa3pEm — A kateropuja
1. Hexka je

sinx; + sinzy + sinxzg = 0,

coS Ty + cosxs + cosxy = 1.

Iokazatu na 3a Heku x; € {1, 22,23} Basku sinx; = 0, cosxy = 1.

2. JlokazaTul 1a MOCTOJU TAYHO jeiaH HU3 (U, ) IPUPOAHUX BPOjeBa ca CBOjCTBUMA
up =1, wui <ug m ufl +1=up_1upy1 3an>1
3. Hera je ABCD nosutusno opujentucan tpane3 u APDQ u BP;C(Q, no3u-

TUBHO opujenTucanu kBagpatu. okazaru ma je PP = QQ);.

4. Onppemuru BepoBatHONy norabaja ma ce y Hu3y Ganama korke nudpa 1 mojasu
Ipe nmapHe nugpe.
5. PaBam je mpemcraBibeHa KaoO yHUja OBa AWCjYHKTHA CKyTla, KOjU MOTY OUTH

Ma KaKBOT OOJIMKA M KOjU Ce MOTY CacTOjaTw W3 BuIme mesioBa. JlokazaTy ma mocToju
jeTHAKOKPAKUA MPABOYIVIA TPOYTao Uhja Cy CBa TPU TEMEHA Y jeTHOM OJ CKYIIOBA.
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3. Pa3zpen — Db rareropuja

1. lar je tpoyrao ABC. Ha noaympasum AB, AC, BC, BA, CA u CB
onpebene cy, pecnexkrusno, tauke Q, K, L, M, N u P, rakse na je AQ = CP = AC,
AK = BL = ABu BM = CN = BC. Jlokazatu na cy npase M N, PQ u LK

mapaJiesHe.

. o o @
2. Nzpauynatu lim cos — cos — ---cos —.

3. llokazaru ga apUTMETHYKM HU3 UUjU je IPBU WiIaH a1 = 7 a AudepeHnuja
d = 4 canpsxu DeCKOHAYHO MHOTO IPOCTHUX OpojeBa.

4. IIpaBa koja mposasu KPO3 KOOPANHATHU MOUYETaK ceue mpaBe £ +y — 1 =0mu
x—y+1=0y raukama A u B. OxpenuTtu reOMeTPUjCKO MeCTO cpeaumTa aysku AB.

5. Ilara je rabmauna ox 50 X 50 mosmsa u y CBaKOM je
HAINCAH jenan neo 0poj. Ako ce Ouio Koju meo Tabiuie
MOKpHUje MAabJOHOM ca CJIWKe, 30Up MOKPUBEHA UETUPU
6poja je yeer 4. Onpemuru Gpojese y Tabaunu.

4. PA3PELN

1. Heka cy xommiekcHu OpojeBU 21, 22, 23 TE€MEHA MO3UTUBHO OPUjEHTUCAHOT
Tpoyraa Koju caap:xu tauky O (koopauHaTHU mouerak). IlokasaTu ma je MOBpIIMHA
OBOT TPOYTJIA jeIHAKA

1
3 Im(Z129 + Z223 + Z321).

2. Uctu rao 81.3A.2
3. Ucrtu xao 81.3A.3
4. Nctu xao 81.3A.4

5. Heka je R paBan u f: R — R Oujeruuja koja mIpeciukaBa CBAKA KPYT Y KPYT.
Horazatu na f mpeciaukaBa CBaky IpaBy y HPaBy.

JBANECETUYETBPTO PEITYBJIMYKO TAKMUNYEIHLE
CBETO3APEBO, 1982.

1. PA3PED
22 1

L -
1+z2% = 2

2. Hokazaru ma cy tpoyriaosu ABC u Ay B1Cy nonynapuu ako je AB = Ay By,
CD = C1Dq, rne cy D u Dy cpenumta ny:xu ABu A1B;, u CB—CA=C1B; —
C1Aq (CB > CA, C1By > ClAl).

1. Ilora3ary ma BayKu HEjeTHAKOCT
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3. Tpoyrao A1 B,C cumerpuuan je npasoyriom tpoyriay ABC (LC = 90°)
y omHOCY Ha cuMmerpany yriaa kox temena C'. Ilokasatu ma je texumua xysk CM
tpoyraa ABC mopmasua ua npasy Aj Bj.

4. THoszmaro je ma kpokommn nMa Hajsume 68 3y6a. Ilokasarm ma mebhy 1617
KPOKOIUJIA HE MOPAjy MAa MOCTOje JBa Ca MUCTUM PACIopesoM 3y0a.

5. Tpomudpen 6poj ca pazmuuntrM nrdppama AEHUB je CBAKUM OI IBONA(PDPEHIX
OpojeBa kKoju ce u3 mera mobujajy yKIamameM jelHe HEeroBe mudpe, mpu d4eMy ce
nopenak mudapa He Mema. Hahwu cBe TarBe Tponudpene 6pojese.

2. PA3PEN

1. Hexa je p mpoct 6poj, p > 2. Ila au mocToje mIpupoaHu OPOjEBU T U i TAKBU
Ia je \/E—i— \[Z \/2p?

2. Ogpemuty cBe apuTMeTUYKe MpOrpecuje umja je pasziuka d = 2 a OIHOC
S3n /Sy, He 3aBucu on n (S, je 30Up NPBUX M YIAHOBA MPOTPECH]E).

3. lara cy mBa kpyra koju ce cmosma momupyjy y Taukum C. Heka cy A u
B nonvpue Tauke jemHe O BUXOBUX 3ajeIHUYKUX CIOJbambux Tanrentu. Omnpenuru
crpanune tpoyraa ABC' y 3aBUCHOCTU OJ MOJYIPEUHUKA TATUX KPYTOBA.

4. Oxo cBake crpaue rerpaeapa ABC D onucan je kpyr. Iokazatu: ako cBa ye-
THPU KPyra UMajy MOLyIapHe MOJNyIMpevHnKe, OHAA CYy CBE UETUPHU CTPAHE MOy IapHN
TPOYTJIOBU.

5. Komucuja 3a mpyru pa3pes je 3aMuUCInUIa TET peajHux OpojeBa Ti, T, T3,
T4, T5. Hera cy s1 < s < ... < S0 Bpemnoctu 30upoBa x1 + o, T1 + T3, ...,
T4 + x5 mopebhane no Benmuunnu. Kako fem, ako cy tm mo3matu Opojesu Si, So, ... ,
$10, oapemuT Opojese X1, To, T3, T4, T5?

3. PA3PED — A xrareropuja

1. Vzpauynatu 36up

Cos T cos 2x cosnxe

cosx # 0).
cosz  cos?x cos™ x ( 70)

2. Y rxytuju ce Haudazu 10 Oemux u 20 nprux kyrauna. U3 kyTtuje ce m3Biauum,
jemHa mo jemHa, ykynHo 13 gyrawuma, 6e3 spahama. Onpenuru BeposarHohy morabaja
Jla TOCJIeIHha U3BYUeHa Kyruuna Oyae Gea.

n n
3. Heka je p mpoct u n npuponau 6poj. lokazaru na je 6poj ( ) — {] TNeJLUB
ca p. ([z] --- neo meo Gpoja x.) p p

4. Hexa je (x,) HM3 Pa3IMUUTUX OX HyJIE PEANHUX OPOjeBa KOJU 3a0BOJLABAJY

penamujy
Tp—2Tn—1
Ty =

— _Tn=2fnol —3.4,...).
2xn72 — Tp—1 (n )

JlokaszaTu ma Cy CBU UJIAHOBU OBOI HK3a Ienu OPOjeBH aKO X CaMO aKO Cy T1 U Tg
Mebycobuo jemnaru 1meau OpojeBw.
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5. Hare cy moxynapue nysu AB u A; B1. Kmu3ajyha cumerpuja G nmpeciukasa
nyx AB wma nys A1Bi, 1j. G1(A) = Ay u G1(B) = Bj; rmsajyha cumerpuja Go
npecaurasa ny:x AB ma nyx BiAj, 1j. Go(A) = By u Go(B) = A;.

(a) Hokaszaru ma cy oce kmu3ajyhux cumerpuja G u G Hopmamse Mehy cobou.
(6) Hokazatu ma je G o (G1 UEHTpaNHA CUMETPU]A.

3. Paszpen — b kareropuja

1. Iate cy tauke A(0,9), B(3,6) u cucreMm HejeaHAUNHA

2z —y+a<0,
6x + 3y — ba = 0.

3a Koje BpeIHOCTU IapaMmerpa a Ne KoopmuHare Oap jenne Tauke mysxku AB 3a10-
BOJbABATU JATU CHACTEM?

2. Axo ¢y «, § u 7y yHyTpammu yrIOBU TPOYTIA U ako je cos3a + cos30 +
cos 3y = 1, mokazaTu mga je jemaH ox yriosa «, [3, v jenmak 27/3.

3. Heka cy a, b, ¢ pasnuunty mo3utwBHM Opojesu u P(x) mosmuOoM mector
crenena. Aro je P(a) = P(—a), P(b) = P(-b), P(c¢) = P(—c), nokasatu na je
P(z) = P(—z) 3a cBaku peasas 6poj x.

4. Ilecroyrao je ommcan oko kpyra moayupeunuka 10. [lokazaru ma mocroje
tauke P u () ma pyOy mecroyria, takee ma je PQ > 21,2.

5. Oyurnuja f je neunucaHa 3a cBaku peasaH OpPOj U 3a CBAKO T U ¥ je UCIyIHEHA
jeIHAKOCT

fley) = f(@)f(y) — flz+y)+1

npu uemy je f(1) = 2.
(a) Hahu f(m), m npomssoman neo 6poj.
(6) Hahu f(r ), 7 TIPOU3BOJLAH PANUOHAJIAH OPOj.

4. PA3PED

1. Vcrn rao 82.3A.1

2. Jlar je mpaBunan 2n-toyrao. Konwko mMa omTpoyriux TPOYIJIOBA 4Ynja Cy
TeMeHa BPXOBU 2n-Toyria?

3. Ucrum rao 82.3A.3.

4. Cpaka on 9 maTux mpaBux A€M aTH KBAIPAT HA ABA YETBOPOYIJIA UUjU je
onHoc mopmuHa 2 : 3. [lokazaTu na ce HeKe TPU OJ TUX IPABUX CEKY y jelHOj TAUKW.

5. Heka cy aq, as, ..., a, mehycobno pasznmuunty menu Opojesu. IlokazaTtu na
ce TIOJMHOM

px)=(x—a)(x—az) - (xr—ap) —1

He MOKe IPEeJCTABUTH y OOJMKY IPOM3BOJA IBa IOJIMHOMA Ca IeJINM KOe(UInjeHTrMA
KOjU Cy PA3JIMYUTU OJ KOHCTAHTE.
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JIBAIIECETIIETO PEIIYBJINUKO TAKMUYEILE
Bop, 1983.

1. PA3PED

1. 3a koje BpemmocTu p u q je momumom P(x) = 22* — 23 + 22 + pr + ¢ memus
nommaom Q(z) = 22 — 3w + 27

2. Jlokazatn nvmmkammjy: 2 +y? < 2 = |z +y| < 2.

3. Tospmuua Tpaneza ABCD jemnaka je 1. Koauka je majmama mysxuma sehe
[Iujarodaje tpamnesa’

4. Hera je K cpemumre teskumue nysku CC7 tpoyria ABC u Heka je
AKNBC ={M}. Horazaru na je CM : MB=1:2.

5. Ha crony cy kmure xoje Tpeba cmakoBatu. Ako OucMo ux makosasu 1o 4, 5
niau 6, cBaku myT Ou OCTaJa IO jelHA KHWTA, a aKO0 UX MaKyjeMo 1o 7, cBe Ou Ouie
CIIAKOBAHE.

(a) Komuko majMame KBUra Moske OUTH Ha CTOIY?
(6) Hahu cBa ocrana pemema 3a 6poj Kmbura Ha CTOILY.

2. PA3PEND

1. Penmru jemnaunmy sinx + cosx + sinz cosx = 1.

2. Ilar je npasunnu terpaegap ABCD. Tauke M, N, P u (Q npunanajy pemom
usunama AD, AC', BD u BC', Tako na je

AM AN BP BQ
AD AC  BD BC
Onpemurn omsoc 3anpemuna Vapynpg u Vapep.
3. Y rymoyraom tpoyray ABC tauke Ap, By u C1 cy nommoskja BucuHa. AKO
je Tpoyrao ABC caunuan tpoyray Ay ByCy, ogpemutu yraose tpoyria ABC.
1 S 1
220 43 7 2042 — 1"
5. (a) Ipupoman 6poj n mMa Tauro 80 PA3INUUTUX NETUIANA U3 CKYTa IPUPOI-
Hux OpojeBa, yrbyuyjyhn 6pojese 1 un. Hokasatu na je mpomsson cBux 80 nenmmmiana
6poja n jemmak niv.
(6) [Ipuponan 6poj n uma Tauno 1983 paszauuuTa Kenuona U3 CKya IPUPOIHUX
bpojesa, yrmpyuyjyhu 6pojere 1 u n. Ilokazaru na je 6poj n HOTIYH KBaAPAT.

4. Pemnty HejenHaunny

3. Pa3pEm — A kateropuja

1. Y ckymy peaanux OpojeBa PEmMTH CUCTEM jeTHAUMHA

r+y==z, x2+y2:z, 22+ 2% =z
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2. dymrmmja f koja je mepuHmcaHa 3a cBe Hene OGpojeBe W y3uMa peasHe Bpe-
HOCTH 33JI0BOJbaBa YCJIOBE:
(1) f(2)f(y) = f(z+y) + f(z —y), 3a cBaxo x u y;
(2) £(0) # 0. -

Halin cBe tarse dpyurmmje f aro je: (a) f(1) = 3 (6) f(1) = V3.

3. Y kytuju ce Hanasu p benux u q npHUX Kyrauna. [lopex Tora je mara mocyna
ca IOBOJLHO IpHMX kKyriauna. Hacywmuie ce u3 kytuje Bajge mse Kyriawme. Ako cy ucte
6oje, vy KyTujy ce CTaBM IpHA KYIJWIA U3 HOCYAEe; ako Cy pasaumumtux Ooja, Gena
kyrauna ce spahia y kytujy. IlocTynak ce HacTaBba MOK Ce MOCHEIHU Tap KyTJIUIa He
73BaM 13 KyTHje U 3aTUM IIOCJEeIHha KYIJIAa He CTaBK ¥ Bby. Ronuka je BepoBaTHOhA
Ia je Ta mocJaema Kyrauna oemna?

4. Ha crpamunama CA u CB jemmakocrpanuusor tpoyria ABC ca neHTpoM
M wusabpame cy, pemom, Tauke D u E taxse ma je CD = CFE. Ako je F rtakBa
Tayka ga je verBopoyrao DM BF mapanemnorpam, mnokazatu na je tpoyrao MEF
jeTHAKOCTPAHUYAH.

5. Ilo 3aBpmeTKy jeHOr MAaXOBCKOT TYyPHUPA MCIOCTABUIO CE A je CBAKMU ydec-
HUK OCBOjUO TA4HO IOJIOBUHY CBOjUX IO€HA Mrpajynum ca mrpavuma KOjU Cy 3ay3esu
nocjienma TP MecTa. Koumko je yuecHuka 0umo Ha TYypHUDPY?

3. Pa3zpen — b kareropuja

1. Uctu kao 83.3A.1.

2. Hera cy f u g peanne QyHKIMje U 33 CBAKO PEANHO T, Y BAKU

flz+y) = f(@)f(y) — 9(x)g(y).

(a) Ako je f mepuomuuna (yHKOMja, JOKA3ATU [a je U ¢ NEPUOIUYHA.
(6) Ako je g nepuoauuna, xa jau f Mopa OuTu mepuoauuHa?

2m

3. Hahu cBa pemema jemnaunme sin®” x + cos?” & = 1, rge ¢y m 1 n IPHPOIHHA

OpojeBu o kKojux je Oap jemam Behwm ox 1.
4. Vctu rao 83.3A.4.
5. Ucru kao 83.3A.5.

4. PA3PEDO

1. Uctu kao 83.3A.1.

2. Jlat je rerpaemap ABCD. Hera Oucekropua paBan auenpa kox usune AB
ceue mBuiyy CD y taukn M. Ilokazaru nma je

MC :MD = S(ABC) : S(ABD).
(S(ABC) u S(ABD) cy nospumse tpoyriosa ABC u ABD.)
3. Ompemuty MUHUMYM (YHKIM]je
22+ y? + 22

Tr,Y,z)—=
fx,y,2) P

, z,y,z > 0.
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4. OgpemuTu neno6pojHa pememna jexHaunue x2 = 3Y + 7.

5. Ilokaszaru na 6poj (2 + )™ Huje peanan, ako je n Ipupogan Opoj.

JNBANECETIITECTO PEITYBJINUKO TAKMUUYEIHE
Huim, 1984.

1. PA3PED

1. V3zpauynaru 30up cBuX OpojeBa (POPMUPAHUX OX CBHX IEpMyTalyja Iudapa
1,2,3,4,5,6.

2. AKo cy a u b O3UTUBHYA U Pa3IMUUTA OPOjeBU, HOKA3ATU HEjeIHAKOCT

\/&+\/5<\/f+\/f.

3. Ako rauka M mpumama CUMETPAJU CIOJbAIIbLEr yria Kox Temena C Tpoyria

ABC, nmokazaru na je MA+ MB > AC + BC.

4. Y pomby ABCD ca yraom ox 60° kox Temena A, ma crpamunama AB u BC
nmare cy tauke M u N rakse na je 36up M B+ BN jennak crpanumu pomba. lokazatu
na je tpoyrao M N D jemHaroCTpaHUIHA.

5. Ucnuratu na nu je messus ca b 6O

11984 +21984 +31984 _’_41984.

2. PA3BPEND

1. Pemwru jemnaunny (a --- peasan mapamerap)

2\/m—\/m:\/a—x+ x(a + x).

2. Ha romuro ce maumna 6poj 1984 mo:ke mpeacTaBuTu Kao 30Up HEKOJIUKO y3a-
CTONHMX IPUPOAHUX OpojeBa u Koju cy To OpojeBu?

3. Heka cy a, b u ¢ nysxune cTpaHuna Tpoyria, a T, Yy U 2 PEAJHU OPOjeBU TAKBU
naje r +y+ 2z =0. Hokazaru ma je tama

a’yz + b%zx + Axy < 0.

4. Y xpyr je ymucan uerBopoyrao ABCD uuje cy mujaronase ysajaMHO HOP-
MaJiHe U ceky ce y tauku E. U3 tauke E je xoHcTpyucama HopMaJsa Ha mpaBy AD.
Ta mopmana ceue npasy BC y tauku M. Iorazaru ma je BM = MC. Oppenu-
T reoMeTpujcko Mecto Tavaka M kanm ce mmjaromasa BD mema, octajyhu mpu ToMm
HopMmaJia Ha AC.

5. Axo cy y TeTpaenpy Ay:KM KOje Clajajy CpeIullTa HACIPAMHUX UBUIA y3ajaMHO
HODMAJIHE, HOKA3aTu Aa je 30Mp MBUYHUX YIJIOBA y CBAKOM TEMEHY TeTpaeApa jeIHAK
180°.
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3. PA3PED — A xrareropuja
1. Hera cy A, B u C yrumosu tpoyraa. Ako je
sin? A 4 sin® B +sin? C _
cos? A + cos? B + cos? C
MOKA3aTH [a je Taj TPOyrao MpaBOyIJIM.

)

— 32n71 _ 2n71

2. OppemuTy cBe UYJaHOBE HU3A G , n € N roju cy mornyHu

KBaIPATH.

3. Komrka ce Gama Bumie myTa u ca x; O3Ha4YaBa OpOj KOju mamHe y ¢-TOM Oa-
namy. 3a npuponan 6poj n omaunmmo ca p(n) BeposarHohy ma mocroju k Takso xa je
1+ x2 + -+ x = n. Oxpenutu n 3a koje je p(n) najsehe.

4. Y mujaMeTpaJsHo CympoTHUM Taukama A m B kpyra k KoHCTpyucaHe Cy TaH-
TeHTe TOT Kpyra pj; U po, pecuektuBHo. Heka je C' mpow3BosbHA Tauyka TIpaBe Pi
paszmuunra on A, D u E Ttauke y kojuMa Ipom3BOJbHA IpaBa Koja canp:ku C cede
kpyr k u F nomupua Tauka kpyra k u Tanrenre u3 C' koja je paznuuura on pi. AKO
cy M, Hu K, tum pemoM, Tauke y kojuma npase AFE, AF u AD cexy mpaBy po,
nokazatu na je MH = HK.

5. Jlar je mpaBoyraoHmk ca crpammmama ¢ = 3 + 2v/2, b = 1. Jlokazaru ma ce
[IPABOYTAOHUK MOKe IIOJEJIUTH Ha YeTUPU Mamha (Ca ABe IpaBe NapaJieliHe CTPAHUIAMA
IPABOYTAOHMKA) TAKO Aa MOBPIIMHA jeIHOT Oyne He Mama Of 2, & Ja MOBPIIMHE OCTAJA
Tpu Oyny He mame onm 1. JlokasaTu ma je TakBa momesna HeMOryha ako CMAamUMO
CTPAHUIY a.

Paspen — b xareropuja

3.
1. Uctu kao 84.3A.1.
2. Uctu rao 84.3A.2.

3. Iar je trerpaemap ABCD. Wspasutu pacrojame Temena D on rexkumra T’
crpane ABC y ¢yHKIZju OX IOysKUHA WBUNA TOT TETPAEIPA.

4. Hahu cBe peanne Gpojese a u b 3a Koje CUCTEM jeTHAUUHA
Yz +z=a,
ryz? + 2 =b,
2 +yP 422 =4
UMa Ta4HO jeJHO pellele Yy CKYIy PeasHuX Opojesa.
5. Ucrm kao 84.3A.5.

4. PA3PED

1. Hera je n mpupoman 6poju 0 < x; < 13ai=1,2,...,n. lokazaru na Baxu

HEjeTHAKOCT
n

n 2
<1 n le) >4y a2
i=1 i=1
Kana Basu jemmaxocr?
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2. Oxpemurtu cBe MapoBe IPUPOIHUX OpojeBa (x,Yy) 3a Koje je 6poj 2Y + 1 memus
opojem 2% — 1.

3. Pemutu y mo3utuBHUM O6POjeBUMA CUCTEM jeTHAUMHA

Tyt x2t o =9,

4. Vectu xao 84.3A.4

5. Iloraszatu na 3a cBaku npupojad 6poj n nonckynosu ckyna {1,2,...,n} mMory
nma ce mopebajy y HM3 Tako ga je CHUMETPUUHA DA3iMKa CBaKa [Ba y3aCTONHA UTaHA
HU3a jeHOWIAH CKYI, Tj. TAKO Oa Ce CBAKW UJIAH HWU3a, CEM HPBOL, U3 IPETXOLHOT
nobuja mim NOJABAmEM WM OIy3UMAHeM je[HOT ejgeMeHTa Ckyma {1,2,...,n}

JIBAITECETCEIMO PEIIYBJIMYKO TAKMNYEILE
TPCTEHUK, 1985.

1. PA3PER
1. Hoxkasatu na mHuje moryhe cBe mpupoxsae Opojee on 1 mo 1985 mammcatu y
HEKOM TOPETKY TaKo ma mobujeru O6poj Oyme MOTIyH KBAIpAT.

2. Hahu cBa pemema jennaunue

y CKyIly IPUPOJHUX Opojesa.
3. IorazaTtu HejeTHAKOCT
1 1 1
51v3 svB+avs T @ntlvan i+ @n-Dvan Tl
4. Jlat je xousekcan uetsopoyrao ABCD. Ilokasatu ma ce KpyrOBU YIMCAHU Y

tpoyriose ABC u AC'D nomupyjy ako 1 caMo ako ¢y 30MpOBM HACIPAMHUX CTPAHMANA
TOT YETBOPOYTJA j€THAKU.

<1
5"

5. Y paBHU je IaTO n Tayaka TaKO Ia Cy CBa muxoBa MehycobHa pacrojama pa-
3muunra. AKO je 13 CBake Tauke KOHCTPYWUCAHA YK IO HOj HajOIMKe Tauke, JOKA3aTH
Jla HU U3 jelHe Tauyke He MOMKe IIOJA3UTU BUIIE O IeT TAKBUX LyiKHU.

2. PA3PEnND

1. Hexka cy KBaIpaTHUA TPUHOMH a1 L2 42012+ c1 1 asx? +2bo + ¢o TO3UTUBHY 32
cBe BpemHocTy x. JlOKa3aTy 1 je Tama U TPUHOM G1Gex> + 2b1boT + c1cy mO3UTHBAK
38 CBAKO .

2. Ompemuru cBe yetBopomudpere 6pojese abed Takro na je

abed = 5((ab)® + (d + 1)?).
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3. Kpyrosu moaynpeunuxka 2, 3 u 4 noaupyjy ce cmospa. OnpemuTu TONTyIpEUHK
KpyTa KOjU CaApP:KU TOAWPHE TAauKe NATUX KPYTOBA.

4. Y rtpocrpanoj mupamumu ABCD nomuoxje sucune DH je opromentap H
ocaose ABC'. Ilokazatu na ce sucune AE, BF, CG u DH rte nupamume Ceky y
jemHOj TayKu.

5. Ilar je romBekcan 1985-toyrao uuju je odum 2500. IlokazaTu ma Heka TpuU
TeMeHa IaTor MHOroyria oxpelyjy Tpoyrao umja je HOBPUIIMHA Malba OX jeIaH.

3. PA3PED — A xrareropuja

1. Hahwu cBa nemobpojra pememna jegnaunue 2° = 3Y 4 1.

2. IHokasaru ma 3a x # km (k -- meo 6poj) u cBe npupoame GpojeBe n BakKu
HEjeTHAKOCT

1
| cos

n

|cosx — cos 2z 4 cos 3z — - - - 4 (—1)" ! cosnx| <

B
3. Ompemuty MpaBOyraOHWK MUHUMAJHE MOBPIIMHE KOJU MOKPUBA JATU TPOYTAO
ABC.
4. Heka cy BCA,1As, CAB1 By, ABC,Cs5 kBagparu man crpanunama BC, CA,
AB tpoyria ABC u Ban mera u neka cy AB1A'Cy, BC1B’' Ay u CA1C' By napasein-
orpamu.
(a) Horaszaru na cy nysu BC u AA’ nonynapue, a npase BC' u AA" nopmaue.
(6) Horazatu ma tpoyriaosu ABC u A'B'C’ umajy 3ajeIHUYKO TEKUIITE.

5. Uctu kao 85.2.5.

(SIS

PA3rPEm — b rareropuja
Wcerm xao 85.3A.1.
Wctu rao 85.3A.2.
Ucru xao 85.3A.3.

Pemury cucrem jennaunsa

Lol o

T1+ax0+23=6, xo4+2x3+T4=9, a3+ x4+ 25=23,
T4+ T5+w6 =—3, T5+wT6t+T7=-9, T6+az7+T=-2
x7+ a1+ 20 = 2.

5. Ako cy Gpojesu 3z, 3y, —x y unrepsaiy [a,b], morazatu ma je u 6poj x +y
y TOM UHTEPBAILY.

4. PA3PED

1. Vcru rao 85.3A.1.

2. Hexa je f(z) = ax® +bx +c. Axo3a —1 < o < 1 Bawnm | f()| < 1, norasarm
na je 2a + b < 4.
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3. Ucrtu xao 85.3A.3.
4. VNcru xao 85.3A 4.

5. llara je romka ABCDEFGH. FKoauko uMa pas3iuuuTUX 7N-TOPKU
(A, Xo,...,X,—1,A) unja cy cBaka ABa y3aCTOIHA UIAHA CyCEJHA TEMEHA KOUKe?!

JBAINECETOCMO PEIIYBJIMUKO TAKMUYEILE
TuTtoBO Y:KUIIE, 1986.

1. PA3PEN

1. Ha mm je 6poj 2'°%6 4+ 1 mpocr mmm cnomen? OGpasIoKUTH 0ATOBOP.

2. Axo cy a, b u ¢ mo3uruBHU peasHu OpojeBu, TakBu ga je a + b+ c = 1,
[OKA3ATH Ja BAXKN HEjeTHAKOCT

()02

3. Heka je H oprouenrap omrpoyraor tpoyriaa ABC. O3HauuMo cpemamra
nyxu AH, BH, BC' u AC, pemom, ca My, My, M3 u My. Ilokazatu ma je ueTBOp-
oyrao My Mo M3 M, npaBOyraoHUK.

Kana Basxku jemmaroct?

4. Ywuyrap rouekcHor uerBopoyria ABCD mara je tauka N, TakBa na je
uyerBopoyrao ABN D mapasenorpam. Aro je ZCBN = ZCDN, nokazatu na je
/ACD = /BCN.

5. Y paBuu je mato n tadaka. Heke on mux cy cmojene myskmma. JlokazaTtu na
nocToje Oap ABe Tauke M3 KOjUX [OJA3U jelHAK OpOj Ly»KU.

2. PA3PEND

1. Heka cy p u q peanuu 6pojesu. [lokazatu na HejemHaumHa
9 1
|z + px +¢q| < 5

MOKE MMATH HAjBUIIE ABa 1Mea00pOojHA pelena.

2. Axo ¢y a, b, c u d nosutuBHM peasuu Gpojesu, Taksu na je a+b+c+d =1,
MOKA3aTU HejeTHAKOCT

GGG

Kana Baxu jemaaxoct?

n(n+1)

5 — 1 mpocr.

3. Ompemuru cBe mpupomse Gpojese n 3a koje je 6poj
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4. Hera je AB teruBa kpyra k, a t1 u to Tanrenre Ha Kpyr k y Taukama A u B.
Axo cy X, Y u Z momHOkja HOpMaJja 43 NPOU3BOJLHE Tauke P kpyra k, pemoMm Ha
AB, t| u tg, nokazaru ga je PX = PY - PZ.

5. Iat je rerpaegap ABCD y kome je AB L C'D. Heka ce noppmune Tpoyriosa
CAB u DAB omuoce ka0 m : n. OQgpeauru 0JHOC Y KOME CUMETPHUjCKa PABAH AUeApa
koju je ompeben oBum TpoyriaoBuMa neau 3ampemuny terpaenpa ABCD.

3. PA3PED — A xrareropuja

1. Jlokasatu ga He mocToje MehycoOHO pasauyuTu NpUpPOIHU OPOjeBU T U Y,
TaKBU 14 je

2. Hahwu cBe peasne 6pojeBe  3a Koje BaKU

1
1+ =z,

1+
14—

1
14 =
x

rJe ce pa3joMauka npra mojasiyje 1986 myra.

3. Ha jemmrnunoj kpysxHmIm naro je m radaka. [lokazarum ma 30up KBamparta
cBux ayxu onpebenux TuM taurama Huje Behu on n2.

4. Jara je rauka P yuyrap tpoyraa ABC. Hera cy m, n u p mpase cuMeTpudHe
npasum AP, BP u CP, penoM y OmHOCY HA CUMETpAajie YHYTPAIIMLUX YIJIOBA KO
remena A, B u C' tpoyrna ABC. Ilokazatu ma ce mpaBe m, N U P CEKY Yy jeIHO]
TaUKU.

5. Tpu urpaua A, B u C, ucre cHare, urpajy TyPHUP y CTOHOM TeHUCY. IIpBYy
naprujy urpajy A u B, a C je caoboman. Ipyry naprujy urpajy C u mobeaHur
upse napruje. Csaky cnenelly mapTtujy wurpajy moGemHur u CI000IHA U3 IPETXOIHE
napruje. Pesynrar 0mmno koje mapTuje He 3aBUCH OJ Pe3yJITaTa OCTAJUX IapTHja.
Typuup ce 3aBpmaBa Kaga jegad on urpada gobuje ase mapruje 3a penoM (mobenom
tor urpava). Ozxpenutu BepoBatHolly noGene Ha TYPHUPY 3a CBAKOI Urpava.

3. Pa3pen — Db rareropuja

1. Uctu kao 86.3A.1.

2. Hahu 6ap jemam moamHOM C 1eq0OpOjHUM KOE(PUIUjEHTUMA UUjU je jedaH Of
KopeHna 6poj V2 — /3.

3. Uctu rao 86.3A.3.

4. Ucru kao 86.3A.4.
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5. Hexka cy a, b, ¢, m, n, p neau 6pojesu. Ilokazatu ga je x = y = z = 0 jemuno
pememe cucreMa

%x:aermerz,
3y =z +by+nz,
%z:px—i—y—&—cz.

PaA3PEND

Weru kao 86.3A.1.
Vcrtu kao 86.3A.2.
Uctu xao 86.3A.3.

4. U3 ceakor ox n mmmioBa (O KOJUX CBAKM CAIPKU jeHAK OpPOj UPHUX U
IPBEHUX KapaTa) CIydajHo ce OUpa mo jefHa KapTa M Tako (OPMUPA HOBU MM KOJU
CAmp:KU N Kapara. 3aTUM Ce U3 TOT MIMUIa CIy4YajHo Oupa m Kapara, je[Ha 10 jeIHa,

Sl A

ca Bpahiamem y mmui. Axo mehy m Tako Oupanux kaparta Huje OmI0 HUjeIoHE IpHE
KapTe, oApemuTH BepoBarHONy morabaja ma mmma om n Kapara HE CAAPKUA IPHUX
Kapara.

5. Ckyn M = {1,2,3,...,2n — 1,2n} mpexncrasmen je y 00nKy yHU]e CKyIOBa
A={ai,az2,...,a,} u B ={b1,ba,...,b,}. Hpernocrasumo na je a1 < ag < --- <
ap 1 by > by > - >b,. Iorazatu na je

n
Z |ak — bk| = ?7,2.
k=1

JIBAITECETIEBETO PEIIYBJIMUKO TAKMNYEILE
APAHBEJIOBAIL, 1987.

1. PA3PEN

1. Hahu cBa nenobpojua pemema jeanaunue xy = x + y + 1.

2. Jlokazaru ma 3a cBe mpupoaHe OpojeBe N BayKU HEjeTHAKOCT
nos n—1 |
n" > 2 -nl.

3. Ha 3umoBuma uyacoBHMUApPCKe pamme Hamasu ce 1987 yBer TauHUX CATOBA.
IlorazaTtu ma 3a cBaky Tauky M y yHyTPAIIBOCTU Palimhe MOCTOjU TPEHYTaK Kajga je
306up pacrojama Te Tayke OO IEHTapa CBUX CATOBA MamU OX 30Upa pacTojama Tauke
M 1o BpXOBa CBUX MUHYTHUX Ka3aJbKMU.

4. Kousmro nma nmepmyramuja opojesa 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, TrakBux na jeauHumna
HUje Ha TMPBOM MECTy, IBOjKa HHUje HA jeTHOM OJ IpBa OBAa MECTa W TPOjKa HUje Ha
jeIHOM O] IpBa TPU MecTa?
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5. Ileroyrao ABCDFE uma jennake CTpasule, a 3a HETOBE YIVIOBE BajKU
LA>/B>/C > /4D > LE.
Ilokazatu na je meroyrao mpaBUIaH.

2. PA3PER

1. Hexa je a mpuponan 6poj, takas ma a'°%”

Hahwu ocrarak koju npu gememy ca b maje 6poj a.

naje ocratak 4 Ipu melbemy ca .

2. JlokazaTtu ma 3a CBaKU MO3UTUBAH OPOj T BaKu

57+

([t] je majsehin ueo 6poj ne Behin ox ¢.)

3. Hexka je f(x) = az? + bxr + ¢ (a, b, c, v --- peammu 6pojesm). Axo 3a |z| < 1
Bakn |f(x)| < 1, moraszaru ma 3a |x| < 2 sawu |f(z)] < 7.

4. Ocmoyrao A1 AsAs ... Ag je ynucan y kpyr u Baskn AjAs || AsAs, A2As ||
A6A7, A3A4 || A7A8. Ilokazatu na je AgAl = A4A5.

5. Hat je terpaemap ABCD uuje cy cTpane HOayAapHA TPOYIIOBU Ca CTPAHU-
nama a, b, c. V3pauymaTu 3anmpeMuHy OKTaenpa umja Cy TeMeHa CPeNuINTa UBUIA
JATOT TETPaeIpa.

3. PA3PED — A xrareropuja
1. Hexra je n npuponan 6poj u «v, 3 u y yrnosu tpoyria. Jlokazatu na je

o B v L
tg" — +ctg" = 4ctg" - >3 2
ctg 2Jrcg 2+cg 5 7
2. [lat je reruBan yerBopoyrao ABCD. Heka cy K, L, M u N, tum penowm,
HOAHOXja HOpMaJa u3 mpeceka S mujaromana AC u BD ma npase AB, BC, CD
u DA. Ilokazatu na ce y uerBopoyrao K LM N moxe ynucartu Kpyr.

3. Y mpoctopy cy nmare mpaBa p u Tauke A u B tako ma cy upase AB u p
mumonnazue. Ako cy tauke A m B nomjemHako ymajbeHe OJ IpaBe p, IOKAa3aTh Ja
3ajenHnyka HopMasa npasux AB u p momosu nyxk AB.

4. Koumko mMma n-TomudpeHrx TPUPOIHUX OpojeBa umjn je 30up mudapa jen-
Hag 117

5. Iara je neropka (1,2,3,4,5). HoBy meropky (opMUpamMo Tako MTO IPOU3-
BOJLHE UETUPU KOOPIMHATE CTape MeTOPKe, O3HAUMMO WX Ca X, Y, 2 U t, 3aMEHUMO
OpojeBumMa

1 1 1 1
Sryte—t), Sety—z+t), s@oy+a+t), S(caty+a+),

Ila nu ce BUMECTPYKUM MOHABJ/BAEKHEM OBOT IIOCTYIKA MOeE NOOWTH IEeTOPKA!

(a) (=1,3,5,7,9); (6) (0,2,3,4,6)?
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3. Pa3zpen — Db rareropuja

1. Vcrtu xkao 87.3A.1.

2. Jlar je TeTMBAH IOJUIOH ca HemapHUM OpojeMm crpanuma. AKO cy My CBU
YHYTPAIILY YTJIOBU jeTHAKU, JOKA3aTU N je OH IPABUJIAH.

3. Iloxkazatu ga CUCTEM jeIHAYMHA

|z + [yl =1,
ax +by+c=0

HEMa Dellermha aKo U CaMo aKo Cy CBU OpojeBu ¢+ a, ¢ — a, ¢ + b, ¢ — b uctor 3Haxa.
4. Ucrn rao 87.3A.4.
5. Vctu xao 87.3A.5(a).

4. PA3PEID
1. Hera cy myne 1, T2, 3 nomuaoma P(x) = 23 + ax? + bx + ¢ nosuTusHe.
IokazaTu ga je b? = 3ac ako u caMo ako je T = Ty = T3.

2. Ucru xao 87.3A.2.

3. Hahu makcumanany TMOBPIIUHY OPTOTOHAJIHE MPOjEKIMje TPABUIHOT TETPaeapa
VBUIE @ HA PaBaH 7.

4. Ncru xao 87.3A 4.
5. Mcru rao 87.3A.5.

TPNOECETO PEIIYBJIMUYUKO TAKMNYEILE
BrAmE, 1988.

1. PA3PEN

1. U3 kBazgpata quMeH3uja 7 X 7 uCedeH
je jeman kBamparnh kKao Ha caumu. JlokaszaTu
Ia ce nobujeHa Gurypa He MOMKE HOIEIUTH HA
ocaM IOIyIapHUX [NEN0BA, TaKO NA je CBAaKU
OJl TUX JeJIOBa yHHUja mecT kBaaparuha 1 X 1.

2. Axo cy a, b, ¢ ny:kuHe cTpaHuia TPOyIJia, AOKA3aTH 1A je

a n b n c S
b+c—a cH+a—-b a+b—c”

3. Hexa cy L u M penom Tauke y KOjuMa CUMeTpAJe YHYTPAIILET U CIOJLAIIEET
yraa ca temenom C Tpoyriaa ABC cexy nmpaBy AB. Axo je CL = CM, nokasaru na

je AC? + BC? = 4r?%, rue je r mysuHA TOJNYIPEYHMKA KPYTa OMACAHOI OKO TPOYTJIA
ABC.
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4. Y pasuu je nart kousekcan yersopoyrao ABCD. Han crpanunama AB u C'D
ca yHyTpamme crpare u Hax crpamunama BC u AD ca cnomamme ctpase (y 0mHO-
cy Ha yerBopoyrao ABCD) KOHCTPyUCAHM Cy DPENOM jeJHAKOCTPAHUYHU TPOYTIIOBU
ABQ, CDN, BCM u ADP. Ilokazatu na je uyerBopoyrao M QPN mapanensorpam.

5. Oapemutu cBe peasHe OpojeBe T 3a KOje BaKU

{2} = %&L(@’

rze je [z] najselin neo 6poj me sehu ox z, {z} =z — [2] n () = [z + 3].

2. PA3PEnND

1. (a) Har je xpampatau tpunoM f(x) = az? + bx + ¢ Takas ma 3a —1 <z < 1
Bakn |f(z)| < 1. Hokazatu na je |a| < 2.
(6) Onpemutu 6ap jeman Tpurom f(z) = ax? + bx + ¢, Takas na Baxu |a| = 2
nlf(z)]<lza-1<z<L

2. Ako ¢y «, [ u y yrioBu Tpoyria, JOKa3aTH Ia je
Vsin « n Vsin g
Vsinf 4 v/siny — Vsina  y/siny + Vsina — /sin 3

n \/sin vy S 3
Vsina + 4/sin § — y/siny -
3. Kpyr k1 nomupyje kpyr k usuyrpa y tauku C. Heka je M mpou3sBoJbHa Tauka

kpyra ki pasmuuura on C. Tamrenra kpyra ki y tauku M ceue kpyr k y Taukama A
u B. Ilorazaru na je LZACM = ZMCB.

4. Vcrtu xao 88.1.5.

5. Heka je ABCD mupasoyriu teTpaemap, KOX KOra Cy CBU WBUYHU YIJIOBU
kox temena C mpasu u Heka je M rmauka koja mpumana ctparu ABC u jemnako je
ynamena on usuna AB, BC u CD, a N rauka koja npunazna crpasu BC'D u jennako
je ymamena on usuna AB, BC' u CD. Axo je AC = a, BC = b, u3pauyHatu Ly:KUHY
nysxu MN.

3. PA3PEnD — A xareropuja u 4. PA3ZPEI
1. Y pasuu je nato n > 5 kpyrosa. CBaka Tpu Of BUX UMAjy 3ajeIHAUKY TAUKY.
IlokazaTu ma CBUX N KPyroBa MMajy 3ajeIHUYKY TAUKY.

2. YHyTtap KBaaparta cTpanuie 1 HAIa3M ce MPOCTA MOJUTOHAJHA, JIMHA]A TY:KIHE
1000. HorasaTu ma mocToju mpasa Koja cede oBy juHHjy Oap y 500 rauaxa.

3. Hexka je (F,,) Pubonaunjen Huz:
F]_:Fg:l, Fn+2:Fn+Fn+17 3&7121.
Osnaunmo ca f, mocnemwy mudpy y AekamaoM samacy 6poja Fy,. Ila au noctoju

. htfett fa
lim ?

n—oo n
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4. JlokasaTu na 3a NO3UTUBHE OPOjeBe A1, A3, - .. , Gp BAKU
n+1
. < 1 ar+az+---+ay
min a; < — .
1<j<n 7 U/ n+1

Kana Bawxku jemmaroct?

5. Hatu cy npuponuu 6pojeBu m, n u k. Romuro nma k-xombunanuja X esne-
meHata ckyma {1,2,...,n}, TaKBUX 1a 3a DA3NUUYNTE eJeMeHTe L U Y CKyma X Baku
|z —y| > m?

. Pa3pEn — D rareropuja

3

1. Vcru rao 88.3A.1.
2. Hcru rao 88.3A.2.
3

. Ako je n mpuponan 6poj u x Huje neaoOpoOjHM yMHO:KAK Opoja 7, HOKa3aTu

1 1 1 tg(n + 1)z —tgx
cosx +cos3xr  cosx + cosbr cosx + cos(2n + 1)x 2sinx

4. [ara je dynrumja f: R — R, raksa na 3a ceako x € R Bawxn

flx+1)= ;Ei;_g

Hokazarn na je GpyHEm@ja f mepuogudHa.

5. Ha rosmko HauwmHa Tabnuma m X m MOxe Oa ce mOmyHU OpojeBmMa 1 m —1,
TaKO Ja IPOM3BOJ OpOjeBa y CBaKO] BPCTU M CBaKO] KoJoHU Oyme —17

TPMAOECETIIPBO PEIIYBJIMYUKO TAKMWNYEIGE
CBETO3APEBO, 1989.

1. PA3PEND

1. Jloka3artu ma 3a cBe peasne OpojeBe x Takse ma je 0 < x < 1 u cBe mpupoaHe
OpojeBe N BaKU HEjeTHAKOCT

1 —gntl! 1—am

<
n—+1 n

2. Hahu cBa pemema jennaunue

5+6x_15x—7
8 5

rae je [t] osnara 3a majsehn meo 6poj roju muje Behin ox t.
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3. IHar je ksagpar ABCD. Ha crpanunama BC u CD nare cy tauke M u N
rako 1a je ZM AN = 45°. Kopucrehu caMo emup, KOHCTPYUCATH HOPMAIY U3 TAUKe
A na mpasy M N.

4. Herka cy M u N nommo:xja HOpMaJsia u3 TeMeHa A Ha cuMeTpase CIOJbAIImUX
yraosa y temenuma B u C tpoyraa ABC. Ilokasaru ga je nysx M N jenHara mosy-
obumy Tpoyraa ABC.

5. Ha jemmom mebhynapomuom ckymy mamia ce rpyna Ilnanamna, unamna, Monro-
n1a u Bujernamana, ykynaO 21 ocoba. Ileropo on mux roopu mmancku, 14 duncku, 14
mouroicku u 10 Bujernamcku. Jeman Illmaman roBopu camo ¢Boj mMarepmu je3uk. lBa
duHIA TOBOPE MOHTOJICKMA ¥ BUjETHAMCKU, aJu He roBope mmaHcku. O OCTaJuX HUKO
He roBopyu Bume ox ABa je3mka. OcaM jbyan roBopm (UHCKA M MOHTOJICKHM. Kommko
[[Tnanama roBopy BUjETHAMCKU !

2. PA3PERD
1. OmpenuTu cBa peasiHa pellemha jeTHaurnHe
197 . 892" — 19. 89.

2. Ilat je kpyr K(O, R) u tauka A ussan kpyra. Heka npasa OA cede Kpyr y
raukama M u N, mpu uemy je Tauka M uamely Tavaka O u A, u meka je B rauka

AM  BM

i . — R2 e - — 7

ny:xu MO. Axo je AO - BO = R*, nokazatu na je AN — BN

BETET)
1 2 n—1 n

f(0>+f(>+f<)+---+f()+f(),
n n n n

rae je n mpupoman 6poj.

3. Hexka je f(x) W3pauyrarn 36up

4. Ogpemuru cBe BPEJHOCTH PEANHOT IapaMeTpa @ TAKO 4 je 3a CBe X U3
unrepsana [—1,1] 3an0B0/meHA HEjeIHAKOCT

ar® +2(a+ 1)z +a—4<0.
5. Uctn xao 89.1.5.

3. PA3PEnD — A xareropuja u 4. PA3ZPEI

1. Heka cy n u k npuponun 6pojesu u n > 1. JlokazaTu HejeTHAKOCT
”\/n+ Yn+--+ Yn<2
k

2. JlokazaTy ma 3a CBaKU IPUPONAH OPOj n HOCTOju mpupogan 6poj m u 6pojesu
€1, €2y -- -, Cm € {—1,1}, TakBu 1A BaKM jeTHAKOCT

n=ci-124cy- 22+ +¢p-mc
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3. Ha crpanunama AB u AC tpoyraa ABC' mare cy penom tauke K u L, Takse
KB LC

AK AL

4. Csaka crpana moJuenpa o0OjeHa je MIABOM WJIU IPBEHOM 00jOM, Tako 1a
HUKOje [IBe CTPaHe Koje MMajy 3ajefHNYKy WBUIY HUCY obojeHe mctoM OojoM. Ako je
mwraBoM 60joM obojena Behia MOBpImIZHA HErO IPBEHOM, OHIA CE y HOJMENAD HE MOKe
youcatu cdhepa. Ilorazaru!

Jla BN = 1. lorazaru na texumre tpoyrna ABC npunana nysxu K L.

5. Komuko uma nepmyranuja (p1,pa,...,Pn) ckyma {1,2,... ,n} 3a koje 36up
[p1 = 1+ [p2 = 2]+ -+ + [pn — 1l

“Ma MaKCUMAJIHY Bpe,HHOCT?

PaA3pPEn — b kateropuja

Wcrm kao 89.3A.1.
Uern kao 89.3A.2.
. et kao 89.3A.3.
. Ioxaszatu ma je tg37°30' = V6 + V3 — V2 — 2.

5. Ha maxoBcKOM IPBEHCTBY IMKOJE yYECTBOBAJIO je MO HEKOMMKO yueHuka | u 11
paspena. Caka IBa yUeHUKA Cy OJWIpaJa IO jeJHYy MApPTHUjy U HUjeIHA HapTuja Huje
3aBpmena pemujeM. Cpaku yuenuk | paspena mobenmo je 6ap jemsor u m3rybwo 6ap
on jemnor yuenuka Il paspema. Csaku yuenuk II paspema mobemuo je 6ap jemsor u
u3rybuo 6ap on jemmor yuenuka I paspena. Ilokaszatu ma mocroje yuenunu A, u As
u3 1| paspena u yuenmin By u By u3 Il paspena, taksu ga Baxku: A je mobemuo B
u usrybuo on Bsy; As je nobeauo By u usrybuo on By .

S

TPMAOECETAPYTO PEIIYBJIMUYKO TAKMUNYEILGE
Kianoso, 1990.

1. PA3PEND

1. Ompemuru cBe mpocTe Gpojese p u ¢ Tako mda je p? — 2¢% = 1.

2. Y yuyrpammoctu omrpoyrior tpoyraa ABC mara je rauka P, Tako ma je
/APB = /ACB +60°, /BPC = /BAC+60°, ZCPA=/CBA+ 60°.

Heka cy P,, P, u P, momuo:xja Hopmana u3 tauke P pemom ua crpanune BC, CA u
AB tpoyraa ABC. Wspauynaru yriaose tpoyraa Py P, P,.

3. IorasaTu Jga mOCTOju HPUPOZAaH Opoj m, Takae na je 6poj 3" — 1 memus
ca 1990.

4. Hare cy hl,, h; u h/, penom mpase cumerpuune BucuHama Tpoyria ABC'y
oaHocy Ha cuMerpaie yriaosa kox remena A, B u C. IlokasaTu na ce mpase hl, hy u
h. cexy y jenHoj TauKu.

5. Axo je a + b+ c = 6, noxazatu 1a je a® + b% + ¢ > 12.
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2. PA3PED
1. Axo cy 6pojesu 2a, a+b 1 ¢ mean, TOKA3aTH 4a KBA,APATHN TPHHOM ax> +bx+c
3a CBe IeJ00POjHe BPEIHOCTHU X y3UMa 1ea00pojHe BPeIHOCTH.

2. Koucrpyucaru tpane3s ABCD (AB || CD) ako cy marte yerupu tauke M, N,
OuP (MN L OP), rako na cy M u N cpenumra gpaxosa AD u BC, O upecek
mujaronasa AC u BD, a P taura npase AB.

3. Heka cy a, b, ¢ peansu GpojeBu, TakBu na jenHaumie ax’ + bx +c¢ = 0 u
—ax? 4+ br + ¢ = 0 umajy peamna pemema. AKo je r 6mI0 Koje pememe Ipse, a S
fuio Koje pemene Opyre jeaHadue (s > ), NOKA3ATH Ja MHTEPBAI [r, S| camp:xu 6ap

jEeIHO pelleme jeTHaunHe ng +bxr+c=0.
4. Pemnrn jennauuny 227 4 47" 4 2564 = 3. 16%".
5. Heka je ABC upasoyrau tpoyrao (ZC = 90°), CD Bucuma tpoyria u

K rauka pasuu Tpoyria, taksa na je AK = AC. Ilokasatu na je TpeuHUK Kpyra
onmcanor oko Tpoyria ABK | koju canp:ku tauky A, mopmanan Ha mpaBy DK.

3. PA3PEND

1. Hera je 0 < a < b < c<d< e [okazaru ma je
d e

e bpepdyeya biedy

b ¢ d e a’ e a b ¢ d

2. Jloka3aTu Ia ce CBAKM TPOYTA0 MOME OPTOTOHAJHUM IIPOjeKTOBAHEM IIPeC-
JUKATH Ha jeJHAKOCTPAHMYAH TPOYTAO.

3. Hexra je n mpupogan 6poj Behu onm 2. Ilokazatu ma je k = n — 1 HajMama
BPEHOCT IPUPOAHOr Opoja k 3a KOjy Baku
,'3 .'2
33 >27
g
k n

4. Onpemutu cBe Tpojke (,Yy, z) peamHux 6PoOjeBa 3a KOje BaKu
2 + 2%y = v, 2y + y?z = z, 2z + 2%x = .

5. Jloka3aTy a 3a CBAKWM IPUpOMAaH 6poj n jemmaumue x2+y? = nu x2+y? = 2n
“Majy jemHak Opoj mesoOpOjHUX pelema.

. PA3PEnD

. Ucru kao 90.3.1.
. Uctn xao 90.3.2.
. Uctn rao 90.3.3.

4. Jloxkazatu na ce monuHOM & + 4 MOKe IPEICTABUTH ¥ O0JIMKY IPOU3BOAA IBA
HEKOHCTAHTHA IOJMHOMA Ca IeJIUM KOe(QUIMjeHTUMa aKo U caMo aKo je N OeJLUBO ca 4.

W N =R
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5. V3Boau ce HK3 HE3aBUCHUX Oalama XOMOTEHE KOIKe 3a UIDY Yuje Cy CTpaHe
HyMepucane Opojesuma 1, 2, 3, 4, 5, 6. Uspauynaru BepoBarnohy morabaja ma hie
ce MmecTUla MOjaBATH ABA IyTa y3aCTONIHO Ipe Hero IITO ce HemapaH Opoj mojaBu Tpu
IyTa y3aCTOIHO.

TPUAECETTPERE PEIIYGBJIMUKO TAKMUYEILE
Beorran, ComsopP, 1991.

1. PA3PED

1. M3pauyHaTu yriose jeIHAKOKPAKOTI TPOYIJa KOX KOTA CY CPEIUNITa ONUCAHOT
KpyTa ¥ Kpyra KOju NONUPYje OCHOBUIYY U IPOLYKETKEe KPAKOBA CUMETPUYHA Y OIHOCY
Ha OCHOBHUILy TPOYTLJIA.

2. Hahiu cBe mpocre Gpojese p, g, r Koju 3am0BosbaBajy jemaaunny p? + gP = r.

3. Hera cy A;, By, C1 momHO%ja HOpMAaJa KOHCTPYUCAHUX U3 TPOU3BOJLHE TAUKE
M wa crpanune BC, CA u AB tpoyraa ABC. Jlokasatu ma ce mpase oxpebene
cpemumtumMa ayxu MA u B1Cy, MB u C1 Ay, MC u Ay By, cexy y jeaHOj TAuKu.

4. Hahwu cse mapose npupomuux 6pojesa m, n (m # n) 3a Koje BaKU:
(i) apurmernuka cpemuma Gpojesa m u n je mBomuper 6poj;
(ii) ako mudppama TOr GPOja 3aMEHUMO MeCTa, NOOUjaMO TeOMETPUjCKY CPeIrHy
O6pojeBa m u n.

2. PA3PERN
. 1 1
1. IlorazaTu ma jemHavumna — — — =
T

Y
ckyny N, ako u camMo ako je m mpoct Opoj.

1 .
— (n € N) uMa jeIUHCTBEHO pememe y
n

2. Hanx crpanunama omrpoyriaor tpoyria ABC, KOHCTpyUCaHa Cy CIOJba TPU
mebhycobuo camuna tpoyraa ACY B, BA;C, CB; A rako na je

Horaszatu na ce kpyrosu omucanu oko tpoyriosa AC1B, BA1C' u CB1A ceky y
jenHoj Tauku, Koja je mpecek npasux AA;, BBy, CCh.

3. Pemuru jemmaunny 222 + [x] = ot

4. Heka cy M,, u N,, pemom tauke ua crpanunama AC' u BC' tpoyraa ABC,
rakee na je CM, = EAC’ CN,, = mBC (n > 2). Iokazatu na cBe mpase

M, N,, (n > 2), npouase kpo3 jenuy yTBpheny Tauky.

3. PA3PEN

1. Y paBuu cy mara aBa KomauHa ckyma tadaka A u B. Ilokasaru ma mocroju
MOJIUTOH TAKaB Ja CYy Tauke CKyma A y meropoj yHyTPaIIEKOCTHA 4 Tauke CKyma B Bam
mera.
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2. Hera je ABCDEF xouBekcan mectoyrao nospummee S. [lokasatu na je
nospmuna 6ap jemuor ox tpoyraosa ABC, BCD, CDE, DEF, EFA, FAB vana
1

WY jeHAKA BS.

3. OapemuTu yrioBe TpOyria ako je MO3HATO:
(i) jeman yrao tpoyrua je mBa myrta Belin on Apyror;
(ii) reskmmua auHWja U3 TeMeHa Tpeher yria mesau Taj yrao Ha ABa O€Na O
KOjuX je jemam mBa myTa Behw om apyror.
4. Axo je ¢ymkmmja f(z) = 1+ a-cosx + b-sinx + ¢ - cos2x + d - sin 2z
(a,b,c,d € R) nosurusHa 3a cBe peanne Opojese x, mokazatu na je ouna f(x) < 3,
3a CBe peasHe Opojese .

4. PA3PEN
1. Ucrtm kao 91.3.1
2. Hexa je
1 1 1 . .
on Tom T T on =1, 11,12, ,0n €N
u iy <i2 <...< iy, Horazaru na mocroju k (1 < k < n), rako nma je
1 n 1 T 1
201 iz 2 2°

3. Uctu kao 91.3.2.

4. Ckyn on 2™ mpeamera je TOAE/hEH HA M3BECTAH OPOj MOACKymOBa. JemHUM
more3oM Moryhe je u3 jeaHOr O TUX TMOACKYMOBA MPeOAUTH y HEKM APYTHU IMOICKYT
OHOJIMKO IIpeaMeTa KOJuKo ux Apyru Beh mma. [lokazaru na ce mocie KOHAYHO MHOTO
moTe3a CBU MPEAMETU MOTY TPebAIlUTH V jeaH MOICKYI.

TPMAOECETUETBPTO PEITYBJINUKO TAKMUYEIHE
NBamuna, Kukuuna, 1992.

1. PA3PEND

1. /[la sum mocTOju HEeT PA3IUUATUX MTPUPOAHUX OpOjeBa TAKBUX Oa 30MpOBU
¢GopmMupanu ox Mo ABa o mux unHe 10 y3acTomHux nmpmpoarux 6pojeBa?

2. Heka cy M, N u P npousBosmue yHyTpamme tauke crpauuna BC, CA, AB
tpoyraa ABC, penom, u X, Y, Z, penom cpemumra nyxu AM, BN u CP. Ilokazatu
na tauke X, Y u Z HUCY KOJMHEADHE.

3. Hexka je ABCD xouBekcan uerBopoyrao u Heka cy K, L, M u N pemom
cpemuinta crpanuna AB, BC, CD u DA, a O npou3Bo/bHA Tauka y PABHU YETBOP-
oyraa ABCD pazmuunta on wux. Heka cy k, [, m u n npase oapebene yciosuma:
Kek k|OM; Lel,l||ON; M em,m| OK; N €n,n| OL. Horasaru na ce
mpase k, [, m # N CEeKy y jeIHOj TAUKH.
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4. Y paBHU je 1aTO N TMOMYyJAPHUX KPYTOBa, TAKBUX Ja HUKOja ABA HEMAjy 3ajel-
HIYKAX YHYTpammbux tadaka. Jlokazatu ma ce meDy Tum kpyrosuma moske Hahwu 6ap
jellaH Koju Noaupyje HajBUINE TPU AATa KPYyTa.

2. PA3PEnN

1. Heka cy a u b peansu 6pojesu, Taksu na je a? < 2b. IlokasaTtu na 3a cBe
peaJsiHe 6pojeBe T BasKU

zr+ar® + b’ +ax+1>0.

2. Hahu cBe mpocre 6pojese p 3a koje je 2p* — p? + 16 mormyn kBagpar.

3. Y yHyTpammOCTM KOHBEKCHOI MeToyria mara je Tauka M. 3a crpaHumy
IETOYTJIa KaKEMO Ia je HaclpaMHa OHOM TEMeHY NeTOYyIJa KOje HUje CYyCeIHO Kpaje-
BuMa Te crpanure. Jlokazaru ma je 6poj mpaBux Koje cmajajy Tauky M ca TemMeHuMMA
[eTOyrJa U HeMajy 3ajeHUYKAX Tadaka ca OAroBapajynuM HaCIpaMHMM CTPaHUIAMA
mapaH.

4. Axo orpanuueHa paBHa (UIypa UMa BUIIE OI je[lHe OCe CUMETDHUje, NOKA3ATH
Jla ce CBE OCe CUMETPHUje CeKy Y jeTHO] TauKu.

3. PA3PEnN
o T
g €08 g7 COS ~5- KODEEN IIOIIEOMS 83 — 6x — 1.
2. Hahu cBe npocte 6pojeBe p 1 g u nene 6pojese 7, s Behe ox 1, TakBe na je
o S|
P —¢l=1
3. Heka je a1 > as = ... = aq1992 > 0. Ilorazatu HejemnarocT

1. Ucmuratu ma au cy cos

2 2 2 2 2 2 2
ay —as +az —ayg+ -+ ajgg; — Giggs > (a1—a2+a3—a4+--~+a1991—alggg) .

4. Hahu zanpemuny terpaenpa ABCD xox kora je AB = CD = a, BC =
AD=0b, CA=BD =c.

4. PA3PEDN

1. Hahwu cBa nenobpojHa pemema jeqHaunne
\/x+,/x+..._|_\/5:y,

2. Keamparna Tabnuna 3 X 3 momymeHa je OpojeBuMa Kao0 HA CIIMIUL
1 2 3

6

9

rge ce x jaBia 1992 myra.

4 5
7 8
Tabauna ce MO¥ke TPAHC(HOPMUCATH ¥ HOBY TAKO WITO Ce ABa OpPOja M3 CyCemHUX MMOJba
(Tj. OHUX KOju MMAjy 3aje[HUYKY CTDAHUIYY) yMame 33 BPEIHOCT MAamer OX Ta IBa
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Opoja, mok ce ocrasu OpojeBu He Memajy. J[la nm ce oBakBUM TpaHCHOpMAaIHjaMa
Moske nobuty Tabauia nonymena HyitaMa?

3. Y TaHreHTHOM UYeTBOPOYTJy AUjaroHaje Cy HOpMmaJjHe u jenHake 1. Ako je
jeman yrao yerBopoyria 60°, onpeuTu meroBe CTPaHUIIE.

4. Ha xpyry je mato n (n > 3) Tauaka HyMePUCAHNX Ha M3BECTAH HAUMH OpOjeBu-
Mma 1, 2, ..., n. Konuko uma mykoBa maror kpyra koju nmajy cieneha tpu cojcrsa:
(a) KpajeBu JayKa Cy HEKe OJ HATUX TAYAKA;
(6) HA myKy ce oCcUM KpajeBa HaJa3u Oap jONI je;Ha O JATUX TAYAKA;
(B) cBaka oI ZATUX Tavaka KOja je Ha JIyKy, HyMepUCaHa je 6pojeM MamuM O
OpojeBa KOjuUM Cy HyMepUCAHU KPAjeBU JyKa.

TPUAECETIIETO PEITYBJIMYUKO TAKMNYEILE
Beorran, Humi, Bpeac, 1993.

1. PA3PEND

1. Ha opasoj je mat ckyn C' ox 1993 raure. Y jenHoj on mUX Haja3u ce Oiaro.
Jemanm Mepemem Moryhie je yrBpauTy ma sim je 07aro JeBO WM AECHO Of m3abpaHe
Tauke kKoja He mpumana ckymy C. Koauko najmame Mmepema je moTpebHO ma Ou ce
CUTYPHO mpoHanuio 6aaro?

2. Ogpemuru jemamaect peajuHux OpojeBa OX KOjUX je CBAKU jelHAK KBaIpaTy
30upa mpeocTaaux Iecert.

3. Y jemmaxocrpanumuynom Tpoyray ABC mara je tauka O Tako ma je ZAOB =
113° u ZBOC = 123°. W3pauynatu yrioBe Tpoyria umje cy crpauuie nyxu OA,
OB u OC.

4. JlokazaTtu ma je 6ap jemaH ox IpUPOIHUX OPOjeBa
n, n+1l, n+2, n+3, n+4 n+5 n+6, n+7,
y3ajaMHO MPOCT €A CBAKUM OJ IIPEOCTAJNX Opojesa.
2. PA3PED
1. Heka cy aq, as, ..., a, peasnu OpOjeBM TakBU mOa je

ayt+as+--+a,>n—1a;, i=12...,n

Iokazaru:
(a) cBu Gpojesu a;, i = 1,2,...,n Cy NO3UTUBHY;
(6) 3a cBe pazmmuure 4,5,k € {1,2,...,n} Bpenu a; + a; > ag.

2. Heka cy a u = peasnu 6pojeBu TakBu na je
242220 —1)+x(a®+1)+a®> —a—2=0.

Iorazaru ma je —2 < x < 3.
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2 2
. ..omS+nT—m .
3. Heka cy m, n npupoaau 6pojeBu 3a Koje je ————  — 1eo 6poj. IlokazaTu
a je m MOTIOYH KBaIpaT. min
4. Hera je H oprouentap tpoyriaa ABC u meka cy D u E upeceune Tauxke
kpyra unju je npeunuk AH u crpanuna AB u AC. Jlokazatu ma ce TAHTEHTE KPyra

y taukama D u F cery na crpanumu BC.

3. PA3PEN

1. Heka cy H u O penoMm opTolleHTap U meHTap omucanor kpyra tpoyraa ABC,
@ raura cumerpuuna tauku H y ognocy Ha O u S teskumre tpoyria ABQ. Ilokasatu
nma cy rauke C', O u S KonuHeapwe.
2. KonBekcHEM n-TOyrao je pasioxKeH Ha TPOYIJOBe. Y CBaKU OJ TUX TPOYIJIOBA
ynucas je kpyr. JlokaszaTu ma je 30up mOdympedvHMKa TUX Kpyrosa Behu wiu jemHak
2P

on —, npu yeMy je P moBpmmua a s o6um n-toyria.
s

3. (a) Horazatu ma je mommaom x° + 43 + 23 — 3wyz nemus momarOMOM T + 7 + 2.
(6) Pemuru jemnauvny /x — 1+ ¢z — 2+ Yz +3 =0.

2
4. Hexa je f(x) = arcsin TQCQ + 2arctg x. Uspauynaru f(1993).
x

4. PA3PED

1. Hera cy a, b, c mo3uruBuu peassu 6pojesu. loraszatu ma je

a b ¢ a2 b2 2

ytetaSptata

2. 3a m X m Tabauny nonyseny 6pojesuma u3 ckyna {1,2,...,p} cumerpudso y
OJHOCY Ha TJIABHY JUjarOHAJY KasKEeMO [a je p-MarMJyHU KBAAPAT, aKO CYy OCTAIM CyMe
eJIEMEHATA CBAaKe BPCTE KAO W CBAKE KOJOHE IPU Aesbemy ca p jemHaknd. Kommko mva
P-MarvMyHUX KBaApaTa’

3. Y paBuu je mata menobpojua Mpexka. JlokazaTu ma ce y YHyTPAIIHOCTU CBAKOT
KOHBEKCHOT METOYTJIa YMja Cy TEeMEHA YBOPOBU MPE:KE HAJNA3U Dap jemdaH uBOp Mpeke.

4. VNcrtu xao 93.3.4.

TPMAECETHIECTO PEIIYBJIMUYKO TAKMNYEILE
ITosxaPEBALL, HOoBu Cam, 1994.

1. PA3PEND

1. Heka je M cpemuure mujaronane AC' npasunnor mecroyriaa ABCDEF u N
cpenumte crpanune DE. Ilokazaru na je tpoyrao M NF' jemnakocTpaHnyaH.

2. [Hatu cy peannu OpojeBu a, b, ¢, p, TakBu ma OpojeBu a, b u ¢ HUCY CBuU
MehycobHO jemHaku n ma BasKe jeTHAKOCTH

1 1 1
a+-=b+-=c+-=p.
b c a
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Ioxkaszaru ma je abc+p = 0.
3. Kousmko HajBume memmmana Moske a UMa MpuUpogaH 6poj mamu ox 19947

4. ]Jla nu mocToju paBHA 3aTBOpeHa u3noMibeHa nunuja AjAs. .. As, kKoja He

npecena camy cebe, Takea ga cy Bekropu AjAs, AsAy, ..., As,_1As, ucTor npasuna
u cMepa.

2. PA3PEnND

1. Ha au nocroju koHauad ckyn S on n (n > 3) Tauaka y DaBHU, TAKO A
3a cBake mee Tauke A, B € S nocroju tauka C' € S, TakBa ma je Tpoyrao ABC
jeIHAKOCTPAHUYAH !

2. Kpyr ki omucan oko jemmaroctpanumusor tpoyria ABC momupyje cmosma
KpyT ko. Ilokazatu na je jemHA OJ TAHTEHTHUX IyKM KOHCTPYUCAHUX U3 Tavaka A, B,
C ua xpyr ko jemHaka 30upy mpyre IBe.

3. Heka cy a, b, c mosutusuu Gpojesu. Ilokazaru ma vHTEPBAJ

o+ (0+1)]

camp:ku Oap jemam KBaapar TpuUpomHOT Opoja.

4. Kazgparna Tabnuma n X 7 NOIyHEHa je TAKO 1a je ¥ MoJbe KOje IPUNaaa i-TOj
BPCTU U j-TOj KOJIOHM yrmcad 6poj i/j (i = 1,2,...,n; j = 1,2,...,n). 3atum je
omabpano n 6pojeBa u3 Tabauie, TAKO Aa je M3 CBaKe BPCTE M CBAKE KOJOHE OnadpaH
tauno jeman 6poj. Hera je S 36up omabpanux G6pojesa. lokazatu na je

n@gn@Tﬁ,

3. PA3BPEND

1. [a a1 Tpoyrao MOMke Ia Ce Pa3joku Ha KOHaUaH Opoj mapanensorpaMa’

2. llara cy uerupu pazauumrta peanHa Opoja. Ilokaszatu ma ce meDhy marum

6pojesuma Mory uzabparu O6pojesu x u y Tako xa je 0 < 1y+— . <1
x
3. Ha nu 6poj obmauka
1 1 1 1
Smk)y=—+—-+ ——+ -+ ———,
k) = T T ars T T

rae cy n u k upuponan OpojeBu, MOke na Oyle IpUpOmaH?
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4. Osmaunmmo ca S, ckyn ypeleHux n-Topkn koje ce MOry (GopMUpatd Onx m
Y3aCTOIHUX [NeruMala y 3anucy peasisor 0poja a. Hokazaru caemeha tBphema:
(a) Ako 3a Heko n crynoBu S, u Sp41 UMajy UCTH OPOj eneMeHarTa, OHAA je G
panmonaJsian 6poj.
(6) Aro ce y memuMasama NEIMAJHOT 3alCa PEATHOT 6Poja a MojaBibyjy CBe
mdpe 1 ako 3a HeKo n Opoj enxemenata y S, Huje Behu ox n+8, OHZA je @ palMOHAIAH
6poj.

4. PA3PED

1. Nctu kao 94.3.1.

2. Ha ocuosuiu AB jemmakokparor tpoyraa ABC mara je tauka D, Taksa na
j€ moJympedvHuk Kpyra ynucasor y Tpoyrao BC'D jenHar IMOTyIPEUHUKY KPYra CIOJbA
ynucanor y tpoyrao AC'D wkoju nomupyje crpanuiy AD. Jlokaszatu na je BUCHHA
tpoyraa ABC u3 temena A vetwpm myrta Beha ox TUX TOMyTpevHUKA.

3. Ucru xao 94.3.3.
4. Vcrtu xao 94.3.4.

TPNOECETCEIMO PEITYBJINUKO TAKMUYEILE
KpymeBAll, YEnAPEBO, 1995.

1. PA3PEND

1. lata cy mBa KoHueHTpuuHa Kpyra ki u ko monynpeunuka a u b. Omn cBux
IPAaBOYTaOHWKA UHja [Ba TEeMEHA IPUIanajy Kpyry ki, a Apyra aBa kpyry ko, Hahwu
OHAj unja je MOBpIIVHA HajBela M M3padyHATH Ty NOBPUIVHY.

2. Heka cy aq, ag, ..., ap, b1, ba, ..., by, (n > 1) npuponuu Gpojesu Taksu 1a
je
ap Gz _ Qn
by by by

Horazaru nma je a1 +ag + -+ +ay, + b1 + by + -+ - + b, cnoxen 6poj.
3. Y mpoyry ABC nata je tauka P, TakBa na je

/4BPC = /BAC +60°, ZCPA=/CBA+60°, ZAPB=/ACB+60°.

Hexka cy A1, By, Cy npyre npeceuse tauke npasux AP, BP u C'P, penoM, ca Kpyrom
onucanum oko Tpoyria ABC. Ilokasatu ma je rpoyrao A; BiC) jeqHakocTpaHUYaH.

4. YueHum jenHe MKOJIe CY ABa MyTa mimin y nozopumre. CBakn y4eHuK je 6uo
bap ma jemnoj mpeacrtasu. MeDy yuenunuma koju cy Owiu Ha MPBOj IpeACTaBU OUIO
je 60% negaka, a mMeby yuenmmuma kxoju cy 6wiam Ha Apyroj mpeactaBu 6mio je 75%
neuara. JlokazaTu ma y Toj mroau OpOj Jeuvaka Huje Mamy OX Opoja meBojumna.
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2. PA3PEND

1. Y paBHU je maT mpaBOyrid KOOPDAMHATHU cucteM. Jla iy mOCTOju mpaBUIaH
1995-toyrao umja Temena umajy 1meao6pojHe KoopauHaTe?

2. Heka je p mpocT 6poj u n mpupomas 6poj, Takas fa je 6poj n? +n + 3 memus
ca p. Jlokazaty ma mocToju mpuponaH 6poj k Takas ma je 6poj k% + k + 25 memus
ca p.

3. Y ksagpary ABCD pnara je tauka P, Taksa ma je AP : BP:CP=1:2:3.
Onpenuru yrao ZAPB.

4. Ilaro je mer 6pojeBa. Onx mux ce mpaBu HOBUX HeT OpojeBa cremehnm moc-
rynkoM: Meby muma ce mzabepy uetrpu Opoja M CBAKU OJ BUX CE 3AMEHU DPA3IUKOM
nosny3bupa uzabpauux 6pojeBa u Tor 6poja; metu 6poj ocraje Hempomemen. [la mu ce
TOHABJLAKEM OBOT TIOCTYTKA OJ MoJa3Hux Opojesa 1, 2, 3, 4, 5 Mory nobutu Opojesu:

(a) 10, —11, 12, —13, 14; (6) 13, —14, 15, —16, 177

3. PA3PEND

1. Y Tpoyriay jeauHUYHE MOBPIIMHE JATO je 7 Tadaka O KOjUX HUKOje TPU HUCY
Ha jemHoj mpaBoj. llokazaru ma Ccy HEKe TPU OJ AATUX TAYaKa TEMEHA TPOYTJIa Uhja
nospmusa Huje seha ox 1/4.

2. Y mpaBOyraoHUK je YOUCAH YETBOPOYrao TAKO Ja Ce HA CBAKO] CTPAHUIN
IPABOYTaOHWKA HAJIA3MU IO je[HO TeMe TOr YeTBOpOyria. llokaszaTu ma oOuM ymucazor
YETBOPOYTJIA HUje Mamy 0J 30upa IujaroHaa MpaBOYTaOHUKA.

3. Hat je ckyn X koju ce cactoju ox n exemenara. CBAKOM HOACKYIy Ckyma X
OpUApY:KeHa je jemHa on matux p 6oja. Omxpemutu majsehy BpemmocT Gpoja p, Tako
IIa 3a CBAKO HpUIAPYRUBame 00ja moAcKymoBuMa, moctoje ckymosu A C X u B C X,
TaKBU Ja je cBakoM on ckymosa A, B, AN B, AU B upuznpysxena ucra 6oja.

4. Axo je d najsehiu on mosuTuBHUX peasHux OpojeBa a, b, ¢, d, JokazaTu na je

a(d —b) +b(d —c) +c(d — a) < d°.

L

PA3PEnND

Uctu xao 95.3.1.
Wctu xao 95.3.2.
Wctu xao 95.3.3.

Hus 6pojesa (a,) 3amar je ca: ag =a; =az =1mu

oW b=

14+a,r1a
Gpy3 = 77:1 "2 sane {0,1,2,...}.
n

Jlorazaty ma Cy CBU WIAHOBM HU3a (G, ) IpUPOIHU GpOjeBu.
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TPNIECETOCMO PEIIYBJIMYKO TAKMNYEIHE
HoBu Can, 1996.

1. PA3PEND

1. 3a BpxoBe mBa cTyba Bucuna 11 u 15 Merapa, Koju cy Ha pacrojamy on 9m,
3aKadveH je kamHam gy:kuHe 15m. Ha kanam je okaueH Teak Ter M MYIITEH Oa KIU3WU,
cBe Jok ce ter He Habe y Hajumkoj rauku. Ha kojoj Bucunu he ce manasuru tana ter?

. . ba+b 6Ga+b
2. Ako ¢y a, b, ¢ 1 d no3uTUBHY peasHu OPOjEBU, TAKBU 1A j€ =
Ta+b 9a+b 5¢+d 6c+d

et d = §, uspauyHaTtu et d

3. Hexa je n mpupozan 6poj un d menmiarn 6poja 2n?. Ha mu n? + d Moxe 6uTn
HOTIYH KBAAPAT?!

n

4. Amu-Baba ce nanasu y nehunu y Kojoj uma 3maTa u aujaManara. Kuimorpam
3nara komra 20 muHApa, a Kmiorpam aujamanara komra 60 murapa. Ha pacmosa-
ramy My ce Haua3u jenad koBuer. Ilyn koBuer smara rteskum 200kg, a myH roBuer
mujamanara Tesxu 40 kg, Teskuna mpassor koBuera je 3aHeMapiusa. Anu-Baba Moske
na morece 100kg. Komuko 3mara u koauko aujamanara tpeba ma momece Anu-Baba
na Ou HajBuIle IPOPUTUPAO?

2. PA3PEnND

1. mamo n + 1 Ter ykynHe TexuHe 2n U Tepasuje ca NBA yPABHOTEKEHA Taca.
Te:xuHa CBAKOT OJ TEroBa M3paskaBa ce mpupomHuM OpojeM. Teropu ce jenas mo jenan
CTaB/bajy HA TAC: IPBO HAJTEKU (MU, AKO UX UMA BUINE, jeJaH OJ HAJTEKUX ), 3ATUM
HAjTEeXRM OJf IPEOCTAINX U Tako maske. llpm Tome ce cBaku ciaenehu Ter craBma HA
OHAj Tac Ha KOME je YKyIHa TEKMHA TeroBa y TOM TPEHYTKY Mama; ako Cy Tepasuje
y DPABHOTE/KHU, OHIA HA IPOM3BOJLHY cTpany. llokasarm ma he HAKOH cTaBbama CBUX
TeroBa Ha TACOBE HA OMICAHU HAUWH Tepa3uje OUTH y PaBHOTEKU.

2. Y ckymy mpupomHux 0OpojeBa pemutu jemauuny 7° — 3 -2Y = 1.

3. Kpyr k momupyje y taukama A u C kpake yraa ca temenoMm B. Tauka D
kpyra k je taksa ma je CD || AB. Iyx BD ceue k y tauku E. Iokasatu ma je

1
CE = 3 DE.
4. Kpyr ky monynpeunuka 1 usnyTpa gomupyje kpyr ko momynpeunuka 2. Omm-

caTy TEOMETPHUjCKO MeCTO Tavaka y Kojuma ce Habhe ompebhema tauka M wpyra ki
IPUINKOM KOTpJ/hbama Kpyra ki mo Kpyry k.

3. PA3PEnND

1. Halin cBe peasie BpeIHOCTH ¢ 3a KOje BaXKU: aKO Cy @, b, ¢ CTpaHUIE TPOYTIIa,
OHJA je
a® + b* 4 % < afab + be + ca).
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2. Hexka je Gunmjapcku cTo 00auKa KBapara unja je crpanuma ay:xube 1. Ako je
kyria yoyhena kao ma coumm, rae je k= v/2—1,
nahu Taury Ha wBMnM Ouiumjap cromna y kojoj he
KyrJya ga ce ombuje CTOTHU IyT.

3. 3a Koje n HOCTOjU KOHBEKCAH NM-TOYTao
yja je jemHa cTpaHuna 1, a cBe QUjaroHaje cy
My 1eao6pojue?

4. Hexra je ABCD npousBosban TeTpaemap
u L1, Lo, L3 nonre unju cy npeunntu AB, AC,
AD, pemom. [lorasatu na je terpaemap ABCD
canpal y yEuju L1 U Ly U Ls.

4. PA3PED

1. Ha cromy ce manasu 1996 :xerona. IlBa urpaua y3umajy sKeTOHE HAU3MEHUYHO.
[TpBuMm moTe30M TpPBUM Urpau y3mMma KOJUKO xohe, anu He cBe. Y CBakoM ciemehem
mOTe3y CBAKU UT'PAY MOXKE Y3€TU CaMo OPOj Koju je menuialr Opoja :KeToHa Koje je y3eo
IPOTUBHUK y IPETXOMHOM more3y. Kako Tpeba na urpa npsu urpad na 6u mobeauo?

2. Uctu rao 96.3.2.

3. Hahwu cse ¢pyurmmje f: N — N U {0} roje 3amoBomasajy cienehe ycaose:
(1) f(mn) = f(m) + f(n) 3a cako m,n € N;
(2) f(10m + 3) = 0 3a cBaro m € N;
(3) f(10) = 0.

4. Vctu kao 96.3.4.

TPMAOECETAEBETO PEITYBJINYUKO TAKMUYEIHE
Beorpam, 1997.

1. PA3PEN

1. Hahwu mer peannux 6pojesa uuje cy cyme (mo msa) jemmake 0, 2, 4, 5, 7, 9,
10, 12, 14, 17.

2. Heka je a = 123456789 u b = 987654321.

1° Hahu H3 (a,b).
2° Hahu ocrarak npu gemewy 6poja H3C (a,b) ca 11.

3. Kpyrosu k; u ko ce cery y raukama A u B. Ilpomenmusa npasa koja mposasu
Kpo3 Tauky A cede o apyru myT Kpyr ky y Tauku P, a xpyr ko y Tauku (). okasaTtu
na cuMerpade nysxu PQ canpike jemny yrBpheHy Tauky.

4. Y pasuu cy mare tauke A u B. Hahwu ckyn cBux tauaka M, TakBux ga ce
Ipu IpaBOJIUHUjCKOM Kperamy on M ka A pacrojame M B cranno nosehasa.
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2. PA3PED
1. Heka cy a u b peannu 6pojeBu 3a koje je a + b = 2. Ilokazatu ma je
min{|al, 8|} < 1 < max{|al|,|b|} <= a-be (-3,1).

2. Iloma maxoBcke Tabne 8 X 8 mymepucana cy Opojesuma 1, 2, 3, ..., 64.
Urpaun A u B urpajy urpy y k0joj HAM3MEHUYHO TOBJIAYE TOTE3€, & ¥ CBAKOM IOTE3Y
MOI'Y IOCTABUTH j€JAH WM HEKOJWKO KEeTOHA HA [0Jba IIAXOBCKe Tabie mo ciaenehem
mpasuiy: Urpau koju je Ha moTe3y Oupa moJsme MmaxoBCcKe Tabie Ha KOjeM ce He HaJasn
JKETOH U KOje je O3HaueHO, Ha IIPUMEep, ca 7, a 3aTUM CTaB/ba MO jeldaH sKEeTOH Ha
“3a0paHo MOJLEe U CBAKO TOJLE KOje je CI000MHO U Koje je HyMepucaHno OpojeM Koju Huje
y3ajaMHo mpocT ca n. Ha mouerky Ha Tabau HeMa :KeTOHA, IPBU MOTE3 UMa urpau A,
a mobehyje urpau koju mocienmU CTABU KETOH. Koju urpau mosxke ma mobemu y 0BOj
UTPU HE3ABUCHO Of urpe npotusHuka? Oapenutu nodeqHUUKY CTPATErujy.

3. Crymmruna uma 500 mocianuka u pacnopebyje S nmuuapa y 6yuery ma 50 cras-
ku. CBaku MOCIAHVEK Tpenaje CBOj MPEJIOr MO CTABKaMa, TAKO Ha CyMa IO CTAaBKaMa
ue Oynme Beha on S. Crymmrura yrBphyje cBaky cTaBky kao 0poj koju Huje Behu o
npemora 6ap k mocianuka 3a Ty craBky. Oxpemuru HajMamy BpemHocT 6poja k Koja
rapaHryje ma cyMma Tako mobujenux craBku He Oyae sefia ox S.

4. [Har je tpoyrao ABC ca yraosuma ZB = 50°, ZC = 30°. Taurka M je
yuyTap tpoyria ABC u 3amoBomasa /M BC = 20°, /ZMCB = 10°. Iloka3atu na
je AM 1 BC.

3. PA3PER

1. Nctu ka0 97.2.3.

2. Cangyk obauka kBagpa ABCDA;B1C1D; koju uma mumensuje AB = 1,
BC =1, AA; = 2 nexu Ha 108:0) crparu ABCD. Y temeny A Hanasu ce MWII KOju
Mo:ke na ce kpehe mo GounuM crpanaMa camayka u 10 ropmoj crpanu Ay ByCiD;.
Y k0jy Tauky Ha DOYHHNM WM F'OPH:0j CTPAHU CAHIYKa Tpeba IMOCTABUTHU Iapue CHUpPA,
Tako Aa je pacrojame muma on cupa Hajselie moryhe. (Pacrojame je majkpaliu myt
koju Mumn tpeba na npebe kpehyhin ce mo crpamama xBanpa.)

3. 3a mpupomEn 6poj n o3HAUMMO ca f(n) NPOM3BOA CBUX NMPOCTHUX OpOjeBa
Mabux Ui jemHakux ox n. Ilokasatu ma 3a n > 2 Baxu f(n) > n.

4. Nctu xao 97.2.4.

4. PA3PEIL

1. JlokasaTu ma 3a CBaku NMpUpOJAaH OpPOj M MOCTOju HPUPOAAH OpOj k Takas ma

VE+1996" 4+ /k = (/1997 + 1)".

2. Ucru ka0 97.3.2.

je
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3. 3a Koje BpeMHOCTU PeasiHOr IapaMerpa ¢ CUCTEM

z+y+z=1,
2?4yt =1,
TYz = a

UMa PeajHuX pernena’

4. Y paBHE je maTo m pasHux Kpyrosa moaynpeunuka 1. lokazatu ga Hap Ha
jemHOM Ol TMX KDPYrOBa MOCTOJU YK Hy:KUHE GapeM 27/n Koju He cede HUjeNaH OX
oCTaJIUX KPyroBa.

YETPIECETO PEIIYBJIMYKO TAKMNYEIHE
KpAryJieBair, 1998.

1. PA3PERD

1. (a) Pacrasurn ma umEmone mspas vt + z2y? + y*.
(6) Ucmmratu ma m je 6poj 91998 + 31998 4 1 mpocr.

2. Heka cy a, b, ¢ pazauuntu 6pojesu u3 R\ {0} u meka je mat uspas

e el —) — (c— 026 - ).

rae x,y # a. Hokasaru ma mocroje uzpasu f(x) u g(y) (rj. Taksu na f He 3aBucu of
Y, & g He 3aBMCHU OI T) Tako ma ce u3pa3 V (z,y) moxe, 3a cBako z,y € R, x # y,
T,y # a, IPUKA3aTA Y OOJIUKY

V(x,y) =

V($7y) =

3. llar je uspas
*1#3%3% % x 31997 4 3199,

Apramuje u BpanuciaB HAM3MEHUYHO 3aMemyjy 110 jefHY 3BE3IUIy ca + WiIu ca —.
Bpanucnas nactoju mna O0poj koju ce noduje mocie 3aMeHe U MOCIENme 3Be3Aule Oyae
nmemus ca 7. Moke nmu Apkaiauje ma ra Copedyu y TOME aKO OH IPBU UTpa’

4. Ilat je tpoyrao ABC. Ogpemutu cBe Tauke M y BEroBoj paBHH Tako Ia
tpoyraosu ABM, BCM u CAM wwmajy jemHake MOBpIIUHE.

5. IlokasaTu mga 0CMOyrao KOMe Cy CBU YHYTDAIIBU yTJIOBUA jeIHAKM M KOME CYy
IYKUHE CBUX CTPAHUIA PAIMOHANHN OPOjeBM MMA IEHTAp CUMETpHUje.

2. PA3BPEnND

1. Ucmuratu na au je pammoHajgan 0poj

\/15—6\/6+2\/30—8Jﬂ+\/10—4\/6+\/105—28\/ﬂ.
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2. Hexa cy 21, 9, ... , T, IO3UTUBHA pEAJHN OPOjeBU KOjU 3310BOJbABA]Y YCIIOB
r1+ 22+ -+ 1z, = 1. IlokazaTu na 3a CBAKM MO3UTUBAH OPOj G Ba:KM HEjeTHAKOCT

q®1—T2 q®2—T3 a®n—T1 ’I’L2

e >
T1+x2 T2+ 23 Ty + 21 2
Kana Basu jemmakoct?

3. Hahwu majuamu mpupoman 6poj a 3a Koju moctoje neiu 6pojesu b u ¢ Tako na
KBaIPATHU TPUHOM ax’ + bx -+ ¢ UMa [Ba PA3JIMUMTa PEAJHa KOPEHA KOju IPUIaIa]y
unrepsany (0,1).

4. V3pauyHarty MOBPIIMHY TETUBHOT OCMOYTJIA KOME CY HEKe YEeTHDHU CTPAHUIE
Iy:KMHE 3, & MPeocTaje YeTUpPU Ny:KUHE 2.

5. Y jemHoj rpynm yueHUKa HeKU oI BUX ce MehycobHo nozuajy. Ilpu Tome, nBa
VUEHMKA KOja MMAajy 3ajeIHUMYKOr TO3HAHWKA YBEK MO3HA]Y PA3JIMYAT OPOj YUEHUKA
re rpyne. Jloka3aTu ma MOCTOjU YUEHUK KOjU IO3HAjE CAMO jEe[HOT OJ IPEOCTAINX
YVYEHUKA.

3. PA3PEnND

1. Ilee paBHE T u 0 ceky ce 1o mpaBoj a. Heka je o yrao muenpa koju duHe Te
nBe paBHH, a 3 yrao usmeDy Heke mpaBe p paBHEU T u mpase a. Ako je vy yrao usmeby
IpaBe p U PaBHU O, HOKA3aTHU Ja je

siny = sin asin 3.

2. Hera je S mempaszam ckyn Tauaka y paBHM u @ nosutuBaH Opoj. Ckym S,
nepurnmemo ua caenehu naumn: Tauka A npumana ckymy S, aKO U CAMO aKO MOCTOjU
tauka B € S rakBa na pactojame usmehy Tauaka A u B uuje Behe on a.

(a) Ako ckyn S Huje KOHBEKCAH, 1a JU CKyI S, MOke OUTH KOHBEKCAH?
(6) Ako je ckyn S koHBekcaH, ma mu CKyl S, MOpa OUTU KOHBEKCAH?

3. llokazaru ma je tg50° + tg 60° + tg 70° = tg 80°.

4. JIsa xpyra ce cery y Taukama A u B. Hexa je C Tauka npBOr Kpyra pa3indura
on A, B. Osmauumo ca D Tauky npeceka npase C'A ca IpyruM KpPyroM, pa3jinduTy
on A. Heka cy M u N cpenumra nykosa BC u BD koju me cagpixke taury A, a K
cpemumre myxu CD. Ioraszatu na je ZM KN mpas.

5. Iara je pymrmuja f: N — N U {0} 3a kojy Baxe caenehn ycnosu:

(a) f(mn) = f(m)+ f(n), 3a cee m,n € N;

(6) f(n) = 0 3a cBaku npupozan Gpoj umja je uuppa jeAUHUNA y NEKATIHOM
3anucy jemHAKa 3;

(5) £(10) = 0.

Iokazatu na je f(n) = 0 3a cBaku npuposan 6poj n.

4. PA3PEDO

1. Penmru jennaunmy

cos®(zsinz) = 1+ logz /a2 + z + 1.
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2. Ucru kao 98.3.2.
3. Uctu rao 98.3.3.
4. Ogpenutu cse Tpojke (a, b, ¢) npupomuux Gpojesa 3a koje Baku a < b < c u

2 AR S
ac = o4+ =
’ a b ¢ 1998

5. Ilat je Hu3 (ay) nmomolly a3 = 1 u any1 = 2a, + /362 +13an > 1.
JokasaTu ma je CBAKM WiaH TOT HU3A LEO OPO].

YETPIECETIIPBO PEITYBJIMYKO TAKMUWNYEIHE
Yauak, 1999.

1. Pa3pEm — A kareropuja

1. Hat je romBercan mectroyrao ABCDFEF. Csaka on mujaronana AD u BE

eI MeCTOyrao Ha OBa leja jemHakux noBpmuHa. JlokazaTu na je 4eTBOpPOYrao
BDFE A tpanes.

2. Har je ckyn A C {1,2,...,100} roju campxmu 10 ememenara. Jlorazaru
Ila TOCTOje MBa MUCjyHKTHa 1 HempasHa moackyna S u T ckyma A Tako ma je 36up
enemenara ckyna S jemHak 36upy ememenara ckyma 1.

3. Hexa je m matu neo 6poj. lokazaru na mocroju Gap jeman map (z,y) weaux
OpojeBa TAaKo na BasKu

222 + 1lay 4+ 12y% + 4z + 5y + 6 = 2m.

4. Y pasuu cy maru kpyrosu ki, ko, ..., kigog. Kpyrosu ki u ko ce cmosma
nonupyjy y tauku Ay, ko u k3 y Tauru Ao, ..., kiggg 1 k1 y Tauku Ajggg. Heka je
My € ki npousBomHa Tauka, Mo mpeceuna Tauka npase Ay Mi u ko, pasauuuTa on
Ay, M3 npeceuna tauka npase As Mo u k3, pasauuuta ox Ao, uta, u Moggg Ipecedna
rauka npase Aj1g9g9Miggg u Kpyra ki, pasaumuura ox Aigee. Jlokazaru ma cy Tauke
My u Msggg mujaMeTpasHo cynpoTHe Ha k.

5. Ilpupoman 6poj n > 2 menu ce, pemoM, CBUM MPUPOIHUM OpOjeBUMA KOjU Cy
OJ Hera Mamy U 3amucyjy ce cBu nobujenu ocranu. Hahwu cBe m 3a koje je 30up cBux
PA3IUUUTUX OCTATAKA jEeTHAK M.

1. PA3pEn — D xateropuja

1. Ucrm kao 99.1A.1.
2. Ilokasatu ma He mocroju monusoM P(z) ca nenobpojHuM KoeduuujeHTIMA 32
koju je P(a) =b, P(b) = ¢, P(c) = a, rme cy a, b, ¢ Tpu pasauuura nena 6poja.

3. Axo cy a, b, ¢ mysRUHE CTpaHUIZ TPOYTJA, JOKA3ATU 1A je BPEJIHOCT U3Pa3a
(b% + c® — a®)? — 4b?c? meratuBHa.

4. Ila mm mocToje GpojeBu m u n TakBu ma cy u m? + n u n? + m xBagpaTu
nenux 0pojesa? OaroBop 00OpPa3IOKUTH.
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5. Axo je ad — bc = 1, nokaszaru na je a®> +b> +c> +d> +ab+cd # 1.

2. PA3PED — A xrareropuja

1. Axo cy AA;, BB; u CC; Bucune omrpoyrior tpoyriaa ABC, a Ay, B,
Cs rtauke y rojuma npase AA;, BBy, CCy ceky kpyr omucan oko tpoyria ABC,

OKA3aTU 1A je
AAy, BBy CCy

_|_
A4, T BB, " oG
2. Hexra cy a, b, ¢ peasrun 6pojesu, a > b > ¢ > 0, TakBu na Baku

V3a(b—c¢) — \/c(a—b) =0.
Axo cy z, y, z, p peansu 6pojesu, oxpemutu kojem on ckymosa N, Z \ N, Q \ Z,
R\ Q wu C\ R npunazna spemnoct uzpasa

flz,y,2,p) = (clz — i) (?p—lﬁ) (—z — ?z—zy)

+<i—2) (2+1ip) (?y—zz) +\é§<g—m)]

3. Ha tabmu je mammcam uspas f(z) = 23 + ax? + bx + c. IlBa ydyenuxa mrpajy
caenehy urpy: npsu u3bpuine IPOMU3BOJBAH O HapaMeTapa a, b 1 ¢ 1 3aMeHU T'a, HeKUM
peasHuM O6pojeM. 3aTUM APYTU TO UCTO yPAIU Ca HEKUM OJ HPEOCTAJMX MapaMeTapa.
Ha xpajy npBu 3aMeHu mocienmy napaMerap peajsauM 6pojeM. Ako n00ujeHu moanHoM
HeMa [MO3UTUBHUX KODEHA, OHJA je T00eI10 YUCHUK KOj! IPBX Urpa. Y CyIPOTHOM UTPY
mobuja npyru yuenur. Koju on yuenumka moxke na mobemu u kaxo tpeba ma urpa?

=4.

4. Hera cy f v g pa3nuuuté KBAIPATHM TPUHOMU Ca HAjCTAPUJUM KOeDUIN]jeH-
Tom 1. Axo je

f(20) + f(3) + £(1999) = g(20) + 9(3) + 9(1999),
mahu cse x € R 3a xoje je f(x) = g(z).

5. Maremarnuap ce m3rybuo y mymu Koja MOKpuBa 0bjacT obauka GeCcKOHAUHE
tpake mupure 1km. Jlokazaru ma mMaremaTwyap Moxke u3abpaTu TakaB HAUUH Kpe-
Tama Koju fie ra m3Bectu m3 myme nocie Hajsume 2v/2km mpebenor myra.

. Pa3pEn — D rareropuja

. Ucru kao 99.2A.1.

. Ucru xao 99.2A.2.

. Penmru wejempaunny 2 - 1257 — 3 - 50 — 9 - 207 + 10 - 8% < 0.
. Ha mu je 6poj

W N =N

VB 4+V3+1
VIO —V54+vV6—V3+v2 -1

pamuonasan uiu upanuonaigan?! OaroBop 06pa3IoKUTH.
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5. Hahu cBa pemema jemmaunze x4 — 23 — 1022 + 22 +4 = 0.

3. PA3PED — A xrareropuja

1. Y rerpaenpy ABCD usuna AC je nopmausua na BC| a AD na BD. Ilokazatu
na je xocunyc yraa usmebhy npasux AC u BD mawu ox CD/AB.

2. Hera cy 21 u 2o KOMIUIEKCHN OPOjEBU KOjU 3a10BOJBABALY YCIOBE |21 — 29| = 2
u z1 - 2o = 1. Ilorkazaru ga je uerBopoyrao ABCD uwuja TemeHa MMajy KOMILJIEKCHE
koopaumuate —1, 21, 1, 2o jeIHAKOKpAKU Tpames.

3. Konwuko ce HajBume jemHAKOKpAKMX KpCTrNa MOBPIIMHE 5 MOMKE M3PE3aTH 13
Tabie 6 X 67

4. Y paBHU je 3aJaTO N BEPTUKAJHUX U 1 XOPU3OHTAJHUX IIPABUX KOje Ce CEKY Y
n? Tauaka. IIpase cy 060jeHe ILTABOM, IPBEHOM WM 3ejeHoM Oojom. Heka je mpecex
[Be IJIaBe MpaBe ILIaBa Tayka, OBE [PBEHE IpaBe IPBEHA TadKa, NBE 3eJI€He IIPaBe
3eJleHa Tadka, MPECEK IJaBe U IPBEHe IPAaBe 3€JIeHA TAUKA, [PBEHE U 3ejieHe IPaBe
IJaBa Tauka, a 3eJeHe U IUIaBe IpaBe IpBeHa Tauka. Ha Taj Hauwn je mobujemo n’
obojennx tauaka. Konumko pasznumunrux 6ojema THX Tadyaka NOOMjaMO Pa3IMUATHAM
n3bopoM Oojema mpaBux?

5. Oapemutu cBe BpemnocTu mapamerpa a € R 3a koje cy jeamauumne

a(2a —1)sin®z + 3cos® x — 2a? sinz = 0

logy/5(3tgz — 1) —logy(3tgz +1) —log; , 5(5 —tgz) =1

€KBUBAJICHTHE.

3. Pa3zpen — b kareropuja
1. OmpemuTu cTpaHuUlle HEMPABOYIJIOT TPOYI/A YMja je MOBPIIMHA 1e0 Opoj, a
Iy’KUHe HEerOBUX CTPAHWUIA Cy TPHU Y3aCTONHA, HajMama Moryha mapua Opoja.

2. Jlara je mpasa kyma nosiynpeuruka ocHoBe R u Bucumue H = 2R. Onpenutun
HOJYIPEYHUK OCHOBE ¥ BUCHHY IIPABOr BaJbKa YIICAHOL y Ty KYIy KOju nMa HajBelly
HOBPIIMHY OMOTaYa.

3. Halhn reoMeTpmjcko MeCTo Tayaka CUMETPUYHUX KUAM mapaborie y? = pr y
ONHOCY Ha CB€ TaHTeHTe Iapabdoie.

4. Jlorazaru na mpupomaH 0poj umju je 30up nmdapa jenHak b He MOke OUTH
HOTIYH KBaJAPAT.

5. Uctu xkao 99.3A.5.

4. PA3PEOD — A xrareropuja

1. Hera je ABC tpoyrao ca omroBapajyhum ny:kumHAMa CTpaHunma a, b, c.
Ioraszatn ma y mpocTtopy nocroju tauka D Taksa ma je DA = vbe, DB = y/ca,

DC = Vab.
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2. Hera S(n) osmauaBa 30up UPUPOIHUX JeNWIaNa IPUPOJHOT Opoja n
(yrmwyuyjyhu 1 u n). Hera je ni, ng, nz, ... crporo pacryhu Geckonauan Hu3
npupoanux Gpojesa, Takas xa 3a csako i € N Baxu S(n;) — n; = m. Oapemuru m.

3. Ilar je HM3 KOMIIJIEKCHUX OpOjeBa Ay, A2, ..., Gzk KOJU CY CBU peUIema jeln-

maumre 23 = 1. Ox maTor HM3a ce y CBAKOM KOPaKy GOpPMUpa HOBW HU3 a1ds2, (203,

., agra. IlorazaTu na ce mocse HEKONMKO KOPAaKa OBUM HOCTYIKOM JI00Uja HOTA3HN
HU3.

4. Uctu xao 99.3A.4.
5. Uctu xkao 99.3A.3.

4. Pa3pEn — b kareropuja
1. Hahwu cBe mosunrome P TakBe ma 3a CBaku peasaH OpOj & BaKU

P(@*+1)=P(x)*+1 u P(0)=0.

x® b

2. Horazatu ma 3a x > 0 Baxku arctgr < x — 3 + =

3. Ucru kao 99.4A.3.

4. Konuro pemema y unrepsaiy [0, 1] nma jexnauuna
8x(22% — 1)(8z* — 822 +1) =17

5. Ucrtu rao 99.3A.5.

YETPAECETAPYTO PEITYBJIINYUKO TAKMUYEILE
ITanuEBO, 2000.

1. PaspEm — A rareropuja

1. Heka je ABC'D mnapasenorpam. Ako je E Taura y paBHu Taksa ma je FA |
AB u EC 1 CB, nokasaru na cy yraosu AED u CEB nonynapsu.

2. lat je omrpoyrau tpoyrao ABC. Koncrpyucaru (nemupoM U 1mecTapoMm)
YHyTap OBOI Tpoyria tauky PP takBy ma mpecenu moayunpasux AP, BP u CP ca
omMcaHuM Kpyrom oko Tpoyria ABC Gymy TeMeHa jeIHAKOCTPAHUYHOT TPOYTJIA.

3. Heka cy aq, ag, ..., a, TO3UTUBHU peayHu OpojeBu uuju je 30up 1. Ako je
2 2
S — ay a1a2 a1Qp a201 as + a2Qy,
201 a1+ as a1 +a, ay+a; 2a9 as + a,
2
apaq ApQo a
+ . 4+ + + -+ _n
an +a1  ap+az 2an,

a;a; .. . n
3a1<i,j <n), norkazatu ma je S < —.
a; —+ (lj 2

(S je 30up cBux m3pasza oOaMKa

4. Ha ocrpsy mma 45 rameneona: 17 skytux, 15 cuBux u 13 maasux. Owm sy-
tajy octpBoMm cycpehyhu ce moBpemeno. Ilpm caBkoM cycpery mpucyTHa Cy camo
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IBa KaMeneoHa. AKO ce cpeTHy nOBa KaMmeseoHa ucre 06oje, mUXOBa 0oja ocraje He-
npoMemeHa. AKO ce CpeTHy ABa KaMeseoHa paznuuute 6oje, 06a Memajy 60jy y Tpeliy
(HIp. KO Ce CPEeTHYy KYTH U CUBU KaMeJeoH, 00a Memajy 6ojy y miasy). Moxke au
ce JEeCUTHU Ia Of jeJHOT MOMeHTa (Ia HaJasbe) CBU KAMEJNEOHW Ha OCTPBY MMa]y UCTY
60jy?

5. Hera cy a, b, ¢, d, x, y mo3uTuBHU peasHU OPOjeBU 3a Koje je a + 2ay + y =
b+2bx+xu x+2xd+d=y+2yc+c. Horkazaru na Baxu a+ 2ad+d = b+ 2bc+ c.

1. Pa3pen — b rareropuja
1. Ompemuru cse ¢pymrmmje f: N — N rarse na je f(1) =1 u f(f(n)+n) =
f(n) 3a cBarko n € N.

2. Haliu cBe Tpojre meaux Gpojesa (x,y,z) koje 3amoBosbaBajy ciuenelie mse
jenHaunHe

r+y+2=0
23+ 4+ 2% =18
3. Iar je uersopoyrao ABCD. Cpemumra crpanuna AD u BC o3nauena

cy, penoM, ca M u N. Axo mpasa BD monosu mysxx M N, mokazartu na HOJOBU U
mrjaronany AC oBor deTBOpoOyTiIA.

4. Hahu cBa neno6pojua pemema jegaauune 22990 + pz!999 4+ ¢ =0, roe cy p n
q HemapHu neau OpojeBu.

5. Axo ce y maToMm Tpoyriy cabepy IO JBe BUCHHE, TPU Tako Hobujena 30upa cy
y omuocy 27 : 32 : 35. Ompenutu Hajsehu yrao oBor tpoyria.

2. PA3PED — A xrareropuja

1. Ilar je Tpoyrao ABC. Tauka D ce mana3u Ha noaynpasoj BA tako ma je
BD = BA + AC, nmok tauke K u M upunapajy crpamunama BA u BC, pemow,
tako pa Tpoyraosu BDM u BCK umajy jemmare nospuwmue. Ako je ZBAC = q,
onpemutu /BK M.

2. Jorazatu ma 3a MO3UTUBHE peasHe OpojeBe a1, G2, a3, A4 BAKU HEjeTHAKOCT

ai as as aq 4

+ + + =
as+az3+ays az+as+ar  ag+ayr+as  ap+as+as 3
¥ & jeTHAKOCT BayKM aKO W CAMO aKO je a1 = Qg = a3 = dq4.
3. Axo cy a u b natu peannu 6pojesu, nalin cBe napose (z,y) peanuux 6pojesa
KOjU 3a,7J0B0OJbaBajy ciemehu cucteM jemHauymna
23y + zy® = ax + by
22%y% = bz + ay

4. Komuro mva nepmyrammja f: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} Taksux na 3a cako
je{1,2,...,n} Bamwu f(j) <j+17
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5. Ilat je mpasoyrau tpoyrao ABC ca mpasum yriom kox temena B. Tpucek-
Tpuce yria Kox Temena A (moaympase koje Ta gesie Ha TPU TOLyAAPHA yria) Heje
HacnpaMuy karery BC Ha Tpu IyW, OX KOjUX je HajIy:a NBOCTPYKO Oy:Ka OX Ha-
jrpahe. Ompemuru yrimose Tpoyriaa ABC.

2. Pa3pen — Db xkareropuja

1. Pemutu cucrem jenHaumna

(z1, ..., @, Ccy peannu OpojeBnm).

2. Pemutu jemmaumny 422 — 40[z] + 51 = 0, rae je ca [x] oznauen majsehu neo
6poj koju umje Behu ox x.

3. Ha Bepruranuom Topwmy Bucuae H wnasasu ce amrena sucuue h (h > H).
Konuko mamexo on moaHOMkja TOPHA MOpa Ja CTAaHE MOCMATPAY Ia Ou TOpam U AHTEHY
BUJIEO TOJX jeTHAKUM YIiIoBUMA?

. . 14 n? .

4. Axo je n npupoman 6poj sehu og 1 1 © = ———, noKa3aTu Oa je BPemIHOCT

n3pasa 2n

(e m) (5 )

11eo 0poj.
I T\ /2
5. JlorazaTtu jeaHAKOCT (i/;—i— {/;) =(1+ V2 + \s/g)1/5.
3. PA3PED — A xrareropuja

1. Ilatu cy mpupomHu 6p10jeBI/I g,nur, 0<r<n. Hokazatu ma r! menu 6poj
(" =" =) (" —q")

2. 3a rakse a,b € R cucrem jennaunsa

COST + CoOsYy = a

sinx +siny =b

uMa perema’

3. Ilara je rourka ABCDA1B1C1D;. U3pauynaru yrao usmeby pasuu AB;CY
n A1B1C.
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4. Hera je k mpuponan 6poj sehu ox 1. Hus (2, )nen 3amar je ca:
1 =1, x9=k, Tp = kTp_1 —Tp_o (n>2).
Hoxrazatu ga 3a ceako n € N mocroju m > n TakBO A& Cy T, — 1 U T, y3ajaMHO

IPOCTH.

5. Hahw makcumasny BpemHOCT merepMuHaHTe Tpeher pena y K0joj Cy TauHO
IBa eneMeHTa jenHaka 4, a ocramu cy n3 ckyma {1,—1}.

3. Pa3pen — Db xkareropuja

1. Ia mu nocroje uerupu Tauke A, B, C, D y npocropy Tako ma Baxu: AB =
CD=BD =4, AC=3uBC=AD =57

2. Y tpoyray ABC ca omrpum yriaoM kon temena C', HAI CPemHOM JIMHIjOM
DFE mnapanensoMm AB ka0 HAJ TPEUYHUKOM KOHCTPYHUCAH je KPYT KOjU cede CTPAHUIE
AC u BC, pemom, y Taukama M u N. Uzpasutu nysumy ny:xu M N npeko BC = a,
AC=bu AB =c.

3. Ilokazary ma pacrojama MPOU3BOJbHE TAUKE KPyTa OMMCAHOr OKO KBAIPAaTa I0
YeTHPU TEMEHa TOI' KBaJpaTa HE MOr'y CBa OWTH pannoHaJHN OpojeBu.

4. Axo cy x, y, z HO3UTUBHK DeanHyn OpOjeBU PA3IUUUTA O 3 U AKO je Yy =
1 1

1
gl-logsz = 317198y pokasaru ma je = 3171087

5. Uctu xao 00.3A.5.

4. PA3PEOD — A xkareropuja

1. Vcru rao 00.3A.1.
2. Ncerm rao 00.3A.2.

3. Horazatu ma 3a CBaKU MPUPOAAH OPOj N BAKU HEjeTHAKOCT

1
{n\/i} > m

(ca {a} je o3mauen pasnomienu neo 6poja «, tj. {a} = a — [a], rae je [a] najsehin
neo 6poj koju muje Behu ox «v).

4. llox odcmojaem mavwke M 00 duzype ® mompasymena ce HajMame O PacTo-
jama M N, rne N € . Axo je nar tpoyrao ABC, nokasaTu na je CKyI Tauaka paBHU
Koje cy Ommke Tauku A Hero 3arBopenoj my:xku BC, y omHOCY Ha rope Ne(QUHUCAHO
OZCTOjame, KOHBEKCAH.

5. Ommcarw CBe HempasHe, KOHAYHE MOACKyNOBe S maTepBada [0, +00) Takse ma
3a cBaka ABa (He 00ABE3HO PA3iIMuUMTA) €IeMeHTa T,y € S Bawu = +y € S wm
|z —y|l e S.



2001 3AIALIN 85

4. Pa3pEn — D kareropuja

1. [lara je ¢ynrnuja f Koja CBaKOj TAUKU HEKE DABHU JOAEDYje IO jelaH PeasaH
6poj. Ilo3naro je ma je 30up BpemHOCTH OBe (YHKLIUjE ¥ TEMEHMMA Ma KO IPABUIHOT
MHOTOYTJIa Te paBHU jenHak Hynu. llorazatu ma ¢yurimmja f uma Bpexaoct 0 y CBakoj
TAUKU.

2. Hahu ce npupomse 6pojese = u y 3a Koje Baxu x5 — y3 = xy + 25.

3. Ilare cy ¢yuxmmje
f(z) = arctgz® u g(z) = arctg(zv2 — 1) — arctg(zv/2 + 1) (x € R).

Iloka3zaTu na je pa3nuka OBUX (DYHKINMja KOHCTAHTA U OAPEIUTU Ty KOHCTAHTY.

4. Y xBazparHOj Tabmmmm n X n ymmcanum cy 6pojesm 1, 2, ..., n?, pemom
(v mpsom peny, pemoM: 1, 2, ..., n; y gpyrom: n+ 1, n+2, ..., 2n; ...; vy
nocremmer: n? —n+1,n?> —n+2, ..., n?). U3abpano je n on oBux Gpojesa Tako

a HUKOja NBa HUCY y MCTOM PeIy WiIu y UCTOj Kosouu tabawute. [lokazatu ma cyma
n3abpannx O6pojeBa He 3aBUCHU OX BUXOBOT n300pa U OAPENUTH TY CYMY.

5. Y pasuu cy mare ase paznuuure Tauke A u B. Ogpeauru reoMeTpujcKko MECTO
tavaka M y TOj paBHU 3a KOje BayKu

AM - BM - cos ZAMB = %ABQ.

YETPAECETTPERE PEIIYBJIMUKO TAKMNYEILGE
Beorpran, 2001.

1. PA3PEm — A kareropuja

1. a mu ce npux 100 npupomsmx OpojeBa MOr'y MOAEIUTH y TPU I'PYIE, TAKO
na je 36up O6pojeBa mpse nmemuB ca 102, 30up OpojeBa mpyre memus ca 203, a 30up
6pojesa tpehe memus ca 3047

2. Nlat je omrpoyrau tpoyrao ABC. Heka je BK, K € AC, cumerpana
BEroBor yayrpammer yriaa y temeny B, CD Bucuna, N € C'D Tauka TakBa ma je
KN 1 BC,u {M} = BKNCD. Axo je P npeceuna Tauka Kpyra OINUCAHOL OKO
rpoyria BK N u npase AB, P # B, nokazaru na je PK = PM.

3. Heka cy a, b, c mosutusau GpojeBu, TakBu 1a je a > ¢ u b > c. Ilokazaru na

Vela—¢)+/e(b—c¢) < Vab.

4. lara je kpyskHuna k noixynpevHrka 31 mm u u3I0MJbeHA JUHUjA | Iy:KuHE
61 mm, xojoj ce obe kpajme Tauke HaJa3e HA TOj Kpy:kHuUNM. JlokazaTu ma TOCTOju
IpaBa p KOja CAAP/KU IEHTAp KPY/KHUIE Kk, TAKBa & CE CBe TAuKe M3JIOMJLEHE JIUHI]je

je

l Ha;ma3e ca ucTe CTpaHe mpaBe P.
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5. Har je ckyn A ox 2000 Tauaka y paBHU, Tako na MeDy mUMa HE MOCTOje TpU
komuHeapHe. JlorazaTtu na ce oe tauke Mory cuojutu ca 1000 mrasux, 1000 npBenux
u 1000 xyTuX Ky:K{, TakO Ja BasKU:

(1) cBaka Tauka ckyna A cnojeHa je ca TauHo 3 Apyre tauke ckyma A;

(2) u3 cBake Tauke ckyma A momase nyxu Tpu pasaumuure Goje;

(3) mysu pasnuuurux 6oja HEMAjy 3ajeIHUUKAX YHYTPAIIHMX TAUAKA.

1. Pa3pEn — b kareropuja
b b

1. Ako je x = - + C, Y= 4 + E, 2=2 + — (abc #0), mokazaTu Ka BpeIHOCT
c b c a b «a

2

mspasa x? + y? + 22 — zyz e 3aBucu ox a, b, c.

2. Kpysxuuna ymucana y rpoyrao ABC momupyje crpanune BC u BA pemom y
raukama M u N. Ako je K mpeceuna tauka cumerpase yrna BAC ca mpasom M N,
uspauynatu yrao AKC.

3. Homahura je HanpaBuiIa TOPTY OKPYIJIOr ODJIMKA, AJIU HE 3HA TAUHO KOJIUKO Ne
“MATH TOCTUjY -- TPOje miu 4eTBopo. Koju je Hajmamu Opoj IpaBOJIMHUjCKAX PE30Ba
TOpTE Koje oHa Tpeba a HAIpABU Ipe Hero mro K0Dhy rocTu, TakKo 1a y CBAKOM CIIyYajy,
6e3 TOMYHCKMX Pe30Ba, CBAKU IOCT MOke na H00uje jeHAKY KOJIMYUHY TOpTE?!

4. IlpousBox npupogaux 6pojeBa x u y je Tporudper 6poj ca jeqHaxkuM nuppama,
a BuXoB 30up je mBomudpen, takobhe ca jemnakum mmppama. Halin cBe TarBe 6pojese
Tuy.

5. Ucrtu gao 01.1A.5.

2. PA3PED — A xrareropuja
1. OmpeauTy CKyn CBUX PEAJHUX BPEMHOCTU IIapaMerpa a 3a KOje HejeTHAUUHA
2 —ala+1)z+a®><0
OoMa TaYHO TET IEeNOOPOJHUX pellema.

2. Hahwu nBa cenmormudpera 6poja, Taksa ga Cy BUXOB 30D, BUXOBA PA3IUKA U
30up mudapa jeoHor on BUX, GaKTOpUjenn HeKuX OpojeBa.

3. Csaka [ujaroHaja KOHBEKCHOT TETOYTJIa OJCENa TPOYrao jeINHUYHE MOBPI-
re. V3pauyHaTy HOBPIIMHY TOT IETOYIJA.

4. Ha monykpyskuumu mosaynpeunuka 1 ca npeunnkom AD mare cy tauke B u C.
Iokazatu pa Baxun AB? + BC? +CD? + AB-BC -CD = 4.

5. Ila nu ce 6pojesu 1, 2, ..., 2001 mory mopebhaTu mo Kpyry, Tako ma pa3iamka
cBaka aBa cycenna Opoja mpunana uxrepsaiy [500,999]7

2. Paspen — Db rareropuja

1. Victu kao 01.2A.1.

2. Y paBuu cy mare kpyskuuue ki u ko ca nearpuma O1 u Os. Iomympase O1a
u O1b momupyjy xpysxkuuny ko u cexy ki y taukama A u B, a noaymnpase Osc u Oad
momupyjy ki u cery ko v taukama C' u D. Ilokazaru na je AB = CD.
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3. Ucru kao 01.1A.3.
4. OgpemuTy CBe BPEIHOCTU PEAJHOr MapaMeTpa a TAKO Oa jeIHAUMHA,
4% — (a+3)2*+4a—-4=0
UMa TAYHO jEIHO PEAJHO PEHIeH-E.
5. Ila nu je 6poj
1 1 1 1
+ + +i
2V1+1v2  3v2+2V3  4V3+3V4 9v8 4+ 8v9

panonasan uiu upanuonaigan?! OaroBop 06pa3IoKUTH.

3. PaA3PEm — A xrateropuja
1. Y ckymy peaanux O6pojeBa PEmMTH CUCTEM jeTHAUMHA
Yy — 922 4270 —27=0
22—y 42Ty —27=0
23 —92% + 272 =217,

2. Axo cy a, b u ¢ nysxune crpanuia, P noppmuHa u § TOIyoOUM HEKOT TPOYTJIA,
OKA3aTU Ja BaYKU HEjeTHAKOCT

3500(a2001 + b2001 4 02001) > 22001 . P2001 . 5.

3. Horazaru na je MepHZ OpOj IOBPIINHE HOPMAJHE IPOjEKINje je IMHIYHE KOLKE
Ha MPOM3BOJLHY PaBaH (v jeIHAK MEPHOM OPOjy Ay:KMHE HOPMAJIHE MPOjEKIje KOUKe Ha
IpaBy N HOPMAJIHY HA (.

4. Ha tabau je manucan npupoman 6poj a. Ilo3Bomeno je nomatu ToM O6poOjy HEKA
IETOB JEUIAIl PA3JIUYUT O TOT Opoja u jemunune. Ha moOujenu O6poj MO3BOLEHO je
IPUMEHUTH UCTY mpouenypy, uta. Oxpemutu cBe OpojeBe KOjU ce Ha Taj HAYUMH MOL'Y
nmobutu noaazehu ox OGpoja a = 4.

5. Haliu ce dpyuruumje f: Q — Q, rarse na je 2f(z) = f(xz —y) + f(z +y), 3a
cBe z,y € Q.

3. Pa3pen — D kareropuja
1. Iokazarm ma je

1 (z+y)(d—=y) 1

2 T (1+a2)(1+y2) 2
3a cBe peasHe Opojese T u Y.

2. Crpanune Tpoyria Cy TPU y3aCTONHA NPUPOAHA Opoja, & jemaH OX YIJIOBa
Tpoyrua je nBa myta Belim on jemmor on mpeocrasa nsa yria. Onpenutu myskuHe
CTPAHWIA TOT TPOYIJIA.

3. Ucrtu rao 01.3A.3.
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4. Axo cy a, b, ¢ nykuHe CTPAHUIA TPOYIJA, AOKA3ATH Aa j€ TPUHOM
ar’ + (b—c—a)x +c

[I03UTHBAH 33 CBe peajHe OpojeBe .

5. Hera cy a, b, ¢ meDhy cobom pazmuuntu peasun 6pOjeBU KOjU Cy PA3IAUUTH
on myne. JlokazaTu na je BPEOHOCT OeTEPMUHAHTE

a b ¢
b ¢ a
a b ¢

ab be ca

pazauuuTta OO HyJIe.

4. Pa3PEn — A rareropuja

1. Komuko nva dymrmmja f: N — N, raksux na 3a csako n € N saxu f(n) > 1
ufn+3)f(n+2)=f(n+1)+ f(n)+ 367

2. Ucrtu rao 01.3A.2.

3. Ucrum kao 01.3A.3.

4. Y xyTtuju ce Hanaze 4 kKyriuie Hymepucane 6pojesuma 1, 2, 3, 4. /IBa urpaua
WUrpajy urpy y Kojoj Ham3MeHWYHO HacyMwuIle Oupajy ca BpahameM jemHy KyrJuiy 13
kytuje. V36opu cy MehycobHo He3aBucHU, a CBaka Kyriuna uma Beposaraolly 1/4 na
Oyme m3abpama y cBakoM kopaky. Vrpa ce 3aBpmaBa y TPEHYTKYy Kazaa je 30up CBUX
no taza n3abparux OpojeBa memuB ca 3, HobeIOM Mrpava KOjU je HMOoCHeamyu Gupao
kyrauny. Onpenutu BepoBaTHONy morabaja ma ce urpa 3aBpmu mobemoM urpada Koju
je mpBU OMpAao KyTJIUILY.

1
5. Ilatu cy peanmn Gpojesu  u 7, |r| < 3 Hus (s,,) 3anar je ca:
1
51 = X Sp = Sp_1 + 1" Cos(2"*2x), n>=2.

Ilokazatu Ja Cy CBU WJIAHOBU TOI' HM3a HEHEI'aTUBHU.

4. Pa3pEn — D kareropuja

1. Y ckymy peaanux O6pojeBa PEmIMTH CUCTEM jeTHAUMHA

rty+z= !
YTeTy
41
2?4y =
4
3
x2y22 + acy2z2 + x2y22 = 3
2. Jlat je mpupogaun Opoj a u apuTMeTUUKM HU3 a, 3a, ba, Ta, ... . YmaHOBH

TOI' HM3a I'pynucaHd Cy Ha cneﬂehn Ha4YWH: OPBY I'PYIIy YMHE IIPDBUX G YJIaHOBA HU3A,
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npyry cnenehux 2a unanosa, rpehy cnenehux 3a unanosa, urn. Ilokasaru ma je 36up
eJIeMEHATa y CBAKOj rpynu jenHak kyOy Opoja enremeHara Te TpyIe.

3. Uctu xa 01.3A.3.

4. Ilara je ¢pyurnuja f: N — N, rarsa ga je f(f(m)+f(n)) = f(f(m))+ f(n),
3a cBe npupoHe 6pojese m un. Axroje f(1) =29 u £(29) = 58, uspauynaru f(2001).

ar +b

———, rmecy a, b, ¢, d natu peanuu 6po-
cx+d

jeu, ad — bc # 0. IlorazaTu 1a je oBa (yHKIMja jeIHAKA CBOjO] MHBEP3HO] (yHKIM]U
aKo W caMo ako Baxku a + d = 0.

5. Ilara je peasna ¢yuxnuja f(x) =

YETPJIECETUYETBPTO PEITYBJINYKO TAKMUYEILE
Yxune, 2002.

1. PA3PEmD — A kareropuja

1. Iar je momunoM p(z) ca uenobpojumM roedunujentuma. [lpu nememy momnu-
HoMoM o2 — 121+ 11, p(z) maje ocrarar 990z —889. Ilokasatu ma p(x) HeMa HUjemHy
HyJIy ¥ CKyIy Iiesqux OpojeBa.

2. Jlar je tpoyrao ABC u tauke M, N, P ua mwerosum crpanunama AB, BC,
C A penom, Takse na je uerBopoyrao AM N P napasenorpam. [Tocmarpajmo Kpyrose
omucane oko Tpoyriosa M BN u NCP. Heka cy t u ty BUXOBE TAHTEHTE y TAUKAMA
M u P pemom. Iloraszatu ma je tq || ta.

3. Iaru cy peaanu bpojesu a, b, ¢, d 3a Koje Baxu
A+’ =c+d* ab+ced>0, ac+bd>0.

Hokazaru na je ad + be > 0.

4. Jlat je tpoyrao ABC. Ilocmarpajmo mpase koje cexy crpanune AC u BC'y
raukama M u N pemom, tako ma je MN = AM + BN. Ilokasatu ma mOCTOjU KPYT
k roju mommpyje cBe TakBe Ipase.

5. Hera je S(n) 30up, a P(n) npousson nmudapa npupomuor 6poja n. Halin cse
npupomue Gpojese 3a koje je S(n) + P(n) = n.

. PaA3pEn — b xkareropuja

1
1. Onpemuru cBe mpocte 6pojese p 3a kKoje cy Gpojenu p° + 6 u p> — 6 mpocru.
2. Uctu rao 02.1A.2.
5
3. Ilatu cy mo3uTuBEE 6pojeBu a, b, c. Axo je a?+b? +c% = 3 AOKA3ATH XA je
1 1 1 1
- <
c

a b

abc’

4. Ncru xao 02.1A 4.
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5. Har je cryn A = {1,2,3,...,2002}. Koauro nva nonckynosa B ckyna A ca
cnenehuM cBojctBOM: ako ¢ € Bu y € B, ouna x + y # 20037

2. Pa3pEm — A rateropuja

1. Hahu cBe BpemHOCTH peayiHOT mapaMeTpa ¢ TAKO 14 CUCTEM

3
axy+x—y+§:O

c+2y+axy+1=0
“Ma jeIMHCTBEHO Pemee Y CKYIy peajHuX Opojesa.

2. Jlar je romBekcan meroyrao ABCDE. Axo je AB =5, BC =6, CD = 10,
DE =7u AE =9, nokasaru fa ce y Taj IETOyrao He MOKE YIUCATH KPYT.

3. Y ckymy mesux OpojeBa pEImUTH CUCTEM jeITHAUUHA

T+y+z=3
? +y>+ 2% =3
4. Hexa je aj, ag, ..., agg HA3 mupapa 3a KOjU BKMA: ako je a, = 1, OHOA

ap+1 # 2, ¥ aKO je a, = 3, ouma an,4+1 # 4. Hoksatu na mocroje k,l € {1,2,...,98},
k # 1, TakBU 1A je ap = a; U Q41 = Qpy1-

5. Ilat je tpoyrao ABC. Ha npasum AC, AB, BC narte cy tauke A, By, Cy
penoM, Tako na Bake pacmopemu: C--A--Ap, A--B--By, B--C--C;. Ako je
AB BC AC
BC = AC " AB’

nokaszatu ga cy tpoyriaosu ABC u A1 B1Cy canunn.

AA, : BB, :CCq =

2. Pa3pen — b kareropuja

1. Ucrtu xkao 02.2A.1.
2. Ilar je tpanes ABCD, AB || CD. Hexa je {S} = AC N BD, u p npasa
KOja CaIp:KM Tauky S U mapanenna je ocHopunama tpamesa. Axo cy M u N npeceune

Tauke IpaBe P ca KpaluMma Tpamesa, Jokasatu na je S cpemumre my:xu M N.

3. Iartu cy mo3uTuBHU peannu 6pojesu a u b, a +b = 1. Axo cy 6pojesu a® u

b3 pamuomANHM, TOKA3aTU Oa Cy U OPOjeBu @, b Takohe palUOHAJHIY.
4. Ucrn kao 02.2A.4.

5. Har je tpoyrao ABC. Hera cy A;, B; cpemumra crpanuna BC, AC penow,
u T meroso teskumre. Ako ce y yerBopoyrao BT A1 C Moke ynucatu Kpyr, JOKa3aT
na je tpoyrao ABC jemHaKOKpak.

3. PA3PEm — A rareropuja

1. Hahwu cse mpupomne Gpojese n 3a koje je 6poj 2™ — 1 mesmus ca n.
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2. Jlatu cy KOMIUICKCHE Opojesu a, b, ¢ u nonusoM x> 4 ax? 4 bx + c. IokasaTu
nma Baxku Oap jemna on caenehe vermpu HejenmarocTu:

POI>1, [P(DI=1, PG =1, |P(=i) > 1.

3. Iar je terpaemap SABC xon kora je tpoyrao ABC omrpoyrau u SA =
SB = SC. Ilokazatu ma ce taj TeTpaenap Moxe ncehu Ha KOHAYHO MHOTO MOJIEqAPa
Oll KOJUX Ce MO¥Ke CIO:RUTU Terpaenap moxynapar ca SABC, amu cynpoTHe opu-
jeHTanuje.

4. Jlokazaru ma MOCTOjU MPUPOAAH OpPOj 7 KOME Cy MOCIeNmhe UeTUPU Hudpe
jemmake 2002, Takas na 6poj n?°°2 mounmme madpama 2002.

5. Ilatu cy npupomuu 6pojeBu m, n. IlpaBoyraoHuk uuje cy CTpaHUIE jeIHaKe
M U N U3LEJbEH je HA MN jeIUHUYHUX KBAAPATHUX MOJbA. 3a HEKY HPAaBy KaKeMO Ia
cede HEKO MOJbE aKO CAAPIKU Dap je[Hy HEroBy YHYTDANllky TAUKy. ROJUKO HajBUIIe
[OJba OBOT MPABOYTAOHUKA MOMKE [ cede Heka mpaBa’

3. Pa3zpen — b kareropuja

1. Heka cy o u 8 omrpu yriusu HEKOr Tpoyria. Axko je

2

sin(a + 3) — 1 = sin® a — cos? 3,

JOKa3aTu 1a je Tpelim yrao Tor Tpoyria mpas.

2. Y rpoyray ABC, crpamune AC u BC cy nogymapue u ZBCA = 100°.
YHyTap TOr Tpoyria youeHa je tTauka M TtaxBa ma je ZMAB = 30° u LM BA = 20°.
Ounpemutu LACM.

3. Ucrtu xao 02.3A.3.
4. Ncru xao 02.3A 4.

5. Hartu cy npupomuu 6pojesu a, b, c. IlokazaTu ma je BpeaHOCT

1 (b —|—20)2 b? , cz
2abe 32 (a —;)_20) (a j— b)?
Ky0 HEKOT mPUPOTHOT Opoja.
4. Pa3PEn — A kareropuja

1. Heka cy f u ¢ He-Hysa DOIMHOMHU KCTOT CTEHEHA, ca [eao0pOojHIM Koedum-
jearuma. Axo je f(n) memuso ca g(n) 3a csako n € N, nokazaTu ga DOCTOjU TAKBO
¢ € Z rakso na je f(x) = cg(x) 3a crako x € R.

2. Horazatu ma je 6poj

oo

nemwus ca 7. ([z] je majsehu neo 6poj koju Huje Behu ox x.)
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3. IHat je tpuemap ca Bpxom O u tauke A, B, C' Ha WmEroBuM UBUIAMA KOj€
cy jemnako ymasmene on tauke O. Heka je S menrap smomnre ynucame y Taj Tpuemap.
—
Horazatu na je Bexkrop OS KoNuHEApaH ca BEKTOPOM

sin(ZBOC) - OA + sin(L/COA) - OB + sin(LAOB) - OC.

4. Y kyrtuju ce Haja3u jeaHa miaasa um 99 npeenux kyraumna. U3 kyTtuje ce
caydajHO OWpajy Kyrawie jedHa 3a APYrOM W OCTaB/bajy BaH KyTHje, CBE IOK Ce He
u3abepe kyrauna (o3maummMo je ca A) koja ce mo Goju pasiuKyje OX NPETXOMHO W3-
abpane kyraune. Kyrauna A ce Bpaha y KyTujy 1 eKCIEPUMEHT TOUUHE U3 TIOUETKA.
[Ipormec ce macraBsba cBe IOK ce He y3My cBe Kyriuie. VI36opu kyriauna cy mehycobuo
me3asucHu. Kosnuka je BeposaTHola ma je mociemma n3abpaHa Kyriauina mIaBa’

5. [loka3aTtu Ja ce y KOODIUHATHO] PABHU MO:KE HAIIPTATY KPY:KHUIA KOja HE IPO-
JIa31 HU KPO3 jeHYy TAUKy Ca IeJ0OpOjHUM KOOpANHATAMA, & ¥ UMjO] Ce YHY TPAIlhOCTH
nHasaze tayHo 2002 TakBe Tauke.

4. Pa3pEn — Db kareropuja
2
1. IlITa je Behe, 201 wiu In m? O6pa3snoxuT 0ArOBOP.

2. Hatu cy 6pojesu z € C, z A 1un € N, n > 2. Axo je 2" = 1, nokazatu ga
je 14224322+ +nz"" 1 = o

3. Ucru rao 02.4A.3.

4. OgpenuTu cBa peajHa PENIeHha CUCTEMA jeTHAUIHA

z—1

222 222 222
1+ 22

= X2, =3, ey =X1.
5. Mcru kao 02.4A.5.

1+ 23 1422

n
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