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REPUBLIQKA TAKMIQEǋA IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

Rad1 sa mladima je verovatno jedan od najva¼nijih, a sigurno najboǉe or-
ganizovan vid delatnosti Druxtva matematiqara Srbije, praktiqno od ǌegovog
osnivaǌa. On se odvijao i odvija u vixe oblika — kroz pripreme mladih matema-
tiqara i programera na raznim nivoima, na letǌim i zimskim xkolama, u okviru
izdavaqke delatnosti qiji je ve²i deo okrenut mladima i u, ako ne najva¼nijem,
ono sigurno najpoznatijem i najatraktivnijem obliku — takmiqeǌima.

Takmiqeǌa mladih matematiqara Druxtvo je poqelo da organizuje jox 1958.
godine i od tada ovaj vid aktivnosti se ustalio i postao nezaobilazan oblik ra-
da sa uqenicima. Ne²emo preterati ako ka¼emo da su u poplavi raznoraznih
takmiqeǌa iz mnogih oblasti koja se organizuju u posledǌe vreme, takmiqeǌa
koja organizuje Druxtvo matematiqara sigurno i najstarija, i najmasovnija i
najboǉe organizovana. U ǌihovoj realizaciji, posredno i neposredno, uqestvu-
ju praktiqno svi izvo±aqi nastave iz matematike i raqunarstva u osnovnim i
sredǌim xkolama, kao i oni zaposleni u raznim prosvetnim institucijama, a
neposrednu organizaciju i kontrolu izvode Republiqke komisije za takmiqeǌa
(ima ih ukupno qetiri).

Ne postoje sasvim precizni podaci o broju uqenika koji se takmiqe, ali neke
procene govore da na poqetnim stupǌevima, na sva qetiri vida takmiqeǌa ukupno,
uqestvuje godixǌe oko 150 000 takmiqara. Kroz oxtru selekciju, od xkolskih i
opxtinskih, preko okru¼nih i Republiqkih, do Saveznih takmiqeǌa dolazi ukup-
no oko 250 najboǉih, da bi se u olimpijske ekipe koje predstavǉaju Jugoslaviju
na me±unarodnim takmiqeǌima iz matematike i raqunarstva plasiralo ǌih 15.

Prvo ,,takmiqeǌe uqenika gimnazija u rexavaǌu zadataka iz matematike“
odr¼ano je u organizaciji gradske podru¼nice Druxtva matematiqara, fiziqara
i astronoma Srbije u Beogradu 1958. godine. Ve² naredne godine, 26.04.1959. u
Beogradu se odr¼ava Prvo republiqko takmiqeǌe, poxto su prethodno odr¼ana
dva pripremna stupǌa. Na prvom je uqestvovalo oko 2000 uqenika iz 68 gimnaz-
ija, na drugom (,,sreskom“) 421 uqenik u 12 centara, da bi na zavrxnom stupǌu
uqestvovalo 109 takmiqara iz 44 gimnazije. Prve nagrade osvojili su: Duxan

1Redigovan tekst iz kǌige ,,50 godina Druxtva matematiqara Srbije“, Beograd 1998.



vi Republiqka takmiqenja iz matematike

Obradovi�, uqenik VIII* razreda XIV beogradske gimnazije, Miodrag Kiri�,
VII razred II gimnazije u Zreǌaninu, Zoran Stojakovi�, VI razred gimnazije
,,S. Markovi²“ u Novom Sadu, Stevan Kuzmanovi�, VI razred XIV beogradske
gimnazije i Nebojxa Mari�, VI razred II beogradske gimnazije.

Tradicija organizovaǌa ovakvih takmiqeǌa je vrlo brzo uspostavǉena, a in-
teresovaǌe i broj uqesnika su naglo rasli. Republiqka takmiqeǌa su u poqetku
redovno odr¼avana u Beogradu, da bi poqev od 1977. godine ona poqela da se
odr¼avaju u raznim mestima xirom Srbije, xto je jox vixe doprinelo ǌihovoj
popularizaciji, a rekli bismo qesto i boǉoj organizaciji. Evo spiska gradova
u kojima su od tada odr¼ana Republiqka takmiqeǌa: Smederevska Palanka 1977,
Qaqak 1978, Beograd 1979. i 1980, Vaǉevo 1981, Svetozarevo 1982, Bor 1983,
Nix 1984, Trstenik 1985, T. U¼ice 1986, Aran±elovac 1987, Vraǌe 1988, Sve-
tozarevo 1989, Kladovo 1990, Beograd i Sombor 1991, Ivaǌica i Kikinda 1992,
Beograd, Nix i Vrbas 1993, Po¼arevac i Novi Sad 1994, Kruxevac i Qelarevo
1995, Novi Sad 1996, Beograd 1997, Kragujevac 1998, Qaqak 1999 i Panqevo 2000.

Me±u najva¼nijim efektima takmiqeǌa je svakako podizaǌe interesovaǌa
za matematiku. Ne²emo preterati ako ka¼emo da je velika ve²ina uspexnih tak-
miqara kasnije nastavila da se bavi matematikom u nekom vidu, pa su odlazili
na studije bilo matematike bilo nekih srodnih oblasti, najqex²e tehniqkih, na
kojima se matematika primeǌuje. Mnogi od ǌih su bili i me±u najuspexnijima
na tim studijama, pa im je i daǉe opredeǉeǌe bila matematika. Danas, me±u
asistentima i profesorima na Univerzitetima, nauqnim i struqnim saradnici-
ma u Institutima ve²inu qine oni koji su se kalili kroz takmiqeǌa, qesto jox
od osnovne xkole.

Na ¼alost, nema preciznih podataka o svima onima koji su u prvim godinama
organizacije ovih takmiqeǌa podneli najve²i teret ǌihove pripreme. U frag-
mentarnim zapisima i se²aǌima nalazimo imena Jelene Mihajlovi�, Bogoǉuba
Stanojevi�a, Milice Ili�-Dajovi�, Konstantina Orlova, Olge Mitri-
novi�, Miroslava �ivkovi�a, Slobodanke Krsti�, Koviǉke Popov, ǈiǉane
Petrovi�, Vladimira Mi�i�a, . . . . Prema nekim se²aǌima, u poqetku Re-
publiqka komisija nije imala formalnog predsednika, a zatim su ǌenim radom
rukovodili Slobodanka Krsti� i Koviǉka Popov. Kasnija vremena se boǉe
pamte, pa znamo da su predsednici Republiqke komisije poqev od sedamdesetih
godina bili: Branka �erasimovi�, �ivorad Ivanovi�, Zoran Kadelburg,
Sr�an Oganovi�, Pavle Mladenovi�, �or�e Dugoxija, Vladimir Dragovi�
i Rade Todorovi�. Inaqe, sama komisija se meǌala, ali je uglavnom imala
oko 20 qlanova, pri qemu su to ve² odavno po pravilu bivxi takmiqari, a sada
asistenti ili profesori na fakultetima ili najuspexniji profesori sredǌih
xkola.

Republiqko takmiqeǌe nije zavrxni stupaǌ. Samo godinu dana posle Prvog
republiqkog, odr¼ano je i Prvo savezno takmiqeǌe, tako±e u Beogradu 1960. go-
dine. Mada, strogo reqeno, ǌegova organizacija spada u delokrug rada Saveza
druxtava matematiqara, ima vixe razloga zbog kojih o ǌemu treba govoriti i

*Radi se o vixim razredima tadaxǌe gimnazije



Predgovor vii

ovde. Prvo, inicijator i godinama glavni organizator Saveznog takmiqeǌa bi-
lo je bax Druxtvo matematiqara Srbije; ono je prvih petnaestak godina stalno
i odr¼avano u Beogradu. Drugo, mo¼da i va¼nije, takmiqari iz Srbije imali
su na ovim takmiqeǌima daleko najvixe uspeha; qesto su po broju nagrada pre-
vazilazili i sve ostale republike zajedno. Zadaci sa prvih trideset Saveznih
takmiqeǌa (sa rexeǌima) mogu se na²i u svesci 23 Materijala za mlade matema-
tiqare (autori su Zoran Kadelburg i Pavle Mladenovi²), a zadaci sa narednih
deset takmiqeǌa ²e se na²i u zbirci koja se priprema za xtampu (sveska 39
Materijala).

Iste godine kad i naxe Prvo republiqko takmiqeǌe, dakle 1959, odr¼ana je
u Rumuniji Prva me±unarodna matematiqka olimpijada. Jugoslavija se vrlo brzo
ukǉuqila u ovo takmiqeǌe, poslavxi svoju ekipu na Petu olimpijadu u Poǉsku
1963. godine. Posle svega xto je reqeno verovatno je suvixno isticati da su u
narednim godinama osnovu naxe ekipe na Olimpijadama po pravilu saqiǌavali
uqenici iz Srbije. Dugaqak je i spisak nagrada koje su takmiqari iz Jugoslavije
osvojili na Me±unarodnim olimpijadama — na 35 uqex²a osvojili smo 6 prvih,
46 drugih i 89 tre²ih nagrada. Ovde ²emo izdvojiti samo prve nagrade koje su
osvojili: Franc Dacar 1963. godine, B. Varga Jo�ef i Miodrag �ivkovi�
1974, Mladen Despi� 1982, Rade Todorovi� 1989. i Duxan �uki� 1999. godine.
Kompletan spisak olimpijaca iz Jugoslavije i osvajaqa nagrada (zakǉuqno sa
1996. godinom) mo¼e se na²i u kǌigama 11 i 32 serije Materijali za mlade
matematiqare. Te kǌige sadr¼e i sve zadatke (sa rexeǌima) sa ovih takmiqeǌa
(autori obeju kǌiga su bivxi olimpijci). Podaci za godine posle 1996. mogu se
na²i u brojevima qasopisa ,,Tangenta“.

U Jugoslaviji je dva puta i odr¼ana Me±unarodna olimpijada — 1967. go-
dine na Cetiǌu i 1977. godine u Beogradu. Pored veoma uspexne organizacije,
treba pomenuti i da je u oba sluqaja znaqajno proxiren krug zemaǉa-uqesnica
— dok su pre 1967. godine na Olimpijadama uqestvovale samo zemǉe Istoqne
Evrope, na nax poziv olimpijskom pokretu pridru¼ile su se V. Britanija, Fran-
cuska, Xvedska i Italija. Sliqno, 1977. godine prvi put su uqestvovali Al¼ir,
Kuba i Brazil, xto je otvorilo put daǉem pove²aǌu olimpijske porodice koja
sada broji preko 80 zemaǉa sa svih kontinenata. U okviru XIX olimpijade u
Aran±elovcu 1977. godine odr¼an je i simpozijum ,,Omladina i matematika“, u
qijem su prvom delu qlanovi ´irija govorili o radu s mladim talentima, a
u drugom delu su sami uqesnici Olimpijade saopxtili svoje radove i posebno
lepa rexeǌa zadataka sa tog takmiqeǌa. Pomenimo i svesku 33 Materijala za
mlade matematiqare autora V. Jankovi²a i V. Mi²i²a ‘‘IX & XIX International
Mathematical Olympiads” u kojoj su sabrani i izdati sa rexeǌima svi zadaci
predlo¼eni za ove dve olimpijade.

Od 1987. godina Jugoslavija redovno uqestvuje i na Balkanskim matema-
tiqkim olimpijadama i na ǌima tako±e osvaja mnoge nagrade. Na ukupno 13
Balkanijada imamo 17 prvih, 27 drugih i 25 tre²ih nagrada (videti tako±e
svesku 32 Materijala za mlade matematiqare). Dva puta bili smo i uspexni
doma²ini Balkanijade — 1989. godine u Splitu i 1994. u Novom Sadu.



viii Republiqka takmiqenja iz matematike

U zakǉuqku pomenimo i argumente onih koji su protiv takmiqeǌa. Ima
uqenika kojima ovaj vid ,,bavǉeǌa matematikom“ ne le¼i — ne mogu se prilagodi-
ti pritisku da ,,moraju uspeti“, smeta im ograniqeno vreme u okviru kojeg treba
uraditi postavǉene zadatke, ili jednostavno imaju tremu. Ili, nexto xto se
re±e pomiǌe, a qini nam se mo¼da i va¼nije — poneki od najuspexnijih tak-
miqara nastave da se bave samo rexavaǌem problema i u kasnijim godinama, ne
shvataju²i da je ozbiǉno bavǉeǌe matematikom ipak nexto mnogo vixe. Sve je
ovo taqno, a sigurno je da bi se naxlo i vixe argumenata ,,protiv“. No, smatramo
da ih argumenti ,,za“, od kojih su samo neki pomenuti u ovom kratkom prikazu, i
po broju i po znaqaju daleko prevazilaze.

Qitaǌem zadataka koje donosimo u ovoj zbirci mogu se uoqiti mnoge promene
u vrsti i te¼ini, no mislimo da je osnovni duh uglavnom saquvan u protek-
le 42 godine. ´ele²i da matematiqkoj javnosti stavi na uvid sve zadatke sa
Republiqkih takmiqeǌa sakupǉene na jednom mestu, Druxtvo matematiqara Sr-
bije objavǉuje ovu zbirku, uz napomenu da su oni dosad objavǉivani u zbirkama
zadataka koje Druxtvo izdaje svake godine, poqev od 1978. (popularnim ,,Bilte-
nima“), kao i u svesci 16 serije Materijali za mlade matematiqare koja sadr¼i
rexene zadatke od 1970. do 1983. godine. U pripremi je i sveska 39 te serije koja
²e sadr¼ati rexene zadatke iz posledǌih jedanaest godina.

U Beogradu, juna 2000. Zoran Kadelburg



PRVO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1959.

5.* RAZRED

1. Rexiti jednaqinu

m− 1
m− 3

x− m− 3
m− 1

x + 1 =
m− 3
m− 1

i zatim odrediti m da: (a) rexeǌe bude 2; (b) rexeǌe bude pozitivno.

2. Neko se odveze do izvesnog mesta brzinom 30 km/h a vrati se brzinom
50 km/h. Koja mu je sredǌa brzina za ceo put (za odlazak i povratak)?

3. Konstruisati paralelogram kad je data jedna stranica, visina koja joj
odgovara i ugao izme±u dijagonala.

4. U trouglu ABC, BD je simetrala ugla CBA. Krugovi opisani oko trou-
glova BCD i BAD seku redom stranicu BA u P i stranicu CB u Q. Dokazati
da je CP = AQ.

5. Nad stranicama trougla ABC konstruisani su spoǉa jednakostraniqni
trouglovi ABC1, BCA1 i CAB1. Dokazati da je AA1 = BB1 = CC1 i odrediti
uglove koje grade te du¼i me±u sobom.

6. RAZRED

1. Rexiti jednaqinu

a− b + 1
ax + bx

− 1
(a + b)2

=
a− b

x
.

2. Stablo oblika pravog vaǉka pliva u vodi tako da je jedna qetvrtina
preqnika van vode. Na²i ǌegovu specifiqnu te¼inu.

3. U ravni α nalazi se romb ABCD qija je stranica a i dijagonala BD =
2a
√

3
3

. Iz preseka dijagonala O podignuta je normala na ravan α i na ǌoj uzeta
taqka S tako da je SB = SD = a.

(a) Pokazati da je ∠ASC = 90◦.
(b) Izraqunati povrxinu piramide ABCDS.
(v) Pokazati da je diedar BSAD qija je ivica AS pravougli.

*Radi se o vixim razredima tadaxǌe gimnazije



2 REPUBLIQKA TAKMIQE�A 1959

4. Dat je krug polupreqnika R. U tom krugu upisan je jednakostraniqni
trougao ABC i iz centra podignuta normala na ravan kruga.

(a) Odrediti na normali taqku K tako da su du¼i KA, KB, KC jednake
stranicama trougla ABC i izraqunati povrxinu i zapreminu piramide KABC.

(b) Ako je taqka T sredixte du¼i OK, dokazati da je trougao TAB jed-
nakokrako pravougli.

7. RAZRED

1. Ako je 2 tg a = 3 tg b, pokazati da je

tg(a− b) =
tg b

2 + 3 tg2 b
=

sin 2b

5− cos 2b
.

2. Rexiti sistem jednaqina: x2 + y = 2, y2 + x = 2.
3. Iz jedne taqke M na rastojaǌima a i b od dve paralelne prave povuqene

su dve me±usobno normalne du¼i MA i MB do tih pravih. Na²i minimum
povrxine trougla AMB.

4. Rexiti jednaqinu sin2 x− sin 2x = 1− 2 cos x.

5. Visina iz temena C trougla ABC jednaka je zbiru druge dve visine.
Dokazati da je

1
sin γ

=
1

sin α
+

1
sin β

.

8. RAZRED

1. Uprostiti izraz
√√√√√

x

√√√√
y3

√
x

√
y3

√
x
√· · ·.

2. U pravouglom trouglu, qije stranice qine aritmetiqku progresiju a
hipotenuzina visina je h = 4,8, upisan je pravougaonik maksimalne povrxine.
Na²i odnos povrxina pravougaonika i trougla.

3. Za razne vrednosti a, b i c odrediti koje sve linije predstavǉa jednaqina
ax2 + by2 + c = 0.

4. Dva pravolinijska puta seku se pod pravim uglom. Iz mesta A na prvom
putu, udaǉenog 60 km od raskrx²a puteva, krene kamion brzinom 30 km/h. Is-
tovremeno iz mesta B na drugom putu, udaǉenog 30 km od raskrx²a, krene drugi
kamion brzinom 60 km/h. Kada ²e me±usobno biti najbli¼i?

5. U tetraedru ABCD mimoilazne ivice su jednake.
(a) Pokazati da su mu strane podudarni trouglovi.
(b) Pokazati da su du¼i koje spajaju sredixta jednakih ivica, normalne

na te ivice i da se sve tri seku u istoj taqki.



1960 ZADACI 3

DRUGO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1960.

5. RAZRED

1. Rexiti jednaqinu

ax

a2 − 4a + 4
− 2x

(2− a)2
+

x + 2
a + 2

= 2
(

x− a2x

a2 − 4

)
.

2. Konstruisati trougao ako su dati: visina i te¼ixna linija koje odgo-
varaju istoj stranici i polupreqnik opisanog kruga.

3. Dat je paralelogram ABCD. Neka je taqka M sredixte stranice BC i
taqka S sredixte stranice AD. Dokazati da du¼i AM i CS dele dijagonalu
BD na tri jednaka dela.

4. U trapezu ABCD dijagonala AC je normalna na stranicu BC i polovi
ugao DAB. Ugao ABC jednak je 60◦ i obim trapeza je 2 m. Na²i stranicu AB.

5. Veslaq vesla niz reku brzinom 350m/min, a uz istu reku brzinom 125m/
min. Koliko je daleko ixao niz reku ako je odlazak i povratak trajao ukupno 1
sat i 25 minuta?

6. RAZRED

1. Za brojeve x i y va¼i x2y = x 3
√

x. Izraqunati: (a) y ako je x3 = 4; (b) x
ako je y2 = 8.

2. Proveriti da li je

(
1

10x

) 1
log x

− 4 · 10−1 ·
(

1
10x

) 1
log x

= 60

ako je x = 3

√
1
10

.

3. Ako su m i n rexeǌa jednaqine x2 + px + q = 0, pokazati da su rexeǌa
jednaqine

qx2 + p(1 + q)x + (1 + q)2 = 0

m′ = m +
1
n

i n′ = 1 +
1
m

.

4. Data je ivica a pravilne jednakoiviqne trostrane prizme. Na²i povrx-
inu i zapreminu prizme i povrxinu preseka koji prolazi kroz jednu osnovnu
ivicu i sredixte naspramne boqne ivice. Odrediti povrxinu i zapreminu oba
tela na koje je prizma podeǉena presekom.

5. Data je povrxina P pravilnog oktaedra.
(a) Odrediti ǌegovu zapreminu u funkciji povrxine.
(b) Na²i ivicu onog pravilnog oktaedra koji ima dva puta ve²u zapreminu.
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7. RAZRED

1. Na²i one vrednosti x za koje je istovremeno trinom x2− 7x + 13 ve²i od
3 a maǌi od 7.

2. Za razne vrednosti x i y koje zadovoǉavaju jednaqinu ax+by+c = 0 izraz
a2x2 +b2y2 +c2 dobija razne vrednosti. Koja je me±u ǌima najmaǌa? Odrediti i
vrednosti promenǉivih x i y koje odgovaraju toj tra¼enoj vrednosti. Proveriti

za a =
1
2
, b =

1
3
, c = −2.

3. Dat je trinom a2x2 + (b2 − c2 − a2)x + c2, gde su a, b i c merni brojevi
stranica jednog trougla.

(a) Pokazati da je dati trinom pozitivan za sve realne vrednosti promen-
ǉive x.

(b) Koju relaciju zadovoǉavaju pozitivni brojevi a, b i c ako je dati
trinom potpun kvadrat?

4. Znaju²i da su tg α i tg β rexeǌa jednaqine x2 + px + q = 0, izraqunati
u funkciji od p i q vrednost izraza

A = sin2(α + β) + p sin(α + β) cos(α + β) + q cos2(α + β).

5. U krugu polupreqnika r sa sredixtem O povuqena su dva normalna pre-
qnika AA1 i BB1. U proizvoǉnoj taqki C na krugu povuqena je tangenta koja
tangentu u taqki A seqe u H, a produ¼etak preqnika BB1 u taqki K. Ugao AOC
oznaqimo sa x.

(a) Izraziti stranice qetvorougla AOKH u funkciji ugla x.
(b) Dokazati (trigonometrijski) da je HK = OK, ma koliki bio ugao x.
(v) Izraziti povrxinu qetvorougla AOKH u funkciji ugla x.

8. RAZRED

1. Dokazati da je razlika kvadrata ma koja dva neparna broja deǉiva sa 8.

2. Kroz taqku P (2,−1) povuqena je prava tako da taqka P polovi odseqak
te prave koji se nalazi izme±u pravih x − 2y + 2 = 0 i 3x − y − 15 = 0. Na²i
jednaqinu te prave.

3. Oko kruga x2 + y2 = 16 opisan je jednakostraniqni trougao sa jednim
temenom na y-osi. Na²i jednaqine ǌegovih stranica i povrxinu izme±u tog
kruga i dve stranice trougla.

4. U pravilnoj qetvorostranoj piramidi osnovne ivice a i visine H upisana
je kocka, iznad ǌe upisana je druga kocka itd. Koji deo piramide zauzima to
stepenasto telo sastavǉeno od svih kocki?

5. U dva naspramna ugla datog pravougaonika (sa stranicama a i b) upisana
su dva jednaka kruga, koji se me±usobno dodiruju. Izraqunati ǌihov polupreqnik
i zatim ih konstruisati.
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TRE�E REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1961.

1. RAZRED

1. Date su jednaqine

2a− x

3
+

x

2
=

5
3
,

x

2
+ x− a = 1.

(a) Rexiti po x obe jednaqine.
(b) Odrediti a tako da rexeǌa budu jednaka i na²i zajedniqko rexeǌe.
(v) Za na±enu vrednost a obrazovati funkcije

y =
2a− x

3
+

x

2
− 5

3
, y =

x

2
+ x− a− 1

i grafiqki ih predstaviti u istom koordinatnom sistemu. Gde se nalazi prese-
qna taqka oba grafika i zbog qega?

2. Date su u prostoru qetiri taqke.
(a) Odrediti taqku podjednako udaǉenu od datih taqaka.
(b) Postaviti ravan od koje su sve qetiri date taqke podjedanko udaǉene.

Koliko ima takvih ravni? Dati opis konstrukcije.
3. U qetvorouglu ABCD taqka E je sredixte stranice AB, a taqka F

sredixte naspramne stranice CD. Ako se poqev od E konstruixu vektori
−−→
ED′

i
−−→
EC ′, jednaki vektorima

−→
AD i

−→
BC, dokazati da taqke C ′, F i D′ le¼e na jednoj

pravoj.
4. Rexiti jednaqinu

3ab + 1
a

x− 3ab

a + 1
− a2

(a + 1)2
=

(2a + 1)x
a3 + 2a2 + a

.

(a) Pokazati da rexeǌe jednaqine ne zavisi od b.
(b) Odrediti a tako da dobijena vrednost za x bude pozitivna, zatim i

ve²a od 1.
5. Dat je jednakokraki trougao ABC (AB = AC). Van trougla konstruisani

su jednakostraniqni trouglovi ABD i ACE. Dokazati da je BE = DC i da se
te dve du¼i seku na visini AH trougla.

2. RAZRED

1. Dat je krug preqnika AB = 2R i na ǌemu taqka M qija je ortogonalna
projekcija na AB taqka P (AP = x).

(a) Izraziti u funkciji od R i x:

y = AM2 + 2 PM2

i prouqiti tu funkciju kad x varira od 0 do 2R.
(b) Odrediti x tako da bude y = kR2 (k > 0).
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2. Dokazati da su ortogonalne projekcije temena jednog paralelograma na
ǌegove dijagonale temena novog paralelograma sliqnog datom.

3. Odrediti m tako da polinom

x4 + 2x3 − 23x2 + 12x + m

bude identiqki jednak proizvodu dva kvadratna trinoma (x2+ax+c)(x2+bx+c).
Odrediti koeficijente a, b, c i na osnovu toga rastaviti dati polinom qetvrtog
stepena na linearne qinioce. Najzad odrediti nule polinoma.

4. Normalni presek prizmatiqne povrxi je jednakostraniqni trougao ABC
stranice a. Na normalama koje polaze iz B i C sa iste strane ravni ABC uzete
su dve taqke B′ i C ′ tako da je BB′ = y, CC ′ = x (y > x).

(a) Koji uslov treba da zadovoǉavaju x i y da bi trougao AB′C ′ bio
pravougli sa temenom pravog ugla u C?

(b) Kako se iz dobijenog uslova odre±uje raqunski i konstruktivno y za
dato x?

3. RAZRED

1. Funkcija y = x2 + (m− 3)x + 1− 2m odre±uje skup parabola.
(a) Pokazati da sve ove parabole seku x-osu.
(b) Odrediti jednaqinu geometrijskog mesta temena svih parabola i nacr-

tati to geometrisjko mesto.
(v) U skupu funkcija odrediti one qija je jedna nula tri puta ve²a od

druge.
2. Dat je pravougaonik ABCD (AB = a, AD = b, a > b). Na stranicama

AB, BC, CD i DA uzeti redom taqke M , N , P i Q, tako da je AM = BN =
CP = DQ = x (x < b).

(a) Dokazati da je MNPQ paralelogram.
(b) Izraziti povrxinu tog paralelograma u funkciji od x.
(v) Odrediti x tako da ta povrxina bude maksimalna.
(g) Za koju ²e vrednost x dobijeni paralelogram biti romb?

3. U jednoj ravni nalaze se tri poluprave OA, OB, OC tako da je ∠COA =
∠AOB = 60◦. Iz taqke P , koja se nalazi u uglu AOB, spuxtene su normale PQ,
PR, PS, redom na OA, OB i OC. Pokazati da je PQ + PR = PS.

4. U polukrugu preqnika AB = 2r povuqena je tetiva AC. Polukrug rotira
oko preqnika AB.

(a) Izraziti u funkciji polupreqnika i ∠BAC = x povrxinu koja nastaje
rotacijom tetive AC i povrxinu koja nastaje rotacijom luka CB.

(b) Odrediti ugao BAC tako da te dve povrxine budu jednake.

4. RAZRED

1. Data je funkcija y = x2 + px + q.
(a) Odrediti p i q tako da grafik ove funkcije seqe y-osu u taqki A(0, 1)

i da dodiruje pravu y + 3 = 0 (za p i q uzeti oba rexeǌa).



1962 ZADACI 7

(b) U jednaqini x2 + px+ q = 0 oznaqiti rexeǌa sa tg α i tg β. Odrediti
relaciju koja postoji izme±u p i q ako je α + β = π/3. Odrediti p i q tako da
pored ostalih uslova jedno rexeǌe jednaqine bude 1.

2. Na²i jednaqinu tangente hiperbole 3x2−y2 = 3 u taqki A(2, 3) i pokaza-
ti:

(a) da se ortogonalne projekcije hiperbolinih ¼i¼a na tangentu nalaze
na krugu koji je opisan oko centra hiperbole polupreqnikom a (a je poluosa);

(b) da taqka simetriqna jednoj ¼i¼i hiperbole u odnosu na tu tangentu
le¼i na krugu koji je opisan oko druge ¼i¼e polupreqnikom 2a.

3. Lopta polupreqika r dodiruje ravan P u taqki A. Vrh prave kupe nalazi
se na lopti u taqki B, koja je dijametralno suprotna taqki A, a osnova kupe,
polupreqnika R, le¼i u ravni P . Oba tela prese²i jednom ravni Q koja je
paralelna sa ravni P na rastojaǌu x.

(a) Izraziti u funkciji od x razliku povrxina preseka kupe i preseka
lopte.

(b) Odrediti R tako da funkcija ima minimum za x = 3r/2.
4. Date su dve stalne taqke A i B (AB = a) i promenǉiva prava l koja

prolazi kroz taqku A.
(a) Odrediti geometrijsko mesto taqke M koja je ortogonalna projekcija

taqke B na promenǉivoj pravoj l.
(b) Na pravoj l uzete su du¼i MP = MQ = MB. Konstruisati geometri-

jsko mesto taqaka P i Q kad l rotira oko A. Dati geometrijsko rexeǌe kao i
rexeǌe metodom koordinata.

QETVRTO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1962.

1. RAZRED

1. Ako je aa′ = bb′ = cc′, dokazati da je tada

(a + b′)(b + c′)(c + a′) = (a′ + b)(b′ + c)(c′ + a).

2. Dat je paralelepiped ABCDA′B′C ′D′. Ako je
−→
AB = ~m,

−→
AD = ~n i−−→

AA′ = ~p, konstruisati svaki od slede²ih vektora (nacrtati sliku): (a) ~m+~n+~p;
(b) ~m + ~n + 1

2~p; (v) 1
2 ~m + 1

2~n + ~p; (g) ~m + ~n− ~p; (d) −~m− ~n + 1
2~p.

3. 1◦ Rexiti jednaqinu

2x

a3 − 8
− a

a2 + 2a + 4
=

x− 1
a− 2

,

gde je a dati realni broj. Da li za svako a data jednaqina ima rexeǌe?
2◦ Za koje je vrednosti broja a rexeǌe date jednaqine pozitivan broj?
3◦ Koliko treba da bude a da bi rexeǌe date jednaqine bilo x = 0?
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4. Date su ravni p i q i taqke A, B i C koje ne le¼e na istoj pravoj.
Odredite taqku O koja je podjednako udaǉena od ravni p i q, a tako±e podjednako
udaǉena od taqaka A, B i C. Da li uvek postoji taqka O?

5. Dat je trougao ABC. Na stranici AC izabrano je n taqaka M1, M2,
. . . , Mn od kojih se nijedna ne poklapa sa temenima A i C, a na stranici BC
n taqaka N1, . . . , Nn od kojih se nijedna ne poklapa sa temenima B i C. Na
koliko je delova podeǉen trougao ABC du¼ima BM1, BM2, . . . , BMn i AN1,
AN2, . . . , ANn?

2. RAZRED
1. Dat je kvadratni trinom

(1) f(x) = (m + 1)x2 − 2(m− 1)x + m− 5,

gde je m realan broj.
1◦ Pokazati da grafici trinoma (1) za svako m prolaze kroz jednu zajed-

niqku taqku.
2◦ Pokazati da ne postoji nijedan trinom (1) qiji je ekstremum u ovoj

zajedniqkoj taqki.
2. Odrediti a i b tako da polinom x4 + 3x2 + ax + b bude deǉiv polinomom

x2 − 2ax + 2.
3. Data je prava p i taqke A i B koje ne le¼e na pravoj p. Konstruisati

krug k koji prolazi kroz taqke A i B i koji dodiruje pravu p.

4. Dat je razlomak
a
√

2 + b

c
√

2 + d
, gde su a, b, c i d racionalni brojevi. Kakav

odnos mora postojati izme±u brojeva a, b, c i d da bi dati razlomak bio racio-
nalan broj?

5. Data su dva koncentriqna kruga k1 i k2 od kojih k2 ima ve²i polupreqnik.
Konstruisati seqicu s koja krug k1 seqe u taqkama A1 i A2, a krug k2 u taqkama
B1 i B2, tako da se taqka A1 nalazi izme±u taqaka B1 i A2 i da je B1A1 =
A1A2 = A2B2.

3. RAZRED
1. 1◦ Dokazati identiqnosti

sin kx =
cos

(
k − 1

2

)
x− cos

(
k +

1
2

)
x

2 sin
x

2

,

cos kx =
sin

(
k +

1
2

)
x− sin

(
k − 1

2

)
x

2 sin
x

2

,

gde je k prirodan broj.
2◦ Koriste²i se rezultatima dobijenim pod 1◦ odrediti slede²e zbirove:

S1 = sin x + sin 2x + · · ·+ sin nx, S2 = cos x + cos 2x + · · ·+ cos nx.



1963 ZADACI 9

2. Pokazati da je izraz b2x2 + (b2 + c2 − a2)x + c2 pozitivan za svako x ako
su a, b i c merni brojevi du¼ina stranica jednog trougla.

3. Odrediti osnovni period funkcije f(x) = sin x · sin(x + a), gde je a data
konstanta (0 < a < π/2).

4. Osnova prave prizme je jednakokraki trougao kraka a i ugla na osnovi-
ci α. Kroz osnovicu gorǌe osnove i suprotno teme doǌe osnove postavǉena je
ravan p koja je nagnuta prema ravni osnove pod uglom β.

1◦ Odrediti povrxinu omotaqa ove prizme.
2◦ Ravan p deli prizmu na dva tela od kojih je jedno qetvorostrana pi-

ramida. Odrediti zapreminu ove piramide.

5. Dati su krug k i taqka M na ǌemu. Kroz taqku M povlaqe se sve mogu²e
tetive kruga k qiji drugi krajevi su oznaqeni sa N . Neka je X taqka tetive MN
takva da je MX : XN = m : n, gde su m i n dati brojevi. Na²i skup taqaka X
kada se taqka N kre²e po datom krugu k.

4. RAZRED

1. Data je funkcija f(x) =
x

ax − 1
+

x

2
. Pokazati da je:

(a) f(x) ≡ f(−x); (b) 4f(2x)f(x) ≡ 4f2(x) + x2.

2. Data je elipsa
x2

a2
+

y2

b2
= 1 qije su ¼i¼e taqke F1(−c, 0) i F2(c, 0). Na²i

skup svih sredixta tetiva elipse koje prolaze kroz ¼i¼u F2.

3. Ako u trouglu izme±u uglova β i γ postoji veza
sin2 β

sin2 γ
=

tg β

tg γ
, trougao

je ili jednakokrak ili pravougli. Dokazati.

4. Neka S1, S2 i S3 oznaqavaju redom zbirove prvih n1, n2 i n3 qlanova
aritmetiqke progresije. Dokazati da je tada

S1

n1
(n2 − n3) +

S2

n2
(n3 − n1) +

S3

n3
(n1 − n2) = 0.

5. Pravilan tetraedar ivice a preseqen je jednom ravni p koja prolazi kroz
jednu ǌegovu ivicu i koja suprotnu ivicu tetraedra deli u odnosu 2 : 1. Na²i
povrxinu preseka kao i uglove preseka.

PETO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1963.

1. RAZRED

1. Neka su x, y, z razliqiti realni brojevi. Dokazati:

xy

(z − x)(z − y)
+

yz

(x− y)(x− z)
+

zx

(y − z)(y − x)
= 1.



10 REPUBLIQKA TAKMIQE�A 1963

2. Dokazati da taqke A(1, 1−3k), B(3, 1−k), C(5, 1+k), ma kakv bio broj k,
uvek le¼e na nekoj pravoj p, qiji je koeficijent pravca k. Dokazati da sve prave
p prolaze kroz jednu zajedniqku taqku.

3. Ako je xyz = 1, onda je
(

x +
1
x

)2

+
(

y +
1
y

)2

+
(

z +
1
z

)2

−
(

x +
1
x

)(
y +

1
y

)(
z +

1
z

)
= 4.

Dokazati.

4. Konstruisati pravougli trougao kad su date hipotenuza i te¼ixna linija
jedne katete.

2. RAZRED

1. Neka je

y =
(

5
2
x2 − x + 5

)2

−
(

3
2
x2 + 5x− 4

)2

.

(a) Dokazati da je y > 0 za svaki realni broj x.
(b) Rexiti jednaqinu y = 0 po x.

2. U ravni α dat je krug k sa preqnikom AB = 2a. Na normalama ravni α
u taqki A i centru kruga O sa jedne strane ravni odre±ene su taqke C i D tako
da je AC = a, OD = 2a. Na krugu k odrediti taqku M tako da trougao CMD
bude pravougli.

3. Ako je
x

a
=

y

b
, onda je

x2

x2 + y2
+

b2

a2 + b2
= 1.

Dokazati. Da li va¼i i obrnuto?

4. Konstruisati trougao kod koga su visina, te¼ixna linija i simetrala
ugla, koje polaze iz istog temena, tri date du¼i.

3. RAZRED

1. Data je jednaqina

(1) tg x− tg 3x−m tg 2x = 0.

(a) Dokazati da su rexeǌa ove jednaqine ujedno i rexeǌa jednaqine

sin 2x[2m cos2 2x + (m + 2) cos 2x−m] = 0.

(b) Rexiti jednaqinu (1) ako je m = −1.
2. Qetiri taqke u prostoru A, B, C, D me±usobno su udaǉene za d = 4.

Neka je S taqka koja je jednako udaǉena od tih taqaka. Na²i ǌeno rastojaǌe od
tih taqaka.
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3. Ako su rexeǌa jednaqine x2 + px + q = 0 realna i razliqita, dokazati
da jednaqine x2 + (p + 2a)x + (q + ap) = 0, 3x2 + 2(p + a)x + (q + ap) = 0 imaju
isto tako realna i razliqita rexeǌa.

4. Dokazati da je

cos3 α + sin3 α + cos4 α− sin4 α ≡ 4
√

2 cos
(π

4
− a

)
sin2

(π

4
− α

2

)
cos2

α

2
.

4. RAZRED

1. Dokazati da sve parabole y2 − 2λy + λx + λ = 0 (λ realni broj) prolaze
kroz jednu zajedniqku taqku i da im temena le¼e na jednoj pravoj.

2. Me±u svim elipsama
x2

a2
+

y2

b2
= 1 koje prolaze kroz datu taqku A(x0, y0)

na²i onu koja ima najmaǌu povrxinu.

3. Dokazati identitet

sin α + sin 3α + sin 5α + · · ·+ sin(2n− 1)α ≡ sin2 nα

sin α

ako je n prirodan broj i ako je sin α 6= 0.

4. Ispitati funkciju

f(x) = lim
n→∞

n3(x2 − x) + 3
√

n6 + x

n3(x2 − 4) + n2 + nx
.

Nacrtati ǌen grafik.

XESTO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1964.

1. RAZRED

1. Dokazati da je proizvod qetiri uzastopna prirodna broja deǉiv sa 24.

2. Ako je ad = bc, onda je (ab+cd)2 = (a2 +c2)(b2 +d2) i obrnuto. Dokazati.

3. Dokazati da taqke P (a+b, a−b+1), Q(a+b+2, a−b+3), R(a+b+5, a−b+2),
S(a + b + 3, a − b) predstavǉaju temena paralelograma ako su a i b proizvoǉni
brojevi. Dokazati da su za razne vrednosti a i b ovi paralelogrami podudarni.

4. Dati su u jednoj ravni dva kruga k1 i k2 i prava p. Konstruisati pravu
q paralelnu pravoj p koja seqe krug k1 u taqkama A i B i krug k2 u taqkama C
i D tako da je zbir tetiva AB i CD jednak datoj du¼i l.

5. Konstruisati trougao ABC ako su date dve stranice i razlika naspram-
nih uglova.
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2. RAZRED

1. Racionalisati imenilac razlomka
1√

a +
√

b +
√

c +
√

d
.

2. Neka je

f(x) = (x− a1)2 + (x− a2)2 + · · ·+ (x− an)2,

gde su a1, a2, . . . , an dati brojevi. Dokazati da je za svako x

f(x) > f

(
a1 + a2 + · · ·+ an

n

)
.

3. Neka su a, b i c tri razliqita realna broja od kojih nijedan nije nula.
Dokazati da je

(
b− c

a
+

c− a

b
+

a− b

c

) (
a

b− c
+

b

c− a
+

c

a− b

)
= 9

ako je a + b + c = 0.
4. Ako su P , Q, R, S podno¼ja upravnih kroz presek O dijagonala na stran-

ice AB, BC, CD, DA qetvorougla ABCD, dokazati da je

∠SOQ = 180◦ ± 1
2
(∠SRQ− ∠SPQ),

gde su ∠SRQ i ∠SPQ unutraxǌi uglovi qetvorougla PQRS.
5. Dat je jednakostraniqni trougao OAB stranice a. Odrediti pravu par-

alelnu stranici AB koja seqe stranice OA i OB (ili ǌihove produ¼etke) redom
u taqkama C i D tako da je AC2 + CD2 + DB2 = 3a2.

3. RAZRED

1. Dokazati da je trougao pravougli ako ǌegovi uglovi p, q i r zadovoǉavaju
uslov cos p + cos q = sin r.

2. Rexiti po x, y, z sistem: ax+ by + z = 1, x+aby + z = b, x+ by +az = 1,
gde su a i b dati brojevi. Diskusija!

3. Neka su a, b i c du¼ine stranica datog oxtrouglog trougla.
(a) Ako je R du¼ina polupreqnika opisanog kruga, onda je

a
√

4R2 − a2 + b
√

4R2 − b2 + c
√

4R2 − c2

=
√

(a + b + c)(b + c− a)(a− b + c)(a + b− c).

Dokazati.
(b) Rexiti po x jednaqinu

a
√

x2 − a2 + b
√

x2 − b2 + c
√

x2 − c2

=
√

(a + b + c)(b + c− a)(a− b + c)(a + b− c).

4. Dokazati da se sve ravni, od kojih svaka sadr¼i jednu ivicu triedra i
simetralu naspramnog iviqnog ugla, seku po jednoj pravoj.
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4. RAZRED

1. Ispitati funkciju y =
(x− 1)2(x− 3)

x2
i nacrtati ǌen grafik.

2. Neka su x1, x2, . . . , xn pozitivni brojevi takvi da je x1+x2+· · ·+xn = 1.
Dokazati da tada va¼i nejednakost

√
x1 +

√
x2 + · · ·+√

xn 6 √
n.

3. Na²i lim
x→0

cos 2x cos 3x− 1
x2

.

4. Dokazati da je proizvod k uzastopnih prirodnih brojeva deǉiv sa k!.
5. Odrediti brojeve A, B, C tako da za svaki prirodni broj n va¼i jed-

nakost
1
2

+
2
22

+
3
23

+ · · ·+ n

2n
=

An + B

2n
+ C.

SEDMO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1965.

1. RAZRED

1. Ako je
x

a
+

y

b
+

z

c
= 1 i

a

x
+

b

y
+

c

z
= 0,

dokazati da je
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.

2. Rastaviti na proste qinioce polinom P (x) = 2x3+3x2+x i na²i najve²i
prirodan broj kojim su deǉivi svi brojevi P (x) kada je x = 1, 2, 3, . . . .

3. Data je familija pravih ax + by = 1, gde su brojevi a i b vezani jed-
nakox²u a2 + b2 = 1. Dokazati da su sve ove prave podjednako udaǉene od koor-
dinatnog poqetka.

4. Konstruisati trougao ABC ako je data stranica c, simetrala ugla α i
razlika dva ugla: β − γ.

5. U prostoru su date taqke A, B, C i D. Dokazati da sredixta du¼i AB,
BC, CD i DA pripadaju istoj ravni.

2. RAZRED

1. Ako je a > b > 0, dokazati da je

√
(a + b)3 −

√
(a− b)3 =

√
2 (2a +

√
a2 − b2)

√
a−

√
a2 − b2.

2. Data je familija parabola y = x2 + (λ + 2)x + 3 − λ, gde je λ realan
parametar.

(a) Dokazati da sve ove parabole prolaze kroz jednu zajedniqku taqku.
(b) Na²i geometrijsko mesto temena ovih parabola.
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3. U krugu su konstruisane dve me±usobno normalne tetive. Ako su a, b, c i
d du¼ine odseqaka tih tetiva od preseqne taqke do periferije kruga, dokazati
da je povrxina toga kruga

P =
1
4
(a2 + b2 + c2 + d2)π.

4. Na ivicama AA1, BB1, CC1 kocke ABCDA1B1C1D1 ivice a prenete su
du¼i AM = y, BN = x, CP = z (x, y, z 6 a/2), pa je kroz taqke M , N i P
postavǉena ravan koja seqe ivicu DD1 u taqki Q.

(a) Dokazati da je qetvorougao MNPQ paralelogram.
(b) Odrediti zavisnost x od y i z tako da taj paralelogram bude pravo-

ugaonik.
5. Konstruisati trougao ako je data stranica a, ugao α i te¼ixna linija tb.

3. RAZRED

1. Geometrijski prikazati skup taqaka qije koordinate zadovoǉavaju rela-
ciju sinx + sin y = sin(x + y).

2. Ravan α koja sadr¼i hipotenuzu AB pravouglog trougla ABC gradi sa
katetama uglove od 30◦ i 45◦. Iz temena C spuxtena je normala CO na ravan α,
gde je CO = a.

(a) Odrediti ugao izme±u ravni trougla ABC i ravni α.
(b) Na²i povrxinu i zapreminu tetraedra ABOC.

3. Teme pravog ugla pravouglog trougla nalazi se u koordinatnom po-
qetku, dok mu se druga dva temena nalaze na pravim y = a, odnosno y = b
(a 6= b). Napisati jednaqinu geometrijskog mesta podno¼ja visina koje odgo-
varaju hipotenuzama takvih trouglova.

4. Neka su x i y celi brojevi. Dokazati da je 3x + 2y deǉivo sa 5 ako i
samo ako je 4x + y deǉivo sa 5.

5. Rexiti jednaqinu 3
√

49 + x + 3
√

49− x = 2.

4. RAZRED

1. Na²i realna rexeǌa jednaqine 3
√

a + x + 3
√

a− x = 1, gde je a realan
parametar.

2. Dokazati nejednakost

n(x− 1) 6 xn − 1 6 nxn−1(x− 1),

gde je x > 1 i n prirodan broj.
3. Na²i lim

x→∞
(
√

x2 + A1x + B1 +
√

x2 + A2x + B2 − 2x).

4. Dokazati jednakost
n∑

i=1

i

i + 1

(
n

i

)
=

2n(n− 1) + 1
n + 1

,

gde je n prirodan broj.
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5. Data je funkcija y = ln(λx2 + x + 1).
(a) Odrediti λ tako da funkcija bude definisana za svako x.
(b) Na²i geometrijsko mesto stacionarnih taqaka.

OSMO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1966.

1. RAZRED

1. Pokazati da iz proporcije

(a + b + c + d) : (a− b + c− d) = (a + b− c− d) : (a− b− c + d)

sledi a : c = b : d.

2. U dati kvadrat upisati jednakostraniqni trougao.

3. Rexiti sistem jednaqina

mx− 2y = 3,

3x + my = 4

i odrediti m tako da rexeǌa budu pozitivna.

4. Konstruisati trougao ako je data stranica c, simetrala ugla α i razlika
uglova β i γ.

5. U istoj ravni dati su trouglovi ABC i MNP . Ako su T i T1 ǌihova
te¼ixta, dokazati da je

−−→
AM +

−−→
BN +

−→
CP = 3

−−→
TT1.

2. RAZRED

1. Uprostiti izraz

1√
1−

(
2x

1 + x2

)2
· 2− x2

(1 + x2)2
.

2. Na polukrugu preqnika AB = 2R uzeti taqku M qija je projekcija na
AB taqka P . Odrediti polo¼aj taqke P tako da je

AM2 + MB2 + 2 MP 2 = λR2.

Za koje vrednosti λ zadatak ima smisla?

3. Konstruisati trougao kad je dato β − γ, ha i R (gde je R polupreqnik
opisanog kruga).
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4. Kod pravilnog tetraedra ABCS taqka P je sredixte visine iz temena S.
Dokazati da je AP normalno na BP i BP normalno na CP .

5. Dokazati da taqke simetriqne ortocentru trougla u odnosu na stranice,
le¼e na krugu opisanom oko trougla.

3. RAZRED

1. Dokazati da jednakost sin α sin 2α sin 3α = 1 ne va¼i ni za jedno α.

2. Rexiti sistem jednaqina

log2 x + log4 y + log4 z = 2,

log3 y + log9 z + log9 x = 2,

log4 z + log16 x + log16 y = 2

3. Povrxine trouglova koje obrazuju osnovice trapeza sa odseqcima dijag-
onala iznose p i r. Kolika je povrxina tog trapeza.

4. Iz sredixta visine pravilne qetvorostrane piramide spuxtena je nor-
mala du¼ine m na boqnu ivicu i normala du¼ine n na boqnu stranu. Na²i
zapreminu piramide.

5. Stranica AB = c trougla ABC je nepomiqna, dok se stranica AC = b
obr²e oko temena A u ravni trougla, ne meǌaju²i svoju du¼inu. Na²i jednaqinu
skupa sredixta stranice BC.

4. RAZRED

1. Koliko razliqitih delilaca ima broj 12! ?

2. Brojevi a1, a2, a3, . . . su qlanovi aritmetiqke progresije sa razlikom d.
(a) Ako je p + q = r + s, dokazati da je ap + aq = ar + as.
(b) Dokazati da za svako n ∈ N va¼i

a1a2a3

a1 + a3
+

a2a3a4

a2 + a4
+ · · ·+ anan+1an+2

an + an+2

=
1
2
n

[
a2
1 + a1d(n + 1) +

(n− 1)(2n + 5)
6

d2

]
.

3. Na²i lim
x→0

1− cos x cos 2x cos 3x

1− cosx
.

4. Odrediti krivu c u ravni xOy definisanu kao skup taqaka koje su jednako
udaǉene od date prave x+α = 1 i datog kruga x2 +y2−2αx+α2−1 = 0 (α > 1),
i dokazati da je za svaku tangentu te krive proizvod ǌenog koeficijenta pravca
i odseqka na ordinatnoj osi konstantan.

5. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y =
1− ln x

1− x2
(nule prvog izvoda

odrediti grafiqki).
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DEVETO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1967.

1. RAZRED

1. Dat je polinom P (x) = x3 + 3x2 − x− 3.
(a) Rastaviti P (x) na qinioce.
(b) Rexiti jednaqinu P (x) = 0.
(v) Pokazati da je P (x) deǉivo sa 3 ako je x paran broj, a da je P (x)

deǉivo sa 48 ako je x neparan broj.
2. U oxtrouglom trouglu AFE visine ED i FB seku se u taqki C. Taqke

M , N , P i Q su redom sredixta du¼i FC, EC, AE i AF . Dokazati da je
qetvorougao MNPQ pravougaonik.

3. Ako je abc = 1, onda je
(

a +
1
a

)2

+
(

b +
1
b

)2

+
(

c +
1
c

)2

− 4 =
(

a +
1
a

)(
b +

1
b

)(
c +

1
c

)
.

Dokazati.
4. Dat je sistem jednaqina

ax− 4y + 2 = 0, x− ay − 1 = 0,

gde je a realan parametar.
1◦ Odrediti parametar a tako da dati sistem: (a) ima jedno rexeǌe (x, y);

(b) nema nijedno rexeǌe; (v) ima beskonaqno mnogo rexeǌa.
2◦ Da li dati sistem jednaqina mo¼e imati celobrojnih rexeǌa?

5. Konstruisati trougao ABC kod koga je BC = a, AB + AC = m i
∠B − ∠C = ϕ, gde su a i m date du¼i i ϕ dati ugao.

2. RAZRED

1. Konstruisati trougao ako su dati: stranica BC, taqka D na toj stranici
kroz koju prolazi simetrala naspramnog ugla i polupreqnik R opisanog kruga
toga trougla.

2. Dokazati da je 3
√√

5 + 2− 3
√√

5− 2 = 1.
3. Rexiti jednaqinu |x2− 4x+3| = αx− 1 za razne vrednosti parametra α.
4. Piramida SABCD ima za osnovu kvadrat ABCD stranice a, ǌena boqna

ivica SA je normalna na ravan ABCD. Kroz ivicu AD postavǉena je ravan π
koja seqe SB u taqki B1 i SC u taqki C1.

1◦ Dokazati da je qetvorougao AB1C1D trapez i na²i geometrijsko mesto
taqaka koje opisuje preseqna taqka M dijagonala DB1 i AC1 kada B1 opisuje
du¼ SB.

2◦ Ako je du¼ina boqne ivice SA jednaka a
√

3, izraziti

y = AB2
1 + B1C

2
1 + C1D

2

u funkciji od SB1 = x i predstaviti tu funkciju grafiqki kada taqka B1 opisuje
du¼ SB.
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5. Neka je ABC trougao qije su stranice AB i AC nejednake i neka je O
centar opisanog kruga tog trougla. Visina AD seqe opisani krug u taqki K,
prava kroz O, normalna na BC, seqe stranicu BC u taqki M , a prava AO seqe
opisani krug u taqki F ; H je presek visina tog trougla.

Dokazati:
(a) da su uglovi BCK, CBF i BCH jednaki;
(b) FK = 2 MD;
(v) da taqke F , M , H pripadaju jednoj pravoj.

3. RAZRED

1. Rexiti jednaqinu

log
√

2x− 3 + log
√

2x + a = 2 + log 0,02,

gde je a realan parametar (logaritam je sa osnovom 10).
2. Dat je krug (x−1)2+y2 = 2. Na²i jednaqinu skupa taqaka preseka visina

svih trouglova upisanih u dati krug ako im je zajedniqka stranica tetiva koju
odseca krug na y osi.

3. Da bi trougao bio oxtrougli, neophodno je i dovoǉno da za dva ǌegova
ugla α i β va¼i nejednakost tg α tg β > 1. Dokazati.

4. Dat je pravougaonik ABCD sa stranicama AB = a, BC = pa (p je
prirodan broj). Stranica BC je podeǉena na 2p delova i deone taqke P1, P2,
. . . , Pn−1, Pn = C spojene su sa temenom A. Neka su sa αi (i = 1, 2, . . . , n = 2p)
obele¼eni uglovi koje du¼i AP1, AP2, . . . , APn−1, AC grade sa ivicom BC.

Ispitati da li postoje uglovi αk i αm (k,m = 1, 2, . . . , 2p, k 6= m) takvi da
je αk + αm = 45◦.

5. Pokazati da svaka ravan koja prolazi kroz sredixta dveju naspramnih
ivica tetraedra deli taj tetraedar na dva tela jednakih zapremina.

4. RAZRED

1. Data je funkcija y =
ax

1− ax + a2x2
.

(a) Ispitati tu funkciju za razliqite vrednosti parametra a i pred-
staviti geometrijski porodicu odgovaraju²ih krivih y = f(x, a).

(b) Odrediti geometrijsko mesto ekstremuma tih krivih i nacrtati grafik.
2. Dokazati da je za n > 1:

2! 4! · · · (2n)! > ((n + 1)!)n.

3. Uglovi trougla ABC obrazuju aritmetiqku progresiju sa razlikom ϕ
tako da je α < β < γ.

(a) Izme±u kojih se granica mo¼e nalaziti ugao ϕ?
(b) Pokazati da stranice a, b, c tog trougla zadovoǉavaju jednakost

(a + c)2 = b2 + 3ac.

Mogu li istovremeno i stranice tog trougla obrazovati aritmetiqku progresi-
ju?
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(v) Ako su dati stranica b i obim trougla 2s, izraqunati: 1◦ ugao ϕ
(diskusija) i 2◦ stranice a i c (diskusija).

4. Isti kao 67.3.4.
5. Koliko se razliqitih prirodnih brojeva deǉivih sa 3 mo¼e obrazovati

od cifara 1, 2, 3, 4, 5 tako da se nijedna od ovih cifara ne ponavǉa?

DESETO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1968.

1. RAZRED

1. U ravni xOy grafik relacije |x− 2|+ |y − 1| = 3 ograniqava deo ravni.
Nacrtati grafik te relacije i izraqunati povrxinu tog dela.

2. Odrediti najmaǌi prirodni broj koji pri deǉeǌu brojevima 11, 12, 13,
14, 15 daje ostatak jedan.

3. Rexiti po x jednaqinu

x− ab

a + b
+

x− ac

a + c
+

x− bc

b + c
− c− b− a = 0.

4. Dokazati da du¼i koje spajaju redom centre kvadrata, konstruisanih nad
stranicama paralelograma izvan ǌega, obrazuju kvadrat.

5. Nad vektorima
−→
AB = ~a,

−→
AD = ~b i

−−→
AA1 = ~c konstruisan je pravougli

paralelepiped ABCDA1B1C1D1. Taqka M je centar strane A1B1C1D1, a taqka
N je centar strane BCC1B1 tog paralelepipeda.

Dokazati da je razlika vektora
−→
AN i

−−→
AM vektor kolinearan vektoru

−−→
A1B.

2. RAZRED

1. Odrediti ostatak koji se dobija kada se polinom

xn + xn−1 + xn−2 + · · ·+ x + 1

podeli sa x3 − x.
2. Rexiti jednaqinu x + α|x| = α, gde je α realan broj.
3. Dva kruga se seku u taqkama A i B. Seqica povuqena kroz taqku A seqe

krugove jox u taqkama C i D. Taqka E je presek tangenata krugova u taqkama C
i D. Dokazati da je qetvorougao BCED tetivni.

4. Nad preqnikom AB kruga konstruisan je pravougaonik ABCD qija je
visina AD jednaka stranici kvadrata upisanog u tom krugu. Temena D i C
spojena su sa proizvoǉnom taqkom N kruga. Du¼i DN i CN seku preqnik AB u
taqkama E i L.

Dokazati da je AL2 + BE2 = AB2.

5. Konstruisati du¼ x ako je
x2

m2
=

n

p
, gde su m, n i p date du¼i.
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3. RAZRED

1. Neka su a, b i c du¼ine stranica, a α, β i γ naspramni uglovi trougla
ABC. Ako je

a + b = tg
γ

2
(a tg α + b tg β),

dokazati da je trougao ABC jednakokrak.

2. Na²i sva rexeǌa sistema jednaqina

x + 5y + z = tx

x + y + 5z = ty

5x + y + z = tz,

gde je t realan parametar.

3. Osnova prave prizme ABCDA1B1C1D1 je romb ABCD date stranice α
i ugla kod temena A od 60◦. Ako je M sredixte ivice AB, N sredixte ivice
AD i α ugao izme±u du¼i MD1 i NB1, odrediti zapreminu prizme u funkciji
ugla α.

4. Krug konstruisan nad kosim krakom pravouglog trapeza kao nad pre-
qnikom, dodiruje normalan krak. Ako je visina trapeza h, odrediti povrxinu
onog pravouglog trougla qije su katete jednake osnovicama trapeza.

5. Dat je krug x2 + y2 = r2. Ortogonalna projekcija proizvoǉne taqke P
kruga na osu Ox je P1. Oko taqke P kao centra opisan je krug polupreqnika PP1,
koji seqe dati krug u taqkama M i N .

Odrediti skup taqaka preseka du¼i MN i PP1.

4. RAZRED

1. Dokazati da je

xn + xn−2 + xn−4 + · · ·+ 1
xn−4

+
1

xn−2
+

1
xn

> n + 1

(x > 0, n ∈ N).

2. Niz (xn) je zadat na slede²i naqin: x1 = a, xn+1 =
1
4

+ x2
n. Ispitati

konvergenciju niza kada je a <
1
2
, a =

1
2
, odnosno a >

1
2

i na²i granicu kada ona
postoji.

3. Nacrtati grafik i ispitati funkciju y =
2|x|

x2 − 2x + p
ako je 0 6 p 6 1.

4. Polupreqnik lopte upisane u zarubǉenu kupu je R, a polupreqnik opisane
lopte je R

√
30. Na²i ugao izme±u izvodnice i osnova zarubǉene kupe.

5. Dat je paralelepiped P ivica a, b, c. Ravni paralelne ǌegovim stranama
dele ivice na po m jednakih delova.

(a) Odrediti broj svih tako dobijenih paralelepipeda Pi (qije strane
pripadaju nekoj od pomenutih ravni ili stranama datog paralelepipeda), kao i
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broj svih tako dobijenih paralelograma pj (koji su strane nekog od paralelepipe-
da Pi).

(b) Ako su A i C1 dijagonalno suprotna temena paralelepipeda P , odred-
iti broj svih mogu²ih putaǌa od temena A do temena C1 ako se kretaǌe vrxi
du¼ ivica paralelepipeda Pi uz stalno udaǉavaǌe od temena A.

JEDANAESTO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1969.

1. RAZRED

1. Dokazati da je

1
(p + q)3

(
1
p3

+
1
q3

)
+

3
(p + q)4

(
1
p2

+
1
q2

)
+

6
(p + q)5

(
1
p

+
1
q

)
=

1
p3q3

ako je p 6= 0, q 6= 0, p + q 6= 0.
2. Petocifreni broj poqiǌe cifrom 3. Ako tu cifru premestimo sa prvog na

posledǌe mesto, a da pri tome poredak ostale qetiri cifre ostane nepromeǌen,
dobijeni broj je za 29 997 ve²i od prvobitnog. Na²i te brojeve.

3. Dva radnika mogu da zavrxe neki posao za 12 dana. Posle 5 dana zajed-
niqkog rada jedan radnik se razboleo, pa je drugi radnik sam produ¼io posao i
zavrxio ga za slede²ih 17,5 dana. Za koliko dana bi mogao da zavrxi taj posao
svaki od radnika rade²i sam?

4. U ravni su date dve jednake du¼i A1B1 i A2B2. Odrediti taqku C u toj
ravni tako da bude 4A1B1C ∼= 4A2B2C.

5. Pravougli trougao je podeǉen visinom spuxtenom iz temena pravog ugla
na hipotenuzu na dva trougla u koje su upisani krugovi. Dokazati da je prava koja
prolazi kroz centre ovih krugova normalna na simetrali pravog ugla trougla.

2. RAZRED

1. Razlomak
281
140

predstaviti kao zbir tri razlomka qiji su brojioci i
imenioci jednocifreni brojevi.

2. Odrediti najmaǌu vrednost izraza

y = (x− 5)(x− 1)(x− 6)(x− 2) + 9.

3. Ako je jedan ugao pravouglog trougla 15◦, tada je proizvod kateta jednak
kvadratu polovine hipotenuze. Dokazati.

4. Konstruisati trougao ABC ako su date taqke: teme A, centar opisanog
kruga O i ortocentar H.

5. Iz proizvoǉne taqke P na simetrali AD ugla α trougla ABC konstru-
isane su normale PC1, PA1 i PB1, redom na stranice AB, BC i CA. Dokazati
da presek pravih B1C1 i PA1 pripada te¼ixnoj liniji AM trougla ABC.
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3. RAZRED

1. Dokazati nejednakost

2−
√

2 +
√

2 + · · ·+√
2

2−
√

2 +
√

2 + · · ·+√
2

>
1
4

ako brojilac razlomka na levoj strani sadr¼i n kvadratnih korena, a imenilac
n− 1 kvadratnih korena.

2. Rexiti sistem jednaqina

sin x + sin y = sin(x + y),

|x|+ |y| = 1.

3. Dat je krug k i ǌegova tetiva AB. U krugu su upisani trouglovi qija je
jedna stranica AB. Na²i geometrijsko mesto preseka visina ovih trouglova.

4. Da bi jedan ugao trougla iznosio 60◦ ili 120◦ potrebno je i dovoǉno da
rastojaǌe temena tog ugla do ortocentra bude jednako polupreqniku R opisanog
kruga. Dokazati.

5. Trostrana piramida se preseca ravnima koje su paralelne dvema mi-
moilaznim ivicama. Odrediti presek najve²e povrxine.

4. RAZRED

1. Dat je niz (xn):

x1 =
√

a +
√

a, x2 =

√
a +

√
a +

√
a, x3 =

√
a +

√
a +

√
a +

√
a, . . .

(a > 0). Odrediti lim
n→∞

xn.

2. Napisani su prirodni brojevi od N do M ukǉuquju²i i M i N (M > N).
Koliki je broj cifara potrebnih da se napixu svi ovi brojevi? Izraziti taj
broj cifara u funkciji od N i M .

3. U urni se nalaze kuglice k razliqitih boja, pri qemu kuglica i-te boje
ima ni. Izvlaqi se po jedna kuglica bez vra²aǌa, sve dok se me±u kuglicama ne
pojavi m kuglica iste boje. Koliko je izvlaqeǌa za to sigurno dovoǉno?

4. Dati geometrijsku interpretaciju nejednakosti |2z| < |1 + z2| ako je z
kompleksan broj.

5. Isti kao 69.3.5.
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DVANAESTO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1970.

1. RAZRED

1. Ako racionalni brojevi a, b i c zadovoǉavaju jednakost

1
a

+
1
b

+
1
c

=
1

a + b + c
(a 6= 0, b 6= 0, c 6= 0, a + b + c 6= 0),

onda je zbir neka dva od ǌih jednak nuli. Dokazati.
2. Umesto slova stavite odgovaraju²e cifre tako da sabiraǌe

MOR E

+ S E TA
MO T E L

bude taqno. Svakom slovu odgovara jedna cifra, pri qemu razliqitim slovima
odgovaraju razliqite cifre, a istim slovima iste cifre.

3. Dati su izrazi A = x3 + 1 i B = x2 + x, gde je x racionalan broj. Za
koje x je: 1◦ A > B; 2◦ A = B; 3◦ A < B?

4. U ravni su date tri prave koje prolaze kroz istu taqku O. Na jednoj od
ǌih uoqena je taqka A. Konstruisati trougao qije je jedno teme taqka A, a date
prave su simetrale ǌegovih uglova.

5. Date su dve prave a i b koje se seku u taqki O i tre²a prava c koja
prodire ravan odre±enu prvim dvema pravim u taqki C.

(a) Odrediti pravu p koja seqe sve tri date prave.
(b) Gde le¼e sve prave p koje seku ove tri date prave?

2. RAZRED

1. Umesto slova stavite odgovaraju²e cifre tako da sabiraǌe

R O V Iǋ

IK A

+ IK A
ULC Iǋ

bude taqno. Svakom slovu odgovara jedna cifra, pri qemu razliqitim slovima
odgovaraju razliqite cifre, a istim slovima iste cifre.

2. Ako su a i b realni brojevi, a z rexeǌe jednaqine 1 + z + z2 = 0, onda je
(az2 + bz)(bz2 + az) = a2 − ab + b2. Dokazati.

3. Ako su a, b i c du¼ine stranica trougla, tada je funkcija

f(x) = b2x2 + (b2 + c2 − a2)x + c2

pozitivna za svako realno x. Dokazati.
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4. Dokazati da je proizvod du¼ina normala konstruisanih iz ma koje taqke
kruga na dve naspramne stranice qetvorougla upisanog u tom krugu, jednak pro-
izvodu du¼ina normala konstruisanih iz iste taqke na druge dve stranice tog
qetvorougla.

5. Konstruisati trougao ako je dat polupreqnik opisanog kruga, jedna stran-
ica i razlika uglova na toj stranici.

3. RAZRED

1. Rexiti sistem jednaqina sin x · sin y =
√

2− 1
4

, tg x · tg y = 3− 2
√

2.

2. U ravni xOy odrediti skup S taqaka M(x, y) qije koordinate zado-
voǉavaju nejednaqinu logx(logy x) > 0.

3. Na turniru je uqestvovalo 5 xahista. Odrediti rezultate svih partija
ako je poznato da je svaki igrao sa svakim po jednu partiju i da su svi osvojili
razliqit broj poena, pri qemu:

(a) prvoplasirani nije igrao nijednu partiju nerexeno;
(b) drugoplasirani nije izgubio nijednu partiju;
(v) takmiqar koji je zauzeo qetvrto mesto nije dobio nijednu partiju.

4. Prava koja prolazi kroz koordinatni poqetak seqe prave x + y = 1 i
x− y = 1 u taqkama A i B. Odrediti geometrijsko mesto sredixta S du¼i AB.

5. Kroz temena A i B jednakostraniqnog trougla ABC konstruisane su
normale Ax i By na AB u istoj poluravni u kojoj je trougao ABC. Kroz teme
C konstruisana je proizvoǉna prava koja seqe Ax u taqki M i By u taqki N .
Simetrala du¼i MN seqe pravu AB u taqki S.

1◦ Dokazati da je trougao MSN jednakostraniqan.
2◦ Povrxinu trougla MSN izraziti u funkciji du¼ine stranice trougla

ABC i ugla ACS.

4. RAZRED

1. Sa koliko nula se zavrxava broj 11100 − 1?

2. Neka brojevi a1, a2, . . . , an qine aritmetiqki niz sa diferencijom d, a
brojevi b1, b2, . . . , bn geometrijski niz sa koliqnikom q 6= 1. Izraqunati zbir
Sn = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn.

3. Isti kao 70.3.2.

4. Na koliko najvixe delova mogu n ravni da podele sferu?

5. U pravu kupu polupreqnika osnove 1 i nagibnog ugla izvodnice prema
osnovi 2α (2α < π/2) upisana je lopta L i konstruisano je jox n lopti od kojih
svaka dodiruje osnovu i omotaq kupe, loptu L i po dve od tih n lopti. Odrediti
vezu izme±u n i α.
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TRINAESTO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1971.

1. RAZRED

1. Skratiti razlomak

bc(c2 − b2) + ca(a2 − c2) + ab(b2 − a2)
b2c2(c− b) + c2a2(a− c) + a2b2(b− a)

,

gde su a, b, c razliqiti pozitivni brojevi.

2. Rexiti jednaqinu
√

(2x− 1)2 − |3x− 2|+ 4x− 3 = 1.
3. Du¼ina jedne katete pravouglog trougla je 21, a du¼ine ostalih dveju

stranica izra¼ene su prirodnim brojevima. Koliko ima takvih trouglova? Na²i
ǌihove stranice.

4. U pravouglom trouglu ABC je konstruisana visina CD; taqka M je
sredixte du¼i CD, taqka N je sredixte du¼i BD. Dokazati da je prava AM
normalna na pravoj CN .

5. Data je prava p i van ǌe taqke M i N . Konstruisati trougao ABC tako
da su M i N sredixta stranica AB i AC a visina koja odgovara stranici AB
pripada pravoj p.

2. RAZRED

1. Za koje vrednosti realnog parametra a jednaqina
√

2x− 3a +
√

2x + 3a = 1

ima rexeǌa?

2. Pokazati da je za svako realno x polinom x6 − x5 + x4 − x3 + x2 − x +
3
4pozitivan.

3. U xkoli rade tri kru¼oka: matematiqki, fiziqki i hemijski. U svakom
od ǌih radi po 15 uqenika. Od uqenika matematiqkog kru¼oka uqestvuje u
kru¼oku za fiziku ǌih 7, a u kru¼oku za hemiju 8 uqenika. Od uqenika koji
rade u kru¼oku za fiziku 5 ǌih radi u hemijskom kru¼oku. Zna se da 4 uqenika
rade u sva tri kru¼oka. Odrediti:

(a) koliko uqenika radi samo u matematiqkom kru¼oku, samo u kru¼oku za
fiziku i samo u kru¼oku za hemiju;

(b) koliko uqenika radi samo u po jednom kru¼oku.

4. U krug je upisan trougao ABC. Taqke M , N i P su sredixta lukova
BC, CA i AB (taqka M se nalazi sa one strane prave BC sa koje nije taqka A,
itd). Tetiva MN seqe stranicu BC u taqki K, a tetiva NP seqe stranicu AB
u taqki L. Dokazati da je prava KL paralelna pravoj AC i da centar upisanog
kruga trougla ABC pripada du¼i KL.

5. Konstruisati trougao ako su date sve tri ǌegove te¼ixne du¼i.
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3. RAZRED

1. Odrediti vrednost izraza tg x + ctg x ako je
sin x + cos x

sin x cos x
= m (0 < x <

π/2, m realan broj).

2. Ako su a, b, c celi brojevi, takvi da je a2 + b2 = c2, dokazati da je onda
bar jedan od brojeva a i b deǉiv sa 3.

3. Rexiti jednaqinu logsin x 2 · logsin2 x a = 1, a realno.

4. Dat je trougao ABC i na stranici AB taqka M . Kroz taqku M konstru-
isati dve prave koje dele trougao ABC na tri dela jednakih povrxina.

5. Osnova pravog paralelepipeda je romb sa oxtrim uglom α. Pod kojim
uglom prema ravni osnove treba postaviti ravan tako da presek paralelepipeda
tom ravni bude kvadrat qija temena pripadaju boqnim ivicama paralelepipeda?

4. RAZRED

1. Dat je niz brojeva an odre±en formulom an+1 =
3an − 1
3− an

. Izraziti

opxti qlan niza u funkciji od a1, gde je a1 = const < 0. Na²i lim
n→∞

an.

2. Dokazati nejednakost ln
x + 1

x
>

1
1 + x

, x > 0.

3. Odrediti broj qlanova u razvoju izraza (a+b+c+d)n, gde je n prirodan
broj.

4. Dat je konveksan qetvorougao ABCD. Taqke M , N , P i Q koje pripadaju
redom stranicama AB, BC, CD, DA, dele te stranice u istoj razmeri. Odred-
iti vrednost te razmere tako da povrxina qetvorougla MNPQ bude najmaǌa.

5. Data je xahovska tabla formata 9 × 9. U doǌem desnom uglu nalazi se
pas, a u gorǌem levom uglu zec. Na centralno poǉe table ne smeju do²i ni pas
ni zec. U gorǌem desnom uglu i doǌem levom uglu nalaze se sklonixta za zeca.
I pas i zec se kre²u po tabli po pravilu: jedno poǉe napred, nazad, levo, desno
ili ukoso (kao kraǉ). Dokazati da zec mo¼e da pobegne od psa u svoja sklonixta
bez obzira ko poqiǌe igru, ako se igra naizmeniqno.

QETRNAESTO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1972.

1. RAZRED

1. Koliko pozitivnih delilaca ima broj 180?

2. Ako za pozitivne brojeve a, b, c va¼i jednakost 2b2 = a2 + c2, dokazati
da je tada

1
a + b

+
1

b + c
=

2
c + a

.



1972 ZADACI 27

3. Neka je D podno¼je normale konstruisane iz temena C pravouglog trougla
ABC na hipotenuzu AB, a O1 i O2 sredixta krugova upisanih u trouglove CAD
i CBD. Dokazati da je simetrala pravog ugla trougla ABC normalna na du¼
O1O2.

4. Konstruisati trougao ABC ako je dato a, β − γ i b− c.

5. Dokazati da u svakom trouglu ve²oj stranici odgovara maǌa te¼ixna
du¼, a maǌoj stranici ve²a te¼ixna du¼.

2. RAZRED

1. Ako je x2 + x + 1 = 0, onda je x1972 + x−1972 = −1. Dokazati.

2. Rexiti jednaqinu
√

x + 5− 4
√

x + 1 +
√

x + 2− 2
√

x + 1 = 1.
3. Dokazati da je u pravouglom trouglu odnos proizvoda du¼ina simetrala

oxtrih uglova i proizvoda polupreqnika opisanog i upisanog kruga trougla
izra¼en iracionalnim brojem.

4. Odrediti na stranicama AC i BC datog trougla ABC redom taqke P
i Q takve da su du¼i AP , PQ i QB jednake.

5. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo trouglova date stranice AB u
kojima ortocentar polovi jednu i samo jednu visinu.

3. RAZRED

1. Rexiti sistem jednaqina

x2 + 2yz = x,

y2 + 2zx = z,

z2 + 2xy = y.

2. Na²i sva pozitivna rexeǌa jednaqine x2 + 2x sin(ax) + 1 = 0, gde je a
realan parametar.

3. U tetraedru DABC strana BDC je normalna na stranu ABC, DB =
DC = 1, a iviqni uglovi u temenu D su svi jednaki 60◦. Odrediti zapreminu
tetraedra.

4. U deǉeǌu (bez ostatka)

xx xxx xxx : xxx = xx 8xx

x xx

xxx x

xx x

x xxx

x xxx

zameniti simbole x ciframa, tako da deǉeǌe bude ispravno.
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5. Neka je α oxtar ugao. Dokazati da je
(

1 +
1

sin α

)(
1 +

1
cos α

)
> 3 + 2

√
2.

4. RAZRED

1. Rexiti sistem jednaqina

x1x2 = 1,

x2x3 = 1,

. . .

xn−1xn = 1,

xnx1 = 1.

2. Da bi razliqiti od nule brojevi x1, x2, . . . , xn, . . . qinili aritme-
tiqku progresiju, neophodno je i dovoǉno da za svaki prirodni broj n > 2 bude
ispuǌena jednakost

1
x1x2

+
1

x2x3
+ · · ·+ 1

xn−1xn
=

n− 1
x1xn

.

Dokazati.

3. Dat je trougao A1A2A3 sa stranicama a1 = A2A3, a2 = A3A1, a3 = A1A2.
Obele¼imo sa si tangentnu du¼ upisanog kruga datog trougla koja polazi iz

temena Ai (i = 1, 2, 3). Dokazati da va¼i nejednakost
s1

a1
+

s2

a2
+

s3

a3
> 3

2
, gde

jednakost va¼i ako i samo ako je trougao A1A2A3 jednakostraniqan.

4. U gradu Algeburgu mre¼a metroa ima 13 stanica. Svaka linija metroa
ima qetiri stanice. Svake dve razliqite linije metroa imaju jednu i samo jednu
zajedniqku stanicu, a svake dve razliqite stanice spaja direktnom vezom jedna i
samo jedna linija metroa.

Nacrtati mre¼u metroa grada Algeburga.

5. Ispitati i grafiqki predstaviti funkciju f(x) = 3
√

x3 − 3x + 2.

PETNAESTO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1973.

1. RAZRED

1. Dat je sistem
z

x + y
= 2,

z

y − x
= 3, x > 0, y > 0, z > 0. Xta je ve²e,

x ili z?

2. Broj a +
1
a

(a nije ceo broj) je ceo. Dokazati da je broj a3 +
1
a3

tako±e
ceo.
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3. Konstruisati trougao ako su dati elementi a, b + c, β − γ.

4. Na datoj du¼i AC izabrana je proizvoǉna taqka B i nad du¼ima AB i
BC konstruisani su sa iste strane prave AB jednakostraniqni trouglovi ABD
i BCD1. Neka su M i N sredixta du¼i CD i AD1. Dokazati da je trougao
MBN jednakostraniqan.

5. Tri devojqice, Vera, Milica i Gordana su sakrile u epove po jedan od
slede²ih predmeta: olovku, prsten i kǉuq. Odredite xta se u qijem epu nalazi
ako se zna da je od slede²a tri tvr±eǌa jedno istinito, a dva la¼na.

(a) Vera je sakrila olovku.
(b) Milica nije sakrila olovku.
(v) Gordana nije sakrila kǉuq.

2. RAZRED

1. Dokazati da je (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4) + 1,001 > 0, x ∈ R.

2. Dokazati da je svaki broj oblika 8n + 1 slo¼en, n ∈ N.

3. (a) Krugovi k1 i k2 seku se u taqkama A i B. Proizvoǉna seqica kroz A
seqe krugove k1 i k2 u taqkama M i N , a proizvoǉna seqica kroz B u taqkama
P i Q. Dokazati da je MP paralelno sa NQ.

(b) Dat je krug k, taqka A koja mu pripada i taqka P koja pripada datoj
pravoj p. Proizvoǉan krug kroz taqke A i P seqe krug k u taqki B, a pravu
p u taqki Q. Dokazati da sve prave BQ imaju zajedniqku taqku koja pripada
krugu k.

4. Dat je krug k i krugovi k1 i k2 jednakih polupreqnika koji ga dodiruju
iznutra u taqkama A i B i pri tom se me±usobno dodiruju. Neka je C proizvoǉna
taqka kruga k i neka CA seqe k1 u M , a CB seqe k2 u N . Dokazati da je MN
paralelno sa AB.

5. Uprostiti izraz

√
2 +

√
3 +

√
4√

2 +
√

3 +
√

6 +
√

8 + 4
.

3. RAZRED

1. Dat je prost broj qije su sve cifre (u dekadnom zapisu) jednake 1. Dokaza-
ti da broj cifara mora biti prost. Va¼i li obrnuto?

2. Dokazati da va¼i nejednakost
1

sin4 x
+

1
cos4 x

> 8.

3. Stranice trougla vezane su relacijom a2 = b(b+c). Dokazati da je u tom
sluqaju α = 2β, gde su α, β i γ uglovi trougla.

4. Dat je oxtrougli trougao ABC. Neka su AA′, BB′, CC ′ ǌegove visine,
a O centar opisanog kruga.

(a) Dokazati da je OA ⊥ B′C ′.
(b) Dokazati da je povrxina trougla ABC jednaka proizvodu poluobima

trougla A′B′C ′ i polupreqnika opisanog kruga trougla ABC.
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5. U dati tetraedar upisan je drugi tetraedar qija su temena te¼ixta
strana datog tetraedra. Na²i odnos zapremina ovih tetraedara.

4. RAZRED

1. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = 3
√

x3 + 2x2.

2. Neka su a1, a2, a3 proizvoǉni realni brojevi i neka je, za n > 3, niz (an)
definisan rekurentnom vezom

an =
an−1 + an−2 + an−3

3
.

Dokazati da je niz (an) konvergentan.

3. Dokazati da za svaki prirodan broj n va¼i nejednakost

cos(n + 1)x
cosnx

< cos2n+1 x,

gde je 0 < (n + 1)x < π/2.
4. Pauk juri muvu po beskonaqnom poǉu. To se odigrava na slede²i naqin:
Pauk osmatra, zatim napravi jedan korak u pravcu severa, juga, istoka ili

zapada, ponovo osmatra i zatim napravi jox jedan korak u jednom od pomenutih
pravaca (koji ne mora biti istovetan s prethodnim) i na kraju ponovo osmatra.

Potom muva osmatra, napravi jedan korak u pravcu severa juga, istoka ili
zapada i ponovo osmatra.

Igra se zatim nastavǉa na ve² opisan naqin. Dokazati da pauk mo¼e da
uhvati muvu ma gde se u poqetku nalazila ako se zna da su im koraci jednaki,
da pauk vidi samo u pravcu sever, jug, istok i zapad, i da pauk, kada vidi muvu
nije u staǌu da odredi daǉinu do ǌe, ve² samo pravac u kome se nalazi. Muva
u svakom trenutku zna taqan polo¼aj pauka.

5. Date su dve mimoilazne prave p i q. Na²i geometrijsko mesto sredixta
du¼i qiji krajevi pripadaju datim mimoilaznim pravim.

XESNAESTO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1974.

1. RAZRED

1. Neka su a, b i c proizvoǉni brojevi takvi da je abc 6= 0, a + b + c 6= 0.
Ako je

1
a

+
1
b

+
1
c

+
1

a + b + c
,

tada je a + b = 0 ili b + c = 0 ili c + a = 0. Dokazati.

2. Razlika dva neparna broja deǉiva je sa 5. Na²i kojom se cifrom zavrxava
razlika kubova tih brojeva.
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3. Iz temena A trougla ABC konstruisane su normale AM i AP na sime-
trale spoǉaxǌih uglova u temenima B i C. Dokazati da je du¼ina du¼i MP
jednaka polovini obima trougla ABC.

4. Ugao kod temena A trougla ABC jednak je 75◦. Izraqunati ostale uglove
ovog trougla ako prava koja prolazi kroz teme A deli trougao na dva jednakokraka
trougla. (Ispitati sve sluqajeve.)

5. Rastojaǌe izme±u mesta A i mesta B izra¼ava se celim brojem kilo-
metara koji je deǉiv sa 5. Autobus prolazi put od A do B stalnom brzinom
60 km/h pri qemu na svakih 5 km ima stanicu na kojoj stoji 5 minuta. Bicik-
lista prelazi put od A do B stalnom brzinom (ne staje usput) za 1 h. Na putu,
ǌega je pretekao autobus, zatim je on pretekao autobus koji je stajao na stanici,
zatim ga je ponovo pretekao autobus i vixe se nisu preticali. Da li je autobus
putovao vixe ili maǌe od 45 minuta?

2. RAZRED

1. Dokazati da se izraz

x3 − 3x + (x2 − 1)
√

x2 − 4− 2
x3 − 3x + (x2 − 1)

√
x2 − 4 + 2

(x > 2)

mo¼e transformisati u izraz
(x + 1)

√
x− 2

(x− 1)
√

x + 2
.

2. Data je du¼ AB = a. Na datoj du¼i odrediti taqku M , tako da je zbir
povrxina jednakokrako-pravouglih trouglova sa hipotenuzama AM i BM jednak
datom broju m.

3. U konveksnom petouglu ABCDE taqke M , N , P , Q su sredixta redom
stranica AB, BC, CD, DE. Dokazati da je du¼ koja je odre±ena sredixtima
du¼i MP i NQ paralelna sa AE i jednaka 1

4AE.
4. Taqka M pripada opisanom krugu oko jednakostraniqnog trougla ABC.

Neka su p1, p2, p3 prave kroz M , paralelne sa BC, CA i AB i neka su P1, P2,
P3 preseqne taqke pravih p1, p2, p3 sa pravim AB, BC, CA. Dokazati da taqke
P1, P2, P3 pripadaju jednoj pravoj.

5. Isti kao 74.1.5.

3. RAZRED

1. Rexiti jednaqinu

23x − 8
23x

− 6
(

2x − 1
2x−1

)
= 1

u skupu realnih brojeva.
2. Du¼ine stranica trougla ABC su

√
2,
√

3,
√

4. Dokazati da je x = y =
z = 0 jedino celobrojno rexeǌe jednaqine

x sin α + y sin β + z sin γ = 0,

gde su α, β, γ uglovi trougla ABC.
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3. Neka su ha, hb, hc visine a r polupreqnik upisanog kruga trougla ABC.
Ako je ha + hb + hc = 9r, tada je trougao ABC jednakostraniqan. Dokazati.

4. Dokazati da je kod konveksnog mnogougla sa jednakim uglovima suma ras-
tojaǌa proizvoǉne taqke u mnogouglu do ǌegovih stranica konstantna.

5. Data je xahovska tabla formata 10 × 10. Nazovimo superdamom figuru
koja mo¼e da se kre²e i kao dama i kao skakaq. Razmestiti 10 superdama na ovu
tablu tako da se nijedan par superdama uzajamno ne napada.

4. RAZRED

1. Izraqunati graniqnu vrednost lim
n→∞

1− 2 + 3− 4 + · · · − 2n√
n2 + n

.

2. Dokazati da je za n > 1

7
9
· 26
28
· . . . · n3 − 1

n3 + 1
=

2
3

(
1 +

1
n(n + 1)

)
.

3. Izraqunati zbir

1(
n

0

) − 1(
n

1

) +
1(
n

2

) − 1(
n

3

) + · · ·+ (−1)n

(
n

n

) .

4. Dokazati da je brojilac svedenog razlomka jednakog zbiru

1 +
1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
p− 1

deǉiv sa p, ako je p prost broj ve²i od 2.
5. U dr¼avi Zavrzlamiji ima n gradova. Treba ih povezati telefonskim

linijama tako da budu ispuǌeni uslovi:
(a) svaka linija povezuje dva grada;
(b) ima ukupno n− 1 linija;
(v) iz svakog od tih n gradova se mo¼e (direktno ili ne) razgovarati sa

bilo kojim drugim gradom.
Na koliko se naqina to mo¼e uqiniti?

SEDAMNAESTO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1975.

1. RAZRED

1. Ako je
aa1 + bb1 + cc1√

a2 + b2 + c2
√

a2
1 + b2

1 + c2
1

= 1 i brojevi a, b, c, a1, b1, c1 su svi

razliqiti od nule, dokazati da je
a

a1
=

b

b1
=

c

c1
.

2. Dokazati da je broj N = 4a2 + 3a + 5, gde je a ceo broj, deǉiv sa 6 ako i
samo ako a nije deǉiv ni sa 2 ni sa 3.
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3. Iz mesta A prema mestu B krenuo je pexak brzinom 4 km/h. Posle nekog
intervala vremena krenuo je za ǌim drugi pexak, a posle jox toliko vremena i
tre²i brzinom 6 km/h. Tre²i pexak stigao je drugog taqno na polovini puta
izme±u A i B a zatim su oni nastavili da se kre²u zajedno brzinom koja je
aritmetiqka sredina ǌihovih dotadaxǌih brzina. Ako su sva tri pexaka zajedno
stigla u B, na²i poqetnu brzinu drugog pexaka.

4. U jednoj ravni date su prava p i taqke A i B sa iste strane te prave.
Odrediti na pravoj p taqke C i D tako da je du¼ CD jednaka datoj du¼i d i da
je zbir AC + CD + DB najmaǌi.

5. Data su dva para uzajamno normalnih pravih koje svojim preseqnim taqka-
ma odre±uju qetiri pravougla trougla. Dokazati da su sredixta hipotenuza ovih
trouglova temena pravougaonika.

2. RAZRED

1. Data je jednaqina

x2 − 2ax− (a + 3) = 0.

Odrediti sve vrednosti celog broja a tako da rexeǌa date jednaqine budu celi
brojevi.

2. Rexiti jednaqinu

|x2 − 1|+ |x2 − 4| = mx,

gde je m realan parametar.

3. Dat je trougao ABC. Odrediti geometrijsko mesto taqaka M u ravni
tog trougla, takvih da se normale na prave MA, MB i MC, konstruisane kroz
taqke A, B i C seku u jednoj taqki.

4. Krugovi k1 i k2 seku se u taqkama A i B. Kroz proizvoǉnu taqku M
du¼i AB konstruisane su tetiva PQ kruga k1 i tetiva RS kruga k2. Dokazati
da taqke P , Q, R i S pripadaju jednom krugu.

5. Taqka A nalazi se unutar xest krugova. Dokazati da se centar bar jednog
od tih krugova nalazi u nekom od preostalih.

3. RAZRED

1. Ako je n slo¼en prirodan broj i ako su 1 = d0 < d1 < · · · < dm−1 < dm =
n svi prirodni delioci broja n, dokazati da je

2
log n

m−1∑

k=1

log dk

prirodan broj.

2. Odrediti tangense brojeva x, y, z ako je tg x : tg y : tg z = a : b : c,
x + y + z = π, gde su a, b, c pozitivni realni brojevi.
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3. Dat je konveksan xestougao ABCDEF u kome svaka od dijagonala AD,
BE i CF deli povrx xestougla na delove jednake povrxine. Dokazati da se te
dijagonale seku u jednoj taqki.

4. Data je qetvorostrana piramida qija je osnova romb, a boqne strane su
jednako nagnute prema ravni osnove. Kroz proizvoǉnu taqku H osnove piramide
konstruisana je normala na ravan osnove. Dokazati da zbir odseqaka na normali
od taqke H do ǌenih prodora kroz sve boqne strane piramide ne zavisi od izbora
taqke H.

5. Data je proizvoǉna kocka. Po ǌenim ivicama (samo po ivicama) kre²u se
muva i dva pauka. Njihove maksimalne brzine su jednake. U poqetnom trenutku
oba pauka se nalaze u jednom temenu kocke, a muva u dijagonalno suprotnom.
Dokazati da pauci uvek mogu da ulove muvu.

4. RAZRED

1. Odrediti aritmetiqku progresiju a1, a2, . . . ako je

a1 + a2 + a3 + a4 = 1,

a3
1 + a3

2 + a3
3 + a3

4 = 0,1.

2. (a) Dokazati da za svaki prirodan broj n > 2 va¼e nejednakosti

2
√

n + 1− 2 6 1√
1

+
1√
2

+ · · ·+ 1√
n

< 2
√

n− 1.

(b) Odrediti najve²i prirodan broj n za koji va¼i nejednakost

n 6 1√
1

+
1√
2

+ · · ·+ 1√
1 000 000

.

3. Za koji prirodan broj n je broj
19n + 75n

n!
najve²i?

4. U doǌem desnom i gorǌem levom uglu xahovske table nalaze se skakaqi,
beli i crni. Igraqi povlaqe poteze naizmeniqno. Beli poqiǌe igru, a ciǉ igre
je uzeti protivniqkog skakaqa. Igra se zavrxava nerexeno kada se ista pozicija
ponovi tri puta. Dokazati da se igra mora zavrxiti remijem ukoliko oba igraqa
igraju najboǉe.

5. Odrediti maksimum i minimum modula kompleksnog broja z ako je∣∣∣∣z +
1
z

∣∣∣∣ = 2.

OSAMNAESTO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1976.

1. RAZRED

1. Skupovi M1, M2, M3, M4, M1 ∪ M2 ∪ M3 ∪ M4 imaju redom n1, n2,
n3, n4, s elemenata; pri tome je M1 ∩ M3 = M2 ∩ M4 = ∅. Dokazati da je
2s > n1 + n2 + n3 + n4. Da li mo¼e u toj relaciji da va¼i jednakost?
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2. Deca dele orahe. Prvo dete je uzelo a oraha i n-ti deo ostatka; dru-
go 2a oraha i n-ti deo novog ostatka itd, dok svi orasi nisu bili podeǉeni.
Ispostavilo se da je svako dete dobilo isti broj oraha. Koliko je bilo dece?

3. U ravni je dato pet taqaka od kojih nikoje tri ne le¼e na jednoj pravoj.
One se spajaju crvenim i plavim du¼ima i to tako da nikoje tri du¼i iste boje
ne obrazuju trougao. Dokazati:

(a) iz svake taqke polaze taqno dve plave i dve crvene du¼i;
(b) postoji zatvorena izlomǉena linija sastavǉena od du¼i iste boje koja

sadr¼i sve date taqke.

4. U pravouglom trouglu ABC (∠C = 90◦) konstruisane su simetrale AD
i BF uglova kod temena A i B. Iz taqaka D i F konstruisane su normale DN
i FM na hipotenuzu. Dokazati da je ∠MCN = 45◦.

5. Neka su taqke K, L, M sredixta stranica BC, CA i AB trougla ABC,
a P , Q i R sredixta izlomǉenih linija BAC, CBA i ACB. Dokazati da se
prave KP , LQ i MR seku u jednoj taqki.

2. RAZRED

1. Ako se nekom trocifrenom broju sa leve strane dopixu tri cifre, dobija
se kvadrat datog broja. Na²i sve takve brojeve.

2. Pozitivni brojevi x, y, z zadovoǉavaju relaciju

x2 + y2 − z2

2xy
+

y2 + z2 − x2

2yz
+

z2 + z2 − y2

2zx
> 1.

Dokazati da su ovi brojevi merni brojevi stranica nekog trougla.

3. Rexiti jednaqinu
√

4x− y2 −√y + 2 =
√

4x2 + y.

4. Krugovi k1, k2 i k3 imaju zajedniqke taqke A i B. Prava a sadr¼i taqku
A i seqe krugove k1, k2 i k3 jox redom u taqkama A1, A2, A3. Neka su A1B1,
A2B2 i A3B3 paralelne tetive krugova k1, k2 i k3. Dokazati da taqke B1, B2 i
B3 pripadaju jednoj pravoj.

5. U trougao ABC upisan je paralelogram ADEF tako da temena D, E,
F le¼e redom na stranicama AB, BC i CA. Kroz sredixte A1 stranice BC
konstruisana je prava AA1 koja seqe pravu FE u taqki G. Dokazati da je qetvor-
ougao BGFD paralelogram.

3. RAZRED

1. (a) Dokazati da je tg α + tg(α + 60◦) + tg(α + 120◦) = 3 tg 3α.
(b) Dokazati da je

tg 1◦ + tg 5◦ + tg 9◦ + · · ·+ tg 173◦ + tg 177◦ = 45.

2. Dat je qetvorougao ABCD, opisan oko kruga. Dokazati da se kvadrati
rastojaǌa centra kruga do suprotnih temena odnose kao proizvodi stranica koje
se sustiqu u tim temenima.
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3. Xest timova A, B, C, D, E, F takmiqe se u nekom prvenstvu. Trojica
prijateǉa --- Aca, Bogdan i Vuk prognoziraju ǌihov konaqan plasman. Acina
prognoza: redosled ²e biti ABCDEF . Bogdanova prognoza: DFCBAE. Vukova
prognoza: BDEAFC. Na kraju prvenstva ispostavilo se da su Aca i Vuk taqno
pogodili plasman tri tima, a Bogdan samo jednog. Odrediti plasman svih xest
timova ako se zna da su timovi osvojili razliqite brojeve bodova i da su to
jedini timovi koji su uqestvovali u prvenstvu.

4. Neka su A, B, C i D uzastopna temena pravilnog mnogougla i neka je
1

AB
=

1
AC

+
1

AD
. Koliko stranica ima taj mnogougao?

5. Ortogonalna projkecija vrha trostrane piramide na ravan osnove je
te¼ixte osnove. Kroz sredixte visine konstruisane su qetiri ravni paralelne
osnovi i boqnim stranama piramide. Povrxine preseka ovih ravni sa piramidom
su, redom, S1, S2, S3, S4. Izraqunati povrxinu piramide.

4. RAZRED

1. Zadat je niz (an) na slede²i naqin:

a1 = 1, an+1 =
2xan

an + x
, n ∈ N.

Izraqunati lim
n→∞

an.

2. Ispitati i grafiqki predstaviti funkciju y = 3
√

x3 + 3x2.

3. Na²i posledǌe dve cifre broja 9876
54

32
1

.

4. Dokazati da je za svaki prirodan broj n

n∑

k=0

1
2k

(
n + k

k

)
= 2n.

5. U ravni je dato n2 taqaka sa koordinatama (i, j), i, j = 1, 2, . . . , n, i dato
je n boja. Svaku taqku bojimo nekom bojom. Bojeǌe ²emo nazvati pravilnim ako
nema jednako obojenih taqaka sa jednakim apscisama, ili jednakim ordinatama.
Sve taqke, sem nekoliko ǌih qija je apscisa 1, pravilno su obojene. Dokazati da
se i preostale taqke mogu obojiti tako da bojeǌe ostane pravilno.

DEVETNAESTO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
SMEDEREVSKA PALANKA, 1977.

1. RAZRED

1. Neka je a2 + b2 = 1, c2 + d2 = 1, ac + bd = 0. Izraqunati ab + cd.
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2. Dokazati da je izraz

1
4
(∣∣|x− y|+ x + y − 2z

∣∣ + |x− y|+ x + y + 2z
)

jednak najve²em od brojeva x, y, z.

3. Na osnovici jednakokrakog trougla odrediti taqku tako da razlika ǌenih
odstojaǌa od krakova tog trougla bude podudarna datoj du¼i.

4. Za svaku taqku P na rubu kvadrata ABCD sa centrom O konstruisan je
jednakostraniqni trougao OPQ. Koju putaǌu opisuje taqka Q kada se taqka P
kre²e po stranicama kvadrata?

5. Jedna porodica polazi ove godine na letovaǌe posledǌeg dana u mesecu.
Proizvod polovine ǌenog ku²nog broja, datuma polaska na letovaǌe, rednog broja
meseca povratka sa letovaǌa, broja dece u toj porodici i broja dana koje ²e
provesti na letovaǌu (raqunaju²i i dan polaska) je 1 452 784. Odrediti datum
zavrxetka ǌihovog letovaǌa.

2. RAZRED

1. Broj 3105 + 4105 je deǉiv sa 13, a nije deǉiv sa 11. Dokazati.

2. Ako je xy 6= 0, onda je

x2

y2
+

y2

x2
− 3

(
x

y
+

y

x

)
+ 4 > 0.

Dokazati nejednakost i ispitati kada va¼i jednakost.

3. Na osnovici BC i kracima AB i AC jednakokrakog trougla ABC date su
taqke P , Q i R takve da je PQ ‖ AC i PR ‖ AB. Dokazati da taqka simetriqna
taqki P u odnosu na pravu QR le¼i na krugu opisanom oko trougla ABC.

4. Dat je trougao ABC. Neka je A′B′C ′ trougao qije su stranice jednake
te¼ixnim du¼ima prvog trougla i A′′B′′C ′′ trougao qije su stranice jednake
te¼ixnim du¼ima trougla A′B′C ′. Dokazati da su trouglovi ABC i A′′B′′C ′′

sliqni.

5. U nekom gradu postoji n stanica milicije (n > 4). U svakoj znaju po
neki podatak va¼an za hvataǌe nekog kriminalca. Dokazati da posle 2n − 4
telefonskih razgovora sve stanice mogu znati sve podatke. (U jednom razgovoru
uqestvuju samo dve stanice.)

3. RAZRED

1. Rexiti sistem jednaqina (a, b, c su parametri)

xy = bx + ay,

yz = cy + bz,

zx = az + cx.
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2. Dat je kru¼ni prsten s polupreqnicima 5 i 10. Dokazati da ga je mogu²e
pokriti sa osam krugova polupreqnika 4.

3. Dijagonale konveksnog qetvorougla ABCD se seku u taqki O. Neka su
S1 i S2 povrxine trouglova AOB i COD a S povrxina qetvorougla ABCD.
Dokazati nejednakost

√
S1 +

√
S2 6

√
S.

Kada va¼i jednakost?
4. U prostoru je dato n taqaka (n > 3). Svake dve od ovih n taqaka odre±uju

du¼. Pretpostavimo da su ove du¼i razliqitih du¼ina. Svaku taqku spojimo sa
ǌoj najbli¼om taqkom. Dokazati da se na ovaj naqin ne mo¼e dobiti zatvorena
izlomǉena linija.

5. U ravni je dato 5 taqaka sa celobrojnim koordinatama. Dokazati da
postoji du¼ qiji krajevi pripadaju datom skupu, takva da su koordinate sredixta
te du¼i celobrojne.

4. RAZRED

1. Dokazati da je broj 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
100

22 . . . 2︸ ︷︷ ︸
100

proizvod dva uzastopna prirodna
broja.

2. Dat je skup od n elemenata. Odrediti broj ǌegovih podskupova koji
sadr¼e neparan broj elemenata.

3. Ako su a i b rexeǌa jednaqine t2 − 6t + 1 = 0, dokazati da je an + bn

(n ∈ N) ceo broj koji nije deǉiv sa 5.
4. Odrediti minimum i maksimum funkcije f(x, y) = cos x+cos y−cos(x+y).
5. U ribǌak je puxteno 1977 xtuka. One su gladne i jedu se me±u sobom.

Xtuka je sita kad pojede tri xtuke (site ili gladne). Koji je najve²i broj xtuka
koje mogu utoliti glad?

DVADESETO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
QAQAK, 1978.

1. RAZRED

1. Neka su a, b, c realni brojevi i a 6= b, b 6= c, c 6= a. Dokazati da je

a4(b− c) + b4(c− a) + c4(a− b) 6= 0.

2. Rexiti jednaqinu 2(x2 − y2) = 1978, gde su x i y prirodni brojevi.
3. U dati trougao upisana su tri kvadrata tako da svaki od tih kvadrata

ima dva vrha na jednoj stranici, a po jedan na svakoj od preostale dve stranice
trougla. Dokazati da je trougao ABC jednakostraniqan ako su sva tri kvadrata
podudarna.

4. Neka je P taqka u oxtrouglom trouglu ABC. Posmatrajmo odstojaǌe
taqke P od taqaka na obimu trougla i obele¼imo sa d i D najmaǌe, odnosno
najve²e od ǌih. Dokazati da je 2d 6 D. Kada va¼i jednakost?
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5. U kvadratnu tablicu 8×8, poqev od gorǌeg levog ugla, upisani su redom
brojevi od 1 do 64. U svakoj vrsti i koloni promeǌen je znak na qetiri mesta
(na proizvoǉan naqin), tako da sada imamo u svakoj vrsti i koloni 4 pozitivna
i 4 negativna broja. Dokazati da je zbir svih brojeva u tablici jednak nuli.

2. RAZRED

1. Odrediti sve xestocifrene brojeve abcdef , sa me±usobno razliqitim
ciframa, za koje va¼i

abcdef = a(103(cc)2 − cc), (a 6= 0).

(Brojevi su zapisani u sistemu sa osnovom 10.)

2. Odrediti sve cele brojeve x, y, z takve da je

x2 + y2 + z2 < xy + 3y + 2z − 3.

3. U ravni su data tri kruga jed-
nakih polupreqnika koji se seku u taqki
K, kao na slici. Dokazati da je zbir
oznaqenih lukova KA, KB i KC jednak
polukrugu istog polupreqnika.

4. (a) Oko jednakostraniqnog tro-
ugla ABC opisan je krug k. Ako je T
proizvoǉna taqka na luku AB (koji ne
sadr¼i taqku C) tog kruga, dokazati da
je TA + TB = TC.

(b) Sa a, b i c oznaqimo du¼ine tangenata konstruisanih iz taqaka A, B i C
na krug k1 koji dodiruje krug k u taqki T , a nalazi se unutar kruga k. Dokazati
da je a + b = c.

5. Neka je n neparan broj, a f bijekcija koja skup An = {1, 2, . . . , n} pres-
likava na samog sebe. Dokazati da je proizvod

(f(1) + 1)(f(2) + 2) · · · (f(n) + n)

paran broj.

3. RAZRED

1. Rexiti sistem jednaqina

x2 + y2 + z = 2,

x + y2 + z2 = 2,

x2 + y + z2 = 2.

2. Rexiti jednaqinu x4 − 2ax2 + x + a2 − a = 0, gde je a realan parametar.
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3. Koliko rexeǌa ima sistem jednaqina

cosx1 = x2,

cosx2 = x3,

. . .

cos xn−1 = xn,

cosxn = x1?

4. Odrediti sve prirodne brojeve koji se ne mogu predstaviti u obliku
zbira nekoliko (bar dva) uzastopnih prirodnih brojeva.

5. Tri sfere imaju zajedniqku taqku P , pri qemu nijedna prava koja sadr¼i
taqku P nije zajedniqka tangenta za sve tri sfere. Dokazati da te sfere imaju
bar jox jednu zajedniqku taqku.

4. RAZRED

1. Neka je niz (an)n∈N0 takav da je a0 = a, a1 = b i an = an−1 + an−2

(n > 2). Izraqunati a2
n − an−1an+1 u funkciji od n, a, b.

2. Neka se me±u n ǉudi nikoja tri me±usobno ne poznaju. Dokazati da je
broj parova ǉudi koji se uzajamno poznaju najvixe [n2/4].

3. Neka f preslikava skup parova realnih brojeva razliqitih od nule u
pozitivne realne brojeve tako da

f(ab, c) = f(a, c)f(b, c), f(a, bc) = f(a, b)f(a, c), f(a, 1− a) = 1.

Tada je f(a, a) = f(a,−a) = 1, f(a, b)f(b, a) = 1. Dokazati.

4. Dokazati nejednakost x5 + (1− x)5 > 1
16

za x > 0.

5. Ako polinom p(x) sa celim koeficijentima uzima vrednost 1 u vixe od
tri celobrojne taqke, onda p(x) ne uzima vrednost −1 ni u jednoj celobrojnoj
taqki. Dokazati.

DVADESETPRVO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1979.

1. RAZRED

1. Na²i sve nenegativne brojeve a, b i c za koje va¼i jednakost
√

a− b + c =
√

a−
√

b +
√

c.

2. Na²i trocifren broj qije su sve cifre razliqite od nule, a zbir svih
razliqitih dvocifrenih brojeva sastavǉenih od cifara ovog broja jednak je tom
broju.
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3. Dat je jednakokraki trougao ABC (AB = AC) i taqke E i K na poluprav-
im AB i AC takve da je AE + AK = AB + AC. Dokazati da je BC < EK.

4. Kroz proizvoǉnu taqku P na stranici AB trougla ABC konstruisana
je prava paralelna sa CD, gde je D sredixte du¼i AB, koja seqe AC i BC u
taqkama A1 i B1. Dokazati da je

−−→
PA1 +

−−→
PB1 =

−→
AC +

−→
BC.

5. U ravni je dato 9 taqaka koje su
raspore±ene kao na slici. Koliko pos-
toji trouglova qije je jedno teme fiksir-
ana taqka ovog skupa, a druga dva temena
su ma koje dve od datih taqaka?

2. RAZRED

1. Dat je kvadrat ABCD. Taqkama P1, P2, . . . , Pn−1 stranica AB je
podeǉena na n jednakih delova. Na dijagonali AC odrediti taqku P tako da
zbir kvadrata rastojaǌa taqke P od taqaka P1, P2, . . . , Pn−1 bude minimalan.

2. Na²i trocifren broj koji je kvadrat prirodnog broja a i qiji je zbir
cifara a− 1.

3. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. Nejednakost

(b− c)(x− a) + (
√

bc−√ax)2 > 0

va¼i za svaki realan broj x > 0 ako i samo ako je c izme±u a i b. Dokazati.

4. U krugu k sa centrom O date su dve paralelne tetive AB i CD. Neka
je P preseqna taqka pravih AC i BD, a Q preseqna taqka tangenti na krug k u
taqkama B i C. Dokazati da je petougao OBQPC tetivan i na²i geometrijsko
mesto centara krugova opisanih oko petouglova OBQPC ako se tetiva CD meǌa,
ostaju²i pri tome paralelna tetivi AB.

5. Nad visinom pravilnog tetraedra ivice a, kao nad preqnikom, opisana je
sfera. Odrediti povrxinu onog dela tetraedra koji se nalazi unutar sfere.

3. RAZRED

1. Odrediti sve racionalne brojeve r za koje je log2 r i sam racionalan
broj.

2. Neka je 0 < x1 6 x2 6 . . . 6 xn. Dokazati da je

(x1x2 · · ·xn)
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
6 xx1

1 xx2
2 · · ·xxn

n .

3. Ako su α, β, γ uglovi trougla i ako je

sin α + sin β + sin γ =
√

3(cos α + cosβ + cos γ),

tada je bar jedan od uglova α, β, γ jednak π/3. Dokazati.
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4. Osnova piramide je jednakostraniqni trougao, a boqne strane su jednakih
povrxina. Odrediti stranicu trougla osnove ako du¼ine dveju boqnih ivica
iznose 3, odnosno 4.

5. Dati su kvadrat stranice 7 i osam kvadrata stranice 3.
(a) Mo¼e li se veliki kvadrat prekriti malim kvadratima tako da su im

stranice me±usobno paralelne i paralelne stranicama velikog kvadrata?
(b) Mo¼e li se to uraditi bez uslova paralelnosti stranica?

4. RAZRED

1. Niz (xn) je dat jednakostima:

x0 = a (a ∈ R, a > 0), xn =
xn−1

2 + xn−1
(n > 1).

Dokazati da je niz (xn) konvergentan i na²i lim
n→∞

xn.

2. U prostoru je dato 9 taqaka sa celobrojnim koordinatama. Dokazati da
je sredixte bar jedne du¼i qiji su krajevi date taqke tako±e sa celobrojnim
koordinatama.

3. Neka je lim
x→+∞

f(x) = +∞ i lim
x→+∞

f ′(x) = 0. Dokazati da f(x) nije
koliqnik dva polinoma.

4. Neka su f(x) i g(x) neprekidne periodiqne funkcije sa zajedniqkim peri-
odom T , definisane na skupu realnih brojeva i neka je lim

x→+∞
(f(x)− g(x)) = 0.

Dokazati da je f(x) = g(x) za svako x ∈ R.

5. Dokazati da u nizu kvadrata prirodnih brojeva ne postoji beskonaqan
podniz koji je aritmetiqka progresija.

DVADESETDRUGO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1980.

1. RAZRED

1. U koordinatnoj ravni xOy predstaviti { (x, y) | x + |x| = y + |y| }.
2. Neka je xy = 1 i x > y (x, y ∈ R). Dokazati nejednakost

x2 + y2

x− y
> 2

√
2.

3. U ravni su date prave p i q koje se seku i taqke A ∈ p i B ∈ q. Taqke
A i B kre²u se po pravim p i q stalnim brzinama qiji su intenziteti jednaki.
Dokazati da u ravni (p, q) postoji nepokretna taqka P koja je u svakom trenutku
jednako udaǉena od taqaka A i B.

4. Taqke A, B i C su te¼ixta trouglova OMN , ONP i OMP . Dokazati
da te¼ixta trouglova MNP i ABC i taqka O pripadaju jednoj pravoj.
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5. Odrediti qetvorocifren broj abcd takav da je abcd + cdab = 9999, a
razlika bc− ad najve²a.

2. RAZRED

1. Dokazati (bez upotreba tablica) nejednakost

log4 5 + log5 6 + log6 7 + log7 8 > 4,4.

2. Koliko celobrojnih rexeǌa ima jednaqina
√

x +
√

y =
√

1980 ?

3. (a) Ako u beskonaqnoj aritmetiqkoj progresiji celih brojeva postoji
qlan koji je kub celog broja, tada u ǌoj postoji beskonaqno mnogo qlanova koji
su kubovi celih brojeva. Dokazati.

(b) Navesti primer beskonaqne aritmetiqke progresije celih brojeva u
kojoj nijedan qlan nije kub celog broja.

4. U trouglu ABC je ∠ABC = 67◦30′, BC = AD
√

2, gde je AD visina
iz A. Izraqunati ∠BAC.

5. Zajedniqke spoǉaxǌe tangente dvaju krugova k1(O1) i k2(O2) seku zajed-
niqke unutraxǌe tangente u taqkama A, B, C i D. Dokazati da taqke A, B, C,
D, O1 i O2 pripadaju jednom krugu.

3. RAZRED

1. Neka su p, q, r prosti brojevi i S skup svih prirodnih brojeva koji

nemaju drugih prostih delilaca osim p, q i r. Izraqunati zbir
∑

n∈S

1
n

.

2. Dokazati da ako je α oxtar ugao, tada je
(

1 +
1

sin α

)(
1 +

1
cos α

)
> 3 + 2

√
2.

3. Neka su h′a, h′b i h′c redom prave simetriqne visinama trougla ABC u
odnosu na simetrale uglova kod temena A, B i C. Dokazati da se h′a, h′b i h′c
seku u jednoj taqki.

4. Dokazati da me±u brojevima an =
n(n + 1)

2
, n ∈ N ima beskonaqno mnogo

takvih da su svaka dva od ǌih uzajamno prosti.

5. U lift petospratne zgrade ulazi istovremeno n putnika, od kojih svaki
silazi na bilo kom od spratova, poqevxi od prvog, sa jednakim verovatno²ama.
Na²i verovatno²u doga±aja: postoje bar tri uzastopna sprata na kojima nijedan
putnik ne silazi.

4. RAZRED

1. Dokazati da se kvadrat mo¼e razlo¼iti na n kvadrata, gde je n prirodan
broj ve²i od 5.

2. Rexiti jednaqinu x2 + y2 + z2 = 1980 u skupu celih brojeva.
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3. Neka je n prirodan broj ve²i od 1.
(a) Dokazati: ako je n2 + 2n prost broj, onda je n neparan broj deǉiv sa

tri.
(b) Ispitati da li va¼i obrnuto tvr±eǌe.

4. Neka su x0, x1, . . . , xn realni brojevi koji zadovoǉavaju uslove: x0 =
xn = 0; xi > 0 za i = 1, 2, . . . , n− 1; xi−1 + xi+1 > 2xi cos

π

k
za i = 1, 2, . . . , n− 1,

gde je k fiksiran prirodan broj. Dokazati da je n > k.

5. Dokazati da se prirodan broj m mo¼e predstaviti u obliku m =
[n +

√
n + 1

2 ] ako i samo ako m nije potpun kvadrat. (Sa [x] je oznaqen najve²i
ceo broj maǌi ili jednak x.)

DVADESETTRE�E REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
VA�EVO, 1981.

1. RAZRED

1. Dokazati da, ako za a, b, c ∈ R va¼i

1
a

+
1
b

+
1
c

=
1

a + b + c
,

onda za bilo koje neparno n ∈ N va¼i

1
an

+
1
bn

+
1
cn

=
1

an + bn + cn
.

2. Rexiti jednaqinu

x− 29
1971

+
x− 27
1973

+
x− 25
1975

+
x− 23
1977

+
x− 21
1979

+
x− 19
1981

=
x− 1971

29
+

x− 1973
27

+
x− 1975

25
+

x− 1977
23

+
x− 1979

21
+

x− 1981
19

.

3. Konstruisati trougao ABC ako su date taqke A1, B1 i C1, takve da je
A1 = SB(A), B1 = SC(B) i C1 = SA(C).

4. Dat je tetivni qetvorougao ABCD. Prave odre±ene naspramnim strani-
cama AB i CD seku se u taqki M , a prave odre±ene naspramnim stranicama AD
i BC u taqki N . Dokazati da su simetrale uglova ANB i AMD normalne me±u
sobom.

5. Na tabli su zapisani brojevi 1, 2, 3, . . . , 1981. Uqenik je izbrisao neka
dva broja i umesto ǌih upisao ǌihovu razliku. Taj postupak ponovio je vixe
puta i na kraju su na tabli bile upisane samo nule. Dokazati da je u raqunu
naqiǌena grexka.
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2. RAZRED

1. Odrediti interval za promenǉivu x u kome je funkcija

y =
√

x− 1 +
√

x + 24− 10
√

x− 1

konstantna.

2. Rexiti nejednaqinu

1 + log2 x + log2
2 x + log3

2 x + · · · > 0.

3. Neka su A1, B1, C1, D1 sredixta stranica AB, BC, CD, DA konveksnog
qetvorougla ABCD, a A2, B2, C2, D2 preseci du¼i DA1 i AB1, AB1 i BC1,
BC1 i CD1, CD1 i DA1. Dokazati da je povrxina qetvorougla A2B2C2D2

jednaka zbiru povrxina trouglova AA1A2, BB1B2, CC1C2 i DD1D2.

4. Date su dve taqke A i B, i promenǉiva taqka C, takva da je ∠ACB
konstantan. Neka su A1 i B1 podno¼ja visina ha i hb trougla ABC. Dokazati
da je du¼ A1B1 konstantne du¼ine.

5. Da li se mogu svi desetocifreni brojevi, qije su cifre 1 i 2, podeliti
u dve grupe tako da zbir bilo koja dva broja iz iste grupe sadr¼i me±u svojim
ciframa bar dve trojke?

3. RAZRED — A kategorija

1. Neka je

sinx1 + sin x2 + sin x3 = 0,

cosx1 + cos x2 + cos x3 = 1.

Dokazati da za neki xi ∈ {x1, x2, x3} va¼i sin xi = 0, cos x1 = 1.

2. Dokazati da postoji taqno jedan niz (un) prirodnih brojeva sa svojstvima

u1 = 1, u1 < u2 i u3
n + 1 = un−1un+1 za n > 1.

3. Neka je ABCD pozitivno orijentisan trapez i APDQ i BP1CQ1 pozi-
tivno orijentisani kvadrati. Dokazati da je PP1 = QQ1.

4. Odrediti verovatno²u doga±aja da se u nizu bacaǌa kocke cifra 1 pojavi
pre parne cifre.

5. Ravan je predstavǉena kao unija dva disjunktna skupa, koji mogu biti
ma kakvog oblika i koji se mogu sastojati iz vixe delova. Dokazati da postoji
jednakokraki pravougli trougao qija su sva tri temena u jednom od skupova.
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3. RAZRED — B kategorija

1. Dat je trougao ABC. Na polupravim AB, AC, BC, BA, CA i CB
odre±ene su, respektivno, taqke Q, K, L, M , N i P , takve da je AQ = CP = AC,
AK = BL = AB i BM = CN = BC. Dokazati da su prave MN , PQ i LK
paralelne.

2. Izraqunati lim
n→∞

cos
α

2
cos

α

4
· · · cos

α

2n
.

3. Dokazati da aritmetiqki niz qiji je prvi qlan a1 = 7 a diferencija
d = 4 sadr¼i beskonaqno mnogo prostih brojeva.

4. Prava koja prolazi kroz koordinatni poqetak seqe prave x + y − 1 = 0 i
x−y+1 = 0 u taqkama A i B. Odrediti geometrijsko mesto sredixta du¼i AB.

5. Data je tablica od 50×50 poǉa i u svakom je
napisan jedan ceo broj. Ako se bilo koji deo tablice
pokrije xablonom sa slike, zbir pokrivena qetiri
broja je uvek 4. Odrediti brojeve u tablici.

4. RAZRED

1. Neka su kompleksni brojevi z1, z2, z3 temena pozitivno orijentisanog
trougla koji sadr¼i taqku O (koordinatni poqetak). Dokazati da je povrxina
ovog trougla jednaka

1
2

Im(z̄1z2 + z̄2z3 + z̄3z1).

2. Isti kao 81.3A.2

3. Isti kao 81.3A.3

4. Isti kao 81.3A.4

5. Neka je R ravan i f : R → R bijekcija koja preslikava svaki krug u krug.
Dokazati da f preslikava svaku pravu u pravu.

DVADESETQETVRTO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
SVETOZAREVO, 1982.

1. RAZRED

1. Dokazati da va¼i nejednakost
x2

1 + x4
6 1

2
.

2. Dokazati da su trouglovi ABC i A1B1C1 podudarni ako je AB = A1B1,
CD = C1D1, gde su D i D1 sredixta du¼i AB i A1B1, i CB − CA = C1B1 −
C1A1 (CB > CA, C1B1 > C1A1).
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3. Trougao A1B1C simetriqan je pravouglom trouglu ABC (∠C = 90◦)
u odnosu na simetralu ugla kod temena C. Dokazati da je te¼ixna du¼ CM
trougla ABC normalna na pravu A1B1.

4. Poznato je da krokodil ima najvixe 68 zuba. Dokazati da me±u 1617

krokodila ne moraju da postoje dva sa istim rasporedom zuba.

5. Trocifren broj sa razliqitim ciframa deǉiv je svakim od dvocifrenih
brojeva koji se iz ǌega dobijaju uklaǌaǌem jedne ǌegove cifre, pri qemu se
poredak cifara ne meǌa. Na²i sve takve trocifrene brojeve.

2. RAZRED

1. Neka je p prost broj, p > 2. Da li postoje prirodni brojevi x i y takvi
da je

√
x +

√
y =

√
2p?

2. Odrediti sve aritmetiqke progresije qija je razlika d = 2 a odnos
S3n/Sn ne zavisi od n (Sn je zbir prvih n qlanova progresije).

3. Data su dva kruga koji se spoǉa dodiruju u taqki C. Neka su A i
B dodirne taqke jedne od ǌihovih zajedniqkih spoǉaxǌih tangenti. Odrediti
stranice trougla ABC u zavisnosti od polupreqnika datih krugova.

4. Oko svake strane tetraedra ABCD opisan je krug. Dokazati: ako sva qe-
tiri kruga imaju podudarne polupreqnike, onda su sve qetiri strane podudarni
trouglovi.

5. Komisija za drugi razred je zamislila pet realnih brojeva x1, x2, x3,
x4, x5. Neka su s1 6 s2 6 . . . 6 s10 vrednosti zbirova x1 + x2, x1 + x3, . . . ,
x4 + x5 pore±ane po veliqini. Kako ²ex, ako su ti poznati brojevi s1, s2, . . . ,
s10, odrediti brojeve x1, x2, x3, x4, x5?

3. RAZRED — A kategorija

1. Izraqunati zbir

1 +
cos x

cos x
+

cos 2x

cos2 x
+ · · ·+ cosnx

cosn x
(cos x 6= 0).

2. U kutiji se nalazi 10 belih i 20 crnih kuglica. Iz kutije se izvlaqi,
jedna po jedna, ukupno 13 kuglica, bez vra²aǌa. Odrediti verovatno²u doga±aja
da posledǌa izvuqena kuglica bude bela.

3. Neka je p prost i n prirodan broj. Dokazati da je broj
(

n

p

)
−

[
n

p

]
deǉiv

sa p. ([x] --- ceo deo broja x.)

4. Neka je (xn) niz razliqitih od nule realnih brojeva koji zadovoǉavaju
relaciju

xn =
xn−2xn−1

2xn−2 − xn−1
(n = 3, 4, . . . ).

Dokazati da su svi qlanovi ovog niza celi brojevi ako i samo ako su x1 i x2

me±usobno jednaki celi brojevi.
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5. Date su podudarne du¼i AB i A1B1. Klizaju²a simetrija G1 preslikava
du¼ AB na du¼ A1B1, tj. G1(A) = A1 i G1(B) = B1; klizaju²a simetrija G2

preslikava du¼ AB na du¼ B1A1, tj. G2(A) = B1 i G2(B) = A1.
(a) Dokazati da su ose klizaju²ih simetrija G1 i G2 normalne me±u sobom.
(b) Dokazati da je G2 ◦G1 centralna simetrija.

3. RAZRED — B kategorija

1. Date su taqke A(0, 9), B(3, 6) i sistem nejednaqina

2x− y + a < 0,

6x + 3y − 5a > 0.

Za koje vrednosti parametra a ²e koordinate bar jedne taqke du¼i AB zado-
voǉavati dati sistem?

2. Ako su α, β i γ unutraxǌi uglovi trougla i ako je cos 3α + cos 3β +
cos 3γ = 1, dokazati da je jedan od uglova α, β, γ jednak 2π/3.

3. Neka su a, b, c razliqiti pozitivni brojevi i P (x) polinom xestog
stepena. Ako je P (a) = P (−a), P (b) = P (−b), P (c) = P (−c), dokazati da je
P (x) = P (−x) za svaki realan broj x.

4. Xestougao je opisan oko kruga polupreqnika 10. Dokazati da postoje
taqke P i Q na rubu xestougla, takve da je PQ > 21,2.

5. Funkcija f je definisana za svaki realan broj i za svako x i y je ispuǌena
jednakost

f(xy) = f(x)f(y)− f(x + y) + 1,

pri qemu je f(1) = 2.
(a) Na²i f(m), m proizvoǉan ceo broj.
(b) Na²i f(r), r proizvoǉan racionalan broj.

4. RAZRED

1. Isti kao 82.3A.1

2. Dat je pravilan 2n-tougao. Koliko ima oxtrouglih trouglova qija su
temena vrhovi 2n-tougla?

3. Isti kao 82.3A.3.

4. Svaka od 9 datih pravih deli dati kvadrat na dva qetvorougla qiji je
odnos povrxina 2 : 3. Dokazati da se neke tri od tih pravih seku u jednoj taqki.

5. Neka su a1, a2, . . . , an me±usobno razliqiti celi brojevi. Dokazati da
se polinom

p(x) = (x− a1)(x− a2) · · · (x− an)− 1

ne mo¼e predstaviti u obliku proizvoda dva polinoma sa celim koeficijentima
koji su razliqiti od konstante.
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DVADESETPETO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BOR, 1983.

1. RAZRED

1. Za koje vrednosti p i q je polinom P (x) = 2x4 − x3 + x2 + px + q deǉiv
polinom Q(x) = x2 − 3x + 2?

2. Dokazati implikaciju: x2 + y2 6 2 =⇒ |x + y| 6 2.

3. Povrxina trapeza ABCD jednaka je 1. Kolika je najmaǌa du¼ina ve²e
dijagonale trapeza?

4. Neka je K sredixte te¼ixne du¼i CC1 trougla ABC i neka je
AK ∩BC = {M}. Dokazati da je CM : MB = 1 : 2.

5. Na stolu su kǌige koje treba spakovati. Ako bismo ih pakovali po 4, 5
ili 6, svaki put bi ostala po jedna kǌiga, a ako ih pakujemo po 7, sve bi bile
spakovane.

(a) Koliko najmaǌe kǌiga mo¼e biti na stolu?
(b) Na²i sva ostala rexeǌa za broj kǌiga na stolu.

2. RAZRED

1. Rexiti jednaqinu sin x + cos x + sin x cos x = 1.

2. Dat je pravilni tetraedar ABCD. Taqke M , N , P i Q pripadaju redom
ivicama AD, AC, BD i BC, tako da je

AM

AD
=

AN

AC
=

BP

BD
=

BQ

BC
= k.

Odrediti odnos zapremina VABMNPQ i VABCD.

3. U tupouglom trouglu ABC taqke A1, B1 i C1 su podno¼ja visina. Ako
je trougao ABC sliqan trouglu A1B1C1, odrediti uglove trougla ABC.

4. Rexiti nejednaqinu
1

22x + 3
> 1

2x+2 − 1
.

5. (a) Prirodan broj n ima taqno 80 razliqitih delilaca iz skupa prirod-
nih brojeva, ukǉuquju²i brojeve 1 i n. Dokazati da je proizvod svih 80 delilaca
broja n jednak n40.

(b) Prirodan broj n ima taqno 1983 razliqita delioca iz skupa prirodnih
brojeva, ukǉuquju²i brojeve 1 i n. Dokazati da je broj n potpun kvadrat.

3. RAZRED — A kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina

x + y = z, x2 + y2 = z, x3 + z3 = z.
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2. Funkcija f koja je definisana za sve cele brojeve i uzima realne vred-
nosti zadovoǉava uslove:

(1) f(x)f(y) = f(x + y) + f(x− y), za svako x i y;
(2) f(0) 6= 0.

Na²i sve takve funkcije f ako je: (a) f(1) =
5
2
; (b) f(1) =

√
3.

3. U kutiji se nalazi p belih i q crnih kuglica. Pored toga je data posuda
sa dovoǉno crnih kuglica. Nasumice se iz kutije vade dve kuglice. Ako su iste
boje, u kutiju se stavi crna kuglica iz posude; ako su razliqitih boja, bela
kuglica se vra²a u kutiju. Postupak se nastavǉa dok se posledǌi par kuglica ne
izvadi iz kutije i zatim posledǌa kuglica ne stavi u ǌu. Kolika je verovatno²a
da je ta posledǌa kuglica bela?

4. Na stranicama CA i CB jednakostraniqnog trougla ABC sa centrom
M izabrane su, redom, taqke D i E takve da je CD = CE. Ako je F takva
taqka da je qetvorougao DMBF paralelogram, dokazati da je trougao MEF
jednakostraniqan.

5. Po zavrxetku jednog xahovskog turnira ispostavilo se da je svaki uqes-
nik osvojio taqno polovinu svojih poena igraju²i sa igraqima koji su zauzeli
posledǌa tri mesta. Koliko je uqesnika bilo na turniru?

3. RAZRED — B kategorija

1. Isti kao 83.3A.1.
2. Neka su f i g realne funkcije i za svako realno x, y va¼i

f(x + y) = f(x)f(y)− g(x)g(y).

(a) Ako je f periodiqna funkcija, dokazati da je i g periodiqna.
(b) Ako je g periodiqna, da li f mora biti periodiqna?

3. Na²i sva rexeǌa jednaqine sin2m x + cos2n x = 1, gde su m i n prirodni
brojevi od kojih je bar jedan ve²i od 1.

4. Isti kao 83.3A.4.
5. Isti kao 83.3A.5.

4. RAZRED

1. Isti kao 83.3A.1.
2. Dat je tetraedar ABCD. Neka bisektorna ravan diedra kod ivice AB

seqe ivicu CD u taqki M . Dokazati da je

MC : MD = S(ABC) : S(ABD).

(S(ABC) i S(ABD) su povrxine trouglova ABC i ABD.)
3. Odrediti minimum funkcije

f(x, y, z) =
x2 + y2 + z2

xy + yz
, x, y, z > 0.



1984 ZADACI 51

4. Odrediti celobrojna rexeǌa jednaqine x2 = 3y + 7.
5. Dokazati da broj (2 + i)n nije realan, ako je n prirodan broj.

DVADESETXESTO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
NIX, 1984.

1. RAZRED

1. Izraqunati zbir svih brojeva formiranih od svih permutacija cifara
1, 2, 3, 4, 5, 6.

2. Ako su a i b pozitivni i razliqiti brojevi, dokazati nejednakost

√
a +

√
b <

√
a2

b
+

√
b2

a
.

3. Ako taqka M pripada simetrali spoǉaxǌeg ugla kod temena C trougla
ABC, dokazati da je MA + MB > AC + BC.

4. U rombu ABCD sa uglom od 60◦ kod temena A, na stranicama AB i BC
date su taqke M i N takve da je zbir MB+BN jednak stranici romba. Dokazati
da je trougao MND jednakostraniqni.

5. Ispitati da li je deǉiv sa 5 broj

11984 + 21984 + 31984 + 41984.

2. RAZRED

1. Rexiti jednaqinu (a --- realan parametar)

2
√

a + x−√a− x =
√

a− x +
√

x(a + x).

2. Na koliko se naqina broj 1984 mo¼e predstaviti kao zbir nekoliko uza-
stopnih prirodnih brojeva i koji su to brojevi?

3. Neka su a, b i c du¼ine stranica trougla, a x, y i z realni brojevi takvi
da je x + y + z = 0. Dokazati da je tada

a2yz + b2zx + c2xy 6 0.

4. U krug je upisan qetvorougao ABCD qije su dijagonale uzajamno nor-
malne i seku se u taqki E. Iz taqke E je konstruisana normala na pravu AD.
Ta normala seqe pravu BC u taqki M . Dokazati da je BM = MC. Odredi-
ti geometrijsko mesto taqaka M kad se dijagonala BD meǌa, ostaju²i pri tom
normalna na AC.

5. Ako su u tetraedru du¼i koje spajaju sredixta naspramnih ivica uzajamno
normalne, dokazati da je zbir iviqnih uglova u svakom temenu tetraedra jednak
180◦.
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3. RAZRED — A kategorija

1. Neka su A, B i C uglovi trougla. Ako je

sin2 A + sin2 B + sin2 C

cos2 A + cos2 B + cos2 C
= 2,

dokazati da je taj trougao pravougli.
2. Odrediti sve qlanove niza an = 32n−1 − 2n−1, n ∈ N koji su potpuni

kvadrati.
3. Kocka se baca vixe puta i sa xi oznaqava broj koji padne u i-tom ba-

caǌu. Za prirodan broj n onaqimo sa p(n) verovatno²u da postoji k takvo da je
x1 + x2 + · · ·+ xk = n. Odrediti n za koje je p(n) najve²e.

4. U dijametralno suprotnim taqkama A i B kruga k konstruisane su tan-
gente tog kruga p1 i p2, respektivno. Neka je C proizvoǉna taqka prave p1

razliqita od A, D i E taqke u kojima proizvoǉna prava koja sadr¼i C seqe
krug k i F dodirna taqka kruga k i tangente iz C koja je razliqita od p1. Ako
su M , H i K, tim redom, taqke u kojima prave AE, AF i AD seku pravu p2,
dokazati da je MH = HK.

5. Dat je pravougaonik sa stranicama a = 3 + 2
√

2, b = 1. Dokazati da se
pravougaonik mo¼e podeliti na qetiri maǌa (sa dve prave paralelne stranicama
pravougaonika) tako da povrxina jednog bude ne maǌa od 2, a da povrxine ostala
tri budu ne maǌe od 1. Dokazati da je takva podela nemogu²a ako smaǌimo
stranicu a.

3. RAZRED — B kategorija

1. Isti kao 84.3A.1.
2. Isti kao 84.3A.2.
3. Dat je tetraedar ABCD. Izraziti rastojaǌe temena D od te¼ixta T

strane ABC u funkciji od du¼ina ivica tog tetraedra.
4. Na²i sve realne brojeve a i b za koje sistem jednaqina

xyz + z = a,

xyz2 + z = b,

x2 + y2 + z2 = 4

ima taqno jedno rexeǌe u skupu realnih brojeva.
5. Isti kao 84.3A.5.

4. RAZRED

1. Neka je n prirodan broj i 0 6 xi 6 1 za i = 1, 2, . . . , n. Dokazati da va¼i
nejednakost (

1 +
n∑

i=1

xi

)2

> 4
n∑

i=1

x2
i .

Kada va¼i jednakost?
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2. Odrediti sve parove prirodnih brojeva (x, y) za koje je broj 2y +1 deǉiv
brojem 2x − 1.

3. Rexiti u pozitivnim brojevima sistem jednaqina

x1 + x2 + · · ·+ xk = 9,

1
x1

+
1
x2

+ · · ·+ 1
xk

= 1.

4. Isti kao 84.3A.4
5. Dokazati da za svaki prirodan broj n podskupovi skupa {1, 2, . . . , n} mogu

da se pore±aju u niz tako da je simetriqna razlika svaka dva uzastopna qlana
niza jednoqlan skup, tj. tako da se svaki qlan niza, sem prvog, iz prethodnog
dobija ili dodavaǌem ili oduzimaǌem jednog elementa skupa {1, 2, . . . , n}

DVADESETSEDMO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
TRSTENIK, 1985.

1. RAZRED

1. Dokazati da nije mogu²e sve prirodne brojeve od 1 do 1985 napisati u
nekom poretku tako da dobijeni broj bude potpun kvadrat.

2. Na²i sva rexeǌa jednaqine

1
a2

+
1
b2

+
1
c2

+
1
d2

= 1

u skupu prirodnih brojeva.
3. Dokazati nejednakost

1
3 +

√
3

+
1

5
√

3 + 3
√

5
+ · · ·+ 1

(2n + 1)
√

2n− 1 + (2n− 1)
√

2n + 1
<

1
2
.

4. Dat je konveksan qetvorougao ABCD. Dokazati da se krugovi upisani u
trouglove ABC i ACD dodiruju ako i samo ako su zbirovi naspramnih stranica
tog qetvorougla jednaki.

5. U ravni je dato n taqaka tako da su sva ǌihova me±usobna rastojaǌa ra-
zliqita. Ako je iz svake taqke konstruisana du¼ do ǌoj najbli¼e taqke, dokazati
da ni iz jedne taqke ne mo¼e polaziti vixe od pet takvih du¼i.

2. RAZRED

1. Neka su kvadratni trinomi a1x
2+2b1x+c1 i a2x

2+2b2x+c2 pozitivni za
sve vrednosti x. Dokazati da je tada i trinom a1a2x

2 + 2b1b2x + c1c2 pozitivan
za svako x.

2. Odrediti sve qetvorocifrene brojeve abcd tako da je

abcd = 5
(
(ab)2 + (d + 1)2

)
.
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3. Krugovi polupreqnika 2, 3 i 4 dodiruju se spoǉa. Odrediti polupreqnik
kruga koji sadr¼i dodirne taqke datih krugova.

4. U trostranoj piramidi ABCD podno¼je visine DH je ortocentar H
osnove ABC. Dokazati da se visine AE, BF , CG i DH te piramide seku u
jednoj taqki.

5. Dat je konveksan 1985-tougao qiji je obim 2500. Dokazati da neka tri
temena datog mnogougla odre±uju trougao qija je povrxina maǌa od jedan.

3. RAZRED — A kategorija

1. Na²i sva celobrojna rexeǌa jednaqine 2x = 3y + 1.
2. Dokazati da za x 6= kπ (k -- ceo broj) i sve prirodne brojeve n va¼i

nejednakost

| cos x− cos 2x + cos 3x− · · ·+ (−1)n−1 cosnx| 6 1
| cos x

2 |
.

3. Odrediti pravougaonik minimalne povrxine koji pokriva dati trougao
ABC.

4. Neka su BCA1A2, CAB1B2, ABC1C2 kvadrati nad stranicama BC, CA,
AB trougla ABC i van ǌega i neka su AB1A

′C2, BC1B
′A2 i CA1C

′B2 paralel-
ogrami.

(a) Dokazati da su du¼i BC i AA′ podudarne, a prave BC i AA′ normalne.
(b) Dokazati da trouglovi ABC i A′B′C ′ imaju zajedniqko te¼ixte.

5. Isti kao 85.2.5.

3. RAZRED — B kategorija

1. Isti kao 85.3A.1.

2. Isti kao 85.3A.2.

3. Isti kao 85.3A.3.

4. Rexiti sistem jednaqina

x1 + x2 + x3 = 6, x2 + x3 + x4 = 9, x3 + x4 + x5 = 3,

x4 + x5 + x6 = −3, x5 + x6 + x7 = −9, x6 + x7 + x1 = −2,

x7 + x1 + x2 = 2.

5. Ako su brojevi 3x, 3y, −x u intervalu [a, b], dokazati da je i broj x + y
u tom intervalu.

4. RAZRED

1. Isti kao 85.3A.1.

2. Neka je f(x) = ax2 + bx + c. Ako za −1 6 x 6 1 va¼i |f(x)| 6 1, dokazati
da je 2a + b 6 4.
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3. Isti kao 85.3A.3.

4. Isti kao 85.3A.4.

5. Data je kocka ABCDEFGH. Koliko ima razliqitih n-torki
(A,X2, . . . , Xn−1, A) qija su svaka dva uzastopna qlana susedna temena kocke?

DVADESETOSMO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
TITOVO U�ICE, 1986.

1. RAZRED

1. Da li je broj 21986 + 1 prost ili slo¼en? Obrazlo¼iti odgovor.

2. Ako su a, b i c pozitivni realni brojevi, takvi da je a + b + c = 1,
pokazati da va¼i nejednakost

(
1 +

1
a

)(
1 +

1
b

)(
1 +

1
c

)
> 64.

Kada va¼i jednakost?

3. Neka je H ortocentar oxtrouglog trougla ABC. Oznaqimo sredixta
du¼i AH, BH, BC i AC, redom, sa M1, M2, M3 i M4. Dokazati da je qetvor-
ougao M1M2M3M4 pravougaonik.

4. Unutar konveksnog qetvorougla ABCD data je taqka N , takva da je
qetvorougao ABND paralelogram. Ako je ∠CBN = ∠CDN , dokazati da je
∠ACD = ∠BCN .

5. U ravni je dato n taqaka. Neke od ǌih su spojene du¼ima. Dokazati da
postoje bar dve taqke iz kojih polazi jednak broj du¼i.

2. RAZRED

1. Neka su p i q realni brojevi. Dokazati da nejednaqina

|x2 + px + q| < 1
2

mo¼e imati najvixe dva celobrojna rexeǌa.

2. Ako su a, b, c i d pozitivni realni brojevi, takvi da je a + b + c + d = 1,
dokazati nejednakost

(
1
a
− 1

) (
1
b
− 1

)(
1
c
− 1

)(
1
d
− 1

)
> 81.

Kada va¼i jednakost?

3. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je broj
n(n + 1)

2
− 1 prost.
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4. Neka je AB tetiva kruga k, a t1 i t2 tangente na krug k u taqkama A i B.
Ako su X, Y i Z podno¼ja normala iz proizvoǉne taqke P kruga k, redom na
AB, t1 i t2, dokazati da je PX =

√
PY · PZ.

5. Dat je tetraedar ABCD u kome je AB ⊥ CD. Neka se povrxine trouglova
CAB i DAB odnose kao m : n. Odrediti odnos u kome simetrijska ravan diedra
koji je odre±en ovim trouglovima deli zapreminu tetraedra ABCD.

3. RAZRED — A kategorija

1. Dokazati da ne postoje me±usobno razliqiti prirodni brojevi x i y,
takvi da je

xyx

= yxy

.

2. Na²i sve realne brojeve x za koje va¼i

1 +
1

1 +
1

1 +
1

. . .
1 +

1
x

= x,

gde se razlomaqka crta pojavǉuje 1986 puta.

3. Na jediniqnoj kru¼nici dato je n taqaka. Dokazati da zbir kvadrata
svih du¼i odre±enih tim taqkama nije ve²i od n2.

4. Data je taqka P unutar trougla ABC. Neka su m, n i p prave simetriqne
pravim AP , BP i CP , redom u odnosu na simetrale unutraxǌih uglova kod
temena A, B i C trougla ABC. Dokazati da se prave m, n i p seku u jednoj
taqki.

5. Tri igraqa A, B i C, iste snage, igraju turnir u stonom tenisu. Prvu
partiju igraju A i B, a C je slobodan. Drugu partiju igraju C i pobednik
prve partije. Svaku slede²u partiju igraju pobednik i slobodni iz prethodne
partije. Rezultat bilo koje partije ne zavisi od rezultata ostalih partija.
Turnir se zavrxava kada jedan od igraqa dobije dve partije za redom (pobedom
tog igraqa). Odrediti verovatno²u pobede na turniru za svakog igraqa.

3. RAZRED — B kategorija

1. Isti kao 86.3A.1.

2. Na²i bar jedan polinom s celobrojnim koeficijentima qiji je jedan od
korena broj

√
2− 3

√
3.

3. Isti kao 86.3A.3.

4. Isti kao 86.3A.4.
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5. Neka su a, b, c, m, n, p celi brojevi. Dokazati da je x = y = z = 0 jedino
rexeǌe sistema

1
2x = ax + my + z,

1
2y = x + by + nz,

1
2z = px + y + cz.

4. RAZRED

1. Isti kao 86.3A.1.

2. Isti kao 86.3A.2.

3. Isti kao 86.3A.3.

4. Iz svakog od n xpilova (od kojih svaki sadr¼i jednak broj crnih i
crvenih karata) sluqajno se bira po jedna karta i tako formira novi xpil koji
sadr¼i n karata. Zatim se iz tog xpila sluqajno bira m karata, jedna po jedna,
sa vra²aǌem u xpil. Ako me±u m tako biranih karata nije bilo nijedne crne
karte, odrediti verovatno²u doga±aja da xpil od n karata ne sadr¼i crnih
karata.

5. Skup M = {1, 2, 3, . . . , 2n− 1, 2n} predstavǉen je u obliku unije skupova
A = {a1, a2, . . . , an} i B = {b1, b2, . . . , bn}. Pretpostavimo da je a1 < a2 < · · · <
an i b1 > b2 > · · · > bn. Dokazati da je

n∑

k=1

|ak − bk| = n2.

DVADESETDEVETO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
ARAN�ELOVAC, 1987.

1. RAZRED

1. Na²i sva celobrojna rexeǌa jednaqine xy = x + y + 1.
2. Dokazati da za sve prirodne brojeve n va¼i nejednakost

nn > 2n−1 · n!.

3. Na zidovima qasovniqarske radǌe nalazi se 1987 uvek taqnih satova.
Dokazati da za svaku taqku M u unutraxǌosti radǌe postoji trenutak kada je
zbir rastojaǌa te taqke do centara svih satova maǌi od zbira rastojaǌa taqke
M do vrhova svih minutnih kazaǉki.

4. Koliko ima permutacija brojeva 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, takvih da jedinica
nije na prvom mestu, dvojka nije na jednom od prva dva mesta i trojka nije na
jednom od prva tri mesta?
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5. Petougao ABCDE ima jednake stranice, a za ǌegove uglove va¼i

∠A > ∠B > ∠C > ∠D > ∠E.

Dokazati da je petougao pravilan.

2. RAZRED

1. Neka je a prirodan broj, takav da a1987 daje ostatak 4 pri deǉeǌu sa 5.
Na²i ostatak koji pri deǉeǌu sa 5 daje broj a.

2. Dokazati da za svaki pozitivan broj x va¼i
[√[√

x
]]

=
[√√

x

]
.

([t] je najve²i ceo broj ne ve²i od t.)

3. Neka je f(x) = ax2 + bx + c (a, b, c, x --- realni brojevi). Ako za |x| 6 1
va¼i |f(x)| 6 1, dokazati da za |x| 6 2 va¼i |f(x)| 6 7.

4. Osmougao A1A2A3 . . . A8 je upisan u krug i va¼i A1A2 ‖ A5A6, A2A3 ‖
A6A7, A3A4 ‖ A7A8. Dokazati da je A8A1 = A4A5.

5. Dat je tetraedar ABCD qije su strane podudarni trouglovi sa strani-
cama a, b, c. Izraqunati zapreminu oktaedra qija su temena sredixta ivica
datog tetraedra.

3. RAZRED — A kategorija

1. Neka je n prirodan broj i α, β i γ uglovi trougla. Dokazati da je

ctgn α

2
+ ctgn β

2
+ ctgn γ

2
> 3

n+2
2 .

2. Dat je tetivan qetvorougao ABCD. Neka su K, L, M i N , tim redom,
podno¼ja normala iz preseka S dijagonala AC i BD na prave AB, BC, CD
i DA. Dokazati da se u qetvorougao KLMN mo¼e upisati krug.

3. U prostoru su date prava p i taqke A i B tako da su prave AB i p
mimoilazne. Ako su taqke A i B podjednako udaǉene od prave p, dokazati da
zajedniqka normala pravih AB i p polovi du¼ AB.

4. Koliko ima n-tocifrenih prirodnih brojeva qiji je zbir cifara jed-
nak 11?

5. Data je petorka (1, 2, 3, 4, 5). Novu petorku formiramo tako xto proiz-
voǉne qetiri koordinate stare petorke, oznaqimo ih sa x, y, z i t, zamenimo
brojevima

1
2
(x + y + z − t),

1
2
(x + y − z + t),

1
2
(x− y + z + t),

1
2
(−x + y + z + t).

Da li se vixestrukim ponavǉaǌem ovog postupka mo¼e dobiti petorka:
(a) (−1, 3, 5, 7, 9); (b) (0, 2, 3, 4, 6)?
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3. RAZRED — B kategorija

1. Isti kao 87.3A.1.

2. Dat je tetivan poligon sa neparnim brojem stranica. Ako su mu svi
unutraxǌi uglovi jednaki, dokazati da je on pravilan.

3. Dokazati da sistem jednaqina

|x|+ |y| = 1,

ax + by + c = 0

nema rexeǌa ako i samo ako su svi brojevi c + a, c− a, c + b, c− b istog znaka.

4. Isti kao 87.3A.4.

5. Isti kao 87.3A.5(a).

4. RAZRED

1. Neka su nule x1, x2, x3 polinoma P (x) = x3 + ax2 + bx + c pozitivne.
Dokazati da je b2 = 3ac ako i samo ako je x1 = x2 = x3.

2. Isti kao 87.3A.2.

3. Na²i maksimalnu povrxinu ortogonalne projekcije pravilnog tetraedra
ivice a na ravan π.

4. Isti kao 87.3A.4.

5. Isti kao 87.3A.5.

TRIDESETO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
VRA�E, 1988.

1. RAZRED

1. Iz kvadrata dimenzija 7× 7 iseqen
je jedan kvadrati² kao na slici. Dokazati
da se dobijena figura ne mo¼e podeliti na
osam podudarnih delova, tako da je svaki
od tih delova unija xest kvadrati²a 1× 1.

2. Ako su a, b, c du¼ine stranica trougla, dokazati da je

a

b + c− a
+

b

c + a− b
+

c

a + b− c
> 3.

3. Neka su L i M redom taqke u kojima simetrale unutraxǌeg i spoǉaxǌeg
ugla sa temenom C trougla ABC seku pravu AB. Ako je CL = CM , dokazati da
je AC2 + BC2 = 4r2, gde je r du¼ina polupreqnika kruga opisanog oko trougla
ABC.
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4. U ravni je dat konveksan qetvorougao ABCD. Nad stranicama AB i CD
sa unutraxǌe strane i nad stranicama BC i AD sa spoǉaxǌe strane (u odno-
su na qetvorougao ABCD) konstruisani su redom jednakostraniqni trouglovi
ABQ, CDN , BCM i ADP . Dokazati da je qetvorougao MQPN paralelogram.

5. Odrediti sve realne brojeve x za koje va¼i

{x} =
x + [x] + (x)

10
,

gde je [x] najve²i ceo broj ne ve²i od x, {x} = x− [x] i (x) =
[
x + 1

2

]
.

2. RAZRED

1. (a) Dat je kvadratni trinom f(x) = ax2 + bx + c takav da za −1 6 x 6 1
va¼i |f(x)| 6 1. Dokazati da je |a| 6 2.

(b) Odrediti bar jedan trinom f(x) = ax2 + bx + c, takav da va¼i |a| = 2
i |f(x)| 6 1 za −1 6 x 6 1.

2. Ako su α, β i γ uglovi trougla, dokazati da je
√

sinα√
sin β +

√
sin γ −√sin α

+
√

sin β√
sin γ +

√
sin α−√sin β

+
√

sin γ√
sin α +

√
sin β −√sin γ

> 3.

3. Krug k1 dodiruje krug k iznutra u taqki C. Neka je M proizvoǉna taqka
kruga k1 razliqita od C. Tangenta kruga k1 u taqki M seqe krug k u taqkama A
i B. Dokazati da je ∠ACM = ∠MCB.

4. Isti kao 88.1.5.
5. Neka je ABCD pravougli tetraedar, kod koga su svi iviqni uglovi

kod temena C pravi i neka je M taqka koja pripada strani ABC i jednako je
udaǉena od ivica AB, BC i CD, a N taqka koja pripada strani BCD i jednako
je udaǉena od ivica AB, BC i CD. Ako je AC = a, BC = b, izraqunati du¼inu
du¼i MN .

3. RAZRED — A kategorija i 4. RAZRED

1. U ravni je dato n > 5 krugova. Svaka tri od ǌih imaju zajedniqku taqku.
Dokazati da svih n krugova imaju zajedniqku taqku.

2. Unutar kvadrata stranice 1 nalazi se prosta poligonalna linija du¼ine
1000. Dokazati da postoji prava koja seqe ovu liniju bar u 500 taqaka.

3. Neka je (Fn) Fibonaqijev niz:

F1 = F2 = 1, Fn+2 = Fn + Fn+1, za n > 1.

Oznaqimo sa fn posledǌu cifru u dekadnom zapisu broja Fn. Da li postoji

lim
n→∞

f1 + f2 + · · ·+ fn

n
?
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4. Dokazati da za pozitivne brojeve a1, a2, . . . , an va¼i

min
16j6n

aj 6 1
n
√

n
+

(
a1 + a2 + · · ·+ an

n + 1

)n+1

.

Kada va¼i jednakost?

5. Dati su prirodni brojevi m, n i k. Koliko ima k-kombinacija X ele-
menata skupa {1, 2, . . . , n}, takvih da za razliqite elemente x i y skupa X va¼i
|x− y| > m?

3. RAZRED — B kategorija

1. Isti kao 88.3A.1.

2. Isti kao 88.3A.2.

3. Ako je n prirodan broj i x nije celobrojni umno¼ak broja π, dokazati
da je

1
cosx + cos 3x

+
1

cosx + cos 5x
+ · · ·+ 1

cos x + cos(2n + 1)x
=

tg(n + 1)x− tg x

2 sin x
.

4. Data je funkcija f : R → R, takva da za svako x ∈ R va¼i

f(x + 1) =
f(x)− 5
f(x)− 3

.

Dokazati da je funkcija f periodiqna.

5. Na koliko naqina tablica m × n mo¼e da se popuni brojevima 1 i −1,
tako da proizvod brojeva u svakoj vrsti i svakoj koloni bude −1?

TRIDESETPRVO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
SVETOZAREVO, 1989.

1. RAZRED

1. Dokazati da za sve realne brojeve x takve da je 0 < x < 1 i sve prirodne
brojeve n va¼i nejednakost

1− xn+1

n + 1
<

1− xn

n
.

2. Na²i sva rexeǌa jednaqine
[
5 + 6x

8

]
=

15x− 7
5

,

gde je [t] oznaka za najve²i ceo broj koji nije ve²i od t.
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3. Dat je kvadrat ABCD. Na stranicama BC i CD date su taqke M i N
tako da je ∠MAN = 45◦. Koriste²i samo leǌir, konstruisati normalu iz taqke
A na pravu MN .

4. Neka su M i N podno¼ja normala iz temena A na simetrale spoǉaxǌih
uglova u temenima B i C trougla ABC. Dokazati da je du¼ MN jednaka polu-
obimu trougla ABC.

5. Na jednom me±unarodnom skupu naxla se grupa Xpanaca, Finaca, Mongo-
la i Vijetnamaca, ukupno 21 osoba. Petoro od ǌih govori xpanski, 14 finski, 14
mongolski i 10 vijetnamski. Jedan Xpanac govori samo svoj materǌi jezik. Dva
Finca govore mongolski i vijetnamski, ali ne govore xpanski. Od ostalih niko
ne govori vixe od dva jezika. Osam ǉudi govori finski i mongolski. Koliko
Xpanaca govori vijetnamski?

2. RAZRED

1. Odrediti sva realna rexeǌa jednaqine

19x · 892−x2
= 19 · 89.

2. Dat je krug K(O,R) i taqka A izvan kruga. Neka prava OA seqe krug u
taqkama M i N , pri qemu je taqka M izme±u taqaka O i A, i neka je B taqka

du¼i MO. Ako je AO ·BO = R2, dokazati da je
AM

AN
=

BM

BN
.

3. Neka je f(x) =
4x

4x + 2
. Izraqunati zbir

f(0) + f

(
1
n

)
+ f

(
2
n

)
+ · · ·+ f

(
n− 1

n

)
+ f

(n

n

)
,

gde je n prirodan broj.

4. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a tako da je za sve x iz
intervala [−1, 1] zadovoǉena nejednakost

ax2 + 2(a + 1)x + a− 4 6 0.

5. Isti kao 89.1.5.

3. RAZRED — A kategorija i 4. RAZRED

1. Neka su n i k prirodni brojevi i n > 1. Dokazati nejednakost

n

√
n + n

√
n + · · ·+ n

√
n

︸ ︷︷ ︸
k

< 2.

2. Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji prirodan broj m i brojevi
c1, c2, . . . , cm ∈ {−1, 1}, takvi da va¼i jednakost

n = c1 · 12 + c2 · 22 + · · ·+ cm ·m2.



1990 ZADACI 63

3. Na stranicama AB i AC trougla ABC date su redom taqke K i L, takve

da va¼i
KB

AK
+

LC

AL
= 1. Dokazati da te¼ixte trougla ABC pripada du¼i KL.

4. Svaka strana poliedra obojena je plavom ili crvenom bojom, tako da
nikoje dve strane koje imaju zajedniqku ivicu nisu obojene istom bojom. Ako je
plavom bojom obojena ve²a povrxina nego crvenom, onda se u poliedar ne mo¼e
upisati sfera. Dokazati!

5. Koliko ima permutacija (p1, p2, . . . , pn) skupa {1, 2, . . . , n} za koje zbir

|p1 − 1|+ |p2 − 2|+ · · ·+ |pn − n|
ima maksimalnu vrednost?

3. RAZRED — B kategorija

1. Isti kao 89.3A.1.
2. Isti kao 89.3A.2.
3. Isti kao 89.3A.3.
4. Dokazati da je tg 37◦30′ =

√
6 +

√
3−√2− 2.

5. Na xahovskom prvenstvu xkole uqestvovalo je po nekoliko uqenika I i II
razreda. Svaka dva uqenika su odigrala po jednu partiju i nijedna partija nije
zavrxena remijem. Svaki uqenik I razreda pobedio je bar jednog i izgubio bar
od jednog uqenika II razreda. Svaki uqenik II razreda pobedio je bar jednog i
izgubio bar od jednog uqenika I razreda. Dokazati da postoje uqenici A1 i A2

iz I razreda i uqenici B1 i B2 iz II razreda, takvi da va¼i: A1 je pobedio B1

i izgubio od B2; A2 je pobedio B2 i izgubio od B1.

TRIDESETDRUGO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
KLADOVO, 1990.

1. RAZRED

1. Odrediti sve proste brojeve p i q tako da je p2 − 2q2 = 1.
2. U unutraxǌosti oxtrouglog trougla ABC data je taqka P , tako da je

∠APB = ∠ACB + 60◦, ∠BPC = ∠BAC + 60◦, ∠CPA = ∠CBA + 60◦.

Neka su Pa, Pb i Pc podno¼ja normala iz taqke P redom na stranice BC, CA i
AB trougla ABC. Izraqunati uglove trougla PaPbPc.

3. Dokazati da postoji prirodan broj n, takav da je broj 3n − 1 deǉiv
sa 1990.

4. Nake su h′a, h′b i h′c redom prave simetriqne visinama trougla ABC u
odnosu na simetrale uglova kod temena A, B i C. Dokazati da se prave h′a, h′b i
h′c seku u jednoj taqki.

5. Ako je a + b + c = 6, dokazati da je a2 + b2 + c2 > 12.
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2. RAZRED

1. Ako su brojevi 2a, a+b i c celi, dokazati da kvadratni trinom ax2+bx+c
za sve celobrojne vrednosti x uzima celobrojne vrednosti.

2. Konstruisati trapez ABCD (AB ‖ CD) ako su date qetiri taqke M , N ,
O i P (MN ⊥ OP ), tako da su M i N sredixta krakova AD i BC, O presek
dijagonala AC i BD, a P taqka prave AB.

3. Neka su a, b, c realni brojevi, takvi da jednaqine ax2 + bx + c = 0 i
−ax2 + bx + c = 0 imaju realna rexeǌa. Ako je r bilo koje rexeǌe prve, a s
bilo koje rexeǌe druge jednaqine (s > r), dokazati da interval [r, s] sadr¼i bar
jedno rexeǌe jednaqine

a

2
x2 + bx + c = 0.

4. Rexiti jednaqinu 2x5
+ 4x4

+ 2564 = 3 · 16x3
.

5. Neka je ABC pravougli trougao (∠C = 90◦), CD visina trougla i
K taqka ravni trougla, takva da je AK = AC. Dokazati da je preqnik kruga
opisanog oko trougla ABK, koji sadr¼i taqku A, normalan na pravu DK.

3. RAZRED

1. Neka je 0 < a 6 b 6 c 6 d 6 e. Dokazati da je

a

b
+

b

c
+

c

d
+

d

e
+

e

a
> a

e
+

b

a
+

c

b
+

d

c
+

e

d
.

2. Dokazati da se svaki trougao mo¼e ortogonalnim projektovaǌem pres-
likati na jednakostraniqan trougao.

3. Neka je n prirodan broj ve²i od 2. Dokazati da je k = n − 1 najmaǌa
vrednost prirodnog broja k za koju va¼i

33·
··3

︸ ︷︷ ︸
k

> 22·
··2

︸ ︷︷ ︸
n

4. Odrediti sve trojke (x, y, z) realnih brojeva za koje va¼i

2x + x2y = y, 2y + y2z = z, 2z + z2x = x.

5. Dokazati da za svaki prirodan broj n jednaqine x2+y2 = n i x2+y2 = 2n
imaju jednak broj celobrojnih rexeǌa.

4. RAZRED

1. Isti kao 90.3.1.

2. Isti kao 90.3.2.

3. Isti kao 90.3.3.

4. Dokazati da se polinom xn +4 mo¼e predstaviti u obliku proizvoda dva
nekonstantna polinoma sa celim koeficijentima ako i samo ako je n deǉivo sa 4.
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5. Izvodi se niz nezavisnih bacaǌa homogene kocke za igru qije su strane
numerisane brojevima 1, 2, 3, 4, 5, 6. Izraqunati verovatno²u doga±aja da ²e
se xestica pojaviti dva puta uzastopno pre nego xto se neparan broj pojavi tri
puta uzastopno.

TRIDESETTRE�E REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, SOMBOR, 1991.

1. RAZRED

1. Izraqunati uglove jednakokrakog trougla kod koga su sredixta opisanog
kruga i kruga koji dodiruje osnovicu i produ¼etke krakova simetriqna u odnosu
na osnovicu trougla.

2. Na²i sve proste brojeve p, q, r koji zadovoǉavaju jednaqinu pq + qp = r.

3. Neka su A1, B1, C1 podno¼ja normala konstruisanih iz proizvoǉne taqke
M na stranice BC, CA i AB trougla ABC. Dokazati da se prave odre±ene
sredixtima du¼i MA i B1C1, MB i C1A1, MC i A1B1, seku u jednoj taqki.

4. Na²i sve parove prirodnih brojeva m, n (m 6= n) za koje va¼i:
(i) aritmetiqka sredina brojeva m i n je dvocifren broj;
(ii) ako ciframa tog broja zamenimo mesta, dobijamo geometrijsku sredinu

brojeva m i n.

2. RAZRED

1. Dokazati da jednaqina
1
x
− 1

y
=

1
n

(n ∈ N) ima jedinstveno rexeǌe u

skupu N, ako i samo ako je n prost broj.

2. Nad stranicama oxtrouglog trougla ABC, konstruisana su spoǉa tri
me±usobno sliqna trougla AC1B, BA1C, CB1A tako da je

∠AB1C = ∠ABC1 = ∠A1BC; ∠BA1C = ∠BAC1 = ∠B1AC.

Dokazati da se krugovi opisani oko trouglova AC1B, BA1C i CB1A seku u
jednoj taqki, koja je presek pravih AA1, BB1, CC1.

3. Rexiti jednaqinu 2x2 + [x] = x4.

4. Neka su Mn i Nn redom taqke na stranicama AC i BC trougla ABC,

takve da je CMn =
1
n

AC, CNn =
1

n + 1
BC (n > 2). Dokazati da sve prave

MnNn (n ≥ 2), prolaze kroz jednu utvr±enu taqku.

3. RAZRED

1. U ravni su data dva konaqna skupa taqaka A i B. Dokazati da postoji
poligon takav da su taqke skupa A u ǌegovoj unutraxǌosti a taqke skupa B van
ǌega.
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2. Neka je ABCDEF konveksan xestougao povrxine S. Dokazati da je
povrxina bar jednog od trouglova ABC, BCD, CDE, DEF , EFA, FAB maǌa

ili jednaka
1
6
S.

3. Odrediti uglove trougla ako je poznato:
(i) jedan ugao trougla je dva puta ve²i od drugog;
(ii) te¼ixna linija iz temena tre²eg ugla deli taj ugao na dva dela od

kojih je jedan dva puta ve²i od drugog.

4. Ako je funkcija f(x) = 1 + a · cos x + b · sin x + c · cos 2x + d · sin 2x
(a, b, c, d ∈ R) pozitivna za sve realne brojeve x, dokazati da je onda f(x) < 3,
za sve realne brojeve x.

4. RAZRED

1. Isti kao 91.3.1

2. Neka je

1
2i1

+
1

2i2
+ · · ·+ 1

2in
= 1, i1, i2, . . . , in ∈ N

i i1 6 i2 6 . . . 6 in. Dokazati da postoji k (1 6 k 6 n), tako da je

1
2i1

+
1

2i2
+ · · ·+ 1

2ik
=

1
2
.

3. Isti kao 91.3.2.

4. Skup od 2n predmeta je podeǉen na izvestan broj podskupova. Jednim
potezom mogu²e je iz jednog od tih podskupova prebaciti u neki drugi podskup
onoliko predmeta koliko ih drugi ve² ima. Dokazati da se posle konaqno mnogo
poteza svi predmeti mogu prebaciti u jedan podskup.

TRIDESETQETVRTO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
IVA�ICA, KIKINDA, 1992.

1. RAZRED

1. Da li postoji pet razliqitih prirodnih brojeva takvih da zbirovi
formirani od po dva od ǌih qine 10 uzastopnih prirodnih brojeva?

2. Neka su M , N i P proizvoǉne unutraxǌe taqke stranica BC, CA, AB
trougla ABC, redom, i X, Y , Z, redom sredixta du¼i AM , BN i CP . Dokazati
da taqke X, Y i Z nisu kolinearne.

3. Neka je ABCD konveksan qetvorougao i neka su K, L, M i N redom
sredixta stranica AB, BC, CD i DA, a O proizvoǉna taqka u ravni qetvor-
ougla ABCD razliqita od ǌih. Neka su k, l, m i n prave odre±ene uslovima:
K ∈ k, k ‖ OM ; L ∈ l, l ‖ ON ; M ∈ m, m ‖ OK; N ∈ n, n ‖ OL. Dokazati da se
prave k, l, m i n seku u jednoj taqki.
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4. U ravni je dato n podudarnih krugova, takvih da nikoja dva nemaju zajed-
niqkih unutraxǌih taqaka. Dokazati da se me±u tim krugovima mo¼e na²i bar
jedan koji dodiruje najvixe tri data kruga.

2. RAZRED

1. Neka su a i b realni brojevi, takvi da je a2 6 2b. Dokazati da za sve
realne brojeve x va¼i

x4 + ax3 + bx2 + ax + 1 > 0.

2. Na²i sve proste brojeve p za koje je 2p4 − p2 + 16 potpun kvadrat.

3. U unutraxǌosti konveksnog petougla data je taqka M . Za stranicu
petougla ka¼emo da je naspramna onom temenu petougla koje nije susedno kraje-
vima te stranice. Dokazati da je broj pravih koje spajaju taqku M sa temenima
petougla i nemaju zajedniqkih taqaka sa odgovaraju²im naspramnim stranicama
paran.

4. Ako ograniqena ravna figura ima vixe od jedne ose simetrije, dokazati
da se sve ose simetrije seku u jednoj taqki.

3. RAZRED

1. Ispitati da li su cos
π

9
, cos

5π

9
, cos

7π

9
koreni polinoma 8x3 − 6x− 1.

2. Na²i sve proste brojeve p i q i cele brojeve r, s ve²e od 1, takve da je
|pr − qs| = 1.

3. Neka je a1 > a2 > . . . > a1992 > 0. Dokazati nejednakost

a2
1 − a2

2 + a2
3 − a2

4 + · · ·+ a2
1991 − a2

1992 > (a1 − a2 + a3 − a4 + · · ·+ a1991 − a1992)2.

4. Na²i zapreminu tetraedra ABCD kod koga je AB = CD = a, BC =
AD = b, CA = BD = c.

4. RAZRED

1. Na²i sva celobrojna rexeǌa jednaqine
√

x +
√

x + · · ·+√
x = y,

gde se x javǉa 1992 puta.

2. Kvadratna tablica 3× 3 popuǌena je brojevima kao na slici

1 2 3
4 5 6
7 8 9

Tablica se mo¼e transformisati u novu tako xto se dva broja iz susednih poǉa
(tj. onih koji imaju zajedniqku stranicu) umaǌe za vrednost maǌeg od ta dva
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broja, dok se ostali brojevi ne meǌaju. Da li se ovakvim transformacijama
mo¼e dobiti tablica popuǌena nulama?

3. U tangentnom qetvorouglu dijagonale su normalne i jednake 1. Ako je
jedan ugao qetvorougla 60◦, odrediti ǌegove stranice.

4. Na krugu je dato n (n > 3) taqaka numerisanih na izvestan naqin brojevi-
ma 1, 2, . . . , n. Koliko ima lukova datog kruga koji imaju slede²a tri svojstva:

(a) krajevi luka su neke od datih taqaka;
(b) na luku se osim krajeva nalazi bar jox jedna od datih taqaka;
(v) svaka od datih taqaka koja je na luku, numerisana je brojem maǌim od

brojeva kojim su numerisani krajevi luka.

TRIDESETPETO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, NIX, VRBAS, 1993.

1. RAZRED

1. Na pravoj je dat skup C od 1993 taqke. U jednoj od ǌih nalazi se blago.
Jednim mereǌem mogu²e je utvrditi da li je blago levo ili desno od izabrane
taqke koja ne pripada skupu C. Koliko najmaǌe mereǌa je potrebno da bi se
sigurno pronaxlo blago?

2. Odrediti jedanaest realnih brojeva od kojih je svaki jednak kvadratu
zbira preostalih deset.

3. U jednakostraniqnom trouglu ABC data je taqka O tako da je ∠AOB =
113◦ i ∠BOC = 123◦. Izraqunati uglove trougla qije su stranice du¼i OA,
OB i OC.

4. Dokazati da je bar jedan od prirodnih brojeva

n, n + 1, n + 2, n + 3, n + 4, n + 5, n + 6, n + 7,

uzajamno prost sa svakim od preostalih brojeva.

2. RAZRED

1. Neka su a1, a2, . . . , an realni brojevi takvi da je

a1 + a2 + · · ·+ an > (n− 1)ai, i = 1, 2, . . . , n.

Dokazati:
(a) svi brojevi ai, i = 1, 2, . . . , n su pozitivni;
(b) za sve razliqite i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n} vredi ai + aj > ak.

2. Neka su a i x realni brojevi takvi da je

x3 + x2(2a− 1) + x(a2 + 1) + a2 − a− 2 = 0.

Dokazati da je −2 < x < 3.
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3. Neka su m, n prirodni brojevi za koje je
m2 + n2 −m

mn
ceo broj. Dokazati

da je m potpun kvadrat.
4. Neka je H ortocentar trougla ABC i neka su D i E preseqne taqke

kruga qiji je preqnik AH i stranica AB i AC. Dokazati da se tangente kruga
u taqkama D i E seku na stranici BC.

3. RAZRED

1. Neka su H i O redom ortocentar i centar opisanog kruga trougla ABC,
Q taqka simetriqna taqki H u odnosu na O i S te¼ixte trougla ABQ. Dokazati
da su taqke C, O i S kolinearne.

2. Konveksni n-tougao je razlo¼en na trouglove. U svaki od tih trouglova
upisan je krug. Dokazati da je zbir polupreqnika tih krugova ve²i ili jednak

od
2P

s
, pri qemu je P povrxina a s obim n-tougla.

3. (a) Dokazati da je polinom x3 +y3 +z3−3xyz deǉiv polinomom x+y+z.
(b) Rexiti jednaqinu 3

√
x− 1 + 3

√
x− 2 + 3

√
x + 3 = 0.

4. Neka je f(x) = arcsin
2x

1 + x2
+ 2 arctg x. Izraqunati f(1993).

4. RAZRED

1. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. Dokazati da je

a

b
+

b

c
+

c

a
6 a2

b2
+

b2

c2
+

c2

a2
.

2. Za m×m tablicu popuǌenu brojevima iz skupa {1, 2, . . . , p} simetriqno u
odnosu na glavnu dijagonalu ka¼emo da je p-magiqni kvadrat, ako su ostaci sume
elemenata svake vrste kao i svake kolone pri deǉeǌu sa p jednaki. Koliko ima
p-magiqnih kvadrata?

3. U ravni je data celobrojna mre¼a. Dokazati da se u unutraxǌosti svakog
konveksnog petougla qija su temena qvorovi mre¼e nalazi bar jedan qvor mre¼e.

4. Isti kao 93.3.4.

TRIDESETXESTO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
PO�AREVAC, NOVI SAD, 1994.

1. RAZRED

1. Neka je M sredixte dijagonale AC pravilnog xestougla ABCDEF i N
sredixte stranice DE. Dokazati da je trougao MNF jednakostraniqan.

2. Dati su realni brojevi a, b, c, p, takvi da brojevi a, b i c nisu svi
me±usobno jednaki i da va¼e jednakosti

a +
1
b

= b +
1
c

= c +
1
a

= p.



70 REPUBLIQKA TAKMIQE�A 1994

Dokazati da je abc + p = 0.

3. Koliko najvixe delilaca mo¼e da ima prirodan broj maǌi od 1994?

4. Da li postoji ravna zatvorena izlomǉena linija A1A2 . . . A2n koja ne
preseca samu sebe, takva da su vektori

−−−→
A1A2,

−−−→
A3A4, . . . ,

−−−−−−→
A2n−1A2n istog pravca

i smera.

2. RAZRED

1. Da li postoji konaqan skup S od n (n > 3) taqaka u ravni, tako da
za svake dve taqke A,B ∈ S postoji taqka C ∈ S, takva da je trougao ABC
jednakostraniqan?

2. Krug k1 opisan oko jednakostraniqnog trougla ABC dodiruje spoǉa
krug k2. Dokazati da je jedna od tangentnih du¼i konstruisanih iz taqaka A, B,
C na krug k2 jednaka zbiru druge dve.

3. Neka su a, b, c pozitivni brojevi. Dokazati da interval

[
ab, (a + c)

(
b +

1
c

)]

sadr¼i bar jedan kvadrat prirodnog broja.

4. Kvadratna tablica n×n popuǌena je tako da je u poǉe koje pripada i-toj
vrsti i j-toj koloni upisan broj i/j (i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , n). Zatim je
odabrano n brojeva iz tablice, tako da je iz svake vrste i svake kolone odabran
taqno jedan broj. Neka je S zbir odabranih brojeva. Dokazati da je

n 6 S 6 n(n + 3)
4

.

3. RAZRED

1. Da li trougao mo¼e da se razlo¼i na konaqan broj paralelograma?

2. Data su qetiri razliqita realna broja. Dokazati da se me±u datim

brojevima mogu izabrati brojevi x i y tako da je 0 <
y − x

1 + xy
6 1.

3. Da li broj oblika

S(n, k) =
1
n

+
1

n + 13
+

1
n + 26

+ · · ·+ 1
n + 13k

,

gde su n i k prirodni brojevi, mo¼e da bude prirodan?
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4. Oznaqimo sa Sn skup ure±enih n-torki koje se mogu formirati od n
uzastopnih decimala u zapisu realnog broja a. Dokazati slede²a tvr±eǌa:

(a) Ako za neko n skupovi Sn i Sn+1 imaju isti broj elemenata, onda je a
racionalan broj.

(b) Ako se u decimalama decimalnog zapisa realnog broja a pojavǉuju sve
cifre i ako za neko n broj elemenata u Sn nije ve²i od n+8, onda je a racionalan
broj.

4. RAZRED

1. Isti kao 94.3.1.

2. Na osnovici AB jednakokrakog trougla ABC data je taqka D, takva da
je polupreqnik kruga upisanog u trougao BCD jednak polupreqniku kruga spoǉa
upisanog u trougao ACD koji dodiruje stranicu AD. Dokazati da je visina
trougla ABC iz temena A qetiri puta ve²a od tih polupreqnika.

3. Isti kao 94.3.3.

4. Isti kao 94.3.4.

TRIDESETSEDMO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
KRUXEVAC, QELAREVO, 1995.

1. RAZRED

1. Data su dva koncentriqna kruga k1 i k2 polupreqnika a i b. Od svih
pravougaonika qija dva temena pripadaju krugu k1, a druga dva krugu k2, na²i
onaj qija je povrxina najve²a i izraqunati tu povrxinu.

2. Neka su a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn (n > 1) prirodni brojevi takvi da
je

a1

b1
=

a2

b2
= · · · = an

bn
.

Dokazati da je a1 + a2 + · · ·+ an + b1 + b2 + · · ·+ bn slo¼en broj.

3. U trouglu ABC data je taqka P , takva da je

∠BPC = ∠BAC + 60◦, ∠CPA = ∠CBA + 60◦, ∠APB = ∠ACB + 60◦.

Neka su A1, B1, C1 druge preseqne taqke pravih AP , BP i CP , redom, sa krugom
opisanim oko trougla ABC. Dokazati da je trougao A1B1C1 jednakostraniqan.

4. Uqenici jedne xkole su dva puta ixli u pozorixte. Svaki uqenik je bio
bar na jednoj predstavi. Me±u uqenicima koji su bili na prvoj predstavi bilo
je 60% deqaka, a me±u uqenicima koji su bili na drugoj predstavi bilo je 75%
deqaka. Dokazati da u toj xkoli broj deqaka nije maǌi od broja devojqica.
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2. RAZRED

1. U ravni je dat pravougli koordinatni sistem. Da li postoji pravilan
1995-tougao qija temena imaju celobrojne koordinate?

2. Neka je p prost broj i n prirodan broj, takav da je broj n2 + n + 3 deǉiv
sa p. Dokazati da postoji prirodan broj k takav da je broj k2 + k + 25 deǉiv
sa p.

3. U kvadratu ABCD data je taqka P , takva da je AP : BP : CP = 1 : 2 : 3.
Odrediti ugao ∠APB.

4. Dato je pet brojeva. Od ǌih se pravi novih pet brojeva slede²im pos-
tupkom: me±u ǌima se izaberu qetiri broja i svaki od ǌih se zameni razlikom
poluzbira izabranih brojeva i tog broja; peti broj ostaje nepromeǌen. Da li se
ponavǉaǌem ovog postupka od polaznih brojeva 1, 2, 3, 4, 5 mogu dobiti brojevi:

(a) 10, −11, 12, −13, 14; (b) 13, −14, 15, −16, 17?

3. RAZRED

1. U trouglu jediniqne povrxine dato je 7 taqaka od kojih nikoje tri nisu
na jednoj pravoj. Dokazati da su neke tri od datih taqaka temena trougla qija
povrxina nije ve²a od 1/4.

2. U pravougaonik je upisan qetvorougao tako da se na svakoj stranici
pravougaonika nalazi po jedno teme tog qetvorougla. Dokazati da obim upisanog
qetvorougla nije maǌi od zbira dijagonala pravougaonika.

3. Dat je skup X koji se sastoji od n elemenata. Svakom podskupu skupa X
pridru¼ena je jedna od datih p boja. Odrediti najve²u vrednost broja p, tako
da za svako pridru¼ivaǌe boja podskupovima, postoje skupovi A ⊂ X i B ⊂ X,
takvi da je svakom od skupova A, B, A ∩B, A ∪B pridru¼ena ista boja.

4. Ako je d najve²i od pozitivnih realnih brojeva a, b, c, d, dokazati da je

a(d− b) + b(d− c) + c(d− a) 6 d2.

4. RAZRED

1. Isti kao 95.3.1.

2. Isti kao 95.3.2.

3. Isti kao 95.3.3.

4. Niz brojeva (an) zadat je sa: a0 = a1 = a2 = 1 i

an+3 =
1 + an+1an+2

an
za n ∈ {0, 1, 2, . . . }.

Dokazati da su svi qlanovi niza (an) prirodni brojevi.
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TRIDESETOSMO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
NOVI SAD, 1996.

1. RAZRED

1. Za vrhove dva stuba visina 11 i 15 metara, koji su na rastojaǌu od 9m,
zakaqen je kanap du¼ine 15m. Na kanap je okaqen te¼ak teg i puxten da klizi,
sve dok se teg ne na±e u najni¼oj taqki. Na kojoj visini ²e se nalaziti tada teg?

2. Ako su a, b, c i d pozitivni realni brojevi, takvi da je
5a + b

5c + d
=

6a + b

6c + d
i

7a + b

7c + d
= 8, izraqunati

9a + b

9c + d
.

3. Neka je n prirodan broj i d delilac broja 2n2. Da li n2 + d mo¼e biti
potpun kvadrat?

4. Ali-Baba se nalazi u pe²ini u kojoj ima zlata i dijamanata. Kilogram
zlata koxta 20 dinara, a kilogram dijamanata koxta 60 dinara. Na raspola-
gaǌu mu se nalazi jedan kovqeg. Pun kovqeg zlata te¼i 200 kg, a pun kovqeg
dijamanata te¼i 40 kg. Te¼ina praznog kovqega je zanemarǉiva. Ali-Baba mo¼e
da ponese 100 kg. Koliko zlata i koliko dijamanata treba da ponese Ali-Baba
da bi najvixe profitirao?

2. RAZRED

1. Imamo n + 1 teg ukupne te¼ine 2n i terazije sa dva uravnote¼ena tasa.
Te¼ina svakog od tegova izra¼ava se prirodnim brojem. Tegovi se jedan po jedan
stavǉaju na tas: prvo najte¼i (ili, ako ih ima vixe, jedan od najte¼ih), zatim
najte¼i od preostalih i tako daǉe. Pri tome se svaki slede²i teg stavǉa na
onaj tas na kome je ukupna te¼ina tegova u tom trenutku maǌa; ako su terazije
u ravnote¼i, onda na proizvoǉnu stranu. Dokazati da ²e nakon stavǉaǌa svih
tegova na tasove na opisani naqin terazije biti u ravnote¼i.

2. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu 7x − 3 · 2y = 1.

3. Krug k dodiruje u taqkama A i C krake ugla sa temenom B. Taqka D
kruga k je takva da je CD ‖ AB. Du¼ BD seqe k u taqki E. Dokazati da je

CE =
1
2

DE.

4. Krug k1 polupreqnika 1 iznutra dodiruje krug k2 polupreqnika 2. Opi-
sati geometrijsko mesto taqaka u kojima se na±e odre±ena taqka M kruga k1

prilikom kotrǉaǌa kruga k1 po krugu k2.

3. RAZRED

1. Na²i sve realne vrednosti α za koje va¼i: ako su a, b, c stranice trougla,
onda je

a2 + b2 + c2 6 α(ab + bc + ca).
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2. Neka je bilijarski sto oblika kvadrata qija je stranica du¼ine 1. Ako je
kugla upu²ena kao na slici, gde je k =

√
2−1,

na²i taqku na ivici bilijar stola u kojoj ²e
kugla da se odbije stoti put.

3. Za koje n postoji konveksan n-tougao
qija je jedna stranica 1, a sve dijagonale su
mu celobrojne?

4. Neka je ABCD proizvoǉan tetraedar
i L1, L2, L3 lopte qiji su preqnici AB, AC,
AD, redom. Dokazati da je tetraedar ABCD
sadr¼an u uniji L1 ∪ L2 ∪ L3.

4. RAZRED

1. Na stolu se nalazi 1996 ¼etona. Dva igraqa uzimaju ¼etone naizmeniqno.
Prvim potezom prvi igraq uzima koliko ho²e, ali ne sve. U svakom slede²em
potezu svaki igraq mo¼e uzeti samo broj koji je delilac broja ¼etona koje je uzeo
protivnik u prethodnom potezu. Kako treba da igra prvi igraq da bi pobedio?

2. Isti kao 96.3.2.

3. Na²i sve funkcije f : N → N ∪ {0} koje zadovoǉavaju slede²e uslove:
(1) f(mn) = f(m) + f(n) za svako m,n ∈ N;
(2) f(10m + 3) = 0 za svako m ∈ N;
(3) f(10) = 0.

4. Isti kao 96.3.4.

TRIDESETDEVETO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 1997.

1. RAZRED

1. Na²i pet realnih brojeva qije su sume (po dva) jednake 0, 2, 4, 5, 7, 9,
10, 12, 14, 17.

2. Neka je a = 123456789 i b = 987654321.
1◦ Na²i NZD (a, b).
2◦ Na²i ostatak pri deǉeǌu broja NZS (a, b) sa 11.

3. Krugovi k1 i k2 se seku u taqkama A i B. Promenǉiva prava koja prolazi
kroz taqku A seqe po drugi put krug k1 u taqki P , a krug k2 u taqki Q. Dokazati
da simetrale du¼i PQ sadr¼e jednu utvr±enu taqku.

4. U ravni su date taqke A i B. Na²i skup svih taqaka M , takvih da se
pri pravolinijskom kretaǌu od M ka A rastojaǌe MB stalno pove²ava.
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2. RAZRED

1. Neka su a i b realni brojevi za koje je a + b = 2. Dokazati da je

min{|a|, |b|} < 1 < max{|a|, |b|} ⇐⇒ a · b ∈ (−3, 1).

2. Poǉa xahovske table 8 × 8 numerisana su brojevima 1, 2, 3, . . . , 64.
Igraqi A i B igraju igru u kojoj naizmeniqno povlaqe poteze, a u svakom potezu
mogu postaviti jedan ili nekoliko ¼etona na poǉa xahovske table po slede²em
pravilu: Igraq koji je na potezu bira poǉe xahovske table na kojem se ne nalazi
¼eton i koje je oznaqeno, na primer, sa n, a zatim stavǉa po jedan ¼eton na
izabrano poǉe i svako poǉe koje je slobodno i koje je numerisano brojem koji nije
uzajamno prost sa n. Na poqetku na tabli nema ¼etona, prvi potez ima igraq A,
a pobe±uje igraq koji posledǌi stavi ¼eton. Koji igraq mo¼e da pobedi u ovoj
igri nezavisno od igre protivnika? Odrediti pobedniqku strategiju.

3. Skupxtina ima 500 poslanika i raspore±uje S dinara u buetu na 50 stav-
ki. Svaki poslanik predaje svoj predlog po stavkama, tako da suma po stavkama
ne bude ve²a od S. Skupxtina utvr±uje svaku stavku kao broj koji nije ve²i od
predloga bar k poslanika za tu stavku. Odrediti najmaǌu vrednost broja k koja
garantuje da suma tako dobijenih stavki ne bude ve²a od S.

4. Dat je trougao ABC sa uglovima ∠B = 50◦, ∠C = 30◦. Taqka M je
unutar trougla ABC i zadovoǉava ∠MBC = 20◦, ∠MCB = 10◦. Dokazati da
je AM ⊥ BC.

3. RAZRED

1. Isti kao 97.2.3.

2. Sanduk oblika kvadra ABCDA1B1C1D1 koji ima dimenzije AB = 1,
BC = 1, AA1 = 2 le¼i na doǌoj strani ABCD. U temenu A nalazi se mix koji
mo¼e da se kre²e po boqnim stranama sanduka i po gorǌoj strani A1B1C1D1.
U koju taqku na boqnim ili gorǌoj strani sanduka treba postaviti parqe sira,
tako da je rastojaǌe mixa od sira najve²e mogu²e. (Rastojaǌe je najkra²i put
koji mix treba da pre±e kre²u²i se po stranama kvadra.)

3. Za prirodni broj n oznaqimo sa f(n) proizvod svih prostih brojeva
maǌih ili jednakih od n. Dokazati da za n > 2 va¼i f(n) > n.

4. Isti kao 97.2.4.

4. RAZRED

1. Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji prirodan broj k takav da
je √

k + 1996n +
√

k = (
√

1997 + 1)n.

2. Isti kao 97.3.2.
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3. Za koje vrednosti realnog parametra a sistem

x + y + z = 1,

x2 + y2 + z2 = 1,

xyz = a

ima realnih rexeǌa?

4. U ravni je dato n raznih krugova polupreqnika 1. Dokazati da bar na
jednom od tih krugova postoji luk du¼ine barem 2π/n koji ne seqe nijedan od
ostalih krugova.

QETRDESETO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
KRAGUJEVAC, 1998.

1. RAZRED

1. (a) Rastaviti na qinioce izraz x4 + x2y2 + y4.
(b) Ispitati da li je broj 91998 + 31998 + 1 prost.

2. Neka su a, b, c razliqiti brojevi iz R \ {0} i neka je dat izraz

V (x, y) =
1

(a− x)2(a− y)2
(
(a− b)2(c− x)(c− y)− (c− a)2(b− x)(b− y)

)
,

gde x, y 6= a. Dokazati da postoje izrazi f(x) i g(y) (tj. takvi da f ne zavisi od
y, a g ne zavisi od x) tako da se izraz V (x, y) mo¼e, za svako x, y ∈ R, x 6= y,
x, y 6= a, prikazati u obliku

V (x, y) =
1

x− y
(f(x)− g(y)).

3. Dat je izraz
∗ 1 ∗ 3 ∗ 32 ∗ · · · ∗ 31997 ∗ 31998.

Arkadije i Branislav naizmeniqno zameǌuju po jednu zvezdicu sa + ili sa −.
Branislav nastoji da broj koji se dobije posle zamene i posledǌe zvezdice bude
deǉiv sa 7. Mo¼e li Arkadije da ga spreqi u tome ako on prvi igra?

4. Dat je trougao ABC. Odrediti sve taqke M u ǌegovoj ravni tako da
trouglovi ABM , BCM i CAM imaju jednake povrxine.

5. Dokazati da osmougao kome su svi unutraxǌi uglovi jednaki i kome su
du¼ine svih stranica racionalni brojevi ima centar simetrije.

2. RAZRED

1. Ispitati da li je racionalan broj
√

15− 6
√

6 + 2
√

30− 8
√

14 +
√

10− 4
√

6 +
√

105− 28
√

14.
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2. Neka su x1, x2, . . . , xn pozitivni realni brojevi koji zadovoǉavaju uslov
x1 + x2 + · · ·+ xn = 1. Dokazati da za svaki pozitivan broj a va¼i nejednakost

ax1−x2

x1 + x2
+

ax2−x3

x2 + x3
+ · · ·+ axn−x1

xn + x1
> n2

2
.

Kada va¼i jednakost?
3. Na²i najmaǌi prirodan broj a za koji postoje celi brojevi b i c tako da

kvadratni trinom ax2 + bx + c ima dva razliqita realna korena koji pripadaju
intervalu (0, 1).

4. Izraqunati povrxinu tetivnog osmougla kome su neke qetiri stranice
du¼ine 3, a preostale qetiri du¼ine 2.

5. U jednoj grupi uqenika neki od ǌih se me±usobno poznaju. Pri tome, dva
uqenika koja imaju zajedniqkog poznanika uvek poznaju razliqit broj uqenika
te grupe. Dokazati da postoji uqenik koji poznaje samo jednog od preostalih
uqenika.

3. RAZRED

1. Dve ravni τ i σ seku se po pravoj a. Neka je α ugao diedra koji qine te
dve ravni, a β ugao izme±u neke prave p ravni τ i prave a. Ako je γ ugao izme±u
prave p i ravni σ, dokazati da je

sin γ = sin α sinβ.

2. Neka je S neprazan skup taqaka u ravni i a pozitivan broj. Skup Sa

definixemo na slede²i naqin: taqka A pripada skupu Sa ako i samo ako postoji
taqka B ∈ S takva da rastojaǌe izme±u taqaka A i B nije ve²e od a.

(a) Ako skup S nije konveksan, da li skup Sa mo¼e biti konveksan?
(b) Ako je skup S konveksan, da li skup Sa mora biti konveksan?

3. Dokazati da je tg 50◦ + tg 60◦ + tg 70◦ = tg 80◦.
4. Dva kruga se seku u taqkama A i B. Neka je C taqka prvog kruga razliqita

od A, B. Oznaqimo sa D taqku preseka prave CA sa drugim krugom, razliqitu
od A. Neka su M i N sredixta lukova BC i BD koji ne sadr¼e taqku A, a K
sredixte du¼i CD. Dokazati da je ∠MKN prav.

5. Data je funkcija f : N → N ∪ {0} za koju va¼e slede²i uslovi:
(a) f(mn) = f(m) + f(n), za sve m,n ∈ N;
(b) f(n) = 0 za svaki prirodan broj qija je cifra jedinica u dekadnom

zapisu jednaka 3;
(v) f(10) = 0.

Dokazati da je f(n) = 0 za svaki prirodan broj n.

4. RAZRED

1. Rexiti jednaqinu

cos2(x sin x) = 1 + log2
5

√
x2 + x + 1.
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2. Isti kao 98.3.2.
3. Isti kao 98.3.3.
4. Odrediti sve trojke (a, b, c) prirodnih brojeva za koje va¼i a < b < c i

ac = b2,
1
a

+
1
b

+
1
c

=
1

1998
.

5. Dat je niz (an) pomo²u a1 = 1 i an+1 = 2an +
√

3a2
n + 1 za n > 1.

Dokazati da je svaki qlan tog niza ceo broj.

QETRDESETPRVO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
QAQAK, 1999.

1. RAZRED — A kategorija

1. Dat je konveksan xestougao ABCDEF . Svaka od dijagonala AD i BE
deli xestougao na dva dela jednakih povrxina. Dokazati da je qetvorougao
BDEA trapez.

2. Dat je skup A ⊂ {1, 2, . . . , 100} koji sadr¼i 10 elemenata. Dokazati
da postoje dva disjunktna i neprazna podskupa S i T skupa A tako da je zbir
elemenata skupa S jednak zbiru elemenata skupa T .

3. Neka je m dati ceo broj. Dokazati da postoji bar jedan par (x, y) celih
brojeva tako da va¼i

2x2 + 11xy + 12y2 + 4x + 5y + 6 = 2m.

4. U ravni su dati krugovi k1, k2, . . . , k1999. Krugovi k1 i k2 se spoǉa
dodiruju u taqki A1, k2 i k3 u taqki A2, . . . , k1999 i k1 u taqki A1999. Neka je
M1 ∈ k1 proizvoǉna taqka, M2 preseqna taqka prave A1M1 i k2, razliqita od
A1, M3 preseqna taqka prave A2M2 i k3, razliqita od A2, itd, i M2000 preseqna
taqka prave A1999M1999 i kruga k1, razliqita od A1999. Dokazati da su taqke
M1 i M2000 dijametralno suprotne na k1.

5. Prirodan broj n > 2 deli se, redom, svim prirodnim brojevima koji su
od ǌega maǌi i zapisuju se svi dobijeni ostaci. Na²i sve n za koje je zbir svih
razliqitih ostataka jednak n.

1. RAZRED — B kategorija

1. Isti kao 99.1A.1.
2. Dokazati da ne postoji polinom P (x) sa celobrojnim koeficijentima za

koji je P (a) = b, P (b) = c, P (c) = a, gde su a, b, c tri razliqita cela broja.
3. Ako su a, b, c du¼ine stranica trougla, dokazati da je vrednost izraza

(b2 + c2 − a2)2 − 4b2c2 negativna.
4. Da li postoje brojevi m i n takvi da su i m2 + n i n2 + m kvadrati

celih brojeva? Odgovor obrazlo¼iti.
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5. Ako je ad− bc = 1, dokazati da je a2 + b2 + c2 + d2 + ab + cd 6= 1.

2. RAZRED — A kategorija

1. Ako su AA1, BB1 i CC1 visine oxtrouglog trougla ABC, a A2, B2,
C2 taqke u kojima prave AA1, BB1, CC1 seku krug opisan oko trougla ABC,
dokazati da je

AA2

AA1
+

BB2

BB1
+

CC2

CC1
= 4.

2. Neka su a, b, c realni brojevi, a > b > c > 0, takvi da va¼i
√

3a(b− c)−
√

c(a− b) = 0.

Ako su x, y, z, p realni brojevi, odrediti kojem od skupova N, Z \ N, Q \ Z,
R \Q ili C \R pripada vrednost izraza

f(x, y, z, p) =
(

1
a
− 1

c

) (√
3

2
p− i

√
3

) (
−x

2
−
√

3
2

z − iy

)

+
(

1
a
− 1

b

)
(2 + ip)

[(√
3

2
y − iz

)
+
√

3
3

(y

2
− ix

)]
.

3. Na tabli je napisan izraz f(x) = x3 + ax2 + bx + c. Dva uqenika igraju
slede²u igru: prvi izbrixe proizvoǉan od parametara a, b i c i zameni ga nekim
realnim brojem. Zatim drugi to isto uradi sa nekim od preostalih parametara.
Na kraju prvi zameni posledǌi parametar realnim brojem. Ako dobijeni polinom
nema pozitivnih korena, onda je pobedio uqenik koji prvi igra. U suprotnom igru
dobija drugi uqenik. Koji od uqenika mo¼e da pobedi i kako treba da igra?

4. Neka su f i g razliqiti kvadratni trinomi sa najstarijim koeficijen-
tom 1. Ako je

f(20) + f(3) + f(1999) = g(20) + g(3) + g(1999),

na²i sve x ∈ R za koje je f(x) = g(x).
5. Matematiqar se izgubio u xumi koja pokriva oblast oblika beskonaqne

trake xirine 1 km. Dokazati da matematiqar mo¼e izabrati takav naqin kre-
taǌa koji ²e ga izvesti iz xume posle najvixe 2

√
2 km pre±enog puta.

2. RAZRED — B kategorija

1. Isti kao 99.2A.1.
2. Isti kao 99.2A.2.
3. Rexiti nejednaqinu 2 · 125x − 3 · 50x − 9 · 20x + 10 · 8x 6 0.
4. Da li je broj

√
5 +

√
3 + 1√

10−√5 +
√

6−√3 +
√

2− 1
racionalan ili iracionalan? Odgovor obrazlo¼iti.
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5. Na²i sva rexeǌa jednaqine x4 − x3 − 10x2 + 2x + 4 = 0.

3. RAZRED — A kategorija

1. U tetraedru ABCD ivica AC je normalna na BC, a AD na BD. Dokazati
da je kosinus ugla izme±u pravih AC i BD maǌi od CD/AB.

2. Neka su z1 i z2 kompleksni brojevi koji zadovoǉavaǌu uslove |z1−z2| = 2
i z1 · z2 = 1. Dokazati da je qetvorougao ABCD qija temena imaju kompleksne
koordinate −1, z1, 1, z2 jednakokraki trapez.

3. Koliko se najvixe jednakokrakih krsti²a povrxine 5 mo¼e izrezati iz
table 6× 6?

4. U ravni je zadato n vertikalnih i n horizontalnih pravih koje se seku u
n2 taqaka. Prave su obojene plavom, crvenom ili zelenom bojom. Neka je presek
dve plave prave plava taqka, dve crvene prave crvena taqka, dve zelene prave
zelena taqka, presek plave i crvene prave zelena taqka, crvene i zelene prave
plava taqka, a zelene i plave prave crvena taqka. Na taj naqin je dobijeno n2

obojenih taqaka. Koliko razliqitih bojeǌa tih taqaka dobijamo razliqitim
izborom bojeǌa pravih?

5. Odrediti sve vrednosti parametra a ∈ R za koje su jednaqine

a(2a− 1) sin3 x + 3 cos3 x− 2a2 sin x = 0

i
log1/2(3 tg x− 1)− log2(3 tg x + 1)− log1/

√
2(5− tg x) = 1

ekvivalentne.

3. RAZRED — B kategorija

1. Odrediti stranice nepravouglog trougla qija je povrxina ceo broj, a
du¼ine ǌegovih stranica su tri uzastopna, najmaǌa mogu²a parna broja.

2. Data je prava kupa polupreqnika osnove R i visine H = 2R. Odrediti
polupreqnik osnove i visinu pravog vaǉka upisanog u tu kupu koji ima najve²u
povrxinu omotaqa.

3. Na²i geometrijsko mesto taqaka simetriqnih ¼i¼i parabole y2 = px u
odnosu na sve tangente parabole.

4. Dokazati da prirodan broj qiji je zbir cifara jednak 5 ne mo¼e biti
potpun kvadrat.

5. Isti kao 99.3A.5.

4. RAZRED — A kategorija

1. Neka je ABC trougao sa odgovaraju²im du¼inama stranica a, b, c.
Dokazati da u prostoru postoji taqka D takva da je DA =

√
bc, DB =

√
ca,

DC =
√

ab.
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2. Neka S(n) oznaqava zbir prirodnih delilaca prirodnog broja n
(ukǉuquju²i 1 i n). Neka je n1, n2, n3, . . . strogo rastu²i beskonaqan niz
prirodnih brojeva, takav da za svako i ∈ N va¼i S(ni)− ni = m. Odrediti m.

3. Dat je niz kompleksnih brojeva a1, a2, . . . , a3k koji su svi rexeǌa jed-
naqine z3 = 1. Od datog niza se u svakom koraku formira novi niz a1a2, a2a3,
. . . , a3ka1. Dokazati da se posle nekoliko koraka ovim postupkom dobija polazni
niz.

4. Isti kao 99.3A.4.
5. Isti kao 99.3A.3.

4. RAZRED — B kategorija

1. Na²i sve polinome P takve da za svaki realan broj x va¼i

P (x2 + 1) = P (x)2 + 1 i P (0) = 0.

2. Dokazati da za x > 0 va¼i arctg x < x− x3

3
+

x5

5
.

3. Isti kao 99.4A.3.
4. Koliko rexeǌa u intervalu [0, 1] ima jednaqina

8x(2x2 − 1)(8x4 − 8x2 + 1) = 1?

5. Isti kao 99.3A.5.

QETRDESETDRUGO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
PANQEVO, 2000.

1. RAZRED — A kategorija

1. Neka je ABCD paralelogram. Ako je E taqka u ravni takva da je EA ⊥
AB i EC ⊥ CB, dokazati da su uglovi AED i CEB podudarni.

2. Dat je oxtrougli trougao ABC. Konstruisati (leǌirom i xestarom)
unutar ovog trougla taqku P takvu da preseci polupravih AP , BP i CP sa
opisanim krugom oko trougla ABC budu temena jednakostraniqnog trougla.

3. Neka su a1, a2, . . . , an pozitivni realni brojevi qiji je zbir 1. Ako je

S =
a2
1

2a1
+

a1a2

a1 + a2
+ · · ·+ a1an

a1 + an
+

a2a1

a2 + a1
+

a2
2

2a2
+ · · ·+ a2an

a2 + an

+ · · ·+ ana1

an + a1
+

ana2

an + a2
+ · · ·+ a2

n

2an

(S je zbir svih izraza oblika
aiaj

ai + aj
za 1 6 i, j 6 n), dokazati da je S 6 n

2
.

4. Na ostrvu ima 45 kameleona: 17 ¼utih, 15 sivih i 13 plavih. Oni lu-
taju ostrvom susre²u²i se povremeno. Pri savkom susretu prisutna su samo
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dva kameleona. Ako se sretnu dva kameleona iste boje, ǌihova boja ostaje ne-
promeǌena. Ako se sretnu dva kameleona razliqite boje, oba meǌaju boju u tre²u
(npr. ako se sretnu ¼uti i sivi kameleon, oba meǌaju boju u plavu). Mo¼e li
se desiti da od jednog momenta (pa nadaǉe) svi kameleoni na ostrvu imaju istu
boju?

5. Neka su a, b, c, d, x, y pozitivni realni brojevi za koje je a + 2ay + y =
b+2bx+x i x+2xd+d = y +2yc+ c. Dokazati da va¼i a+2ad+d = b+2bc+ c.

1. RAZRED — B kategorija

1. Odrediti sve funkcije f : N → N takve da je f(1) = 1 i f(f(n) + n) =
f(n) za svako n ∈ N.

2. Na²i sve trojke celih brojeva (x, y, z) koje zadovoǉavaju slede²e dve
jednaqine

x + y + z = 0

x3 + y3 + z3 = −18

3. Dat je qetvorougao ABCD. Sredixta stranica AD i BC oznaqena
su, redom, sa M i N . Ako prava BD polovi du¼ MN , dokazati da polovi i
dijagonalu AC ovog qetvorougla.

4. Na²i sva celobrojna rexeǌa jednaqine x2000 + px1999 + q = 0, gde su p i
q neparni celi brojevi.

5. Ako se u datom trouglu saberu po dve visine, tri tako dobijena zbira su
u odnosu 27 : 32 : 35. Odrediti najve²i ugao ovog trougla.

2. RAZRED — A kategorija

1. Dat je trougao ABC. Taqka D se nalazi na polupravoj BA tako da je
BD = BA + AC, dok taqke K i M pripadaju stranicama BA i BC, redom,
tako da trouglovi BDM i BCK imaju jednake povrxine. Ako je ∠BAC = α,
odrediti ∠BKM .

2. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a1, a2, a3, a4 va¼i nejednakost

a1

a2 + a3 + a4
+

a2

a3 + a4 + a1
+

a3

a4 + a1 + a2
+

a4

a1 + a2 + a3
> 4

3

i da jednakost va¼i ako i samo ako je a1 = a2 = a3 = a4.

3. Ako su a i b dati realni brojevi, na²i sve parove (x, y) realnih brojeva
koji zadovoǉavaju slede²i sistem jednaqina

x3y + xy3 = ax + by

2x2y2 = bx + ay

4. Koliko ima permutacija f : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} takvih da za svako
j ∈ {1, 2, . . . , n} va¼i f(j) 6 j + 1?
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5. Dat je pravougli trougao ABC sa pravim uglom kod temena B. Trisek-
trise ugla kod temena A (poluprave koje ga dele na tri podudarna ugla) dele
naspramnu katetu BC na tri du¼i, od kojih je najdu¼a dvostruko du¼a od na-
jkra²e. Odrediti uglove trougla ABC.

2. RAZRED — B kategorija

1. Rexiti sistem jednaqina

2x4
1 = x2

2(1 + x4
1)

2x4
2 = x2

3(1 + x4
2)

. . . . . . . . . . . . . . .

2x4
n = x2

1(1 + x4
n)

(x1, . . . , xn su realni brojevi).

2. Rexiti jednaqinu 4x2 − 40[x] + 51 = 0, gde je sa [x] oznaqen najve²i ceo
broj koji nije ve²i od x.

3. Na vertikalnom torǌu visine H nalazi se antena visine h (h > H).
Koliko daleko od podno¼ja torǌa mora da stane posmatraq da bi toraǌ i antenu
video pod jednakim uglovima?

4. Ako je n prirodan broj ve²i od 1 i x =
1 + n2

2n
, dokazati da je vrednost

izraza (
1√

x− 1
+

1√
x + 1

)
:
(

1√
x− 1

− 1√
x + 1

)

ceo broj.

5. Dokazati jednakost
(

5

√
1
5

+ 5

√
4
5

)1/2

= (1 + 5
√

2 + 5
√

8)1/5.

3. RAZRED — A kategorija

1. Dati su prirodni brojevi q, n i r, 0 < r 6 n. Dokazati da r! deli broj
(qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qn−1).

2. Za kakve a, b ∈ R sistem jednaqina

cos x + cos y = a

sin x + sin y = b

ima rexeǌa?

3. Data je kocka ABCDA1B1C1D1. Izraqunati ugao izme±u ravni AB1C1

i A1B1C.
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4. Neka je k prirodan broj ve²i od 1. Niz (xn)n∈N zadat je sa:

x1 = 1, x2 = k, xn = kxn−1 − xn−2 (n > 2).

Dokazati da za svako n ∈ N postoji m > n takvo da su xm − 1 i xn uzajamno
prosti.

5. Na²i maksimalnu vrednost determinante tre²eg reda u kojoj su taqno
dva elementa jednaka 4, a ostali su iz skupa {1,−1}.

3. RAZRED — B kategorija

1. Da li postoje qetiri taqke A, B, C, D u prostoru tako da va¼i: AB =
CD = BD = 4, AC = 3 i BC = AD = 5?

2. U trouglu ABC sa oxtrim uglom kod temena C, nad sredǌom linijom
DE paralelnom AB kao nad preqnikom konstruisan je krug koji seqe stranice
AC i BC, redom, u taqkama M i N . Izraziti du¼inu du¼i MN preko BC = a,
AC = b i AB = c.

3. Dokazati da rastojaǌa proizvoǉne taqke kruga opisanog oko kvadrata do
qetiri temena tog kvadrata ne mogu sva biti racionalni brojevi.

4. Ako su x, y, z pozitivni realni brojevi razliqiti od 3 i ako je y =

3
1

1−log3 x i z = 3
1

1−log3 y , dokazati da je x = 3
1

1−log3 z .

5. Isti kao 00.3A.5.

4. RAZRED — A kategorija

1. Isti kao 00.3A.1.

2. Isti kao 00.3A.2.

3. Dokazati da za svaki prirodan broj n va¼i nejednakost

{n
√

2} >
1

2n
√

2

(sa {α} je oznaqen razlomǉeni deo broja α, tj. {α} = α − [α], gde je [α] najve²i
ceo broj koji nije ve²i od α).

4. Pod odstojaem taqke M od figure Φ podrazumeva se najmaǌe od rasto-
jaǌa MN , gde N ∈ Φ. Ako je dat trougao ABC, dokazati da je skup taqaka ravni
koje su bli¼e taqki A nego zatvorenoj du¼i BC, u odnosu na gore definisano
odstojaǌe, konveksan.

5. Opisati sve neprazne, konaqne podskupove S intervala [0, +∞) takve da
za svaka dva (ne obavezno razliqita) elementa x, y ∈ S va¼i x + y ∈ S ili
|x− y| ∈ S.
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4. RAZRED — B kategorija

1. Data je funkcija f koja svakoj taqki neke ravni dodeǉuje po jedan realan
broj. Poznato je da je zbir vrednosti ove funkcije u temenima ma kog pravilnog
mnogougla te ravni jednak nuli. Dokazati da funkcija f ima vrednost 0 u svakoj
taqki.

2. Na²i sve prirodne brojeve x i y za koje va¼i x3 − y3 = xy + 25.

3. Date su funkcije

f(x) = arctg x2 i g(x) = arctg(x
√

2− 1)− arctg(x
√

2 + 1) (x ∈ R).

Dokazati da je razlika ovih funkcija konstanta i odrediti tu konstantu.

4. U kvadratnoj tablici n × n upisani su brojevi 1, 2, . . . , n2, redom
(u prvom redu, redom: 1, 2, . . . , n; u drugom: n + 1, n + 2, . . . , 2n; . . . ; u
posledǌem: n2 − n + 1, n2 − n + 2, . . . , n2). Izabrano je n od ovih brojeva tako
da nikoja dva nisu u istom redu ili u istoj koloni tablice. Dokazati da suma
izabranih brojeva ne zavisi od ǌihovog izbora i odrediti tu sumu.

5. U ravni su date dve razliqite taqke A i B. Odrediti geometrijsko mesto
taqaka M u toj ravni za koje va¼i

AM ·BM · cos∠AMB =
3
4

AB2.

QETRDESETTRE�E REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
BEOGRAD, 2001.

1. RAZRED — A kategorija

1. Da li se prvih 100 prirodnih brojeva mogu podeliti u tri grupe, tako
da je zbir brojeva prve deǉiv sa 102, zbir brojeva druge deǉiv sa 203, a zbir
brojeva tre²e deǉiv sa 304?

2. Dat je oxtrougli trougao ABC. Neka je BK, K ∈ AC, simetrala
ǌegovog unutraxǌeg ugla u temenu B, CD visina, N ∈ CD taqka takva da je
KN ⊥ BC, i {M} = BK ∩ CD. Ako je P preseqna taqka kruga opisanog oko
trougla BKN i prave AB, P 6= B, dokazati da je PK = PM .

3. Neka su a, b, c pozitivni brojevi, takvi da je a > c i b > c. Dokazati da
je √

c(a− c) +
√

c(b− c) 6
√

ab.

4. Data je kru¼nica k polupreqnika 31mm i izlomǉena linija l du¼ine
61mm, kojoj se obe krajǌe taqke nalaze na toj kru¼nici. Dokazati da postoji
prava p koja sadr¼i centar kru¼nice k, takva da se sve taqke izlomǉene linije
l nalaze sa iste strane prave p.
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5. Dat je skup A od 2000 taqaka u ravni, tako da me±u ǌima ne postoje tri
kolinearne. Dokazati da se ove taqke mogu spojiti sa 1000 plavih, 1000 crvenih
i 1000 ¼utih du¼i, tako da va¼i:

(1) svaka taqka skupa A spojena je sa taqno 3 druge taqke skupa A;
(2) iz svake taqke skupa A polaze du¼i tri razliqite boje;
(3) du¼i razliqitih boja nemaju zajedniqkih unutraxǌih taqaka.

1. RAZRED — B kategorija

1. Ako je x =
b

c
+

c

b
, y =

a

c
+

c

a
, z =

a

b
+

b

a
(abc 6= 0), dokazati da vrednost

izraza x2 + y2 + z2 − xyz ne zavisi od a, b, c.
2. Kru¼nica upisana u trougao ABC dodiruje stranice BC i BA redom u

taqkama M i N . Ako je K preseqna taqka simetrale ugla BAC sa pravom MN ,
izraqunati ugao AKC.

3. Doma²ica je napravila tortu okruglog oblika, ali ne zna taqno koliko ²e
imati gostiju -- troje ili qetvoro. Koji je najmaǌi broj pravolinijskih rezova
torte koje ona treba da napravi pre nego xto do±u gosti, tako da u svakom sluqaju,
bez dopunskih rezova, svaki gost mo¼e da dobije jednaku koliqinu torte?

4. Proizvod prirodnih brojeva x i y je trocifren broj sa jednakim ciframa,
a ǌihov zbir je dvocifren, tako±e sa jednakim ciframa. Na²i sve takve brojeve
x i y.

5. Isti kao 01.1A.5.

2. RAZRED — A kategorija

1. Odrediti skup svih realnih vrednosti parametra a za koje nejednaqina

x2 − a(a + 1)x + a3 6 0

oma taqno pet celobrojnih rexeǌa.
2. Na²i dva sedmocifrena broja, takva da su ǌihov zbir, ǌihova razlika i

zbir cifara jednog od ǌih, faktorijeli nekih brojeva.
3. Svaka dijagonala konveksnog petougla odseca trougao jediniqne povrx-

ine. Izraqunati povrxinu tog petougla.
4. Na polukru¼nici polupreqnika 1 sa preqnikom AD date su taqke B i C.

Dokazati da va¼i AB2 + BC2 + CD2 + AB ·BC · CD = 4.
5. Da li se brojevi 1, 2, . . . , 2001 mogu pore±ati po krugu, tako da razlika

svaka dva susedna broja pripada intervalu [500, 999]?

2. RAZRED — B kategorija

1. Isti kao 01.2A.1.
2. U ravni su date kru¼nice k1 i k2 sa centrima O1 i O2. Poluprave O1a

i O1b dodiruju kru¼nicu k2 i seku k1 u taqkama A i B, a poluprave O2c i O2d
dodiruju k1 i seku k2 u taqkama C i D. Dokazati da je AB = CD.
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3. Isti kao 01.1A.3.

4. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a tako da jednaqina

4x − (a + 3)2x + 4a− 4 = 0

ima taqno jedno realno rexeǌe.

5. Da li je broj

1
2
√

1 + 1
√

2
+

1
3
√

2 + 2
√

3
+

1
4
√

3 + 3
√

4
+ · · ·+ 1

9
√

8 + 8
√

9

racionalan ili iracionalan? Odgovor obrazlo¼iti.

3. RAZRED — A kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina

y3 − 9x2 + 27x− 27 = 0

z3 − 9y2 + 27y − 27 = 0

x3 − 9z2 + 27z = 27.

2. Ako su a, b i c du¼ine stranica, P povrxina i s poluobim nekog trougla,
dokazati da va¼i nejednakost

3500(a2001 + b2001 + c2001) > 22001 · P 2001 · s.
3. Dokazati da je merni broj povrxine normalne projekcije jediniqne kocke

na proizvoǉnu ravan α jednak mernom broju du¼ine normalne projekcije kocke na
pravu n normalnu na α.

4. Na tabli je napisan prirodan broj a. Dozvoǉeno je dodati tom broju neki
ǌegov delilac razliqit od tog broja i jedinice. Na dobijeni broj dozvoǉeno je
primeniti istu proceduru, itd. Odrediti sve brojeve koji se na taj naqin mogu
dobiti polaze²i od broja a = 4.

5. Na²i sve funkcije f : Q → Q, takve da je 2f(x) = f(x− y) + f(x + y), za
sve x, y ∈ Q.

3. RAZRED — B kategorija

1. Dokazati da je

−1
2

6 (x + y)(1− xy)
(1 + x2)(1 + y2)

6 1
2
,

za sve realne brojeve x i y.

2. Stranice trougla su tri uzastopna prirodna broja, a jedan od uglova
trougla je dva puta ve²i od jednog od preostala dva ugla. Odrediti du¼ine
stranica tog trougla.

3. Isti kao 01.3A.3.
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4. Ako su a, b, c du¼ine stranica trougla, dokazati da je trinom

ax2 + (b− c− a)x + c

pozitivan za sve realne brojeve x.

5. Neka su a, b, c me±u sobom razliqiti realni brojevi koji su razliqiti
od nule. Dokazati da je vrednost determinante

∣∣∣∣∣∣∣

a

b

b

c

c

a
a b c
ab bc ca

∣∣∣∣∣∣∣
razliqita od nule.

4. RAZRED — A kategorija

1. Koliko ima funkcija f : N → N, takvih da za svako n ∈ N va¼i f(n) > 1
i f(n + 3)f(n + 2) = f(n + 1) + f(n) + 36?

2. Isti kao 01.3A.2.

3. Isti kao 01.3A.3.

4. U kutiji se nalaze 4 kuglice numerisane brojevima 1, 2, 3, 4. Dva igraqa
igraju igru u kojoj naizmeniqno nasumice biraju sa vra²aǌem jednu kuglicu iz
kutije. Izbori su me±usobno nezavisni, a svaka kuglica ima verovatno²u 1/4 da
bude izabrana u svakom koraku. Igra se zavrxava u trenutku kada je zbir svih
do tada izabranih brojeva deǉiv sa 3, pobedom igraqa koji je posledǌi birao
kuglicu. Odrediti verovatno²u doga±aja da se igra zavrxi pobedom igraqa koji
je prvi birao kuglicu.

5. Dati su realni brojevi x i r, |r| 6 1
2
. Niz (sn) zadat je sa:

s1 =
1
2
, sn = sn−1 + rn−1 cos(2n−2x), n > 2.

Dokazati da su svi qlanovi tog niza nenegativni.

4. RAZRED — B kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina

x + y + z =
7
2

x2 + y2 + z2 =
41
4

x2y2z + xy2z2 + x2yz2 = −3
2
.

2. Dat je prirodan broj a i aritmetiqki niz a, 3a, 5a, 7a, . . . . Qlanovi
tog niza grupisani su na slede²i naqin: prvu grupu qine prvih a qlanova niza,
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drugu slede²ih 2a qlanova, tre²u slede²ih 3a qlanova, itd. Dokazati da je zbir
elemenata u svakoj grupi jednak kubu broja elemenata te grupe.

3. Isti ka 01.3A.3.

4. Data je funkcija f : N → N, takva da je f(f(m)+f(n)) = f(f(m))+f(n),
za sve prirodne brojeve m i n. Ako je f(1) = 29 i f(29) = 58, izraqunati f(2001).

5. Data je realna funkcija f(x) =
ax + b

cx + d
, gde su a, b, c, d dati realni bro-

jevi, ad− bc 6= 0. Dokazati da je ova funkcija jednaka svojoj inverznoj funkciji
ako i samo ako va¼i a + d = 0.

QETRDESETQETVRTO REPUBLIQKO TAKMIQEǋE
U�ICE, 2002.

1. RAZRED — A kategorija

1. Dat je polinom p(x) sa celobrojnim koeficijentima. Pri deǉeǌu poli-
nomom x2−12x+11, p(x) daje ostatak 990x−889. Dokazati da p(x) nema nijednu
nulu u skupu celih brojeva.

2. Dat je trougao ABC i taqke M , N , P na ǌegovim stranicama AB, BC,
CA redom, takve da je qetvorougao AMNP paralelogram. Posmatrajmo krugove
opisane oko trouglova MBN i NCP . Neka su t1 i t2 ǌihove tangente u taqkama
M i P redom. Dokazati da je t1 ‖ t2.

3. Dati su realni brojevi a, b, c, d za koje va¼i

a2 + b2 = c2 + d2, ab + cd > 0, ac + bd > 0.

Dokazati da je ad + bc > 0.

4. Dat je trougao ABC. Posmatrajmo prave koje seku stranice AC i BC u
taqkama M i N redom, tako da je MN = AM + BN . Dokazati da postoji krug
k koji dodiruje sve takve prave.

5. Neka je S(n) zbir, a P (n) proizvod cifara prirodnog broja n. Na²i sve
prirodne brojeve za koje je S(n) + P (n) = n.

1. RAZRED — B kategorija

1. Odrediti sve proste brojeve p za koje su brojevi p3 + 6 i p3 − 6 prosti.

2. Isti kao 02.1A.2.

3. Dati su pozitivni brojevi a, b, c. Ako je a2 + b2 + c2 =
5
3
, dokazati da je

1
a

+
1
b
− 1

c
<

1
abc

.

4. Isti kao 02.1A.4.
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5. Dat je skup A = {1, 2, 3, . . . , 2002}. Koliko ima podskupova B skupa A sa
slede²im svojstvom: ako x ∈ B i y ∈ B, onda x + y 6= 2003?

2. RAZRED — A kategorija

1. Na²i sve vrednosti realnog parametra a tako da sistem

axy + x− y +
3
2

= 0

x + 2y + xy + 1 = 0

ima jedinstveno rexeǌe u skupu realnih brojeva.

2. Dat je konveksan petougao ABCDE. Ako je AB = 5, BC = 6, CD = 10,
DE = 7 i AE = 9, dokazati da se u taj petougao ne mo¼e upisati krug.

3. U skupu celih brojeva rexiti sistem jednaqina

x + y + z = 3

x3 + y3 + z3 = 3.

4. Neka je a1, a2, . . . , a99 niz cifara za koji va¼i: ako je an = 1, onda
an+1 6= 2, i ako je an = 3, onda an+1 6= 4. Dokzati da postoje k, l ∈ {1, 2, . . . , 98},
k 6= l, takvi da je ak = al i ak+1 = al+1.

5. Dat je trougao ABC. Na pravim AC, AB, BC date su taqke A1, B1, C1

redom, tako da va¼e rasporedi: C--A--A1, A--B--B1, B--C--C1. Ako je

AA1 : BB1 : CC1 =
AB

BC
:

BC

AC
:

AC

AB
,

dokazati da su trouglovi ABC i A1B1C1 sliqni.

2. RAZRED — B kategorija

1. Isti kao 02.2A.1.

2. Dat je trapez ABCD, AB ‖ CD. Neka je {S} = AC ∩ BD, i p prava
koja sadr¼i taqku S i paralelna je osnovicama trapeza. Ako su M i N preseqne
taqke prave p sa kracima trapeza, dokazati da je S sredixte du¼i MN .

3. Dati su pozitivni realni brojevi a i b, a + b = 1. Ako su brojevi a3 i
b3 racionalni, dokazati da su i brojevi a, b tako±e racionalni.

4. Isti kao 02.2A.4.

5. Dat je trougao ABC. Neka su A1, B1 sredixta stranica BC, AC redom,
i T ǌegovo te¼ixte. Ako se u qetvorougao B1TA1C mo¼e upisati krug, dokazati
da je trougao ABC jednakokrak.

3. RAZRED — A kategorija

1. Na²i sve prirodne brojeve n za koje je broj 2n − 1 deǉiv sa n.
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2. Dati su kompleksni brojevi a, b, c i polinom x3 + ax2 + bx+ c. Dokazati
da va¼i bar jedna od slede²e qetiri nejednakosti:

|P (1)| > 1, |P (−1)| > 1, |P (i)| > 1, |P (−i)| > 1.

3. Dat je tetraedar SABC kod koga je trougao ABC oxtrougli i SA =
SB = SC. Dokazati da se taj tetraedar mo¼e ise²i na konaqno mnogo poliedara
od kojih se mo¼e slo¼iti tetraedar podudaran sa SABC, ali suprotne ori-
jentacije.

4. Dokazati da postoji prirodan broj n kome su posledǌe qetiri cifre
jednake 2002, takav da broj n2002 poqiǌe ciframa 2002.

5. Dati su prirodni brojevi m, n. Pravougaonik qije su stranice jednake
m i n izdeǉen je na mn jediniqnih kvadratnih poǉa. Za neku pravu ka¼emo da
seqe neko poǉe ako sadr¼i bar jednu ǌegovu unutraxǌu taqku. Koliko najvixe
poǉa ovog pravougaonika mo¼e da seqe neka prava?

3. RAZRED — B kategorija

1. Neka su α i β oxtri uglivi nekog trougla. Ako je

sin(α + β)− 1 = sin2 α− cos2 β,

dokazati da je tre²i ugao tog trougla prav.

2. U trouglu ABC, stranice AC i BC su podudarne i ∠BCA = 100◦.
Unutar tog trougla uoqena je taqka M takva da je ∠MAB = 30◦ i ∠MBA = 20◦.
Odrediti ∠ACM .

3. Isti kao 02.3A.3.

4. Isti kao 02.3A.4.

5. Dati su prirodni brojevi a, b, c. Dokazati da je vrednost

1
2abc

∣∣∣∣∣∣

(b + c)2 b2 c2

a2 (a + c)2 c2

a2 b2 (a + b)2

∣∣∣∣∣∣

kub nekog prirodnog broja.

4. RAZRED — A kategorija

1. Neka su f i g ne-nula polinomi istog stepena, sa celobrojnim koefici-
jentima. Ako je f(n) deǉivo sa g(n) za svako n ∈ N, dokazati da postoji takvo
c ∈ Z takvo da je f(x) = cg(x) za svako x ∈ R.

2. Dokazati da je broj
[
1
2
(2 +

√
3)2002

]
+ 1

deǉiv sa 7. ([x] je najve²i ceo broj koji nije ve²i od x.)
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3. Dat je triedar sa vrhom O i taqke A, B, C na ǌegovim ivicama koje
su jednako udaǉene od taqke O. Neka je S centar lopte upisane u taj triedar.
Dokazati da je vektor

−→
OS kolinearan sa vektorom

sin(∠BOC) · −→OA + sin(∠COA) · −→OB + sin(∠AOB) · −→OC.

4. U kutiji se nalazi jedna plava i 99 crvenih kuglica. Iz kutije se
sluqajno biraju kuglice jedna za drugom i ostavǉaju van kutije, sve dok se ne
izabere kuglica (oznaqimo je sa A) koja se po boji razlikuje od prethodno iz-
abrane kuglice. Kuglica A se vra²a u kutiju i eksperiment poqiǌe iz poqetka.
Proces se nastavǉa sve dok se ne uzmu sve kuglice. Izbori kuglica su me±usobno
nezavisni. Kolika je verovatno²a da je posledǌa izabrana kuglica plava?

5. Dokazati da se u koordinatnoj ravni mo¼e nacrtati kru¼nica koja ne pro-
lazi ni kroz jednu taqku sa celobrojnim koordinatama, a u qijoj se unutraxǌosti
nalaze taqno 2002 takve taqke.

4. RAZRED — B kategorija

1. Xta je ve²e,
2

201
ili ln

101
100

? Obrazlo¼iti odgovor.

2. Dati su brojevi z ∈ C, z 6= 1 i n ∈ N, n > 2. Ako je zn = 1, dokazati da
je 1 + 2z + 3z2 + · · ·+ nzn−1 =

n

z − 1
.

3. Isti kao 02.4A.3.

4. Odrediti sva realna rexeǌa sistema jednaqina

2x2
1

1 + x2
1

= x2,
2x2

2

1 + x2
2

= x3, . . . ,
2x2

n

1 + x2
n

= x1.

5. Isti kao 02.4A.5.
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