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P R E D G O V O R

Ova zbirka sadr`i 483 zadataka koji su se pojavili u rubrici Zadaci iz mate-
matike ~asopisa Tangenta, za prvih 10 godina izla`ewa ~asopisa, odnosno zakqu~no
sa 40. brojem ~asopisa. Obzirom da su se tokom deset godina smewivali ~lanovi
redakcija koji su ure|ivali ovu rubriku, nekoliko zadataka se ponovilo. Ti zadaci
su zameweni sli~nim zadacima.

Samostalnore{avawe zadatakaiz ove zbirkepredstavqanajboqina~inpripreme
u~enika za doma}a i me|unarodna takmi~ewa iz matematike. Ina~e, od {kolske
2005/2006. godine na svim nivoima matemati~kih takmi~ewa }e se obavezno javqati
odre|en broj zadataka iz ~asopisa Tangenta.

Razmi{qaju}i o matemati~kim problemima i wihovom re{avawu, veoma je va`no
i za u~enike i za wihove nastavnike da shvate da iza kona~nih re{ewa koja se daju
u kwigama stoje gomile odba~enog papira i mnogi neuspe{ni poku{aji. Kona~no
re{ewe ~esto je klini~ki precizno u pore|ewu sa mentalnom konfuzijom iz koje je
proisteklo. Zato je va`no rvati se sa problemom samostalno pre nego se upoznate sa
gotovim re{ewem. Samo na taj na~in mo`e se ste}i predstava o su{tini problema,
razviti izvesna sopstvena ideja re{ewa i shvatiti u ~emu se kriju te{ko}e. Malo
je koristi od ~itawa tu|ih re{ewa ako prethodno niste ulo`ili dovoqno napora
da zadatak re{ite samostalno, ~ak i ako su ti napori bili neuspe{ni. Iz iskustva
koje sti~emo re{avawem problema ra|a se razumevawe motivacije u izboru odre|enog
pristupa, koji vodi zadovoqavaju}em re{ewu problema.

Svi zadaci u ovoj zbirci su dati sa re{ewima, ali je izbegavano suvi{no deta-
qisawe, kako bi se svakom ~itaocu ostavio prostor da u izvesnoj meri u~estvuje u
oblikovawu re{ewa.

Bi}emo zahvalni ~itaocima koji nam uka`u na nedostatke, kako bi oni bili
otkloweni u eventualnom drugom izdawu.

Redaktori





1. Z A D A C I

1. ^asopis �Tangenta� }e, po~ev od 1995. godine, izlaziti bar 4 puta godi{we.
Ako brojevi budu numerisani sa 1, 2, 3, . . . , dokazati da }e nastupiti trenutak
kada }e se broj ~asopisa poklopiti sa godinom u kojoj je iza{ao.

2. Ako je razlika kubova dva uzastopna prirodna broja jednaka n2, tada je broj n
jednak zbiru kvadrata neka dva prirodna broja. Dokazati.

3. Proizvod polinoma P (x) i Q(x) sa celobrojnim koeficijentima je polinom
~iji su svi koeficijenti deqivi sa 5. Dokazati da su svi koeficijenti bar
jednog od polinoma P (x) i Q(x) deqivi sa 5.

4. Dokazati da za svaki realan broj x va`i nejednakost sin(cos x) < cos(sin x).

5. Neka je A centar proizvoqnog poqa {ahovske table 8 × 8. Obele`imo sa b
i c zbirove kvadrata rastojawa ta~ke A od centara svih belih odnosno svih
crnih poqa. Dokazati da je b = c.

6. U jednakokrakom trouglu ABC (|AC| = |BC|) je ^ABC = ^BAC = 40◦.
Simetrala ugla A se~e krak BC u ta~ki D. Dokazati da je |AD|+|DC| = |AB|.

7. Mo`e li ravan da se pokrije kru`nicama, tako da kroz svaku ta~ku prolaze
ta~no 1994 kru`nice?

8. Da li postoji prostorni petougao ~ije su sve stranice jednake i svi uglovi koje
obrazuju susedne stranice pravi? [ta se mo`e re}i u slu~aju n−ugla (n > 6)?

9. Iz mesta A u mesto B krenu istovremeno dva putnika. Prvi putnik je prvu
polovinu vremena provedenog na putu i{ao brzinom a, a drugu brzinom b
(a 6= b). Drugi putnik je prvu polovinu puta i{ao brzinom a, a drugu brzinom
b. Koji putnik je prvi stigao u mesto B?

10. Da li postoji prirodan broj koji je potpun kvadrat i ~iji je zbir cifara 1994?
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11. Neka je funkcija f data sa f(x) =
ax

ax +
√

a
, gde je x ∈ R i a > 0. Odrediti

vrednost zbira

f

(
1

1995

)
+ f

(
2

1995

)
+ · · ·+ f

(
1994
1995

)
.

12. Ako su x1, x2, . . . , xn (n > 2) realni brojevi pri ~emu je 0 < x1 6 · · · 6 xn,
dokazati nejednakost

x1

x2
+

x2

x3
+ · · ·+ xn

x1
> x2

x1
+

x3

x2
+ · · ·+ x1

xn
.

13. U kvadratnoj tabeli formata 2n × 2n (n > 1) je uo~eno 3n poqa i u svako
od wih upisana po jedna zvezdica. Dokazati da se uvek mo`e na}i n vrsta i n
kolona ~ijim se brisawem uklawaju sve zvezdice iz tabele.

14. Te`i{na linija AD trougla ABC se~e kru`nicu upisanu u trougao u ta~kama
M i N . Odrediti ugao MON (O � centar upisane kru`nice) ako je |AB| +
|AD| = |AC|.

15. Kvadrat je podeqen na 5 disjunktnih pravougaonika jednakih povr{ina, tako
da temena kvadrata pripadaju razli~itim pravougaonicima, a jedan pravo-
ugaonik nema zajedni~kih ta~aka sa stranicama kvadrata. Dokazati da je taj
pravougaonik kvadrat.

16. Dokazati da se u ravni mo`e izabrati 1995 ta~aka i neke od wih spojiti
du`ima, tako da su sve du`i jednake, iz svake ta~ke izlaze ta~no 4 du`i i
dobijena figura je povezana, tj. svake dve izabrane ta~ke spojene su izlomqenom
linijom sastavqenom od nacrtanih du`i.

17. Da li je broj 1, 0000010,999999 · 0, 9999991,000001 ve}i ili mawi od 1?

18. Racionalisati razlomak 1
1 + 3 3

√
2 + 2 3

√
4

.

19. Dat je niz 1, 2, 4, 8, 16, 23, . . . u kojem je svaki slede}i broj jednak zbiru pret-
hodnog broja i zbira wegovih cifara, tj. a1 = 1 i an = an−1 + S (an−1) za
n > 1, gde je S (x) � zbir cifara broja x. Da li se u tom nizu pojavquje broj
1995 ?

20. Dokazati da za proizvoqne pozitivne realne brojeve x1, x2, . . . , xn (n > 4)
va`i nejednakost

x1

xn + x2
+

x2

x1 + x3
+ · · ·+ xn

xn−1 + x1
> 2 .
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21. Na komandnoj tabli nalazi se 100 svetle}ih dugmadi raspore|enih u obliku
kvadrata 10× 10. Pritiskom na jedno dugme mewa se wegovo stawe kao i stawa
svih dugmadi koja su sa wim u istoj vrsti ili u istoj koloni; upaqena se gase,
a uga{ena se pale. Na po~etku sva dugmad svetle. Koliki je minimalan broj
pritisaka potreban da bi se sva ugasila?

22. Centri kru`nica kA(rA), kB(rB), kC(rC), kD(rD) su temena paralelograma
ABCD. Svaka od kru`nica kA i kC , odnosno kB i kD, le`i u spoqa{wosti
druge. Spoqa{we tangente kru`nica kA i kC u preseku sa spoqa{wim tange-
tama kru`nica kB i kD obrazuju jedan ~etvorougao. Ako je rA + rC = rB + rD,
dokazati da je taj ~etvorougao tangentan, tj. da u wega mo`e da se upi{e kru-
`nica.

23. U konveksnom osmouglu svi uglovi su jednaki, a du`ine svih stranica su celi
brojevi. Dokazati da su naspramne stranice tog osmougla jednake.

24. Da li postoji
(a) tetraedar; (b) poliedar
~ije su sve strane trouglovi na ~iju svaku ivicu nale`e jedan prav ili tup ugao?

25. [ahovski sat se sastoji od dva ~asovnika kojima semere vremena igra~a utro{e-
na na razmi{qawe. Na po~etku partije oba ~asovnika pokazuju isto vreme. Pr-
vo se pu{ta u rad ~asovnik belog. Nakon odigranog prvog poteza on zaustavqa
svoj i pu{ta u rad ~asovnik crnog. On radi sve dok crni ne povu~e potez kada
ga zaustavqa i ponovo ukqu~uje ~asovnik belog i tako naizmeni~no.
U jednoj partiji nakon povu~enih po 40 poteza oba igra~a su potro{ila po
2 ~asa i 30 minuta. Dokazati da su ~asovnici u jednom trenutku pokazivali
vremena koja su se razlikovala za ta~no 1 minut i 51 sekund.

26. Da li postoji prirodan broj koji se u dekadnom zapisu zavr{ava sa 11, koji je
deqiv sa 11 i ~iji je zbir cifara 11?

27. Re{iti sistem jedna~ina:

(x + y)3 = z, (y + z)3 = x, (z + x)3 = y.

28. Ako su a1, a2, . . . , an (n > 2) prirodni brojevi za koje va`i

1
a2
1

+
1
a2
2

+ · · ·+ 1
a2

n

= 1,

dokazati da su me|u wima bar dva jednaka.

29. Ako za niz realnih brojeva {an} va`i

lim
n→∞

(
an+1 − an

2

)
= 0,

dokazati da je limn→∞ an = 0.
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30. Razlika du`ina najve}e i najmawe dijagonale pravilnog n�ugla jednaka je
du`ini stranice? Odrediti n.

31. (a) U ravni je dat skup S od n ta~aka. Dokazati da za svako k, 0 6 k 6 n,
postoji kru`nica koja u svojoj unutra{wosti sadr`i ta~no k ta~aka skupa
S.

(b) Dokazati da za svaki nenegativan ceo broj k postoji kru`nica koja u svojoj
unutra{wosti sadr`i ta~no k ta~aka sa celobrojnim koordinatama.

32. Iz svakog temena poliedra M izlaze po 3 ivice, a oko svake strane (pqosni)
mo`e da se opi{e kru`nica. Dokazati da oko M mo`e da se opi{e lopta.

33. Tri u~enika re{ila su ukupno 100 zadataka pri ~emu je svaki re{io po 60.
Zadatak se smatra te{kim ako ga je re{io samo jedan u~enik, a lakim ukoliko
su ga re{ila sva trojica. Dokazati da je te{kih zadataka bilo za 20 vi{e od
lakih.

34. U skupu realnih brojeva re{iti jedna~inu
√

x− 7
1989

+

√
x− 6
1990

+

√
x− 5
1991

=

√
x− 1989

7
+

√
x− 1990

6
+

√
x− 1991

5
.

35. Da li postoje takvi realni brojevi a i b da je:

(a) broj a + b racionalan, a broj an + bn iracionalan za svaki prirodan
broj n, n > 2;

(b) broj a + b iracionalan, a broj an + bn racionalan za svaki prirodan
broj n, n > 2?

36. Dokazati da za svaka tri prirodna broja a, b, c va`i nejednakost

a
a

a+b+c · b b
a+b+c · c c

a+b+c > 1
3
(a + b + c) .

37. Dokazati da se iz svakog 1997�cifrenog broja u ~ijem se dekadnom zapisu po-
javquju samo cifre 9 i 6, mo`e odstraniti jedna cifra, tako da dobijeni
1996�cifreni broj bude deqiv sa 11.

38. (a) Sve stranice konveksnog {estougla su ve}e od 1. Da li takav {estougao
mora da ima dijagonalu ve}u od 2?

(b) Dijagonale AD, BE, CF konveksnog {estougla ABCDEF su ve}e od 2.
Da li takav {estougao mora da ima stranicu ve}u od 1?

39. U pravilnom 2n�uglu (n > 2) uo~ene su sredine svih stranica i svih dijago-
nala. Koliko se najvi{e uo~enih ta~aka mo`e na}i na jednoj kru`nici?

40. Normalne projekcije nekog tela na dve razli~ite ravni su krugovi. Dokazati
da su ti krugovi podudarni.
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41. Date su dve posude, svaka zapremine 3l. U prvoj je 1l ~iste vode, a u drugoj 1l
2% rastvora soli u vodi. Mo`e li se presipawima te~nosti iz jedne posude u
drugu posudu dobiti u prvoj posudi 1, 5% rastvor soli?

42. Zbir dva prirodna broja je 30030. Mo`e li wihov proizvod da bude deqiv sa
30030?

43. Re{iti jedna~inu log2

(
xy +

1
xy

)
= 1− (x + y− 2)2 u skupu realnih brojeva.

44. Dokazati nejednakost 3
√

3 + 3
√

3 + 3
√

3− 3
√

3 < 2 3
√

3 .

45. Trisektrise ugla C dele stranicu AB trougla ABC na tri du`i. Mo`e li
sredwa du` da bude najve}a? (Trisektrise ugla su dve poluprave koje dele ugao
na tri podudarna ugla.)

46. Neka je P unutra{wa ta~ka jednakokrakog 4ABC u kojem je |AC| = |BC| i
^C = 80◦. Ako je ^PAB = 10◦ i ^PBA = 20◦, odrediti ^ACP .

47. Osnova piramide je pravilann−ugao, a svi ivi~ni uglovi pri vrhu piramide su
me|usobnopodudarni. Dokazati da su bardve bo~ne strane piramidepodudarne.

48. Na {ahovsku tablu postavqeno je 8 topova, tako da se nikoja dva ne napadaju.
Dokazati da je broj topova koji stoje na crnim poqima paran.

49. Me|u u~esnicima jednog skupa 70% ima braon o~i, 75% crnu kosu, 85% je vi{e
od 175 cm i 90% je te`e od 80 kg. Koliko je najmawe procenata osoba koje
poseduju sve ~etiri karakteristike?

50. 175 flomastera ko{taju vi{e od 125, ali mawe od 126 hemijskih olovaka. Mo`e
li se za 100 dinara kupiti 3 flomastera i 1 hemijska olovka? (Cene su u celim
brojevima dinara.)

51. Bez upotrebe kalkulatora odrediti cifre koje stoje umesto zvezdica u izrazu

10910 = 23673 ∗ ∗67459211723401.

52. Dokazati da nijedan broj oblika 10 . . . 02 (proizvoqan broj nula) nije zbir
kubova nekoliko uzastopnih prirodnih brojeva.

53. U~enik je re{avao jedna~inu f

(
19x− 96

x

)
= 0 i na{ao 11 razli~itih

re{ewa. Da se jo{ malo potrudio na{ao bi bar jo{ jedno re{ewe. Za{to?

54. Da li postoji preslikavawe f : Z → Z, Z � skup celih brojeva, tako da je
f (f(x)) = x + 1 za svako x ∈ Z?

55. Na}i sve prirodne brojeve n za koje je 2n − 1 deqivo sa n.
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56. Da li se me|u ~lanovima niza 1,
1
2
,

1
3
, . . . mo`e na}i

(a) 5; (b) 1997
uzastopnih ~lanova aritmeti~ke progresije?

57. Neka je E ta~ka u unutra{wosti kvadrata ABCD, takva da je |AE| =
√

3,
|BE| = 1, CE =

√
5. Dokazati da je ^AEB = 135◦.

58. Neka je ABCDEFG pravilan sedmougao stranice 1. Dokazati da je

1
AC

+
1

AD
= 1.

59. U ravni je dato kona~no mnogo pravih. Dokazati da se uvek mo`e nacrtati krug
proizvoqno velikog polupre~nika koji nema zajedni~kih ta~aka ni sa jednom
od datih pravih.

60. (Pizza � problem) Unutar kruga uo~ena je ta~ka i kroz wu su povu~ene ~etiri
prave, tako da svake dve susedne obrazuju ugao od 45◦. Tako je krug podeqen na
8 oblasti. Oblasti su naizmeni~no obojene belo i sivo (slika 1). Dokazati da
je zbir povr{ina belih oblasti jednak zbiru povr{ina sivih.

Slika 1.

61. U loptu su upisane dve kocke. Dokazati da zbir kvadrata rastojawa temena
jedne kocke od temena druge ne zavisi od wihovog me|usobnog polo`aja.

62. Mo`e li sa 4 neprozirne kugle da se zakloni ta~kasti izvor svetlosti u pros-
toru? (Kugle zaklawaju izvor svetlosti S ako svaka poluprava koja izlazi iz S
se~e bar jednu od kugli.)

63. Na gomili je 199811 `etona. Igra~i A i B naizmeni~no uzimaju sa gomile
`etone. Po~iwe igra~ A tako {to uzima bar jedan `eton, ali ne vi{e od 1998
`etona. Zatim igra~ B uzima bar jedan `eton, ali najvi{e onoliko koliko je
uzeoA. DaqeA uzima bar jedan`eton, ali najvi{e onoliko koliko je prethodno
uzeo B itd. Pobednik je igra~ koji uzme posledwi `eton. Pri najboqoj igri
za obe strane, koji od igra~a A ili B pobe|uje?

64. Svako poqe {ahovske table pokriveno je po jednom kockom ivice jednake stra-
nici poqa. Na svakoj kocki pet strana je obojeno belo, dok je {esta crna. Sve
kocke koje su u istom redu (horizontali) ili istoj koloni (vertikali) mogu se
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istovremeno rotirati oko prave koja sadr`iwihove centre za±90◦ ili±180◦.
Dokazati da se kona~nim brojem ovakvih transformacija svaki raspored kocki
mo`e prevesti u polo`aj u kojem su sve crne strane okrenute gore.

65. Iz mesta A i B koja su na rastojawu 60 km krenu istovremeno jedan drugom u
susret dvojica biciklista. Prvi se kre}e brzinom 30 km/h, a drugi brzinom
20 km/h. Zajedno sa prvim biciklistom u susret drugom poleti golub brzinom
50 km/h. Kada sretne drugog biciklistu golub se vrati natrag ka prvom. Kada
sretne wega poleti natrag ka drugom i sve tako do susreta biciklista. Koliki
put je pre{ao golub?

66. Ako je 1! + 2! + · · ·+ n! = m!, tada je 1! + 2! + · · ·+ m! = n!. Dokazati.

67. Dokazati jednakost 3
√

3
√

2− 1 = 3

√
1
9
− 3

√
2
9

+ 3

√
4
9

.

68. Ako za pozitivne brojeve x, y, z va`i x2 + y2 + z2 = 1, dokazati da je

x

1 + x2
+

y

1 + y2
+

z

1 + z2
6 3

√
3

4
.

69. Date su tri podudarne kru`nice kao na slici 2. Dokazati da je zbir podebqa-
nih lukovaAB,CD iEF jednak 180◦. (Mera luka jednaka je meri odgovaraju}eg
centralnog ugla.)

A
B C

D
E

F

Slika 2.

70. Ta~ka M le`i u unutra{wosti jednakostrani~nog 4ABC i pri tome je
|MA| = 5, |MB| = 4, |MC| = 3. Koliko iznosi stranice 4ABC?

71. Dokazati da se konveksan mnogougao ne mo`e ise}i na nekonveksne ~etvoroug-
love.

72. U tablicum×n upisano jemn razli~itih brojeva, tako da brojevi svake vrste
obrazuju opadaju}i niz (s leva na desno). Zatim se brojevi svake kolone urede,
tako da obrazuju opadaju}i niz (odozgo na dole). Dokazati da su u novoj tablici
brojevi svake vrste i daqe u opadaju}em nizu (s leva na desno).
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73. Jovan je po~eo sa doru~kom izme|u 7 i 8 sati u trenutku kada su obe kazaqke bile
jednako udaqene od cifre 6, a zavr{io kada su se kazaqke prvi put poklopile.
Koliko dugo je Jovan doru~kovao?

74. Dokazati da su re{ewa jedna~ine

(x− a)(x− b) + (x− b)(x− c) + (x− c)(x− a) = 0

realna za bilo koje realne brojeve a, b, c.

75. Dokazati da za proizvoqne pozitivne realne brojeve a, b i c va`i nejednakost

aabbcc > (abc)
a+b+c

3 .

76. Neka je n prirodan broj koji u sistemu sa osnovom 1997 ima 20 cifara. Ako
te cifre, uzete nekim redom, obrazuju aritmeti~ku progresiju, dokazati da je n
slo`en broj.

77. Neka je M ta~ka koja le`i u spoqa{wosti jednakostrani~nog trougla ABC i
u unutra{wosti ugla BAC. Ako je ^AMC = 30◦ i ^AMB = 40◦ koliko
iznose uglovi ^ABM i ^ACM?

78. Na mawu od dve koncentri~ne kru`nice povu~ene su tri tangente koje se seku u
ta~kma A, B i C. Ako je S povr{ina4ABC, a S1, S2 i S3 povr{ine ozna~ene
na slici 3, dokazati da zbir S1 + S2 + S3 − S ne zavisi od izbora tangenti.

A
B

C

S
S

1

S
2

S
3

Slika 3.

79. Dokazati da svaki pravilan 2n−ugao mo`e da se ise~e na rombove.
80. U ravni je dato n (n > 1) pravih me|u kojima nema paralelnih i nikoje tri ne

prolaze kroz istu ta~ku. Dokazati da se svakoj od oblasti na koje prave dele
ravan mo`e dodeliti po jedan ceo broj razli~it od 0 i ~ija apsolutna vrednost
nije ve}a od n, tako da je zbir svih brojeva koji le`e sa svake strane svake od
pravih jednak 0.

81. Petar i Nata{a stanuju u soliteru u kojem na svakom spratu ima po 10 stanova.
Stanovi po~iwu od prvog sprata i numerisani su brojevima 1, 2, . . . . Petar
stanuje na spratu ~iji je broj jednak broju stana u kojem je Nata{a. Zbir brojeva
wihovih stanova je 239. Koji je broj stana u kojem stanuje Petar?
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82. Ako za pozitivne realne brojeve a, b, c, d, A, B, C, D va`i
A

a
=

B

b
=

C

c
=

D

d
,

dokazati da je
√

Aa +
√

Bb +
√

Cc +
√

Dd =
√

(A + B + C + D)(a + b + c + d) .

83. Dokazati da za svaki prirodan broj n va`i nejednakost
√

2 +
√

2 + · · ·+
√

2 +

√
6 +

√
6 + · · ·+

√
6 < 5.

84. Neka su x1 i x2 re{ewa jedna~ine ax2 + (7a + 4)x − 4 = 0. Odrediti sve
vrednosti parametra a za koje je 1 < x1 < 2 i x2 > 2.

85. Re{iti jedna~inu 9x + 4x + 1 = 6x + 3x + 2x u skupu realnih brojeva.

86. Stranice jedne kwige numerisane su brojevima od 1 do 100 na uobi~ajen na~in.
Iz kwige je istrgnut izvestan broj listova i pri tome se ispostavilo da zbir
brojeva kojima su numerisane istrgnute strane iznosi 4949. Koliko listova je
istrgnuto?

87. Poznato je da postoje ta~no dva prosta broja ~ije recipro~ne vrednosti za-
pisane u obliku decimalnog broja imaju periode 7. Jedan od tih brojeva je 4649.
Koji je drugi?

88. Du`ine stranica trougla su celi brojevi a, b, c, a jedna od visina jednaka je
zbiru druge dve. Dokazati da je a2 + b2 + c2 potpun kvadrat.

89. (Sangaku problem1) Kvadratni komad papira ABCD presavijen je du` prave
EF kao na slici 4. U trougao A′CG upisana je kru`nica polupre~nika r.
Dokazati da je |D′G| = r.

A E B

A’

C

r

G
D’

FD

Slika 4.
1Sangaku su drvene tablice na kojima su naslikane matemati~ke teoreme. Nastale su u Japanu u periodu

XVII-XIX vek. Obi~no su bile izlo`ene u hramovima. Sangaku je japanska kovanica. Sastoji se od re~i
san-matematika i gaku-uokvirena tabela.
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90. U tangentnom ~etvorouglu dijagonale su uzajamno normalne. Dokazati da je taj
~etvorougao deltoid.

91. U unutra{wosti datog trougla ABC konstruisati ta~ku S, tako da prave AS,
BS i CS seku kru`nicu opisanu oko trougla ABC u temenima jednakostra-
ni~nog trougla. Koliko ima re{ewa?

92. Neka je S proizvoqan skup od 4 razli~ite ta~ke u ravni. Dokazati da se uvek
mo`e na}i podskup A skupa S, takav da za svaki krug K va`i K ∩ S 6= A.

93. Dokazati da za svaki prirodan broj n (n > 8), postoji poliedar sa ta~no n
ivica.

94. Dokazati da postoji sfera koja dodiruje sve ivice tetraedraABCD ako i samo
ako je |AB|+ |CD| = |AC|+ |BD| = |AD|+ |BC|.

95. Vi{ecifren broj je dominantan ako se prebacivawem ma koje grupe cifara s
po~etka na kraj (ne mewaju}i raspored cifara unutar grupe) dobija broj mawi
odpo~etnog. Koliko ima dominantnih petocifrenih brojeva u kojima u~estvuju
samo cifre 1, 2, 3, 4, 5?

96. U kvadratnu tablicu n × n upisano je na proizvoqan na~in n − 1 jedinica.
Ostalo su nule. Dozvoqeno je zameniti mesta dve vrste ili dve kolone. Dokaza-
ti da se kona~nim brojem takvih operacija mo`e dobiti tablica u kojoj su sve
jedinice ispod glavne dijagonale. (Glavna dijagonala je ona koja vodi iz levog
gorweg u desni dowi ugao.)

97. Stari Tamas `ivi na Kavkazu sa svojom decom, unucima, praunucima i prapra-
unucima. Ukqu~uju}i Tamasa ukupno ih je 2801. Prapraunuci nemaju dece, a
svi ostali imaju isti broj dece. Koliko dece ima Tamas?

98. Ako su a, b, c pozitivni brojevi i a + b + c = 1 dokazati da je

a + b

ab
+

b + c

bc
+

c + a

ca
> 18.

99. Neka su x1 i x2 koreni jedna~ine x2 − 4ax + 5a2 − 6a = 0. Odrediti sve
vrednosti parametra a za koje je |x1 − x2| maksimalno.

100. Dokazati da se za svaki prirodan broj n, n > 3, mogu na}i n razli~itih
prirodnih brojeva a1, a2, . . . , an, takvih da je

1
a1

+
1
a2

+ · · ·+ 1
an

= 1.

101. U konveksnom ~etvorouglu ABCD dijagonala AC polovi du` MN , gde su M
i N redom sredine stranica BC i AD. Dokazati da dijagonala AC polovi i
povr{inu ~etvorougla ABCD.
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102. U ravni je dato 2n + 1 (n > 1), pravih l1, l2, . . . , l2n+1 od kojih nikoje dve nisu
normalne i sve prolaze kroz ta~ku O. Na pravoj l1 uo~ena je proizvoqna ta~ka
A1 (A1 6= O). Dokazati da se na pravama l2, l3, . . . , l2n+1 mogu izabrati redom
ta~ke A2, A3, . . . , A2n+1, takve da je A1A3 ⊥ l2, A2A4 ⊥ l3, . . . , Ai−1Ai+1 ⊥ li,
. . . , A2nA1 ⊥ l2n+1, A2n+1A2 ⊥ l1.

103. U jednom temenu kocke nalaze se dva pauka, a u wemu dijagonalnom temenu muva.
Pauci i muva kre}u se iskqu~ivo po ivicama kocke jednakim konstantnim
brzinama. U svakom trenutku paucima je poznata pozicija muve i muvi je po-
znata pozicija pauka. Dokazati da pauci mogu da uhvate muvu. (Smatra se da je
muva uhva}ena ukoliko se na|e u istoj ta~ki sa bar jednim paukom.)

104. Koliko je najmawe boja potrebno za bojewe svih stranica i dijagonala konvek-
snog n�ugla, tako da svake dve od tih du`i koje imaju zajedni~kih ta~aka budu
razli~ito obojene?

105. Igra~i A i B uzimaju naizmeni~no od 1 do 10 `etona sa gomile na kojoj ima
n `etona. Igra se zavr{ava kad se pokupe svi `etoni sa gomile, tj. kada je
a + b = n, gde je a broj `etona koje je pokupio igra~ A, a b broj `etona koje je
pokupio igra~ B. Igra~ A po~iwe prvi i on je pobednik ako su brojevi a i b
uzajamno prosti; u protivnom je pobednik igra~B. Koji igra~ ima pobedni~ku
strategiju

(a) ako su svi prosti faktori broja n ve}i od 5?
(b) ako je n = 5k, za neki prirodan broj k?

106. Neka je S = {1, 2, . . . , n}. Odrediti broj preslikavawa f : S → S, takvih da
je f tranzitivna relacija u skupu S.

107. Dokazati da je u trouglu sa du`inama stranica 10, 8 i 3, jedan ugao tri puta
ve}i od drugog.

108. Dokazati da ako za neki realan broj x va`i {8x} = {15x}, onda je i {26x} =
{75x}. (Sa {x} ozna~avamo razlomqeni deo broja x, tj. {x} = x − bxc, gde je
bxc najve}i ceo broj koji nije ve}i od x.)

109. Na stranicama AB i CD konveksnog ~etvorougla ABCD mogu se izabrati
redom ta~ke M i P , takve da je MC ‖ AP i MD ‖ BP . Dokazati da je
~etvorougao ABCD trapez.

110. Re{iti u skupu celih brojeva jedna~inu x3 + 24 = 2x.

111. Dokazati da pri bilo kakvom bojewu ravni sa dve boje (svaka ta~ka ravni
obojena je jednom od te dve boje) u toj ravni mo`e da se na|e trougao ~ija su sva
temena iste boje, a odnos veli~ina uglova je 1 : 2 : 4.

112. Dato je {est beskona~nih aritmeti~kih progresija sa ~lanovima iz skupa pri-
rodnih brojeva. Poznato je da me|u svakih 100 uzastopnih prirodnih brojeva
postoji bar jedan ~lan neke od ovih progresija. Dokazati da bar jedna od
progresija ima razliku koja nije ve}a od 600.
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113. (Arhimed iz Sirakuze, 287 − 212. p. n. e.) Iz ta~ke B polukru`nice nad pre-
~nikomAC spu{tena je normalaBD na taj pre~nik. Nad du`imaAD iDC kao
pre~nicima, konstruisane su polukru`nice, koje le`e u unutra{wosti prve.
Dokazati da je povr{ina oblasti ograni~ene sa tri polukru`nice jednaka
povr{ini kruga nad pre~nikom BD.

114. (Pap iz Aleksandrije, 3. vek n. e.) Kroz ta~ku D na simetrali datog ugla
konstruisati pravu na kojoj kraci ugla odsecaju du` podudarnu datoj du`i.

115. (Sabit ibn�Kora, 836 − 901.) Za prirodne brojeve m i n ka`emo da su
prijateqski brojevi ako je svaki od wih jednak zbiru pravih delilaca drugog.
Dokazati slede}e tvr|ewe: Ako su p = 3·2k−1−1, q = 3·2k−1 i r = 9·22k−1−1
prosti brojevi, onda su A = 2kpq i B = 2kr prijateqski brojevi.

116. (Bhaskara, 1114− 1185.) Re{iti jedna~inu x4 − 2x2 − 400x = 9999.

117. (Nikolo Tartaqa, 1500 − 1557.) Data je du` AB. Konstruisati jednakos-
trani~an trougao ABC, koriste}i samo lewir i {estar sa fiksnim otvorom
(razli~itim od |AB|).

118. (Isak Wutn, 1643− 1727.) Neki trgovac svage godine uve}ava svoj kapital za
jednu tre}inu, umawenu za 100funti, koliko iznose tro{koviwegove porodice.
Posle 3 godine konstatovao je da se wegov kapital udvostru~io. Koliki je bio
wegov kapital na po~etku?

119. (Jakov Bernuli, 1654 − 1705.) Ako su prva dva ~lana aritmeti~ke progresije
pozitivna i razli~ita, i poklapaju se sa prva dva ~lana geometrijske progre-
sije, onda su svi ~lanovi aritmeti~ke progresije, po~ev od tre}eg, mawi od
odgovaraju}ih ~lanova geometrijske progresije. Dokazati.

120. (Jakov [tajner, 1796 − 1863.) Nad datom du`i AB, kao pre~nikom, kon-
struisana je polukru`nica. Koriste}i samo lewir, konstruisati normalu na
pravu AB iz date ta~ke M , koja ne pripada toj pravoj.

121. Dokazati jednakost tg 45◦ + tg 60◦ · tg 70◦ + tg 80◦ = tg 85◦.

122. Kvadrat 1999× 1999 poplo~an je figurama tri tipa (slika 5). Dokazati da u
poplo~avawu u~estvuje bar 3999 figura tipa (1).

(1) (2) (3)

Slika 5.
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123. Dva igra~a igraju slede}u igru. Prvi izgovori bilo koji prirodan broj, Drugi
dodaje tome broju 54 ili 77 i izgovara dobijeni zbir. U nastavku igra~i naiz-
meni~no dodaju bilo koji od brojeva 54 ili 77 i izgovaraju zbir toga broja sa
prethodnim zbirom. Drugi posti`e pobedu ako bilo koji od igra~a izgovori
broj ~iji je ostatak pri deqewu sa 100 prost broj. Mo`e li Prvi da onemogu}i
pobedu Drugom igra~u?

124. U{estougluA1A2A3A4A5A6 postoji ta~kaO, iz koje se sve stranice {estougla
vide pod uglom od 60◦. Dokazati da ako je

OA1 > OA3 > OA5 i OA2 > OA4 > OA6,

onda je i
A1A2 + A3A4 + A5A6 < A2A3 + A4A5 + A6A1.

125. Gra|evinskom preduze}u �Svetla budu}nost� poverena je izgradwa puta du`ine
100 km izme|u gradova Zabiti i Nedostupni. Prema planu, u prvoj godini
izgradi}e se 1 km puta, a ako je na po~etku neke godine ve} izgra|eno A km,

onda }e se u toku te godine izgraditi jo{ 1
A10

km. Dokazati da }e put biti
izgra|en za mawe od 1022 godina.

126. Jedanaest u~enika u~laweni su u 5 sekcija. Dokazati da me|u wima postoje dva
u~enika A i B, takva da je B ~lan svih sekcija u koje je u~lawen A.

127. Odrediti prirodan broj n za koji va`i da se konveksan n�ugao mo`e razbiti
na trouglove na
(a) 2n (b) n2

razli~itih na~ina sa n − 3 dijagonala bez zajedni~kih unutra{wih ta~aka,
tako da svaki trougao ima bar jednu zajedni~ku stranicu sa n�uglom.

128. Za okruglim stolom sedi 2n qudi, me|u kojima je n fizi~ara i n hemi~ara.
Neki odwih uvek govore istinu, a ostali uvek la`u. Poznato je da je broj la`ova
me|u fizi~arima jednak broju la`ova me|u hemi~arima. Na pitawe:�[ta je va{
sused sa desne strane?� svi prisutni su odgovorili:�Hemi~ar�. Dokazati da je
n paran broj.

129. Svimogu}i nizovi od po 7 cifara (od 0000000 do 9999999) ispisani su jedan iza
drugog u proizvoqnom poretku. Na taj na~in dobijen je zapis nekog 700000000�
cifrenog broja. Dokazati da je taj broj deqiv sa 4649.

130. Mo`e li se ravan pokriti, bez prepokrivawa, kvadratima sa du`inama stra-
nica 1, 2, 4, 8, 16, . . . ako se svaki kvadrat mo`e koristiti najvi{e 4 puta?

131. Sa re~ima nad azbukom {0, 1} dozvoqeno je vr{iti slede}e operacije:
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(1) ubaciti na proizvoqno mesto izme|u dva susedna slova, na po~etku ili na
kraju re~i, re~ oblika ppp;

(2) izbrisati bilo koju podre~ oblika ppp.

Tako se, na primer, iz re~i 0001 mogu dobiti re~i 0111001 i 1. Da li se
navedenim operacijama iz re~i 01 mo`e dobiti re~ 10?

132. Pu` se kre}e u ravni, skre}u}i posle svakog metra pre|enog puta pod pravim
uglom. Izme|u dva skretawa pu` se kre}e pravolinijski. Koje je maksimalno
rastojawe od polazne ta~ke posle pre|enih 300 metara, ako je bilo 99 levih i
200 desnih skretawa?

133. Dat je konveksan ~etvorougao ABMC, u kome je AB = BC, ^BAM = 30◦,
^ACM = 150◦. Dokazati da je AM simetrala ugla BMC.

134. Nad stranicom AB trougla ABC u spoqa{wosti je konstruisan kvadrat
ABDE sa centrom O. Ta~ke M i N su sredi{ta stranica BC i AC, a du`ine
tih stranica su redom a i b. Odrediti maksimalnu vrednost zbira OM + ON
kada se ugao ACB mewa.

135. Dat je trougaoABC.Kru`nica sa centromD prolazi kroz ta~keA,B iO, gde je
O centar kru`nice spoqa upisane u trougao ABC (koja dodiruje stranicu BC
i produ`etke stranicaAB iAC). Dokazati da je ~etvorougaoABCD tetivan.

136. Iz kvadratne table 32 × 32 izrezano je jedno poqe. Dokazati da se dobi-
jena figura mo`e poplo~ati plo~icama oblika kao na slici 6 (svaka plo~ica
pokriva ta~no 3 poqa).

Slika 6.

137. Dokazati slede}a tvr|ewa:

(a) Svaki n�ugao ima bar jednu unutra{wu dijagonalu, tj. takvu koja cela
le`i u unutra{wosti mnogougla.

(b) Taj n�ugao mo`e se razlo`iti na trouglove unutra{wim dijagonalama
koje nemaju zajedni~kih ta~aka u unutra{wosti trougla.

(v) Temena tako triangulisanog n�gona mogu se obojiti pravilno sa tri boje,
tj. tako da se svako teme oboji jednom od tri date boje i da svaka dva temena
spojena stranicom ili dijagonalom budu razli~ito obojena.

(g) Oblasti ovako dobijene triangulacije mogu se pravilno obojiti sa dve
boje, tj. tako da se svaka oblast oboji jednom od dve date boje i da svake dve
oblasti koje se grani~e budu obojene razli~itim bojama.

138. Dokazati nejednakosti
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(a) hahbhc > 27r3;

(b) a sinα + b sin β + c sin γ > 9r,

gde su a, b i c stranice trougla ABC; α, β i γ wima odgovaraju}i uglovi; ha,
hb i hc wima odgovaraju}e visine, a r polupre~nik kru`nice upisane u taj
trougao.

139. Dokazati nejednakost

a + b + c 6 2a3

a2 + b2
+

2b3

b2 + c2
+

2c3

c2 + a2
,

gde su a, b i c pozitivni realni brojevi.

140. Neka jeS skup ta~aka (x, y) u ravni, takvih da suxi y celibrojevi, po apsolutnoj
vrednosti mawi od 10. Na}i najve}i prirodan broj n koji zadovoqava slede}i
uslov:
Za svako preslikavawe skupa S u skup {1, 2, 3, . . . , n} mogu}e je na}i paralelog-
ram ABCD pozitivne povr{ine, sa temenima u ta~kama skupa S, simetri~an u
odnosu na koordinatni po~etak, tako da je zbir slika temenaA i C jednak zbiru
slika temena B i D.

141. Jedna stranica konveksnog ~etvorougla dva puta je du`a od woj naspramne
stranice. Svaka dijagonala je normalna na jednu od preostale dve stranice.
Odrediti ugao izme|u dijagonala.

142. U jednakokrakom trouglu ABC (AB = BC) je ^B = 80◦. Neka jeP unutra{wa
ta~ka trougla takva da je ^PAC = 40◦, ^ACP = 30◦. Odrediti ^BPC.

143. Za prirodne brojeve a, b, c, d va`i a2 + b2 = c2 + d2. Da li je a + b + c + d
slo`en broj?

144. Za koje prirodne brojeve n je broj n(n + 1)(n + 2) . . . (n + 7) + 1 · 2 · 3 · . . . · 7
mogu}e predstaviti kao zbir kvadrata dva prirodna broja?

145. U trouglu ABC povu~ene su visina AH (H ∈ BC) i simetrala ugla BE (E ∈
AC). Ako je ^BEA = 45◦, dokazati da je i ^EHC = 45◦.

146. U trouglu ABC je ^ABC = 60◦. Neka su AD i CE simetrale uglova (D ∈ BC,
E ∈ AB) i neka se one seku u ta~ki O. Dokazati da je |OD| = |OE|.

147. Na stranici AB kvadrata ABCD data je ta~ka E, a na stranici CD ta~ka F ,
tako da je AE

EB
=

1
2
, CF = FD. Dijagonala AC se~e du` ED u ta~ki M , a du`

BF u ta~ki N . Dokazati da su trouglovi AME i CFN sli~ni.

148. Kru`nica dodiruje dve stranice trougla i dve wegove te`i{ne linije. Doka-
zati da je taj trougao jednakokrak.
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149. Odrediti najmawi prirodan broj koji je ta~no 100 puta ve}i od broja svojih
deliteqa, ukqu~uju}i 1 i sam taj broj.

150. Veli~ine svih uglova nekog desetougla izra`avaju se brojem stepeni deqivim
sa 20. Dokazati da u tom desetouglu postoji par paralelnih stranica.

151. Neka je a1, a2, a3, . . . niz razli~itih prirodnih brojeva takav da je an < 100n,
za svaki prirodan broj n. Dokazati da u tom nizu postoji broj u ~ijem se
dekadnom zapisu pojavquje 2000 uzastopnih jedinica.

152. Dokazati da se prirodan broj n mo`e predstaviti u obliku zbira nekoliko
(bar dva) uzastopnih prirodnih brojeva ako i samo ako n nije stepen dvojke.

153. Od 10 karata sa ciframa 0, 1, 2, . . . , 9 slo`en je desetocifren broj 1980237456,
a zatim je odre|en zbir svih dvocifrenih brojeva koje obrazuju dve susedne
cifre. Dobijen je zbir 19 + 98 + 80 + · · ·+ 56 = 434.
Za koju permutaciju cifara (karata) je tako dobijeni zbir
(a) najve}i; (b) najmawi?

154. Dokazati da je 3
√√

5 + 2− 3
√√

5− 2 racionalan broj.

155. (a) Odrediti najve}i zajedni~ki deliteq brojeva 1998! + 1 i 1999!.
(b) Dokazati da su brojevi 1999! + 1 i 2000! uzajamno prosti.

156. Nenad iMilo{ zaqubili su se u istu devojku �Anu. Ona je odlu~ila da pokloni
svoje srce onome koji pobedi u slede}oj igri:
Igra~i treba da naizmeni~no upisuju po jedno slovo iz skupa {A,N} u slobodna
poqa trake 1× 2000. Pobednik je igra~ koji prvi postigne da na neka tri uza-
stopna poqa trake budu upisana slova ANA. @rebom je odlu~eno da Nenad
po~iwe prvi.

(a) Da li neki od igra~a, i koji, ima pobedni~ku strategiju, tj. mo`e da
osigura pobedu, bez obzira na na~in igre wegovog protivnika?

(b) Isto pitawe, ako se igra na traci 1× 1999?
(v) Isto pitawe, ako se igra na kru`noj traci sa 2000 poqa?
(g) Isto pitawe, ako se igra na kru`noj traci sa 1999 poqa?

157. Uravni su date ~etiri ta~ke koje ne le`e nina istoj kru`nicinina istoj pravi.
Da li bar jedna od wih mora biti unutar kru`nice odre|ene sa preostale tri?

158. Ta~ka M pripada unutra{wosti trougla ABC. Prave p(A,M), p(B, M) i
p(C, M) seku redom du`i BC, AC i AB u ta~kama D, E i F . Obele`imo sa N ,
P i Q ta~ke simetri~ne sa M u odnosu na D, E i F . Dokazati da va`i:

AN

MD
· BP

ME
· CQ

MF
> 64.

Kada va`i jednakost?
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159. Iz ta~ke O koja le`i u unutra{wosti konveksnog n-ugla A1A2 . . . An povu~ene
su du`i OA1, OA2,. . .OAn ka temenima. Ispostavilo se da su svi uglovi koje
te du`i zaklapaju sa stranicama n-ugla o{tri, i pritom ^OA1An 6 ^OA1A2,
^OA2A1 6 ^OA2A3, . . . , ^OAnAn−1 6 ^OAnA1. Dokazati da je O centar
kru`nice upisane u taj n-ugao.

160. (a) Prava l obrazuje s trima, po parovima normalnim pravama, u prostoru
uglove α, β i γ. Dokazati: cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1.

(b) Data je kocka ivice a. Na}i zbir kvadrata du`ina projekcija svih wenih
ivica na proizvoqnu ravan.

161. Proizvod dva pozitivna broja ve}i je od wihove sume. Dokazati da je ta suma
ve}a od 4.

162. Dokazati nejednakost:

(1 + a1)(1 + a2) . . . (1 + an) 6 1 + s +
s2

2!
+ · · ·+ sn

n!
,

gde su ai > 0, i = 1, 2, . . . , n i s = a1 + a2 + · · ·+ an.

163. Pokazati da postoji beskona~no mnogo prirodnih brojeva koji se ne mogu pred-
staviti kao suma kvadrata tri prirodna broja.

164. Neka su a, b i c celi brojevi takvi da va`i a + b + c | a2 + b2 + c2. Dokazati
da postoji beskona~no mnogo prirodnih brojeva n za koje

a + b + c | an + bn + cn.

165. [pil od 52 karte, obele`ene brojevima od 1 do 52 prome{an je tako da se i�ta
karta ne nalazi na i�toj poziciji (i = 1, 2, . . . , 52). Pokazati da je {pil mogu}e
prese}i tako da najmawe dve karte dospeju na svoju poziciju (tj. poziciju sa
brojem kojim su ozna~ene).

166. Tabela (2n+1)×(2n+1) popuwena je brojevima od 1 do 2n+1 tako da se u svakoj
vrsti i svakoj koloni pojavquju svi ti brojevi. Dokazati, da ako je tabela
simetri~na u odnosu na glavnu dijagonalu, onda se i na glavnoj dijagonali
pojavquju svi ti brojevi.

167. Neko selo ima 1000`iteqa. Svake ve~eri svaki odwih saop{tava novosti svim
svojim poznanicima. Poznato je da svaka vest (potekla od bilo koga) stigne
do svakog me{tanina. Dokazati da je mogu}e izabrati 90 `iteqa tog sela tako
da, ako im istovremeno saop{timo neku novost, ona }e u roku od 10 dana biti
poznata svim me{tanima.

168. Neki skup geometrijskih figura u ravni numerisan je prirodnim brojevima.
Numeraciju nazivamo �pokrivaju}om� ako va`i: figuru A mo`emo prekriti
figurom podudarnom figuri B ako i samo ako je broj B deqiv brojem A. Odgo-
voriti na bar ~etiri od ovih pitawa:
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(a) Da li za svaki kona~an skup mnogouglova postoji pokrivaju}a numeracija?
(b) Mo`e li se svaki beskona~an niz mnogouglova pokrivaju}e numerisati?
(v) Mo`e li svaki kona~an skup prirodnih brojeva poslu`iti za pokrivaju}u

numeraciju nekog skupa mnogouglova?
(g) Postoji li niz mnogouglova, pokrivaju}e numerisan svim prirodnim bro-

jevima?
(d) Koji se minimalni skup mnogouglova ne mo`e pokrivaju}e numerisati

brojevima ne ve}im od 100?

169. (Ericinusov paradoks) Dat je trougao ABC s pravim uglom kod temena A.
Dokazati da za svaku ta~ku S du`i AB postoje ta~ka T du`i AB i ta~ka E u
unutra{wosti trougla tako da je SE + ET > AC + CB.

170. Na stolu le`i 50 ta~nih i navijenih ~asovnika. Dokazati da }e u nekom tre-
nutku zbir rastojawa od centra stola do vrhova minutnih kazaqki biti ve}i
od zbira rastojawa od centra stola do centara ~asovnika.

171. Dokazati da nije mogu}e prekriti ravan trouglovima tako da iz svakog temena
polazi ta~no pet stranica nekih od tih trouglova, pritom teme jednog trougla
ne sme le`ati na stranici drugog.

172. Mo`e li se na kocki na~initi otvor kroz koji mo`e da pro|e druga kocka sa
istom ivicom?

173. Grad ima 10 ulica koje su me|usobno paralelne, i jo{ 10 ulica koje seku ove prve
pod pravim uglom. Koliki najmawi broj skretawa treba da sadr`i zatvorena
autobuska linija koja prolazi kroz sve raskrsnice?

174. U tablici 10× 10
0 1 2 . . . 9
9 0 1 . . . 8
8 9 0 . . . 7
. . . . . . . . . . . . . . . .
1 2 3 . . . 0

zaokru`eno je 10 elemenata, u svakoj vrsti i koloni po jedan. Dokazati da su
me|u wima barem dva jednaka.

175. Niz od 36 nula i jedinica po~iwe sa pet nula. Me|u uzastopnim petorkama
u tom nizu javqaju se sve 32 petorke nula i jedinica. Otkriti posledwih pet
cifara niza.

176. Neka je N0 skup nenegativnih celih brojeva i f : N0 → N0 funkcija takva da
je skup A = {k | f(k) 6 k} kona~an, tj. da se samo kona~no mnogo prirodnih
brojeva slika u ne ve}e od sebe. Dokazati da je za svaku funkciju g : N0 → N0

skup B = {k | g(f(k)) > k} beskona~an.
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177. Neka je m realan broj, takav da su koreni x1 i x2 jedna~ine

x2 + (m− 4)x + m2 − 3m + 3 = 0

realni. Na}i sve vrednosti m za koje je x2
1 + x2

2 = 6.

178. Dokazati da broj od 1000 cifara koje su sve petice osim mo`da jedne ne mo`e
biti potpun kvadrat.

179. Prirodan broj n ima dva prosta deliteqa, a broj n2 ima ukupno 15 deliteqa.
Koliko deliteqa ima broj n3?

180. Na}i sve prirodne brojeve n koji zadovoqavaju jednakost:

(a) n =
∑

k2<n
k∈N

k2 (n je jednak zbiru svih potpunih kvadrata mawih od wega);

(b) n =
∑

k3<n
k∈N

k3 (n je jednak zbiru svih potpunih kubova mawih od wega).

181. Dve kru`nice seku se u ta~kama A i B. Kroz ta~ku A prolazi prava a koja se~e
kru`nice jo{ i u ta~kama P i Q. Na}i geometrijsko mesto sredina du`i PQ
kada a zauzima sve mogu}e polo`aje kroz A.

182. Na stranicama BC, CA i AB trougla ABC izabrane su ta~ke A1, B1 i C1.
Dokazati da povr{ina bar jednog od trouglova AB1C1, A1BC1 i A1B1C nije
ve}a od:

(a) ~etvrtine povr{ine trougla ABC;
(b) povr{ine trougla A1B1C1.

183. Neka su M i N sredi{ta stranica CD i DE pravilnog {estougla ABCDEF ,
a P prese~na ta~ka du`i AM i BN .

(a) Odrediti ugao koji zaklapaju prave AM i BN .
(b) Dokazati da su povr{ine trougla ABP i ~etvorougla MDNP jednake.

184. Dat je paralelopiped ABCDA′B′C ′D′ (AA′, BB′, CC ′ i DD′ su paralelne
ivice). Dokazati:

(a) da dijagonala AC ′ prolazi kroz te`i{ta trouglova BDA′ i D′B′C;
(b) da ravni BDA′ i D′B′C dele dijagonalu AC ′ na tri podudarne du`i.

Sada se podsetite ~uvenog dokaza da te`i{na linija XX1 trougla XY Z
nije ve}a od 1

2 (XY +XZ), koji se izvodi dopuwavawem trougla do parale-
lograma. Sada doka`ite i:

(v) ako je S te`i{te pqosni ABC tetraedra ABCD, tada va`i nejednakost
DS < 1

3 (DA + DB + DC).
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185. Neka su x, y i z pozitivni realni brojevi za koje va`i xyz = x + y + z + 2.
Dokazati da je tada:

x

x2 + 1
+

y

y2 + 1
+

z

z2 + 1
6 6

5
.

186. Re{iti po x jedna~inu √
x

√
x
√

x . . . =
√

1993 ,

gde se koren na levoj strani pojavquje beskona~no mnogo puta.

187. Na karti Evrope svaki grad je spojen sa wemu najbli`im. Pritom ne postoje
dva jednaka rastojawa me|u parovima gradova. Dokazati da nijedan grad nije
spojen sa vi{e od pet drugih.

188. Dokazati da za svaki prirodan broj n ve}i od 5 postoji skup M od n ta~aka u
ravni tako da za svaku ta~ku P ∈ M postoje bar tri ta~ke iz M na jedini~nom
rastojawu od P .

189. Neka je skupM = {1, 2, . . . , 2n} predstavqen u obliku: M = M1∪M2∪ . . .∪Mk,
gde je n > k3 +1. Tada postoje i, j ∈ {1, 2, . . . , k} (mo`e biti i = j) i k+1 razli-
~itih parnih brojeva 2r1, . . . , 2rk+1∈ Mi tako da 2r1− 1, . . . , 2rk+1− 1 ∈ Mj .

190. Nazovimo dominama pravougaonike 2 × 1: Odrediti za koje prirodne brojeve
M i N je mogu}e poplo~ati dominama:

(a) pravougaonik M ×N ;
(b) pravougaonik M ×N iz koga je ise~eno jedno poqe (1× 1);
(v) pravougaonik M ×N kome je dodato jedno poqe.

U zadacima (b) i (v) razmotriti sve mogu}e polo`aje tog poqa.

191. ε�okolinom broja r ∈ R nazivamo interval

(r − ε, r + ε) = {x ∈ R | r − ε < x < r + ε}, gde je ε > 0.

Uop{te, okolina broja r ∈ R je svaki interval (a, b) = {x ∈ R | a < x < b}
takav da r ∈ (a, b). Daqe, ka`emo da je a ta~ka nagomilavawa nekog skupa
A ⊂ R ako u svakoj okolini ta~ke a postoji beskona~no mnogo elemenata skupa
A. Dokazati:

(a) ako u svakoj okolini broja a postoji bar jedan element skupa A, onda je a
ta~ka nagomilavawa za A;

(b) ako u svakoj ε�okolini broja a postoji bar jedan element skupa A, onda je
a ta~ka nagomilavawa skupa A.
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192. Neka je Rn skup svih n-torki realnih brojeva. Defini{imo sabirawe: ako je
r = (r1, . . . , rn) i q = (q1, . . . , qn) onda je r+q = (r1+q1, . . . , rn+qn), i mno`ewe
realnim brojem: ako a ∈ R i r = (r1, . . . , rn), onda je ar = (ar1, . . . , arn). Za
funkciju T : Rn → Rn ka`emo da je linearna ako su ispuweni uslovi:

(1) za r, q ∈ Rn je T (r + q) = T (r) + T (q);
(2) za a ∈ R i r ∈ Rn je T (ar) = aT (r).

Dokazati:

(a) funkcija T : Rn → Rn je linearna ako i samo ako za a, b ∈ R i r, q ∈ Rn

va`i T (ar + bq) = aT (r) + bT (q);
(b) ako je T linearna funkcija i postoji T−1, onda je i ona linearna (podse-

timo se, T−1 je takva funkcija da va`i T (T−1(x)) = x i T−1(T (x)) = x).

193. Me|u svim mnogouglovima upisanim u datu kru`nicu na}i onaj s maksimalnim
zbirom kvadrata du`ina stranica.

194. Kru`nica k dodiruje kru`nice k1 i k2 u ta~kama A1 i A2. Dokazati da prava
A1A2 prolazi kroz prese~nu ta~ku zajedni~kih spoqa{wih ili zajedni~kih
unutra{wih tangenti na k1 i k2.

195. Kroz zajedni~ku ta~ku A kru`nica k1 i k2 konstruisati pravu l takvu da je
razlika du`ina tetiva, koje na l odsecaju k1 i k2 jednaka datoj du`ini a.

196. Dokazati da se u svakom konveksnom 2n�uglu mo`e na}i dijagonala koja nije
paralelna ni sa jednom stranicom.

197. Dokazati da pozitivni koren polinoma x5 + x− 10 mora biti iracionalan.

198. Re{iti u skupu racionalnih brojeva jedna~inu x2 + y2 = x + y.

199. Ima li jedna~ina x2 + y3 = z2 u skupu prirodnih brojeva beskona~no mnogo
re{ewa?

200. Ako su p i q razli~iti prosti brojevi, dokazati: pq−1 + qp−1 ≡ 1 (mod pq).

201. Kvadratna tablica 3× 3 popuwena je brojevima kao na slici:

1 2 3
4 5 6
7 8 9

.

Tablica se mo`e transformisati u novu tako {to se dva broja iz susednih poqa
umawe za vrednost maweg od ta dva broja, dok se ostali brojevi ne mewaju. Da
li se ovakvim transformacijama mo`e dobiti tablica popuwena nulama?

202. U jednoj dr`avi neki gradovi su spojeni me|usobno avionskim linijama. Iz
glavnog grada ide 1985 linija, iz grada Udaqenog jedna, a iz ostalih gradova
po 20 linija. Dokazati da se iz glavnog grada mo`e sti}i do Udaqenog.
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203. Beskona~an zbir a1 + a2 + · · · + an + · · · obele`avamo ∑∞
n=1 an i zovemo red.

Dokazati primerom da unutar reda ne mora da va`i asocijativni zakon, tj. da
zbir mo`e zavisiti od redosleda sabirawa.

204. Mre`a je skup L kome je pridru`ena relacija poretka ρ (tj. refleksivna, anti-
simetri~na i tranzitivna) tako da za svaka dva elementa iz L postoje supremum
i infimum. Infimum dva broja a i b je wihovo najve}e dowe ograni~ewe, tj.
najve}i broj koji je mawi ili jednak i od a i od b (sada �x je mawe ili jednako
od y� zna~i xρy). Analogno, supremum dva broja je nihovo najmawe gorwe
ograni~ewe, tj. najmawi broj ve}i ili jednak od oba. Da li je skup prirodnih
brojeva mre`a ako mu pridru`imo:

(a) relaciju 6 sa uobi~ajenim zna~awem;
(b) relaciju | deqivosti;
(v) relaciju ρ definisanu sa: xρy akko je zbir cifara broja x mawi od

zbira cifara broja y.

205. Ako je p poluobim trougla sa stranicama a, b, c i uglovima α, β, γ; r polu-
pre~nik upisane, a ra spoqa upisane (pripisane) kru`nice kod a, dokazati:

(a) rp = ra(p− a);

(b) a + b− c

a + b + c
= tg

α

2
tg

β

2
.

206. Ta~ke A i B le`e na istom pre~niku date kru`nice. Konstruisati dve tetive
te kru`nice iste du`ine i sa jednim zajedni~kim krajem, jednu kroz A, drugu
kroz B.

207. Neka su −→a1,
−→a2, . . . ,

−→an vektori du`ine ne ve}e od 1. Dokazati da se u zbiru−→c = ±−→a1 ±−→a2 ± · · · ± −→an znakovi mogu izabrati tako da bude |−→c | 6 √
2.

208. Na stranicama BC i CD kvadrata ABCD izabrane su ta~ke M i N tako da
va`i CM + CN = AB. Du`i AM i AN dele dijagonalu BD na tri dela.
Dokazati da se iz wih uvek mo`e sastaviti trougao ~iji je jedan ugao 60◦.

209. Na}i sve proste brojeve p za koje je p3 − p + 1 potpun kvadrat.

210. Dokazati da za svaki prirodan broj n > 2 va`i

nn + (n + 1)n + · · ·+ (2n− 1)n > (2n)n.

211. Re{iti u skupu realnih brojeva sistem:

(x3 + x4 + x5)5 = 3x1,

(x4 + x5 + x1)5 = 3x2,

(x5 + x1 + x2)5 = 3x3,

(x1 + x2 + x3)5 = 3x4,

(x2 + x3 + x4)5 = 3x5.
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212. Neka je {an}n>2 niz prirodnih brojeva definisan sa: an = n6+5n4−12n2−36.
Dokazati:

(a) svaki prost broj deli bar jedan ~lan tog niza;
(b) postoji prirodan broj koji ne deli nijedan ~lan tog niza.

213. Na kru`nici je data 2001 ta~ka, od kojih je jedna ozna~ena. Posmatrajmo sve
konveksne mnogouglove s temenima u tim ta~kama. Kojih ima vi{e: onih koji
sadr`e ozna~enu ta~ku ili onih koji je ne sadr`e?

214. U pravilnom 6n�uglu po 2n temena je obojeno svakom od 3 date boje. Zatim
je svaka du` koja spaja temena iste boje obojena tom bojom (ostale du`i nisu
obojene). Dokazati da postoje dve podudarne du`i obojene razli~itim bojama.

215. Dokazati da funkcija f : N→ N definisana sa f(1) = 1, f(2) = 2, i za n > 3:

f(n) = min{f(a) + f(b) | a, b ∈ N ∧ (a + b = n ∨ (b 6= 1 ∧ ab = n)

∨ (b 6= 1 ∧ ab = n))}

zadovoqava uslove:
(i) max{f(a + b), f(ab), f(ab)} 6 f(a) + f(b) za sve a, b ∈ N;
(ii) limn→∞ f(n) = +∞.

216. (a) Ure|eni par se naj~e{}e defini{e ovako: (a, b) = {{a}, {a, b}}. Dokazati
da je (a, b) = (c, d) akko je a = c i b = d. (Imati na umu da su dva skupa
jednaka akko su im elementi jednaki.)

(b) Direktan proizvod skupova A i B je A × B = {(a, b) | a ∈ A ∧ b ∈ B}.
Dokazati primerom da ne va`iA×B = B×A, a zatim na}i jednu bijekciju
izme|u A×B i B ×A.

217. Unutar kvadrata ABCD le`i kvadrat PQRS. Du`i AP, BQ, CR i DS ne
seku se me|usobno niti seku kvadrat PQRS. Dokazati da je zbir povr{ina
~etvorouglova ABQP i CDSR jednak zbiru povr{ina ~etvorouglova BCRQ
i DAPS.

218. Koliko se najvi{e ta~aka mo`e smestiti u unutra{wost pravilnog {estougla
stranice 1 tako da svake dve budu na rastojawu bar

√
2?

219. Dat je konveksan ~etvorougao ~ija su temena ~vorovi celobrojne mre`e (ta~ke
sa celobrojnim koordinatama u ravni), a na wegovim stranicama nema drugih
~vorova te mre`e. Ako se unutar wega nalazi ta~no jedan ~vor mre`e dokazati
da va`i jedna od slede}e dve tvrdwe:

(a) taj ~etvorougao je paralelogram;
(b) produ`eci naspramnih stranica tog ~etvorougla seku se u ~vorovima mre-

`e.
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220. Po cirkuskoj areni kru`nog oblika i polupre~nika 10 metara tr~i lav.
Kre}u}i se po izlomqenoj liniji on je pretr~ao 30 kilometara. Dokazati
da suma uglova za koje se rotira lav u temenima te izlomqene linije nije mawa
od 2998 radijana (π radijana = 180◦).

221. Tri sfere imaju zajedni~ku ta~ku P , i pritom nijedna prava kroz P nije
tangenta sve tri sfere. Dokazati da one imaju bar jo{ jednu zajedni~ku ta~ku.

222. Re{iti jedna~inu log4
a x− 3

√
3 log2

a x + 4 = 4.

223. Na}i sve polinome p sa realnim koeficijentima za koje va`i

p(x2 − 2x) = (p(x− 2))2 za sve x ∈ R.

224. Neka je l prirodan broj i niz {an} definisan sa

an+1 = (−1)nan +
√

2a2
n + l za n ∈ N (a1 proizvoqno).

Dokazati da ne mogu svi ~lanovi ovog niza biti celi brojevi.

225. Ako za permutaciju (a1, a2, . . . , an) skupa {1, 2, . . . , n} va`i 1 + ak

ak+1
< 1 +

2
k
,

za sve k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, dokazati da je ak = k za sve k = 1, 2, . . . , n.

226. Dokazati identitet
n∑

k=0

(
2n

2k

)(
2k

k

)
22n−2k =

(
4n

2n

)
.

227. (Vidan Govedarica) Neka su m i n prirodni brojevi ve}i od 1. Dokazati da
se pravougaona tabla formata m × n mo`e pokriti figurama sastavqenim od
~etiri jedini~na kvadrata, kao na slici 7, akko 8 | mn.

Slika 7.

228. Neki skup G je grupa u odnosu na neku operaciju ∗ : G×G → G ako va`i:

(a) ∗ je asocijativna operacija, tj. za a, b, c ∈ G va`i (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c);
(b) G ima jedini~ni element, tj. postoji e ∈ G takvo da za sve g ∈ G va`i

g ∗ e = g i e ∗ g = g;
(v) svaki element g ∈ G ima inverzni, tj. h ∈ G takvo da je g ∗ h = e i

h ∗ g = e.

Dokazati: ako je A proizvoqan skup, wegov partitivni skup P(A) (skup svih
wegovih podskupova) je grupa u odnosu na operaciju 4 simetri~ne razlike
definisane ovako: za X, Y ⊆ A je X4Y = (X \ Y ) ∪ (Y \X).
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229. Dat je trougao ABC. Ta~ka M , sme{tena unutar trougla, pomera se paralelno
straniciBC do preseka sa stranicomCA, zatim od tog preseka daqe paralelno
sa stranicom AB do preseka sa BC, zatim od tog preseka daqe paralelno sa
AC do preseka sa AB, itd. Dokazati da }e se posle kona~nog broja opisanih
koraka putawa ta~ke M zatvoriti (tj. da }e dospeti u po~etni polo`aj).

230. Na luku CD kru`nice opisane oko kvadrata ABCD izabrana je ta~ka P .
Dokazati da je PA + PC =

√
2PB.

231. Dokazati da je nemogu}e u konveksnom n�uglu izabrati vi{e od n dijagonala
tako da svake dve od wih imaju zajedni~ku ta~ku.

232. U tetraedru ABCD uglovi (pqosni) kod temena A su pravi i va`i AB =
AC + AD. Dokazati da je zbir uglova (pqosni) kod temena B jednak 90◦.

233. Odrediti sve trojke (p, q, r), q 6 r prostih brojeva za koje va`i p2+qr = 19962.

234. Za dati broj n ∈ N na}i brojeve x, y ∈ N za koje va`i x2 − 5y2 = 1996n.

235. Dokazati da jedna~ina ax2 + bx + c = 0 nema racionalnih re{ewa ako su a, b
i c celi neparni brojevi.

236. Dat je skup od 2001 ta~ke, od kojih je jedna ozna~ena. Posmatrajmo sve pod-
skupove tog skupa. Kojih ima vi{e: onih koji sadr`e ozna~enu ta~ku ili onih
koji je ne sadr`e? (Uporediti sa zadatkom 213.)

237. Posmatrajmo sve regularne (konveksne ili zvezdaste) n�strane poligone upi-
sane u datu kru`nicu. Dva takva poligona zovemo ekvivalentnim ako se jedan
od drugog mogu dobiti rotacijom oko centra date kru`nice. Koliko klasa
ekvivalencije postoji, tj. koliko najvi{e takvih poligona se mo`e izabrati
tako da me|u wima ne postoje dva ekvivalentna?

238. Data je kocka 6× 6× 6. Na}i najve}i mogu}i broj pravouglih paralelopipeda
4 × 1 × 1 (sa ivicama paralelnim ivicama kocke) koje mo`emo smestiti u tu
kocku tako da se me|usobno ne seku. Dozvoqeno je da se paralelopipedi seku po
ivicama i stranama.

239. Na}i sve funkcije f : Q→ Q za koje va`i f(1) = 2 i

f(xy) = f(x)f(y)− f(x + y) + 1 za sve x, y ∈ Q.

240. Da li postoji niz {an}n∈N prirodnih brojeva takav da za svako n ∈ N jedna-
~ina an+2x

2 + an+1x + an = 0 ima realan koren?

241. Ako kru`nica upisana u ~etvorougao ABCD ima polupre~nik r dokazati da je
AB + CD > 4r.

242. Pravougli trougao T podeqen je visinom h iz temena pravog ugla na dva
trougla T1 i T2. Pokazati da je zbir polupre~nika kru`nica upisanih u T ,
T1 i T2 jednak visini trougla T .
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243. Dokazati: ako su ~etiri stranice konveksnog petougla paralelne naspramnim
dijagonalama (naspramna dijagonala stranice je ona koja nema s wom zajedni~ko
teme) onda to va`i i za petu stranicu.

244. Planeta oblika sfere ima pre~nik d. Mo`e li se na wenu povr{inu smestiti
osam istra`iva~kih stanica, tako da svako nebesko telo na udaqenosti d od
povr{ine planete bude vidqivo sa bar dve stanice?

245. Dokazati da za proizvoqne realne brojeve a1, a2, . . . , an va`i
n∑

i=1

n∑

j=1

ij cos(ai − aj) > 0.

246. Dokazati da su u dekadnom zapisu broja
(
6 +

√
37

)999 prvih 999 cifara posle
decimalnog zareza nule.

247. Polinom P (x) ima bar jedan negativan koeficijent. Mogu li u svim poli-
nomima Pn(x) za n > 1 svi koeficijenti biti pozitivni?

248. Za koje prirodne brojeve n je 2n − 1 deqivo sa 7?

249. Brojevi 1, 2, . . . , 25 raspore|eni su u tablicu 5 × 5 tako da su u svakoj vrsti
brojevi u rastu}em poretku. Koja je najve}a, a koja najmawa vrednost zbira
brojeva u tre}oj koloni?

250. Oko nekog grada izgra|en je kru`ni put. Sve ulice tog grada imaju po~etak i
kraj na tom putu, u ne postoje dve me|u wima koje se seku vi{e od jednom. Delovi
na koje ulice (i put) dele grad nazivaju se kvartovi. U celom gradu uveden je
propis da sve ulice (i kru`ni put) moraju biti jednosmerne. Dokazati da se bar
jedan kvart mo`e ceo obi}i (pro}i svim delovima ulica koje ga ograni~avaju)
kre}u}i se pravilno.

251. U igri potapawe podmornica na tablu 10× 10 sme{ta se (izme|u ostalog) jedna
�podmornica� dimenzija 4 × 1. Koji je minimalan broj poteza u kojem }e ona
sigurno biti �pogo|ena�? (Potez je ustvari birawe jednog poqa na tabli, a
podmornica je pogo|ena ako pokriva to poqe.)

252. Deset `etona pore|ano je na kru`nici. Oni su s gorwe strane crveni, a s
dowe plavi. Dozvoqeno je prevrnuti ~etiri `etona koja stoje jedan do drugog,
ili ~etiri koja su raspore|ena u vidu xxoxx, tj. dva koja se prevr}u � jedan
koji ostaje nedirnut � dva koja se prevr}u. Mogu li se takvim operacijama svi
`etoni prevrnuti na plavu stranu?

253. Na stranicamaBC,CA, AB trouglaABC date su ta~keA1, B1, C1 redom. Mogu
li sredi{ta du`i AA1, BB1, CC1 le`ati na jednoj pravoj?

254. Data je prava p i ta~ke A,B ∈ p. Dve kru`nice dodiruju p u A, odnosno B, a
me|usobno se dodiruju u ta~ki M . Na}i geometrijsko mesto ta~aka M .
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255. Data je kru`nica k i ta~keA iB. Konstruisati na k ta~ke C iD takve da bude
AC ‖ BD i da du` CD bude zadate du`ine a.

256. Tetraedar ABCD upisan je u sferu polupre~nika R s centrom O. Prave
AO, BO,CO,DO seku naspramne strane tetraedra u ta~kama A1, B1, C1 i D1

redom. Dokazati da va`i AA1 + BB1 + CC1 + DD1 > 16
3

R.

257. Neka su a i b uzajamno prosti prirodni brojevi i n proizvoqan prirodan
broj. Dokazati: ako je (x0, y0) re{ewe jedna~ine ax + by = an + bn onda je

⌊x0

b

⌋
+

⌊y0

a

⌋
=

⌊
an−1

b

⌋
+

⌊
bn−1

a

⌋
.

258. Dokazati da je broj ~iji dekadni zapis ima 2187 jedinicu (i nijednu drugu
cifru) deqiv sa 2187.

259. Dokazati da su brojevi 2m − 1 i 2n − 1 uzajamno prosti ako i samo ako su m
i n uzajamno prosti.

260. Re{iti sistem jedna~ina:

x + y + z = 9,
xyz + xy + yz + zx + x + y + z = 59,

xy + yz + zx + 2(x + y + z) = 44.

261. Niz {an}n∈N zadovoqava rekurentnu formulu an+1 = 1 − |1 − 2an| i svi
~lanovi su mu izme|u 0 i 1. Dokazati da je a1 racionalan broj ako i samo ako
je niz po~ev{i od nekog ~lana periodi~an.

262. Neka su a i b prirodni brojevi. Dokazati: ako je broj a + 1
b

+
b

a
ceo, on je

jednak 3.

263. U svakom od tri temena kvadrata sedi po jedan skakavac. Svake minute jedan
od wih presko~i nekog od preostale dvojice smestiv{i se u ta~ku simetri~nu
onoj iz koje je sko~io u odnosu na skakavca kog je presko~io. Mo`e li bar jedan
od wih posle kona~no mnogo takvih poteza sti}i u ~etvrto teme kvadrata?

264. Svaki od 450 ~lanova skup{tine mrko je pogledao ta~no jednog svog kolegu
(~lana skup{tine). Dokazati da je mogu}e izabrati komisiju od 150 ~lanova
skup{tine me|u kojima niko nikog nije mrko pogledao.

265. Trougao ABC je takav da je ^BAC = 60◦. Dokazati da je wegova povr{ina

jednaka
√

3
4

(a2−(b−c)2), gde su a, b, c stranice naspram temena A,B, C redom.

266. Konstruisati trapez ako su mu date du`ine krakova, ugao izme|u wih i ugao
koji zaklapaju dijagonale. (Ugao izme|u neke dve du`i je u stvari ugao izme|u
wihovih produ`etaka.)
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267. Od tri kru`nice svake dve se seku. Kroz ta~ke preseka svake dve od wih provu-
~ena je prava. Dokazati da su te tri prave ili sve paralelne, ili se sve seku u
jednoj ta~ki.

268. Dat je trougao ABC. Normalno na ravan trougla povu~ene su prave kroz ta~ke
A,B,C i na wima redom izabrane ta~ke A′, B′, C ′ takve da je AA′ = BC,
BB′ = CA, CC ′ = AB, i sve su sa iste strane ravni trougla. Ako je H orto-
centar trougla ABC, a O centar opisane kru`nice trougla A′B′C ′, dokazati
da je prava HO normalna na ravan trougla A′B′C ′.

269. Za koje prirodne brojeve a, b,m, n je mogu}e tablicu a × b popuniti nulama i
jedinicama, tako da u svakoj vrsti bude ta~no m, a u svakoj koloni ta~no n
nula?

270. Dokazati da svaki prost broj n deli zbir
n−3∑

k=1

k(k!).

271. Re{iti u skupu pozitivnih realnih brojeva sistem jedna~ina

xyz =
y3 + z3 + t3

3
,

yzt =
z3 + t3 + x3

3
,

ztx =
t3 + x3 + y3

3
,

txy =
x3 + y3 + z3

3
.

272. Dokazati da je broj 0, 1248163264128 . . . iracionalan. (Iza decimalne zapete
ispisani su redom stepeni dvojke.)

273. Dva igra~a igraju slede}u igru. Prvi izgovara jedan od brojeva 54 ili 77.
Drugi dodaje tome broju 54 ili 77 i izgovara dobijeni zbir. U nastavku igra~i
naizmeni~no dodaju jedan od brojeva 54 ili 77 i izgovaraju zbir toga broja sa
prethodnim zbirom. Koji igra~ ima pobedni~ku strategiju, ako:

(a) pobednik je igra~ koji prvi izgovori broj ~iji je ostatak pri deqewu sa
100 prost broj;

(b) gubi igra~ koji prvi izgovori broj ~iji je ostatak pri deqewu sa 100 prost
broj?

274. Hodnik {irine d skre}e pod pravim uglom. Koja je najmawa {irina d, takva
da kroz hodnik mo`e da se kre}e krevet na to~ki}ima du`ine 2 i {irine 1?
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275. Dva igra~a igraju slede}u igru: prvi zapi{e na papir dvocifren broj, zatim
mu drugi dodaje jo{ dve cifre na po~etak ili dve cifre na kraj. U svakom
slede}em potezu prvi igra~ dopisuje na po~etak ili na kraj po jednu, a drugi
igra~ po dve cifre. Mo`e li prvi igra~ da spre~i da posle nekog poteza drugog
igra~a na papiru bude zapisan potpun kvadrat?

276. Da li je mogu}e izabrati 5 temena pravilnog 21�ugla tako da petougao sa iza-
branim temenima ima sve stranice i dijagonale razli~ite du`ine?

277. Dva broda plove pravolinijski konstantnim brzinama prema istoj luci. U
podne su luka i brodovi bili u temenima jednakostrani~nog trougla. Kad je
drugi brod pre{ao 90 km, brodovi i luka nalazili su se u temenima pravouglog
trougla. Kad je prvi brod uplovio u luku, drugome je ostalo da pre|e jo{
37, 5 km. Odrediti rastojawe izme|u brodova u podne.

278. Dokazati da je du`ina stranice pravilnog devetougla jednaka razlici du`ina
najdu`e i najkra}e dijagonale.

279. Da li postoji prirodan broj n takav da je nn + 1 potpun kvadrat?

280. Konveksan sedmougao upisan je u kru`nicu i ima ta~no tri ugla od po 120◦.
Dokazati da su u tom sedmouglu neke dve stranice jednake.

281. Pravougaona traka 1 × 25 izdeqena je na 25 jedini~nih kvadrati}a (poqa).
Da li je mogu}e ispisati u ta poqa brojeve od 1 do 25, bez ponavqawa, tako da
je zbir brojeva u svaka dva susedna poqa potpun kvadrat?

282. Dokazati da je za svakiprirodanbrojnpolinom x3n−1+x+1 deqivpolinomom
x2 + x + 1.

283. Dokazati da je broj a = 0, a1a2a3 . . . iracionalan, gde je an = 1, ako je broj
deliteqa broja n neparan, a an = 0, u protivnom slu~aju.

284. Dva 2002�cifrena broja m i n su potpuni sedmi stepeni. Da li 4004�cifren
broj koji se dobija ispisivawem broja n iza broja m mo`e biti potpun sedmi
stepen?

285. Osnova trostrane piramide je pravougli trougao sa katetama du`ine 12 i 35.
Sve bo~ne strane zaklapaju sa ravni osnove ugao od 60◦. Odrediti povr{inu
piramide.

286. Dokazati identitet

sin 10◦ sin 20◦ sin 30◦ sin 40◦ sin 50◦ sin 60◦ sin 70◦ sin 80◦ =
3

256
.

287. Deset temena pravilnog 100�ugla obojeno je crveno, a deset drugih plavo. Do-
kazati da bar jedna tetiva koja spaja dva crvena temena ima istu du`inu kao i
neka tetiva koja spaja dva plava temena.
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288. Neka su a, b i c realni brojevi takvi da je 0 < a, b, c < 1 i a + b + c = 1.
Dokazati nejednakost

a5 + b5

a2 + b2
+

b5 + c5

b2 + c2
+

c5 + a5

c2 + a2
< 3(a2 + b2 + c2)− (a3 + b3 + c3).

289. Dokazati da za svaki realanbroj x va`inejednakost sin(sin x+cos x) < cos
π

24
.

290. Dokazati da je polupre~nik kru`nice upisane u Pitagorin trougao ceo broj.

291. Kona~no mnogo ravni dele prostor na nekoliko oblasti. Dokazati da se mogu
odabrati dve oblasti koje se nalaze sa raznih strana svake od tih ravni.

292. Neka su a i b katete, c hipotenuza pravouglog trougla i α realan broj. Do-
kazati nejednakost:

c2

(
ab

c

)α−2

< aα + bα < cα za α > 2.

Dokazati da za α < 2 va`e suprotne nejednakosti.

293. Koliki je najmawi mogu}i zbir cifara nekog prirodnog broja deqivog sa 59?

294. Koliko ima aritmeti~kih nizova prirodnih brojeva sa bar dva ~lana i sa
zbirom ~lanova 2002?

295. Neka su x1, x2, . . . , xn ∈
(
0,

π

2

)
takvi da je tg x1 + tg x2 + · · · + tg xn 6 n.

Dokazati da je sin x1 · sin x2 · . . . · sin xn 6 2−
n
2 .

296. U unutra{wosti kvadrata ABCD postoji ta~ka M takva da je MA = 7, MB =
13, MC = 17. Odrediti povr{inu kvadrata.

297. Dat je pravougli trougao ABC (^ACB = 90◦). Neka je X podno`je visine iz
temena C na hipotenuzu AB, a Y sredi{te du`i AX . Ako je D ta~ka na pravoj
CB takva da je C −B −D i CB = BD, dokazati da je DX⊥CY .

298. Neka je A1B1C1 trougao i neka ta~ke B1, B2, B3, razli~ite od temena trougla,
le`e redom na stranicama A2A3, A3A1, A1A2. Dokazati da simetrale du`i
A1B1, A2B2, A3B3 nisu konkurentne.

299. Ozna~imo sa σ(n) zbir svihpozitivnih deliteqaprirodnog broja n. Dokazati
da je za svaki prirodan broj n > 1 proizvod σ(n− 1)σ(n)σ(n + 1) paran.

300. Odrediti najmawi neparan prirodan broj n takav da je n2 zbir neparnog broja
(ve}eg od 1) kvadrata uzastopnih prirodnih brojeva.
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301. Dokazati da za sve pozitivne realne brojeve a i b va`i nejednakost

1
a5

+
1
b5

6
√

a

b5
√

b
+

√
b

a5
√

a
.

302. Na}i najmawi prirodan broj n (n > 1) za koji je broj 12 + 22 + . . . + n2

npotpun kvadrat.

303. Dijagonale AC i BD konveksnog ~etvorougla ABCD seku se u ta~ki S. Ako
je ^SAB = ^SBC = 30◦ i ^SCD = ^SDA = 45◦, odrediti veli~inu ugla
^ASD.

304. Dokazati identitet tg 40◦ + tg 60◦ + tg 80◦ = 3 tg 70◦.

305. Odrediti sve cele brojeve n za koje je n4 − 4n3 + 14n2 − 20n + 10 potpun
kvadrat.

306. Ta~ke E, D i F su redom sredi{ta stranica BC, CA i AB trougla ABC.
Neka je L ta~ka koja polovi izlomqenu liniju BAC, tj. deli je na dva dela
jednakih du`ina. Isto tako ta~ka M polovi izlomqenu liniju CBA, a ta~ka
N izlomqenu liniju ACB. Dokazati da su prave LE, DM i FN konkurentne.

307. Dat je skup od 10 prirodnih brojeva mawih od 107. Dokazati da se iz tog skupa
mogu izabrati dva disjunktna podskupaA iB tako da je zbir brojeva izA jednak
zbiru brojeva iz B.

308. Kru`nica je stranicama datog konveksnog ~etvorougla ise~ena na osam lukova.
^etiri luka su u unutra{wosti, a ~etiri u spoqa{wosti ~etvorougla. Ozna~i-
mo du`ine unutra{wih lukova sa a, b, c, d (u smeru suprotnom kretawu kazaqke
na satu). Dokazati da je dati ~etvorougao tetivni, ako je a + c = b + d.

309. Temena 12−ugla ozna~ena su brojevimaod 1 do 12proizvoqnimredom. Dokazati
da se mogu na}i tri uzastopna temena tako da je zbir brojeva kojima su ozna~ena
ta temena ve}i od 20.

310. Du`i AE i BD dele trougao ABC na 4 oblasti. Povr{ine 3 oblasti su
ozna~ene na slici 8. Odrediti povr{inu ~etvrte oblasti.

BA

C

D
E

8

74

?

Slika 8.
A B

CD E

F
b

Slika 9.
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311. Kvadrat je podeqen na pravougle trouglove kao na slici 9, pri ~emu je CE =
DE i ^BEF = 90◦. Ozna~imo β = ^BFA. Odrediti tg β?

312. U tetivnom ~etvorouglu PQRS je ^PSR = 90◦; H i K su redom podno`ja
normala iz Q na PR i PS. Dokazati da prava HK polovi du` QS.

313. Data je neka permutacija brojeva 1, 2, 3, . . . , 2002. Ako je prvi element per-
mutacije broj k, onda je dozvoqeno promeniti redosled prvih k elemenata, tako
da se oni uzmu u obrnutom poretku. Da li se uvek mo`e vi{estrukom primenom
navedene operacije posti}i da broj 1 do|e na prvo mesto?

314. Neka su b i c prirodni brojevi takvi da je b deliteq od c2 + 1 i c deliteq
od b2 + 1. Odrediti vrednost izraza b

c
+

c

b
+

1
bc
.

315. Neka su E i F redom ta~ke na stranicama AB i BC kvadrata ABCD takve da
je BE = BF . Neka je N podno`je normale iz B na CE. Dokazati da je ^DNF
prav ugao.

316. Poznato je da na jednom takmi~ewu me|u bilo koja ~etiri u~esnika postoji bar
jedan koji poznaje ostalu trojicu. Dokazati da

(a) postoji bar jedan u~esnik koji poznaje sve ostale;
(b) postoje najvi{e tri u~esnika koji ne poznaju sve ostale.

317. U trougao ABC sa pravim uglom kod temena A upisana je polukru`nica sa
centrom na kateti AC, koja prolazi kroz A i dodiruje hipotenuzu BC u ta~ki
D. E je druga ta~ka polukru`nice na kateti AC, a F je ta~ka preseka pravih
DE i AB. Dokazati da je AB = BF .

318. Uglovi konveksnog mnogougla obrazuju aritmeti~ku progresiju x,
4
3
x,

5
3
x, . . . .

Koliko najvi{e stranica mo`e imati takav mnogougao?

319. Neka jeD proizvoqna ta~ka na straniciBC trouglaABC. Dokazati da odnos
polupre~nika kru`nica opisanih oko trouglova ABD i ACD ne zavisi od
izbora ta~ke D na stranici BC.

320. U pravougaoniku ABCD je AB = a, AD = b, E je ta~ka na stranici AB i
^CED = ^AED. Odrediti du`inu du`i AE.

321. Na katetiAC jednakokrakog pravouglog trouglaABC izabrana je ta~kaP tako
da polukru`nica sa pre~nikom PC dodiruje hipotenuzu AB. U kom odnosu ta
polukru`nica deli du` PB?

322. Koliki je najmawi mogu}i zbir cifara nekog prirodnog broja deqivog sa 2003?

323. Dva igra~a igraju slede}u igru. Oni naizmeni~no upisuju nenegativne cele
brojeve u poqa posledwe vrste n−tostrane �piramide�. (Na slici 10 je pred-
stavqen slu~aj n = 6.)
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Slika 10.
Brojevi se mogu ponavqati. Poqa se ne moraju popuwavati redom. Kad se po-
pune sve poqa posledwe vrste onda se izra~unavaju brojevi u ostalim poqima
po pravilu da je zbir svaka dva broja iz susedih poqa iste vrste jednak broju
koji se nalazi neposredno iznad wih. Ako se na vrhu �piramide� dobije broj
deqiv sa 2003, pobednik je Prvi igra~, u protivnom � Drugi. Koji igra~ ima
pobedni~ku strategiju?

324. Na}i sve parove realnih brojeva (x, y) koji zadovoqavaju jedna~ine

|x + y − 4| = 5, |x− 3|+ |y − 1| = 5.

325. Odrediti najve}i broj grupa u koje mo`emo podeliti brojeve 1, 2, 3, . . . , 20,
tako da proizvod brojeva svake grupe bude potpun kvadrat, a da se pritom svaki
pojedina~ni broj mo`e na}i samo u jednoj grupi.

326. Na}i sve sedmocifrene brojeve koji su deqivi i sa 3 i sa 7, a ~ije su cifre
jedino trojke i sedmice.

327. (a) Mo`e li se proizvoqni trougao podeliti na 2004 trougla koji su mu
sli~ni?
(b) Da li se ista podela mo`e u~initi i na 2003 trougla?

328. U~enik ima 67 dana za pripreme za takmi~ewe iz matematike. On planira da
dnevno uradi bar jedan zadatak, ali ne vi{e od 100 zadataka tokom svih dana
pripreme. Dokazati da }e u tom slu~aju postojati niz dana tokom kojih }e on
uraditi ta~no 33 zadatka.

329. Data je jedna~ina x2 + (a− 2)x− 2a2 + 5a− 3 = 0, gde je a realni parametar.

(a) Re{iti jedna~inu.
(b) Na}i a za koje je apsolutna vrednost jednog korena dva puta ve}a od apso-

lutne vrednosti drugog korena.

330. Re{iti jedna~inu (x2 + 3x− 4)3 + (2x2 − 5x + 3)3 = (3x2 − 2x− 1)3.

331. Odrediti sve parove realnih brojeva (a, b) koji zadovoqavaju jedna~ine

2a2 − 2ab + b2 = a, 4a2 − 5ab + 2b2 = b.
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332. Na}i vrednosti parametra p za koje jedna~ina x4 − (3p + 2)x2 + p2 = 0 ima
~etiri realna re{ewa koja obrazuju aritmeti~ku progresiju.

333. Dokazati da su svi ~lanovi niza definisanog sa

y0 = 1, yn+1 =
1
2

(
3yn +

√
5y2

n − 4
)

, n > 0

celi brojevi.

334. Re{iti jedna~inu log3

1√
log3 x

= log9 log9

x

3
.

335. Dokazati da u svakom tetraedru postoji teme, takvo da se od ivica koje iz we-
ga izlaze mo`e konstruisati trougao.

336. Neka je ABCD tetraedar, takav da va`e jednakosti

AB · CD = BC ·AD = CA ·BD.

Sfera S sadr`i temena A, B, C i se~e ivice DA, DB, DC redom u ta~kama
A1, B1, C1. Dokazati da je trougao A1B1C1 jednakostrani~an.

337. Neka su α, β i γ o{tri uglovi, koje dijagonala kvadraABCDA1B1C1D1 gradi
redom sa ivicama AA1, AB i AD. Dokazati da je α + β + γ < π.

338. Odrediti maksimalnu vrednost povr{ine normalne projekcije kocke na ravan.

339. (a) Dokazati da je log√2 3 iracionalan broj.
(b) Ako su x i y iracionalni brojevi da li broj xy mo`e biti racionalan?

340. Na}i sva realna re{ewa jedna~ine
(
2 +

√
3
)x

+ 1 =
(
2 ·

√
2 +

√
3
)x

.

341. Dokazati da je za svaki prirodan broj n > 1,

6


1− 1, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−1

1−10n





 = 3.

342. Funkcija f : R→ R zadovoqava uslov

f(x2 − y2) = (x− y)(f(x) + f(y)) za svako x, y ∈ R.

(a) Na}i bar jednu ovakvu funkciju?
(b) Na}i sve funkcije sa ovom osobinom?

343. Dokazati da postoji beskona~no mnogo prirodnih brojeva x koji se ne mogu
predstaviti u obliku x = x3

1 + x5
2 + x7

3 + x9
4 + x11

5 , gde su x1, x2, x3, x4 i x5

tako|e prirodni brojevi.
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344. Ako su x, y, z realni brojevi takvi da su xy, yz i zx racionalni brojevi
razli~iti od nule. Dokazati:

(a) broj x2 + y2 + z2 je racionalan;
(b) ako je x3 + y3 + z3 racionalan broj razli~it od nule, tada su i brojevi

x, y, z racionalni.

345. Odrediti sve proste brojeve p, q, r za koje va`i 3(p + q + r) = pqr.

346. Dokazati da je 4545 + 5454 slo`en broj.

347. Dokazati da se svaka tabla dimenzija 3n×3n, n > 1 mo`e poplo~ati figurama
oblika kao na slici 11.

Slika 11.

348. Niz {an} je dat na slede}i na~in: a1 = 1, a2 = 3 i

an+2 = (n + 3)an+1 − (n + 2)an

za sve prirodne brojeve n. Na}i sve ~lanove niza koji su deqivi sa 11.

349. Na}i sva realna re{ewa sistema jedna~ina:

x3 + y3 = 1, x4 + y4 = 1.

350. Sistem jedna~ina drugog stepena

x2 − y2 = 0, (x− a)2 + y2 = 1.

u op{tem slu~aju ima ~etiri re{ewa. Za koje vrednosti realnog parametra a
se broj re{ewa sistema smawuje na 3, odnosno 2?

351. Re{iti sistem jedna~ina

y3 − 6x2 + 12x− 8 = 0,

z3 − 6y2 + 12y − 8 = 0,

x3 − 6z2 + 12z − 8 = 0.

352. U ravni je dato 100 ta~aka, takvih da me|u svim du`ima, ~ije su one krajevi,
najdu`a ima du`inu 1. Dokazati da je du`ina d, najkra}e me|u ovim du`ima,
mawa od 2

9
.
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353. Povezane su ti o~i, a ispred tebe na stolu nalazi se gomila od x nov~i}a.
Saop{teno ti je da se me}u wima nalazi ta~no y nov~i}a koji su okrenuti
pismom gore. Da li mo`e{, povezanih o~iju, podeliti nov~i}e na dve gomile
tako da u svakoj bude isti broj nov~i}a okrenutih pismom gore?

354. U skupu realnih brojeva re{iti sistem jedna~ina

xz = y
8
3 , yz = x

2
3 , z = 4

√
x + 4

√
9y.

355. Za koje vrednosti realnog parametra a jedna~ina 1 + sin2 ax = cos x ima
jedinstveno re{ewe?

356. Na krugu opisanom oko pravouglog trougla ABC (^C = 90◦) data je ta~ka M

takva da je AM > BM , AM

BM
+

BM

AM
= 2

√
2 i ta~ke C i M su sa razli~itih

strana prave AB. Dokazati da je ^ABM = 3^BCM .

357. Dat je trougao ABC i ta~ke D, E, F redom na stranicama BC, CA, AB (ra-
zli~ite od temena). Ako je ~etvorougao AFDE tetivan, dokazati da je

4P4DEF

P4ABC
6

(
EF

AD

)2

.

358. Odreditimaksimalnu vrednost kojumo`eimatipovr{inanormalne projekcije
pravilnog tetraedra ivice a na proizvoqnu ravan.

359. Pretpostavimo da smo realnu funkciju ψ uveli na slede}i na~in

ψ(x) =





x, x > 2,
2, 1 < x 6 2,

2x, x 6 1.

Re{iti slede}e formule po x ∈ R:
(a) ψ(x) < x;
(b) ψ(x) + ψ(1− x) + ψ(ψ(x)) = 2.

360. Brojevi 22003 i 52003 napisani su jedan za drugim. Koliko cifara ima tako
dobijen broj?

361. Svaka dijagonala konveksnog petougla odseca trougao jedini~ne povr{ine.
Izra~unati povr{inu tog petougla.

362. Odrediti uglove jednakokrakog trougla u kome je du`ina simetrale ugla na
osnovici jednaka dvostrukoj du`ini visine koja odgovara osnovici.

363. Dokazati da ne postoji kvadrat ~ija se temena nalaze na ~etiri koncentri~na
kruga, a da pri tome polupre~nici tih krugova obrazuju aritmeti~ku progre-
siju.
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364. Dokazati da ako n deli (n− 1)! + 1, onda je n prost broj.

365. Odnos visine i te`i{ne du`i koje odgovaraju hipotenuzi pravouglog trougla
jednak je 40

41
. Odrediti odnos kateta tog trougla.

366. Dvanaest hlebova podeqeno je na dvanaest qudi. Svaki mu{karac dobio je po
dva hleba, `ena po pola hleba, a svako dete po ~etvrtinu hleba. Koliko je bilo
mu{karaca, koliko `ena, a koliko dece?

367. Dat je tetivan ~etvorougaoABCD. Neka jeAD∩BC = {H} iCD∩AB = {E}.
Simetrala ugla ^DEA se~e stranice DA i CB u ta~kama P i M , a simetrala
ugla ^DHC se~e stranice DC i BA u ta~kama N i L. Dokazati da je LMNP
romb.

368. Na}i jedan par prirodnih brojeva a, b za koje va`i:
(a) proizvod ab(a + b) nije deqiv sa 7 i
(b) broj (a + b)7 − a7 − b7 je deqiv sa 77.

369. Dokazati implikaciju: x2 + y2 6 2 ⇒ |x + y| 6 2.

370. Ako su x1 i x2 re{ewa jedna~ine x2 + ax + bc = 0, a x2 i x3 re{ewa jedna~ine
x2 + bx + ac = 0, pri ~emu je ac 6= bc, dokazati da su x1 i x3 re{ewa jedna~ine
x2 + cx + ab = 0.

371. Kroz ta~ku u unutra{wosti trougla ABC povr{ine P konstruisane su tri
prave paralelne stranicama trougla. One sa sranicama trougla obrazuju tri
nova trougla ~ije su povr{ine P1, P2 i P3. Dokazati da je P1 + P2 + P3 > 1

3
P.

372. Dokazati da za proizvoqne prirodne brojeve m i n va`i nejednakost:

1
n
√

m
+

1
m
√

n
> 1.

373. Ako su a, b, c, d, e, f realni brojevi takvi da va`i a + b + c + d + e + f = 10,
i

(a− 1)2 + (b− 1)2 + (c− 1)2 + (d− 1)2 + (e− 1)2 + (f − 1)2 = 6,

odrediti maksimalnu vrednost broja f .

374. Re{iti jedna~inu (tg x + ctg x)(2 + sin y) = 2.

375. Na}i najve}u vrednost funkcije

f(x) =
x

x2 + 9
+

1
x2 − 6x + 21

+ cos 2πx

na intervalu (0, +∞).
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376. Odrediti najve}u vrednost izraza log4
2 x + 12 log4

2 2x · log2

(
8
x

)
, ako prome-

nqiva x varira u intervalu [0, 64].

377. Od svih ~etvorouglova sa datim sranicama najve}u povr{inu ima tetivni ~e-
tvorougao. Dokazati.

378. Za unutra{we uglove α i β trougla 4ABC (^BAC = α, ^ABC = β) va`i

sin23 α

2
cos48

β

2
= sin23 β

2
cos48

α

2
.

Na}i odnos AC : BC.

379. Na}i sve parove realnih brojeva x, y takve da je

max{x2 + y2, 2} = min{−2x, 2y}.

380. Na}i sve realne brojeve a, b za koje je funkcija

f(x) = x6 − 4x5 + bx4 + 8x3 + ax2 − 4x + 4

nenegativna.

381. Re{iti jedna~inu
[
x− 2

3

]
=

[
x− 3

2

]
, gde [x] ozna~ava ceo deo broja x.

382. Na}i sva realna re{ewa sistema

ax + by = (x− y)2, by + cz = (y − z)2, cz + ax = (z − x)2,

gde su a, b, c zadati pozitivni realni brojevi.

383. Neka su d1, d2, . . . , dk svi delioci prirodnog broja n, takvi da je

1 = d1 < d2 < d3 < · · · < dk = n.

Na}i sve brojeve n za koje je k > 4 i va`i d2
1 + d2

2 + d2
3 + d2

4 = n.

384. Odrediti posledwe tri cifre broja 22009 − 22007 + 22004.

385. Ako realni brojevi a, b, c i d zadovoqavaju jednakosti
(
1 +

a

bc

) (
1 +

b

ac

) (
1 +

c

ba

)
d2 = 1 i 1

a
+

1
b

+
1
c

+
1
d

= 1,

izra~unati a + b + c.

386. Koji je broj ve}i 4444
4

ili 5555 ?
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387. Na}i sve prirodne brojeve n takve da je broj 24 · 316 + 52 · 314 + 3n potpun
kvadrat.

388. Zbir 49 prirodnih brojeva jednak je 999. Na}i najve}u mogu}u vrednost wi-
hovog najve}eg zajedni~kog delioca.

389. Postoje li realni brojevi b i c takvi da svaka od jedna~ina x2 + bx + c = 0 i
2x2 + (b + 1)x + c + 1 = 0 ima po dva celobrojna korena?

390. Dokazati da ma kako smestili 10 ta~aka u krug pre~nika 5, me|u wima se mogu
na}i dve na rastojawu mawem od 2.

391. Dokazati da je za 1 < a < b < c: loga(loga b) + logb(logb c) + logc(logc a) > 0.

392. Dokazati da izme|u bilo koja ~etiri razli~ita broja iz intervala
(
0,

π

2

)
mogu

da se izaberu dva, x i y, tako da va`i nejednakost

8 cos x cos y cos(x− y) + 1 > 4(cos2 x + cos2 y).

393. U skupu realnih brojeva re{iti sistem jedna~ina

||x− y|+ x + y − 2z|+ |x− y|+ x + y + 2z = 16,

2x + y + z − |y − z| − |2x− y − z + |y − z|| = 8,

|x|+ |y|+ |z| = 9.

394. Za prirodan broj ka`emo da je simetri~an ako je jednak broju zapisanom istim
ciframa u obrnutom redosledu. Na}i najve}i zajedni~ki delilac svih simet-
ri~nih desetocifrenih brojeva.

395. Kru`nica upisana u trougao ABC dodiruje wegove stranice AB, BC i CA u
ta~kama M , N i K redom. Prava kroz ta~ku A, paralelna sa NK, se~e pravu
NM u ta~ki D. Prava kroz ta~ku A, paralelna sa NM , se~e pravu NK u ta~ki
E. Dokazati da prava DE sadr`i sredwu liniju trougla ABC.

396. Presek ravni sa kockom je petougao. Dokazati da je povr{ina tog petougla
mawa od proizvoda dve wegove najdu`e stranice.

397. Odreditiminimalnu vrednostfunkcije f(x) =
√

x2 − 4x + 5+
√

x2 − 6x + 25 .

398. Niz an zadovoqava uslove

a1 =
1
2
, am =

am−1

2m · am−1 + 1
, m > 1.

Odrediti zbir a1 + a2 + · · ·+ ak za proizvoqan prirodan broj k.

399. Koliko ima petocifrenih brojeva ~ije su sve cifre razli~ite, a da se prva i
posledwa razlikuju za 3?
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400. Odrediti maksimalnu vrednost proizvoda

sin α1 sin α2 · · · sin αn,

gde su α1, α2, . . . , αn realni brojevi takvi da je tg α1 tg α2 · · · tg αn = 1.

401. Dat je polinom sa realnim koeficijentima f(x) = x3 − ax2 + bx− 1 koji ima
tri realna pozitivna korena, ne obavezno razli~ita. Odrediti minimalnu
vrednost zbira a + b.

402. Funkcija f : R→ R data je sa

f(x) =





x, x < −1,
−x− 2, −1 6 x < 0,
2x− 2, 0 6 x < 1,
2x− 4, 1 6 x.

Nacrtati grafik funkcije g : R→ R zadate sa g(x) = |f(|x− 2|)|+ 1, x ∈ R.
403. Na}i sve funkcije f , takve da za proizvoqne realne brojeve x i y va`i jedna-

kost f(x− y) = f(x) + f(y)− 2xy.

404. Zbir cifara broja x jednak je y, a zbir cifara broja y jednak je z. Odrediti
x ako je x + y + z = 60.

405. Odrediti sve cele brojeve a za koje su izrazi 96 + a i 5 + a kubovi celih
brojeva.

406. Za prirodan broj ka`emo da je palindrom ako je jednak broju zapisanom istim
ciframa u obrnutom redosledu.

(a) Na}i najve}i petocifren palindrom koji je deqiv sa 101.
(b) Na}i najve}i broj uzastopnih petocifrenih brojeva me|u kojima nema pa-

lindroma.

407. Na}i sve trojke (x, y, z) prirodnih brojeva takvih da je x! + y! = 15 · 2z!.

408. U skup{tini ima 30 poslanika. Svaki od poslanika je u sva|i sa ta~no deset
drugih poslanika. Na koliko na~ina mo`e biti formirana tro~lana komisija
poslanika tako da su svaka dva ~lana komisije me|usobno u sva|i ili da nikoja
dva ~lana komisije nisu u sva|i?

409. Odrediti broj me|usobno nepodudarnih trouglova ~ija se temena poklapaju sa
temenima zadatog pravilnog n−tougla.

410. U ravni je dat skup od n > 7 ta~aka, takvih da se od svakih pet ta~aka datog
skupa mogu izabrati ~etiri koje le`e na jednoj kru`nici. Dokazati da se sve,
osim mo`da jedne ta~ke datog skupa nalaze na jednoj kru`nici.
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411. Data su dva trougla sa paralelnim stranicama ~ije su povr{ine P1 i P2 pri
~emu je jedan od wih upisan u trougaoABC (wegova temena se nalaze na strani-
cama 4ABC), a drugi opisan oko istog trougla (stranice 4ABCse nalaze na
ovom trouglu). Na}i povr{inu trougla ABC.

412. U ravni su date ta~ke A1, B1, C1. Konstruisati trougao ABC tako da su A1,
B1, C1 centri kvdrata konstruisanih nad stranicama BC, CA, AB, redom.

413. Raspola`emo instrumentom koji mo`e da izvr{i slede}e dve operacije:

(1) konstrukciju prave kroz dve date ta~ke;
(2) konstrukciju ta~ke simetri~ne datoj ta~ki u odnosu na datu pravu.

Dat je trougao ABC u ravni. Koriste}i instrument, konstruisati:

(a) te`i{te trougla ABC;
(b) centar kru`nice opisane oko trougla ABC.

414. TrougaoA′B′C ′ (slika 12) je paralelna projekcija nekog trouglaABC sme{te-
nog u prostoru; C ′H ′ i A′L′ su pri tome paralelne projekcije visine CH i
simetrale ugla AL redom.

A

B

C

C'

B'

A'

H

H'
L'

L

Slika 12.

Pomo}u {estara i lewira (u ravni trougla A′B′C ′) konstruisati:

(a) paralelnu projekciju ortocentra trougla ABC;
(b) paralelnu projekciju centra kru`nice opisane oko trougla ABC.

415. U tetraedruABCD du`ina iviceAB je ve}a ili jednaka 1, dok su ostale ivice
du`ine mawe ili jednake 1. Dokazati da je VABCD 6 1

8
.

416. Dat je konveksan poliedar Π sa 9 temena OA1A2 . . . A8. Neka su Π1,Π2, . . . , Π8

poliedri dobijeno translacijom poliedra Π za vektor −−→
OA1,

−−→
OA2, . . . ,

−−→
OA8.

Dokazati da bar dva od poliedara Π,Π1, Π2, . . . , Π8 moraju imati bar jednu
zajedni~ku unutra{wu ta~ku.
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417. Odrediti maksimalni vrednost funkcije

f(x) =
∣∣x(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)(x− 5)(x− 6)(x− 7)

∣∣

za x ∈ [3, 4].

418. Na}i sve realne brojeve a, takve da su nejedna~ine

|x + 1|+ |2− x| < a i 5a− 8
6x− 5a + 5

< −1
2

ekvivalentne.

419. Odrediti koeficijente a, b, c kvadratne funkcije f(x) = ax2 + bx + c, ako
je f(1) = −2

3
najmawa vrednost funkcije, a wene nule x1, x2 zadovoqavaju

relaciju:
x4

1 + 2x3
1x2 + 2x1x

3
2 + x4

2

(x1 − x2)
3 − 2x2

2 (3x1 − x2)
=

83
54

.

420. Re{iti jedna~inu (a2−a+1)3(x2−x)2 = (a2−a)2(x2−x+1)3, gde je a realan
parametar.

421. U skupu kompleksnih brojeva re{iti jedna~inu z + a|z + 1| + i = 0, za razne
vrednosti nenegativnog realnog parametra a.

422. Neka je f(x) = x3 − 3x + 1. Na}i broj razli~itih realnih korena jedna~ine
f(f(x)) = 0.

423. Na}i sve realne brojeve x takve da brojevi tg
( π

12
− x

)
, tg

π

12
i tg

( π

12
+ x

)

obrazuju geometrijski niz.

424. Postoje li celi brojevi x i y takvi da zadovoqavaju jednakost

x2 + x = y4 + y3 + y2 + y?

425. Neka je O centar opisanog kruga 4ABC, D sredi{te du`i AB i E te`i{te
4ACD. Dokazati da je CD ⊥ OE ako i samo ako je AB = AC.

426. Dokazati da broj koji se u dekadnom zapisu pi{e kori{}ewem jedino cifara 2
i 6 nije razlika kvadrata dva cela broja.

427. Neka su m i n prirodni brojevi takvi da je broj A =
(m + 3)n + 1

3m
ceo.

Dokazati da je A neparan broj.

428. U skupu prirodnih brojeva re{iti jedna~inu x2 + y2 = 8425109.
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429. U koordinantnoj ravni nacrtati skup

M =
{
(x, y) | x ∈ R, y ∈ R, [x]y = x{y}}.

430. Ako prirodni brojevi a i b zadovoqavaju nejednakost
√

7− a

b
> 0, dokazati

da va`i nejednakost
√

7− a

b
>

1
ab
.

431. U skupu realnih brojeva re{iti sistem jedna~ina

x17 + y17 = 1, x19 + y19 = xy.

432. Re{iti jedna~inu 3
√

2− x = 1−√x− 1 u skupu realnih brojeva.

433. Za koje vrednosti parametra a jedna~ina

ax2 + (3a + 2)y2 + 4axy − 2ax + (4− 6a)y + 2 = 0

ima jedinstveno re{ewe iz skupa R× R?

434. Izra~unati zbir
(

2000
2

)
+

(
2000

5

)
+

(
2000

8

)
+ . . . +

(
2000
2000

)
.

435. U ravni je dato milion pravih takvih da va`i:

(a) nikoje dve od datih pravih nisu paralelne,
(b) presek proizvoqne dve od datih pravih pripada bar jo{ jednoj od tih

pravih.

Dokazati da se sve te prave seku u jednoj ta~ki.

436. Na}i^ACB o{trouglog4ABC ako je poznato da du`HN , koja spaja podno`ja
visina AH i BH , polovi simetralu ^ACB.

437. Neka je 4ABC pravougli s pravim uglom kod temena A, a D podno`je visine
iz A. Prava koja prolazi kroz sredi{ta krugova upisanih u4ABD i4ACD
se~e stranice AB i AC u ta~kama K i L. Ako je S, odnosno T , povr{ina
4ABC, odnosno4AKL, dokazati da je S > 2T .

438. U skupu prirodnih brojeva re{iti jedna~inu (3+
√

2)x−(5−3
√

2)y = 6+9
√

2.

439. Ako je n prirodan broj, a realan broj 2nx nije ceo umno`ak broja π, dokazati
da je

1
sin 2x

+
1

sin 4x
+ · · ·+ 1

sin 2nx
= ctg x− ctg 2nx.

440. Re{iti jedna~inu log(αx + β) = 2 log(x + 1), gde su α i β realni parametri.
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441. Ako su a, b, c stranice trougla i α, β, γ odgovaraju}i uglovi (izra`eni u ra-
dijanima) dokazati da je

π

3
6 aα + bβ + cγ

a + b + c
<

π

2
.

442. Data je elipsa b2x2 + a2y2 − a2b2 = 0, koju prava p paralelna osi Oy se~e
u ta~kama M i N , pri ~emu M ima pozitivnu, a N negativnu ordinatu. Odre-
diti geometrijsko mesto prese~ne ta~ke P pravihAM iBN i prese~ne ta~keQ
pravih AN i BM , gde su A(−a, 0) i B(a, 0) temena elipse, kada se prava kre}e
ostaju}i paralelna osi Oy.

443. Na}i sve funkcije f : R → R koje zadovoqavaju slede}a dva uslova za svako
x, y ∈ R:
(1) f(x) 6 x, (2) f(x + y) 6 f(x) + f(y).

444. Dokazati da ni za jedan prirodan broj n broj 12005 + 22005 + · · · + n2005 nije
deqiv sa n + 2.

445. Na}i sve prirodne brojeve koji se zavr{avaju dvema istim ciframa kojima se
zavr{avaju wihovi kvadrati.

446. Na}i sve prirodne brojeve m,n > 2 takve da je 1 + m3n

+ m2·3n

n
ceo broj.

447. Dokazati da ako ~etvorougaoimaosu simetrije da se tada okowegamo`eopisati
ili se u wega mo`e upisati krug.

448. Postoje figure koje imaju beskona~no mnogo centara simetrije (npr. oblast u
ravni izme|u dve paralelne prave). Da li postoji figura koja ima vi{e od
jednog, ali kona~no mnogo centara simetrije?

449. Re{iti sistem jedna~ina

x2 + y2 + z2 + t2 = 50,
x2 − y2 + z2 − t2 = −40,
xy − zt = 0,
x− y + z + t = 0.

450. Ako su a, b, c realni brojevi takvi da je (b− 1)2 − 4ac < 0, dokazati da sistem
jedna~ina

ax2 + bx + c = y,
ay2 + by + c = z,
az2 + bz + c = x

nema realnih re{ewa.
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451. Odrediti sve vrednosti realnog parametra m za koje sistem

1
x + y

+ x = m− 1,
x

x + y
= m− 2,

ima jedinstveno re{ewe?

452. Svaka od zadatih devet pravih deli jedan kvadrat na dva ~etvorougla ~ije se
povr{ine odnose kao 2 : 3. Dokazati da bar tri od ovih devet pravih prolaze
kroz jednu ta~ku.

453. Dati su realni brojevi a1, a2, a3 ∈ R i b1, b2, b3 ∈ R \ {0}, takvi da va`i
1 6 ai

bi
6 2, i = 1, 2, 3. Dokazati da va`i nejednakost

a2
1 + a2

2 + a2
3 + 2(b2

1 + b2
2 + b2

3) 6 3(a1b1 + a2b2 + a3b3).

454. Dokazati:

(a) sin 10◦ + sin 50◦ = sin 70◦;

(b) 1
sin 10◦

+
1

sin 50◦
=

1
sin 70◦

+ 6;

(v) 8 sin 10◦ · sin 50◦ · sin 70◦ = 1.

455. Izra~unati povr{inu trouglaABC ako podno`ja wegovih visina obrazuju no-
vi trougao ~ije su stranice 13, 14, 15.

456. Odrediti ta~ku P koja pripada kru`nom luku polukruga konstruisanog, sa
spoqa{we strane, nad stranicomAB kvadrataABCD, tako da zbirAP 2+CP 2

bude maksimalan.

457. Dokazati da je konveksan ~etvorougao ABCD kvadrat ako i samo ako u unutra-
{wosti ovog ~etvorougla postoji ta~ka M takva da je

AM2 + BM2 + CM2 + DM2 = 2P,

pri ~emu je P povr{ina ~etvorougla ABCD.

458. Odrediti sve prirodne brojeve n, 2 6 n 6 20, sa slede}om osobinom: postoji
podskupX skupa {1, 2, 3, . . . , 20} koji ima n elemenata, takav da svaki element
skupa X ne deli ostale elemente skupa X .

459. Dokazati da ne postoji funkcija f : R→ R takva da va`i:

(
f ◦ f

)
(x) =

{ √
2, za x ∈ Q,

1, za x ∈ R \Q.
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460. Funkcija f : R→ R definisana je na slede}i na~in:

f(x) =
{

log2(|x| − 1), |x| > 2
x(|x| − 2), |x| < 2.

Odrediti broj re{ewa jedna~ine f(x) = a, ako je a realan parametar.

461. Kvadratna tablica n×n popuwena je brojevima 1, 2, 3, . . . , n2 na slede}i na~in:

1 2 3 · · · n
n + 1 n + 2 n + 3 · · · 2n
2n + 1 2n + 2 2n + 3 · · · 3n

· · ·
(n− 1)n + 1 (n− 1)n + 2 (n− 1)n + 3 · · · n2

.

Neboj{a je izabrao jedan broj iz ove tablice (zapamtio ga i ozna~io sa a1), a
zatim je precrtao vrstu i kolonu u kojoj se nalazi izabrani broj. Nakon toga je
me|u preostalim (neprecrtanim) brojevima izabrao jedan broj (a2) i precrtao
vrstu i kolonu u kojoj se nalazi taj broj. Postupak je ponavqao sve dok nije
ostao ta~no jedan neprecrtan broj (an), kojeg je bio prinu|en da izabere kao
posledweg. Koliki je zbir svih brojeva koje je Neboj{a izabrao?

462. Kvadratna tablica n×n popuwena je brojevima. Broj koji se nalazi u i-toj vr-
sti i j-toj koloni te tablice ozna~en je sa xij . Ako za sve i, j, k (1 6 i, j, k 6 n)
va`i jednakost xij +xjk +xki = 0, dokazati da postoji n brojeva t1, t2, . . . , tn
takvih da je xij = ti − tj .

463. Na koliko na~ina je mogu}e crvenom i plavom obojiti prirodne brojeva tako
da va`e slede}i uslovi:

• broj 6 je crven,
• postoji broj koji je obojen plavom bojom,
• za svaka dva razli~ito obojena broja wihov zbir je plav, a proizvod crven
broj?

464. Pravougaona tablica m × n popuwena je brojevima, razli~itim od nule, tako
da je proizvod zbira brojeva proizvoqne kolone i zbira brojeva proizvoqne
vrste jednak broju koji se nalazi u preseku te kolone i te vrste. Na}i zbir svih
brojeva tablice.

465. Neka su a, b, c i d realni brojevi, takvi da va`i:
(
a2 + b2 − 1

) (
c2 + d2 − 1

)
> (ac + bd− 1)2 .

Dokazati da je a2 + b2 > 1 i c2 + d2 > 1.
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466. Na}i sve ure|ene parove (x, y) ∈ R× R, koji su re{ewa sistema jedna~ina:

(1 + x)
(
1 + x2

) (
1 + x4

)
= 1 + y7,

(1 + y)
(
1 + y2

) (
1 + y4

)
= 1 + x7.

467. Neka su a, b, c, d, e pozitivni realni brojevi takvi da je abcde = 1. Dokazati
nejednakost:

a + abc

1 + ab + abcd
+

b + bcd

1 + bc + bcde
+

c + cde

1 + cd + cdea
+

d + dea

1 + de + deab
+

e + eab

1 + ea + eabc
> 10

3
.

468. Dokazati da za sve pozitivne realne brojeve a i b va`i nejednakost:

3
√

a + 3
√

a +
3
√

b + 3
√

b 6 3
√

a + 3
√

b + 3
√

b + 3
√

a

469. Ako ograni~ena ravna figura ima vi{e od jedne ose simetrije, dokazati da se
sve ose simetrije seku u jednoj ta~ki.

470. Izme|u stranica trougla postoji relacija a−b = b−c > 0. Dokazati da drugi
po veli~ini ugao ne prelazi 60◦.

471. Neka su a i b dati realni brojevi. Re{iti sistem jedna~ina u skupu R:

x− y
√

x2 − y2

√
1− x2 + y2

= a,
y − x

√
x2 − y2

√
1− x2 + y2

= b.

472. U pravilnom poligonu stranice 1 nalazi se ta~ka M . Neka su d1, d2, . . . , dn

rastojawa ta~ke M od stranica poligona. Dokazati da va`i:

1
d1

+
1
d2

+ . . . +
1
dn

> 2π.

473. Dijagonale konveksnog ~etvorouglaABCD seku se u ta~kiS. Povr{ina4ASB
je 4 cm2, a povr{ina 4CDS je 9 cm2. Koliko je minimalno mogu}a povr{ina
~etvorougla ABCD?

474. Odrediti sve realne brojeve x i y za koje va`i x2 − 2x cos(xy) + 1 = 0.

475. Data je funkcija f(x) = a cos x + b sinx, gde a, b ∈ R. Ako postoje x1, x2 ∈ R
takvi da je

f(x1) = 0, f(x2) = 0 i x1 − x2

π
6∈ Z,

tada je a = b = 0. Dokazati.
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476. Neka je M proizvoqna ta~ka hiperbole xy = 1 i neka je N ta~ka simetri~na
ta~ki M u odnosu na koordinatni po~etak O. Ako su A, B, C ta~ke, razli~ite
od N , u kojima kru`nica, sa centrom u M polupre~nika MN , se~e hiperbolu,
dokazati da je4ABC jednakostrani~an trougao.

477. Konveksan ~etvorougao ABCD svojim dijagonalama, koje se seku u ta~ki O,
podeqen je na ~etiri trouglaAOB,BOC,COD,DOA. Ako su T1 i T2 te`i{ta
prvog i tre}eg traougla, a H1 i H2 ortocentri preostala dva trougla, doka-
zati da je H1H2 ⊥ T1T2.

478. Dokazati da za proizvoqan prirodan broj n postoji neprazan kona~an skup S
ta~aka u ravni sa slede}om osobinom: Svaka ta~ka iz skupa S je na jedini~nom
rastojawu od ta~no n drugih ta~aka iz S.

479. Dokazati da postoji potpun kvadrat prirodnog broja ~iji decimalni zapis
po~iwe sa 200520062007.

480. U igri LOTO 7/39, koji deo od ukupnog broja mogu}ih kombinacija (u pro-
centima, na dve decimale) ~ine kombinacije u kojima postoji par susednih
brojeva?

481. Koliko podskupova skupa {1, 2, . . . , n} ne sadr`i dva susedna broja?
482. Na}i sve funkcije f : Q → Q koje zadovoqavaju slede}e uslove: f(1) = 1 i

f(a + b) = f(a) + f(b) + ab(a + b), a, b ∈ Q.
483. Kocka se baca vi{e puta i sa xi ozna~ava se broj koji padne u j−tom bacawu.

Za prirodan broj n ozna~imo sa p(n) verovatno}u da postoji k takvo da je

x1 + x2 + · · ·+ xk = n.

Odrediti n za koje je p(n) najve}e.
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1. Nakon n godina broj ~asopisa }e biti bar 4n. To zna~i da }e posle izvesnog
broja godina broj �Tangente� biti ve}i od godine u kojoj je iza{ao. Na primer
posle 666 godina, tj. 2661. godine, taj broj }e biti bar 4 · 666 = 2664.
Neka je u k�toj godini prvi put nastupio trenutak kada je broj �Tangente� bio
ve}i od k. Taj broj je o~igledno k + 1. Zaista, ako je (k + 1)�vi broj iza{ao u
(k − l)�toj godini, gde je l > 1, tada je k + 1 > k − l, a to je u suprotnosti sa
pretpostavkom o broju k. Sada k�ti broj, zbog minimalnosti k, nije mogao da
iza|e u (k −m)�toj godini (m > 1), pa ostaje da je iza{ao ba{ u k-toj godini.

2. Neka je (m+1)3−m3 = n2, gde jem neki prirodan broj. Tada je n2, a otuda i n,
neparan broj. Dakle (m + 1)3 −m3 = (2p + 1)2. To se daqe mo`e predstaviti
u obliku

3m2 + 3m + 1 = (2p + 1)2

4(3m2 + 3m + 1)− 1 = 4(2p + 1)2 − 1
3(4m2 + 4m + 1) = (2(2p + 1)− 1) (2(2p + 1) + 1)

3(2m + 1)2 = (4p + 1)(4p + 3).

Kako su brojevi 4p + 1 i 4p + 3 uzajamno prosti, a wihov proizvod jednak
3(2m+1)2, jedan odwih je potpun kvadrat. To ne mo`e da bude 4p+3, jer kvadrat
svakog neparnog broja daje ostatak 1 pri deqewu sa 4. Otuda je 4p+1 = (2t+1)2,
odnosno

4p + 1 = 4t2 + 4t + 1

2p +
1
2

= 2t2 + 2t +
1
2

2p + 1 = t2 + t2 + 2t + 1

2p + 1 = t2 + (t + 1)2.

3. Pretpostavimo da tvr|ewe nije ta~no. Tada se P (x) i Q(x) mogu predstaviti u
obliku

P (x) = P
′
(x) + P

′′
(x)

Q(x) = Q
′
(x) + Q

′′
(x),
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gde su svi koeficijenti od P
′
(x) i Q

′
(x) deqivi sa 5, a nijedan koeficijent od

P
′′
(x) i Q

′′
(x) nije deqiv sa 5.

Na primer: 18x3 − 7x2 + 3x + 11 = (15x3 − 5x2 + 10) + (3x3 − 2x2 + 3x + 1).
Tada je

P
′′
(x)Q

′′
(x) =

(
P (x)− P

′
(x)

)(
Q(x)−Q

′
(x)

)

= P (x)Q(x)− P (x)Q
′
(x)− P

′
(x)Q(x) + P

′
(x)Q

′
(x).

Prema konstrukciji P
′′
(x) iQ

′′
(x), koeficijenti uz vode}i i slobodan ~lan na

levoj strani nisu deqivi sa 5, dok su na desnoj strani svi koeficijenti deqivi
sa 5. Kontradikcija.

4. Dokaza}emo prvo nejednakost za x ∈
[
0,

π

2

)
. Neka je cos x = y. Kako je sin z < z

za 0 < z < 1, to je

(1) sin(cos x) < cosx.

Na intervalu
[
0,

π

2

)
funkcija cosx je opadaju}a, pa iz sinx 6 x sledi

(2) cos x 6 cos(sin x).

Iz (1) i (2) sledi sin(cos x) < cos(sin x) za svako x ∈
[
0,

π

2

)
.

Za x ∈
[π

2
, π

]
je sin(cosx) 6 0 < cos(sin x), tj. nejednakost va`i. S obzirom

da su sin(cos x) i cos(sin x) parne funkcije, nejednakost va`i na intervalu
[−π, π]. A kako su one i periodi~ne, s periodom 2π, nejednakost va`i za svako
x ∈ R.

5. Postavimo koordinatni sistem, tako da centri poqa imaju koordinate (i, j),
1 6 i, j 6 8ipodelimo tablu na 16 kvadrata dimenzije 2×2. Neka su koordinate
ta~ke A(u, v) i neka je K bilo koji od pomenutih 2× 2 kvadrata. Centri jedi-
ni~nih kvadrata sadr`anih uK su ta~ke (x, y), (x+1, y), (x, y+1), (x+1, y+1).
Dva dijagonalna jedini~na kvadrata su bela, a druga dva su crna. Uzmimo da
su (x + 1, y) i (x, y + 1) centri belih, a (x, y) i (x + 1, y + 1) centri crnih
kvadrata. Ako sa bK i cK obele`imo zbirove kvadrata rastojawa ta~ke A od
centara belih, odnosno crnih kvadrata iz K, tada je

bK = (u− (x + 1))2 + (v − y)2 + (u− x)2 + (v − (y + 1))2

cK = (u− x)2 + (v − y)2 + (u− (x + 1))2 + (v − (y + 1))2,

tj. bK = cK . Otuda je b =
∑

K

bK =
∑

K

cK = c, gde je sumirawe po 16 navedenih

2× 2 kvadrata.

6. Na stranici AB uo~imo ta~ke E i F , takve da je ^ADE = 60◦ i ^BDF = 40◦

(slika 13).
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A E F B

D

C

20
0

20
0

100
0

60
0

40
0

40 0

Slika 13.

Tada je4ADC ∼= 4ADE (stranicaAD zajedni~ka, uglovi nalegli na wu 20◦ i
60◦). S obzirom da je^EDF = 20◦ i ^DEF = ^EFD = 80◦, trougloviADF ,
EFD i FBD su jednakokraki sa osnovicama DF , EF i BD redom. Otuda je
|DC| = |DE| = |DF | = |FB| i |AD| = |AF | i prema tome

|AD|+ |DC| = |AF |+ |FB| = |AB|.

7. Mo`e. Neka je `1 proizvoqna prava. Obele`imo sa L1 beskona~an skup pravih
paralelnih sa `1, pri ~emu su svake dve susedne na rastojawu, recimo, 1. Time
je ravan razbijena na paralelne �trake�.

A
L1

Slika 14.

A
L1

Slika 15.

Neka je K1 skup svih kru`nica pre~nika 1 koje dodiruju susedne prave iz skupa
L1. Tada kroz svaku ta~ku ravni prolaze ta~no dve kru`nice iz skupa K1.
Zaista, kroz ta~ku koja le`i unutar neke trake prolaze ta~no dve kru`nice iz
K1; one koje le`e u istoj traci seku se u uo~enoj ta~ki (slika 14).
Kroz ta~ku koja le`i na nekoj od pravih iz L1 tako|e prolaze ta~no dve kru-
`nice iz K1; to su one koje le`e u susednim trakama i dodiruju se u toj ta~ki
(slika 15).
Uo~imo sada 997 pravih `1, . . . , `997 od kojih nikoje dve nisu paralelne i kon-
strui{imo skupove Li i Ki (i = 1, . . . , 997). Pri tome za bilo koja dva razli-
~ita skupa Li i Lj , rastojawa izme|u dve susedne paralelne prave treba da budu
razli~ita. Tada kroz svaku ta~ku ravni prolaze ta~no 997 ·2 = 1994 kru`nice.
Napomena. Mogu}e je i da sve kru`nice budu podudarne sa pre~nikom 1. Tada
treba uzeti da su prave `1, . . . , `997 paralelne i da je najve}e rastojawe izme|u
wih mawe od 1.

8. Petougao ne postoji. Za n > 6 postoji prostorni jednakostrani~ni n−ugao
~iji su svi uglovi pravi.
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Pretpostavimo da postoji prostorni petougao ABCDE, takav da je
|AB| = |BC| = |CD| = |DE| = |EA| = 1

i
^ABC = ^BCD = ^CDE = ^DEA = ^EAB = 90◦.

O~igledno, sve dijagonale su podudarne i du`ina im je
√

2. Ozna~imo sa α
ravan ABC i sa A′ ta~ku ravni α, takvu da je ABCA′ kvadrat (slika 16).
Neka je β ravan koja sadr`i ta~kuC i normalna je naBC. Kako je^BCD = 90◦

i |CD| = 1, ta~ka D le`i u ravni β na kru`nici k1(C, 1). S druge strane je
|AD| =

√
2, pa D pripada i kru`nici osnove prave kru`ne kupe ~iji je vrh

ta~ka A. To je kru`nica k2(A′, 1). Dakle, CA′D je jednakostrani~an trougao
u ravni β, pa u obzir dolaze samo dve ta~ke D i D1, simetri~ne u odnosu na
pravu CA′ (slika 16). Sli~no, ta~ka E le`i u ravni γ koja sadr`i ta~ke A i
A′ i normalna je naAB (tako|e i na α) i pri tome je4AA′E jednakostrani~an.
Za E postoje dve mogu}nosti, E i E1 (slika 16). Me|utim, lako se proverava da

je |DE| = |D1E1| = 1
2
|AC| =

√
2

2
< 1 i

|DE1|= |D1E|=
√
|DD1|2 + |D1E1|2 =

√√√√(√
3
)2

+

(√
2

2

)2

=
√

7
2

> 1.

Kontradikcija.

C

D
1

1

1

1

1
1

B

D

k
2

k
1

E
1

A

E

A’

a

b
g

Slika 16.
Prostorni 6−ugao ~ije su sve stranice jednake i svi uglovi pravi jednostavno
se konstrui{e. Uo~e se dva jedini~na kvadrata koji imaju zajedni~ku stranicu i
koji le`e u dve normalne ravni (slika 17). [est slobodnih stranica obrazuju
tra`eni 6−ugao. Dodaju}i stepenasto jo{ jedan kvadrat dobijamo jednakos-
trani~ni pravougli 8−ugao (slika 18). Ponavqaju}i taj postupak mo`emo
dobiti jednakostrani~an pravougli 2k−ugao za svako k > 3 (slika 19).
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Slika 17. Slika 18. Slika 19.

Jednakostrani~ni pravougli 7−ugao dobija se na slede}i na~in. U ravni se
uo~i jednakokraki trapez ABCD ~ija je ve}a osnovica AB jednaka

√
2, dok su

kraci i mawa osnovica jednaki 1. Nad osnovicom AB kao nad hipotenuzom
konstrui{e se u spoqa{wosti trapeza jednakokrako�pravougli trougao ABE
(slika 20). O~igledno je |AE| = |BE| = 1.

A B

E

CD

1

1 1

1 1

2

Slika 20.

A B

C
D

F G

E

Slika 21. Slika 22.

Zatim se 4ABE rotira oko prave AB, dok ne do|e u polo`aj da je ^EAD =
^EBC = 90◦. Na kraju se na osnovicu CD �prika~i� jedini~ni kvadrat
CDFG koji le`i u ravni normalnoj na ravan trapeza (slika 21). Prostorni
7−ugao AEBCGFD je tra`eni. Gore navedenom �stepenastom� konstrukcijom
iz 7−ugla dobijamo 9−ugao (slika 22) i uop{te (2k + 1)−ugao za svako k > 3.

9. Prvi putnik. Neka su t1 i t2 vremena koja su prvi, odnosno drugi putnik
proveli na putu i s rastojawe izme|u mesta A i B. Tada je a · t1

2
+ b · t1

2
= s,

odakle dobijamo

(1) t1 =
2s

a + b
.

Ako sa t′2 i t′′2 ozna~imo vremena koja je drugi putnik proveo na prvoj, odnosno
drugoj polovini puta, tada je t′2 =

s

2a
i t′′2 =

s

2b
, odakle je

(2) t2 =
(a + b)s

2ab
.

Kako je a 6= b iz (1) i (2) sledi

t2 − t1 =
s(a− b)2

2ab(a + b)
> 0.

Dakle, u mesto B je prvi stigao prvi putnik.
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10. Ne postoji. Prirodan broj i zbirwegovih cifara daju iste ostatke pri deqewu
sa 3. S druge strane lako se pokazuje da kvadrat prirodnog broja pri deqewu
sa 3 daje ostatak 0 ili 1. Me|utim, 1994 daje ostatak 2 pri deqewu sa 3.

11. Funkcija f zadovoqava identitet f(x) + f(1− x) = 1. Otuda je

f

(
1

1995

)
+ f

(
2

1995

)
+ · · ·+ f

(
1994
1995

)

=
(

f

(
1

1995

)
+ f

(
1994
1995

))
+

(
f

(
2

1995

)
+ f

(
1993
1995

))

+ · · ·+
(

f

(
997
1995

)
+ f

(
998
1995

))
= 997.

12. Za n = 3 imamo

x1

x2
+

x2

x3
+

x3

x1
− x2

x1
− x3

x2
− x1

x3
=

(x2 − x1)(x3 − x2)(x3 − x1)
x1x2x3

> 0.

Primewuju}i ovu nejednakost na trojke

(x1, x2, x3), (x1, x3, x4), . . . , (x1, xn−1, xn)

dobijamo

x1

x2
+

x2

x3
+

x3

x1
> x2

x1
+

x3

x2
+

x1

x3

x1

x3
+

x3

x4
+

x4

x1
> x3

x1
+

x4

x3
+

x1

x4

...
x1

xn−1
+

xn−1

xn
+

xn

x1
> xn−1

x1
+

xn

xn−1
+

x1

xn
.

Sabirawem ovih nejednakosti dobijamo tra`enu.

13. Uo~imo skup S od n vrsta koje imaju najvi{e zvezdica. Pokaza}emo da S sadr`i
> 2n zvezdica.
Pretpostavimo suprotno, tj. da S ima< 2n zvezdica. Tada u S postoji vrsta sa
6 1 zvezdica. S druge strane preostalih n vrsta sadr`e > n zvezdica, pa me|u
wima postoji bar jedna sa > 2 zvezdica. To je kontradikcija sa izborom skupa
S.
Dakle, S sadr`i > 2n zvezdica, dok preostalih n vrsta sadr`e 6 n zvezdica.
Te zvezdice se mogu ukloniti brisawem najvi{e n kolona.
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14. Neka su a, b, c stranice 4ABC, ta te`i{na linija AD i k(O, r) upisana
kru`nica. Obele`imo jo{ sa h rastojawe centra O od prave AD. Kako je
|AC| > |AB|, to je ^BAD > ^CAD, pa ta~ka O le`i unutar4ABC. Otuda je

P (ABD) =
1
2

(
cr +

a

2
r + tah

)
.

Kako je P (ABC) = 2P (ABD) i P (ABC) =
1
2
(a+ b+c)r, iz gorwe jednakosti

dobijamo h =
r

2
. Iz toga sledi ^MON = 120◦.

15. Neka je dati kvadrat jedini~ni.

a 1-a

b

1-b

1-c

1-d

c

d

Slika 23.

Obele`imo stranice pravougaonika kao na slici 23 i uzmimo na primer da je
a = max{a, b, c, d}. Tada je a > b i 1 − d > 1 − a. Kako je a(1 − d) = b(1 − a),
to je a = b i 1 − d = 1 − a, tj. a = d. Sli~no se pokazuje da je b = c, odakle je
a = b = c = d. Iz toga sledi da je �unutra{wi� pravougaonik kvadrat.

16. Videti sliku 24.

A
1

A
2

A
648 A

649

B
1 B

2
B

648
B

649

C
1

C
2

C
648 C

649

Slika 24.

Tri mnogougla su pravilni 8−uglovi.
Ukupan broj ta~aka je 3 · 16 + 3 · 649 = 1995.
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17. Neka je ε = 0, 000001 = 10−6. Tada je
a = (1 + ε)1−ε · (1− ε)1+ε = (1 + ε)−2ε · (1 + ε)1+ε · (1− ε)1+ε

=
(

1
1 + ε

)2ε

· (1− ε2)1+ε .

Kako je 1
1 + ε

< 1 i 1− ε2 < 1, sledi a < 1.

18. Uvo|ewem smene x = 3
√

2 dobijamo
1

1 + 3 3
√

2 + 2 3
√

4
=

1
1 + 3x + 2x2

=
1

(x + 1)(2x + 1)
· x2 − x + 1
x2 − x + 1

· 4x2 − 2x + 1
4x2 − 2x + 1

=
(x2 − x + 1)(4x2 − 2x + 1)

(x3 + 1)(8x3 + 1)
=

7 3
√

4 + 5 3
√

2− 11
51

.

19. Koristi}emo ~iwenicu da brojevi x i S(x) daju jednake ostatke pri deobi sa 3,
tj. x ≡ S(x) (mod 3). Otuda je an ≡ 2an−1 (mod 3), odnosno a1 ≡ 1 (mod 3),
a2 ≡ 2 (mod 3), a3 ≡ 1 (mod 3), a4 ≡ 2 (mod 3), . . . , odakle induktivno sledi
a2k−1 ≡ 1 (mod 3) i a2k ≡ 2 (mod 3) za svako k > 1. Kako je 1995 ≡ 0 (mod 3),
broj 1995 nije ~lan datog niza.

20. Indukcijom po n. Za n = 4 imamo
x1

x4 + x2
+

x2

x1 + x3
+

x3

x2 + x4
+

x4

x3 + x1
=

x1 + x3

x2 + x4
+

x2 + x4

x1 + x3
> 2

s obzirom da je a +
1
a

> 2 za a > 0.
Neka je n > 4. Uvedimo slede}e oznake

P =
x1

xn+1 + x2
+

x2

x1 + x3
+ · · ·+ xn

xn−1 + xn+1
+

xn+1

xn + x1

Q =
x1

xn + x2
+

x2

x1 + x3
+ · · ·+ xn

xn−1 + x1
.

Po induktivnoj pretpostavci je Q > 2. Pokaza}emo da je P > Q. Ako se u
izrazu P zameni x1 sa xi, x2 sa xi+1, . . . , xn+1 sa xi−1 dobija se isti zbir. Zbog
toga mo`emo uzeti, ne umawuju}i op{tost, da je xn+1 najmawi, ili jedan od
najmawih, me|u brojevima x1, x2, . . . , xn+1. Sada je

P −Q=
(

x1

xn+1 + x2
− x1

xn + x2

)
+

(
xn

xn−1 + xn+1
− xn

xn−1 + x1

)
+

xn+1

xn + x1
>0.

(Iz xn+1 6 xn i xn+1 6 x1 sledi x1

xn+1 + x2
− x1

xn + x2
> 0 i xn

xn−1 + xn+1
−

xn

xn−1 + x1
> 0.)
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21. Pretpostavimo da su odre|enim brojem pritisaka sva dugmad uga{ena. Neka je
pri tome pi,j puta pritisnuto dugme koje se nalazi u i�toj vrsti i j�toj koloni;
to dugme zva}emo (i, j)� dugme. Obele`imo jo{ sa ri i cj ukupan broj pritisaka
na dugmad i�te vrste, odnosno j�te kolone. Ukupan broj promena stawa (i, j)�
dugmeta iznosi ri + cj − pi,j i taj broj je neparan jer je dugme uga{eno. Dakle

(1) ri + cj − pi,j ≡ 1 (mod 2) .

Sli~no je ri + ck − pi,k ≡ 1 (mod 2). Iz ove dve kongruencije sledi

cj − pi,j ≡ ck − pi,k (mod 2).

Tako je
cj − p1,j ≡ ck − p1,k (mod 2)
cj − p2,j ≡ ck − p2,k (mod 2)

...
cj − p10,j ≡ ck − p10,k (mod 2) .

Sabirawem ovih kongruencija i imaju}i u vidu da je

p1,j + p2,j + · · ·+ p10,j = cj i p1,k + p2,k + · · ·+ p10,k = ck

dobijamo 9cj ≡ 9ck (mod 2), odnosno cj ≡ ck (mod 2). Kada se to uvrsti
u gorwi sistem dobijamo pi,j ≡ pi,k (mod 2). To zna~i da su za sva dugmad
jedne vrste brojevi pritisaka iste parnosti. Sli~no se pokazuje da isto va`i
i za dugmad iste kolone, odakle sledi da su brojevi pritisaka na sva dugmad
table iste parnosti. Dakle pi,j ≡ p (mod 2) za svako i ∈ {1, 2, . . . , 10} i
svako j ∈ {1, 2, . . . , 10}. Kada to uvrstimo u (1) dobijamo 19p ≡ 1 (mod 2),
odnosno p ≡ 1 (mod 2). Dakle, svako dugme je neparan broj puta pritisnuto.
Minimalan broj pritisaka je prema tome 100; svako dugme pritisnuto je ta~no
jedanput. Zaista, pri tome se stawe svakog dugmeta promeni 19 puta.

22. Neka je O presek dijagonala paralelograma ABCD. Rastojawe x ta~ke O od
zajedni~kih spoqa{wih tangenti kru`nica kA i kC je sredwa linija pravou-
glog trapeza A1C1CA (A1 i C1 � ta~ke dodira zajedni~ke spoqa{we tangente
kru`nica kA i kC), odakle je x = rA+rC

2 . Sli~no za rastojawe y ta~ke O od
zajedni~kih spoqa{wih tangenti kru`nica kB i kD imamo y = rB+rD

2 . Kako
je rA + rC = rB + rD, sledi x = y i kru`nica sa centrom O i polupre~nikom
x dodiruje sve ~etiri tangente. Kako je O unutra{wa ta~ka ~etvorougla koji
obrazuju navedene tangente, k(O; x) je upisana kru`nica u taj ~etvorougao.

23. Neka su a1, a2, . . . , a8 uzastopne stranice osmougla. Kako su uglovi osmougla
po 135◦, naspramne stranice a1 i a5, a2 i a6, . . . , a4 i a8 su paralelne. S
druge strane stranice a1 i a3 su normalne iz ~ega sledi da se prave odre|ene
stranicama a1, a3, a5, a7 obrazuju pravougaonik �opisan� oko osmougla. (Osmo-
ugao se fakti~ki dobija tako {to se od svakog �}o{ka� tog pravougaonika
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�odse~e� po jedan jednakokrako�pravougli trougao.) Uo~imo naspramne stra-
nice pravougaonika na kojima le`e stranice a1 i a5. Dobijamo

a8√
2

+ a1 +
a2√
2

=
a6√
2

+ a5 +
a4√
2

,

odnosno (a1 − a5)
√

2 = a4 + a6 − a8 − a2. Kako je na desnoj strani ceo broj,
a
√

2 je iracionalan, ova jednakost je ta~na samo za a1 − a5 = 0, tj. a1 = a5.
Analogno se pokazuje da je a2 = a6, a3 = a7 i a4 = a8.

24. (a) ne postoji; (b) ne postoji. Kako je (a) specijalan slu~aj od (b) dajemo re{ewe
za (b).
Pretpostavimo da takav poliedar P postoji. Neka je d wegova najve}a ivica.
Prema uslovu zadatka na d nale`e prav ili tup ugao. Obele`imo sa T onaj
trougao, stranu poliedra P sa ivicom d, koji sadr`i taj ugao. Stranica nasp-
ram tog ugla je ivica poliedra. Istovremeno to je najve}a stranica trougla
T i samim tim ve}a od d (stranica naspram pravog ili tupog ugla u trouglu je
najve}a stranica trougla). Kontradikcija.

25. Pretpostavimo da tvr|ewe nije ta~no. Tada je beli za svoj 1. potez utro{io
mawe od 1min 51 s = 111 s. Crni je za svoj 1. utro{io < 222 s. Daqe, beli je
za 1. i 2. potez utro{io < 333 s, a crni < 444 s itd. Rezonuju}i na ovaj na~in
konstatujemo da je beli za 40 poteza potro{io < 79 · 111 s = 8769 s < 8800 s =
2h 30 s. Kontradikcija.

26. Ne postoji. Pretpostavimo suprotno. Neka je a2ka2k−1 . . . a2a111 jedan takav
broj, gde je a2k−1 6= 0, dok je mogu}e a2k = 0, k > 1. Iz uslova zadatka i
kriterijuma za deqivost sa 11 sledi

(1) (a1 + a3 + · · ·+ a2k−1) + (a2 + a4 + · · ·+ a2k) = 9

i
(a1 + a3 + · · ·+ a2k−1)− (a2 + a4 + · · ·+ a2k) = 11t ,

gde je t neki ceo broj. Apsolutna vrednost razlike dva prirodna broja nije ve}a
od wihovog zbira. Otuda je t = 0 i

(2) (a1 + a3 + · · ·+ a2k−1)− (a2 + a4 + · · ·+ a2k) = 0 .

Jednakosti (1) i (2) su kontradiktorne, jer su zbir i razlika dva cela broja iste
parnosti.

27. Sistem je simetri~an, pa bez uticaja na op{tost mo`emo uzeti da je x > y > z.
Sledi (y + z)3 = x > y = (z + x)3, odnosno (y + z)3 > (z + x)3. To daqe
povla~i y + z > z + x i y > x. Sli~no se pokazuje da je z > y, {to s obzirom
na pretpostavku x > y > z daje x = y = z. Tako se sistem svodi na jedna~inu
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8x3 = x ~ija su re{ewa x1 = 0, x2 = − 1
2
√

2
, x3 =

1
2
√

2
. Dakle re{ewa datog

sistema jedna~ina su

(0, 0, 0),
(
− 1

2
√

2
,− 1

2
√

2
,− 1

2
√

2

)
,

(
1

2
√

2
,

1
2
√

2
,

1
2
√

2

)
.

28. Pretpostavimo da su svi razli~iti i da je a1 < a2 < . . . < an. Tada je a1 > 2,
a2 > 3, . . . , an > n + 1, pa imamo

1 =
1
a2
1

+
1
a2
1

+ · · ·+ 1
a2
1

6 1
22

+
1
32

+ · · ·+ 1
(n + 1)2

<
1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+ 1
n · (n + 1)

=
1
1
− 1

2
+

1
2
− 1

3
+

1
3
− 1

4
+ · · ·+ 1

n
− 1

n + 1
= 1− 1

n + 1
< 1 .

Kontradikcija.

29. lim
n→∞

(
an+1 − an

2

)
= 0 zna~i da za svako ε > 0 postoji n0, tako da je∣∣∣an+1 − an

2

∣∣∣ < ε kad god je n > n0. Daqe, za to an0 postoji prirodan broj

k, takav da je |an0 |
2k

< ε. Sada iz poznate nejednakosti |x| − |y| 6 |x − y|
dobijamo da za n > n0 va`i

|an+1| − |an|
2

6
∣∣∣an+1 − an

2

∣∣∣ < ε,

odnosno |an+1| < |an|
2

+ε . Primewuju}i sukcesivno ovu nejednakost dobijamo
za m > n0 + k

|am| < |am−1|
2

+ ε <
|am−2|

22
+

ε

2
+ ε

<
|am−3|

23
+

ε

22
+

ε

2
+ ε

...

<
|an0 |

2m−n0
+

ε

2m−n0+1
+

ε

2m−n0
+ · · ·+ ε

2
+ ε

<
|an0 |
2k

+ 2ε < 3ε ,

tj. lim
n→∞

an = 0.

30. n = 9. Neka je A1A2 . . . An pravilan n�ugao i neka su an, Dn, dn redom du`ine
wegovih stranica, najve}ih, odnosno najmawih dijagonala. Za n = 6 i n = 7 iz
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nejednakosti trougla dobijamo u oba slu~aja |A1A4|−|A1A3| < |A3A4|, odnosno
D6 − d6 < a6 i D7 − d7 < a7.
Za n = 8 uo~imo dijagonale A1A5 i A2A4 pravilnog 8�ugla A1A2 . . . A8 i
obele`imo sa P i Q redom normalne projekcije ta~aka A2 i A4 na A1A5. Kako
je |A1A5| = D8, |A2A4| = d8 i A1A5 ‖ A2A4, PQA4A2 je pravougaonik iz
~ega sledi |PQ| = d8. Daqe se lako dobija ^A1A2P = ^A5A4Q = 22, 5◦, {to
povla~i

|A1P | < |A1A2|
2

=
a8

2
i |A5Q| < |A5A4|

2
=

a8

2
.

Stoga je

D8 − d8 = |A1A5| − |A2A4| = |A1A5| − |PQ| = |A1P |+ |A5Q| < a8.

Za n = 9 uo~imo u pravilnom 9�uglu A1A2 . . . A9 paralelne dijagonale A1A5 i
A2A4. Uz iste oznake kao u prethodnom slu~aju sada imamo

|A1A5| = D9, |A2A4| = |PQ| = d9, ^A1A2P = ^A5A4Q = 30◦,

odakle je |A1P | = |A5Q| = a9

2
. To daqe povla~i D9 − d9 = a9.

Za n > 9 je Dn > D9, dn < d9, an < a9, pa je Dn − dn > D9 − d9 = a9 > an.
Zna~i samo pravilan 9-ugao ima osobinu da je razlika du`ina najve}e i najmawe
dijagonale jednaka du`ini stranice mnogougla.

31. I u jednom i u drugom slu~aju pokaza}emo da u ravni postoji ta~ka S ~ija su
rastojawa od datih ta~aka me|usobno razli~ita.

(a) Neka su A1, A2, . . . , An date ta~ke. Uo~imo sve parove {Ai, Aj}, {i, j} ⊂
{1, 2, . . . , n} i sve simetrale tako dobijenih du`i. Parova ima

(
n

2

)
, a

simetrala ne vi{e od
(

n

2

)
. (Neke du`i mogu da imaju zajedni~ku sime-

tralu.) Kona~no mnogo pravih ne mogu da pokriju celu ravan (za{to?), pa
postoji ta~ka S koja ne le`i ni na jednoj simetrali. Wena rastojawa od
ta~aka A1, A2, . . . , An su sva razli~ita.
Ne umawuju}i op{tost mo`emo uzeti da je |SAi| = di i d1 < d2 < . . . < dn.
Uo~imo realne brojeve r1, r2, . . . , rn, takve da je

0 < r0 < d1 < r1 < d2 < r2 < . . . < rn−1 < dn < rn

i ozna~imo sa ki, i = 0, 1, . . . , n, kru`nicu sa centrom S i polupre~nikom
ri. O~igledno kru`nica ki sadr`i u svojoj unutra{wosti ta~no prvih i
ta~aka skupa {A1, A2, . . . , An}.
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(b) Pokaza}emo da je S

(√
2,

1
3

)
tra`ena ta~ka. Pretpostavimo suprotno.

Tada postoje dve ta~ke A(a1, a2), B(b1, b2), gde je a1 6= b1 ili a2 6= b2,
a1, a2, b1, b2 ∈ Z, takve da je |SA| = |SB|. Sledi

(
a1 −

√
2
)2

+
(

a2 − 1
3

)2

=
(
b1 −

√
2
)2

+
(

b2 − 1
3

)2

,

odnosno

(1) a2
1 + a2

2 + b2
1 + b2

2 −
2
3
(a2 − b2) =

√
2(2a1 − 2b1) .

Kako je
√

2 iracionalan broj, a svi ostali celi, ova jednakost je mogu}a
samo ako je desna strana jednaka 0, tj. a1 = b1. Kada to uvrstimo u (1)
dobijamo

a2
2 − b2

2 −
2
3
(a2 − b2) = 0 ,

odnosno
(a2 − b2)

(
a2 + b2 − 2

3

)
= 0 .

Drugi faktor je razli~it od 0, jer je a2 + b2 ceo broj. Ostaje a2 − b2 = 0 i
a2 = b2. Kada se uzme u obzir da je i a1 = b1, slediA ≡ B. Kontradikcija.

32. Neka su ABC . . . i ABD . . . dve susedne pqosni poliedra i neka su k1(O1) i
k2(O2) oko wih opisane kru`nice. Kru`nice k1(O1) i k2(O2), a samim tim
i temena pqosni ABC . . . i ABD . . . , le`e na lopti L ~iji je centar presek
normala povu~enih na ravni ABC . . . i ABD . . . u ta~kama O1 i O2. Kako
kroz ~etiri nekomplanarne ta~ke (temena jednog tetraedra) prolazi jedinstvena
lopta, L je odre|ena ta~kama A,B, C, D. Prema uslovu zadatka BA,BC i BD
su jedine ivice poliedra koje izlaze iz temena B. Kru`nica k3 � opisana oko
pqosniCBD . . . ima tri ta~ke,C, B iD naL. Sledi k3 ⊂ L, odnosnoL sadr`i
i sva temena pqosni CBD . . . .
Rezonuju}i na isti na~in pokazujemo da i temena svih pqosni koje su susedne
sa pqosni ABC . . . le`e na L. [tavi{e, na isti na~in pokazujemo da temena
pqosni koje su susedne susedima od ABC . . . tako|e le`e na L. S obzirom da je
poliedar povezan, na ovaj na~in se mo`e �sti}i� do svih wegovih pqosni. To
zna~i da sva temena poliedra le`e na lopti L.

33. Obele`imo sa x, y, z brojeve zadataka koje je redom re{io samo prvi, samo
drugi i samo tre}i u~enik. Daqe, obele`imo sa p, q, r brojeve zadataka koje
su re{ila samo prva dvojica, samo drugi i tre}i, odnosno samo tre}i i prvi
u~enik. Najzad obele`imo sa s broj zadataka koje su re{ila sva tri u~enika.
Prema uslovima zadatka va`e slede}e jednakosti

x + y + z + p + q + r + s = 100,
x + p + r + s = 60,
y + p + q + s = 60,
z + q + r + s = 60.
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Lakih zadataka ima s, a te{kih x+y + z. Ako prvu jednakost pomno`imo sa 2 i
od toga oduzmemo drugu, tre}u i ~etvrtu, dobijamo x+y+z−s = 200−180 = 20,
odakle sledi tvr|ewe zadatka.

34. Transformi{imo datu jedna~inu u
(√

x− 7
1989

−
√

x− 1989
7

)
+

(√
x− 6
1990

−
√

x− 1990
6

)
+

(√
x− 5
1991

−
√

x− 1991
5

)
= 0 .

O~igledno je x > 1991. Ako je b > a > 0 i a + b = 1996, tada izraz
√

x− a

b
−

√
x− b

a

ima isti znak kao i

x− a

b
− x− b

a
=

(a− b)(x− a− b)
ab

.

Kako je a− b < 0, posledwi izraz ima isti znak kao a + b− x = 1996− x.
Otuda za x < 1996 sva tri sabirka na levoj strani su negativna, a za x > 1996
sva tri su pozitivna. U oba slu~aja leva strana ne mo`e biti jednaka 0. Ostaje
x = 1996, {to i jeste re{ewe.

35. (a) Postoje. Recimo a = 2 +
√

2 i b = −√2. Tada je

a + b = 2 ∈ Q, (Q � skup racionalnih brojeva),

dok je za n > 2
an + bn = p + q

√
2 6∈ Q,

gde su p i q celi brojevi, q 6= 0.
(b) Ne postoje. Pretpostavimo da postoje brojevi a i b, takvi da a + b 6∈ Q i

an + bn ∈ Q za svako n > 2, n ∈ N. O~igledno je a 6= 0 i b 6= 0. Tada je
(a2 + b2)2 = a4 + b4 + 2a2b2 ∈ Q. Kako su a2 + b2 i a4 + b4 racionalni
brojevi, racionalan je i

a2b2 =
(a2 + b2)2 − (a4 + b4)

2
.

To povla~i da je i broj

a + b =
(a2 + b2)(a3 + b3)− (a5 + b5)

a2b2

racionalan. Kontradikcija.



2. R E [ E W A 69

36. Poznata je nejednakost

G(a1, a2, . . . , an) > H(a1, a2, . . . , an),

gde su a1, a2, . . . , an realni pozitivni brojevi, a

G(a1, a2, . . . , an) = n
√

a1a2 . . . an

i
H(a1, a2, . . . , an) =

n
1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

wihova geometrijska, odnosno harmonijska sredina. Otuda je

G(a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
a

, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
b

c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
c

) > H(a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
a

, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
b

c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
c

) ,

odnosno

a+b+c
√

aa · bb · cc > a + b + c
1
a

+ · · ·+ 1
a︸ ︷︷ ︸

a

+
1
b

+ · · ·+ 1
b︸ ︷︷ ︸

b

+
1
c

+ · · ·+ 1
c︸ ︷︷ ︸

c

.

Iz toga sledi:

a
a

a+b+c · b b
a+b+c · c c

a+b+c > a + b + c

a · 1
a + b · 1

b + c · 1
c

=
1
3
· (a + b + c) .

37. Dokaza}emo op{tije tvr|ewe:
Iz svakog (2n + 1)�cifrenog broja u ~ijem se dekadnom zapisu pojavquju samo
cifre a i b, mo`e se odstraniti jedna cifra, tako da dobijeni 2n�cifreni broj
bude deqiv sa 11.
Dokaz se bazira na slede}oj ~iwenici. Ako neki broj sadr`i dve jednake susedne
cifre, onda se wihovim brisawem dobija broj koji daje isti ostatak pri deobi
sa 11 kao i po~etni. Ovo sledi iz dobro poznatog tvr|ewa da broj daje isti
ostatak pri deobi sa 11 kao i razlika zbirova wegovih cifara koje stoje na
neparnim i parnim mestima, tj.

anan−1 . . . a2a1a0 ≡ (a0 + a2 + · · · )− (a1 + a3 + · · · ) (mod 11) .

Neka jeA proizvoqan (2n+1)�cifren broj sastavqen iskqu~ivo od cifara a i
b. Ako A ima par jednakih susednih cifara, tada wihovim brisawem dobijamo
(2n− 1)�cifren broj A1, takav da je A ≡ A1 (mod 11). Na A1 primenimo istu
operaciju koju ponavqamo sve do pojave broja Ak koji nema jednakih susednih
cifara. Ak tako|e ima neparan broj cifara i oblika je aba . . . ba ili bab . . . ab.
Brisawem posledwe cifre u Ak, ozna~imo je sa x, dobijamo broj Ak−1 oblika
abab . . . ab ili baba . . . ba. Ak−1 je o~igledno deqiv sa 11.
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Izvr{imo sad inverznu operaciju, tj. �vratimo natrag�, jedan po jedan, parove
izbrisanih jednakih cifara. O~igledno, svi tako dobijeni brojevi deqivi su
sa 11. U stvari, svaki se mo`e smatrati da je nastao od nekog Ai brisawem
cifre x. Posledwi u nizu dobijen je na taj na~in od A. Zakqu~ak: u broju A
treba odstraniti cifru x.

38. (a) Ne mora. Uo~imo jednakostrani~an 4ABC stranice 2. Svaku stranicu
uzmimo za osnovicu jednog jednakokrakog trougla ~iji je vrh u spoqa{wo-
sti4ABC. Neka su to4BCP ,4CAQ i4ABR. Neka su wihove visine
na osnovice 1

10
. Sve stranice konveksnog 6-ugla ARBPCQ su > 1, dok su

dijagonale jednake 2 i
√

3 +
1
10

< 2.

(b) Mora. Me|u dijagonalama AD, BE i CF postoje dve koje obrazuju ugao
> 60◦. Zaista, ako uo~imo tri prave koje prolaze kroz jednu ta~ku i koje
su paralelne navedenim dijagonalama, one dele pun ugao na 6 uglova. Bar
jedan od wih je > 60◦.
Uzmimo da je ugao izme|u dijagonala AD i BE jednak ϕ > 60◦ i transli-
rajmo dijagonalu BE za −−→ED. Ona prelazi u polo`aj GD, gde je BGDE
paralelogram. U 4AGD je ^ADG = ϕ > 60◦. Sledi ^AGD 6 60◦

ili ^GAD 6 60◦, odnosno ^AGD 6 ϕ ili ^GAD 6 ϕ. Otuda je
2 < |AD| 6 |DG| ili 2 < |BE| = |GD| 6 |AG|. U svakom slu~aju je
|AG| > 2. Kako je |AB|+ |BG| > |AG| > 2 (jednakost va`i samo ako su A,
B,G kolinearne iB je izme|uA iG), to je |AB| > 1 ili |BG| = |ED| > 1.

39. Najvi{e 2n. Neka je A1A2 . . . A2n pravilan 2n�ugao i neka je O centar opisane
kru`nice k. Sve stranice i dijagonale 2n�ugla razbi}emo na slede}ih n dis-
junktnih klasa. U klasu C1 spadaju sve stranice, u klasu C2 sve dijagonale
podudarne sa A1A3, u klasu C3 sve dijagonale podudarne sa A1A4, . . . , u klasu
Cn sve dijagonale podudarne sa A1An+1. Lako se pokazuje da svaka klasa Ci,
i = 1, 2, . . . , n−1 ima 2n du`i ~ije su sredine sve razli~ite i le`e na kru`nici
ki koncentri~noj sa k. Posledwa klasa Cn sastoji se od �velikih� dijagonala
koje imaju zajedni~ku sredinu � ta~ku O.
Neka je k′ proizvoqna kru`nica. Ako se poklapa sa nekom od kru`nica ki,
i = 1, 2, . . . , n − 1, ona tada sadr`i ta~no 2n sredina. Ukoliko je k′ 6= ki,
i = 1, 2, . . . , n−1, tada sa svake od kru`nica k1, k2, . . . , kn−1 �uzima� najvi{e dve
sredine. Ako se tome prikqu~i i ta~kaO dobija se da k′ sadr`i6 2(n−1)+1 =
2n− 1 sredina.
Dakle maksimalan broj sredina stranica i dijagonala pravilnog 2n�ugla koje
le`e na jednoj kru`nici jednak je 2n.

40. Neka su krugovi Kα i Kβ normalne projekcije tela F na ravni α i β, redom.
Pokaza}emo da je Kα

∼= Kβ .
Ako su ravni α i β paralelne tvr|ewe trivijalno sledi. Pretpostavimo da je
α i β seku po pravoj s. Neka ωα, ωβ i ωs budu oznake za normalno projektovawe
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na ravni α, β i pravu s, redom. (Normalna projekcija ta~ke M na pravu ` je
prese~na ta~ka ` i ravni koja sadr`i M i normalna je na `.) O~igledno je
ωs(F ) = d, gde je d du`. Na osnovu teoreme o tri normale je ωs(ωα(F )) =
ωs(F ) = d i ωs(ωβ(F )) = ωs(F ) = d, tj. ωs(Kα) = ωs(Kβ) = d. Kako je
normalna projekcija kruga na pravu koja s wim le`i u istoj ravni � pre~nik
kruga, to je Kα

∼= Kβ .

41. Ne. Pretpostavimo da je u posudi A ve}i procenat soli nego u posudi B.
Presipawem iz A u B procenat soli u A se ne mewa, dok se u B pove}ava. To
ide sve dotle dok se procenti ne izjedna~e. Nakon toga se procenti soli u A i
B ne mewaju, bez obzira gde i koliko se presipa.
Ako se na po~etku presipa iz B u A, procenat soli u A se smawuje, dok se u B
ne mewa. Daqe je sli~no kao u prvom slu~aju.
Dakle, ma kako presipali, procenat soli u posudi A ne mo`e biti mawi od
procenta soli u B.
Pre|imo sada na dokaz tvr|ewa. Pretpostavimo da se putem presipawa u prvoj
posudi mo`e dobiti 1, 5% rastvor soli. Neka je u tom trenutku u toj posudi
x litara te~nosti. Tada je u drugoj posudi 2 − x litara te~nosti u kojoj je
2

100
− 1, 5x

100
grama soli, tj. u posudi je 2− 1, 5x

2− x
−procentni rastvor. Na osnovu

prethodno re~enog va`i 2− 1, 5x

2− x
> 1, 5 iz ~ega sledi 2 > 3. Kontradikcija

koja obara na{u pretpostavku.

42. Neka su x i y prirodni brojevi, takvi da je x + y = a = 30030, x, y < a.
Pretpostavimo da je xy = x(a − x) = ka, gde je k tako|e prirodan broj. Tada
je x2 = a(x − k), pa je x2 deqivo sa a. Iz toga sledi da svaki prost faktor
od a deli x2. Kako je a = 30030 = 2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13, a deli x. Sledi x > a.
Kontradikcija.

43. Iz definicije logaritma sledi da je xy > 0. To povla~i xy +
1
xy

> 2, pri
~emu jednakost va`i samo za xy = 1. Daqe je

(1) log2

(
xy +

1
xy

)
> 1.

Kako je

(2) 1− (x + y − 2)2 6 1,

leva strana jedna~ine jednaka je desnoj ako i samo ako i u (1) i u (2) stoji
jednakost. Dakle,

xy +
1
xy

= 1 i 1− (x + y − 2)2 = 1.
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Tako dobijamo sistem jedna~ina
xy = 1, x + y = 2,

koji ima jedinstveno re{ewe x = y = 1. To je ujedno re{ewe date jedna~ine.

44. Neka je a = 3
√

3 + 3
√

3 i b = 3
√

3− 3
√

3. Tada je
(∗) a3 + b3 = 6.

Iz a− b > 0 i (a− b)2 > 0 sledi a2 − ab + b2 > ab i
a3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2) > ab(a + b).

Otuda je
(a + b)3 = a3 + b3 + 3ab(a + b) < a3 + b3 + 3(a3 + b3) = 4(a3 + b3),

{to s obzirom na (∗) daje
3
√

3 + 3
√

3 +
3
√

3− 3
√

3 < 2 3
√

3.

45. Neka trisektrise iz temena C seku stranicu AB u ta~kama D i E, tako da je
(A − D − E) i (D − E − B). Pri tome je ^ACD = ^DCE = ^ECB =

γ

3
.

Uvedimo slede}e oznake: α = ^CAB, β = ^ABC, δ = ^CDE, ε = ^DEC.
Pretpostavimo da je |DE| > |AD| i |DE| > |BE|. Primewuju}i teoremu:
Ako je X1 ta~ka u kojoj simetrala ^ZXY se~e stranicu Y Z trougla XY Z,
tada je |Y X1| : |ZX1| = |XY | : |XZ|
na4AEC i4DBC dobijamo |CE| > |CA| i |CD| > |CB|. Iz toga sledi α > ε
i β > δ. Kako je ε > β i δ > α (spoqa{wi uglovi za4EBC i4ADC) iz prve
nejednakosti dobijamo α > β, a iz druge β > α. O~igledna kontradikcija.

46. Uo~imo ta~ku P ′ simetri~nu ta~ki P u odnosu na pravu BC (slika 25). Kako je
^CAB = ^ABC = 50◦ i ^PBA = 20◦, sledi ^PBC = ^P ′BC = 30◦. Kako
je zbog simetrije |PB| = |P ′B|,4PBP ′ je jednakostrani~an.

A B

P’

P

C

Slika 25.
Daqe se lako dobija da je ^APB = ^APP ′ = 150◦ i s obzirom da je |PB| =
|PP ′|, sledi 4APB ∼= 4APP ′. Otuda je ^AP ′P = ^ABP = 20◦ i ^AP ′B =
80◦. Sada imamo ^ACB = ^AP ′B = 80◦ iz ~ega sledi da je ABP ′C tetivni
~etvorougao. To povla~i ^BCP ′ = ^BAP ′ = 20◦. Kako je zbog simetrije
^BCP ′ = ^BCP , to je ^ACP = ^ACB − ^BCP = 80◦ − 20◦ = 60◦.
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47. Neka je OB (O-vrh piramide) najkra}a bo~na ivica ili jedna od wih ako
ih je vi{e. Neka su A i C temena osnove susedna sa B. Pokaza}emo da je
4OAB ∼= 4OCB.
Uo~imo na pravoj OA ta~ku D, takvu da je |BD| = |AB| = |BC|. Recimo da
je (A − D − O). (Ostale rasporede ta~aka A, D i O prepu{tamo ~itaocima.)
Tada je ili 4OAB ∼= 4OCB ili 4ODB ∼= 4OCB. Pretpostavimo da
je 4ODB ∼= 4OCB. Kako je 4ADB jednakokrak sa osnovicom AD, to je
^ODB > 90◦. Sledi ^OCB = ^ODB > 90◦ i stranica OB je najve}a u
4OCB. Dakle, |OB| > |OC|, {to je kontradikcija s pretpostavkom da je OB
najkra}a bo~na ivica. Tako ostaje 4OAB ∼= 4OCB, {to je i trebalo da se
doka`e.

48. Dodelimo poqima {ahovske table koordinate na slede}i na~in. Poqa prvog
reda, s leva na desno, imaju redom koordinate (1, 1), (1, 2), . . . , (1, 8). Sli~no,
poqa drugog reda imaju koordinate (2, 1), (2, 2), . . . , (2, 8), poqa tre}eg reda
(3, 1), (3, 2), . . . , (3, 8), itd, poqa osmog reda (8, 1), (8, 2), . . . , (8, 8). Uobi~ajeno
je da je levo dowe ugaono poqe, tj. poqe (1, 1) crno. Pri ovakvom obele`avawu
koordinate crnih poqa su iste, a koordinate belih poqa razli~ite parnosti.
Prema tome, zbir koordinata svakog crnog poqa je paran, a svakog belog nepa-
ran broj. Neka su koordinate poqa na kojima stoje topovi

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (x8, y8).

Kako se nikoja dva topa ne napadaju, nikoja dva nisu niti u istom redu, niti na
istoj vertikali. To zna~i da je

{x1, x2, . . . , x8} = {y1, y2, . . . , y8} = {1, 2, . . . , 8},

pa va`i

(x1 + y1) + (x2 + y2) + · · ·+ (x8 + y8) = 2 · (1 + 2 + · · ·+ 8) = 72.

Kako je zbir paran, broj neparnih sabiraka oblika (xi + yi) je paran broj. Iz
toga sledi da je broj topova koji stoje na belim poqima paran. S obzirom da
ih je ukupno 8 i broj topova na crnim poqima je tako|e paran.

49. Iz uslova zadatka sledi da 30% u~esnika nema braon o~i, 25% nema crnu kosu,
15% nije vi{e od 175 cm i 10% nije te`e od 80 kg. Ostatak poseduje sve ~etiri
karakteristike. Wih }e biti najmawe kada je broj navedenih u~esnika najve}i,
a to }e biti u slu~aju kada su svi skupovi disjunktni. Prema tome, najmawi
procenat u~esnika koji imaju sve ~etiri osobine iznosi

100%− 30%− 25%− 15%− 10% = 20%.

50. Ne mo`e. Neka je f cena flomastera i h cena hemijske olovke. Tada je 125h <
175f < 126h iz ~ega sledi 7f > 5h, odnosno 25f < 18h. Kako su cene izra`ene
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celim brojem dinara sledi 7f > 5h + 1 i 25f 6 18h − 1. Mno`e}i prvu
nejednakost sa 25, a drugu sa 7, dobijamo 25 ·7 > 25 ·5h+25 i 7 ·25 6 7 ·18h−7,
odnosno

125h + 25 6 175f 6 126h− 7.

Upore|uju}i prvi i posledwi ~lan dobijamo h > 32. S obzirom na 7f > 5h+1,
to povla~i f > 23. Otuda je 3f + h > 3 · 23 + 32 = 101 > 100, {to zna~i da se
za 100 dinara ne mogu kupiti 3 flomastera i 1 hemijska olovka.

51. Ozna~imo nepoznate cifre sa x i y. Tada je
10910 = 23673xy67459211723401.

Kako je
10910 − 1 = (9 · 12 + 1)10 − 1 = 9k

i
10910 − 1 = (11 · 10− 1)10 − 1 = 11`,

broj 10910 − 1 je deqiv i sa 9 i sa 11. Iz deqivosti sa 9 sledi da je x + y + 72
deqivo sa 9, a iz deqivosti sa 11 da je y− x− 8 deqivo sa 11, jer je broj deqiv
sa 11 ako mu je razlika zbirova cifara na neparnim i parnim mestima deqiva
sa 11. S obzirom da x, y ∈ {0, 1, . . . , 9} u obzir dolaze slede}e mogu}nosti:
x + y = 9 ili x + y = 18 i y − x − 8 = 0 ili y − x − 8 = −11. Proverom se
konstatuje da je jedino re{ewe x = 6 i y = 3.

52. Ako izme|u 1 i 2 nema nula imamo broj 12 za koji se lako proverava da nije
zbir kubova nekoliko uzastopnih prirodnih brojeva. Stoga se ograni~imo na
brojeve oblika 10 . . . 02.
Pretpostavimo da je 10 . . . 02 = (k + 1)3 + (k + 2)3 + · · ·+ n3 za neke prirodne
brojeve k i n. Kako je

(k + 1)3 + (k + 2)3 + · · ·+ n3 =
(
13 + 23 + · · ·+ n3

)− (
13 + 23 + · · ·+ k3

)

=
(

n(n + 1)
2

)2

−
(

k(k + 1)
2

)2

,

to je

10 . . . 02 =
(

n(n + 1)
2

)2

−
(

k(k + 1)
2

)2

.

Na levoj strani je paran broj koji nije deqiv sa 4 (zavr{ava se sa 02), a na
desnoj razlika kvadrata dva prirodna broja. Me|utim, lako se pokazuje da je
razlika kvadrata dva prirodna broja ili neparan broj ili paran broj deqiv
sa 4. Kontradikcija.

53. Nula o~igledno nije re{ewe date jedna~ine. Uzmimo da je α (α 6= 0) re{ewe,
tj. f

(
19α− 96

α

)
= 0. Tada je

f

(
19 ·

(
− 96

19α

)
− 96
− 96

19α

)
= f

(
19α− 96

α

)
= 0,
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{to zna~i da je − 96
19α

tako|e re{ewe. Primetimo da je α 6= − 96
19α

jer su
razli~itog znaka. Tako se re{ewa date jedna~ine javqaju u parovima. Kako je
u~enik na{ao 11 re{ewa, postoji bar jo{ jedno.

54. Pretpostavimo da takvo preslikavawe postoji. Iz f (f(x)) = x + 1 sledi
f (f (f(x))) = f(x)+1, odnosno f(x+1) = f(x)+1. Dakle, f(x) = f(x−1)+1.
Neka je f(0) = m, m ∈ Z. Tada je f(m) = f(f(0)) = 0 + 1 = 1. Daqe je

f(m) = f(m− 1) + 1
f(m− 1) = f(m− 2) + 1

...
f(1) = f(0) + 1
f(0) = m.

Sabirawem levih i desnih strana dobijamo f(m) = 2m, odnosno 1 = 2m.
Kontradikcija. Ne postoji preslikavawe sa navedenom osobinom.

55. Samo n = 1. Pretpostavimo da n | 2n − 1. Kako je 2n − 1 neparan broj i
n | 2n − 1, n je neparan broj. Uzmimo prvo da je n > 3. Neka je p najmawi
prost faktor od n. S obzirom da je n neparan broj > 3, p je tako|e neparan
broj > 3. Iz uslova zadatka sledi p | 2n − 1, a na osnovu Fermaove teoreme
p | 2p−1 − 1. Neka je (a, b) oznaka za najve}i zajedni~ki faktor brojeva a i b.
Koriste}i Euklidov algoritam lako se pokazuje da je

(2n − 1, 2p−1 − 1) = 2(n,p−1) − 1.

Iz p | 2n− 1 i p | 2p−1− 1 sledi p | 2(n,p−1)− 1. Me|utim, (n, p− 1) = 1, jer
je p najmawi prost faktor od n. Dakle, p | 1, a to je kontradikcija, jer je p > 3.
Za n = 1 uslov je o~igledno ispuwen.

56. Pokaza}emoda se za svakiprirodanbrojnmoguna}in ~lanova niza 1,
1
2
,

1
3
, . . .

koji ~ine n uzastopnih ~lanova aritmeti~ke progresije.

Niz 1
n!

,
2
n!

, . . . ,
n

n!
o~igledno je aritmeti~ka progresija sa diferencijom 1

n!
.

Kako je za 1 6 i 6 n,

i

n!
=

1
1 · 2 · . . . · (i− 1) · (i + 1) · . . . · n

svaki ~lan progresije je ~lan niza 1,
1
2
,

1
3
, . . . . Za n = 5, odnosno n = 1997

imamo slu~ajeve (a) i (b).

57. Ako sa ρ90◦
B ozna~imo rotaciju oko ta~ke B za 90◦, tada je ρ90◦

B (A) = C,
ρ90◦

B (B) = B, ρ90◦
B (C) = C ′, ρ90◦

B (D) = D′, ρ90◦
B (E) = E′. BC ′D′C je kvadrat



76 T A N G E N T A 10

u ~ijoj unutra{wosti je ta~ka E′ i koji je podudaran sa kvadratom ABCD.
Daqe je |BE′| = |BE| = 1, |CE′| = |AE| = √

3 i ^EAB = 90◦. Iz4ABE′ je
|EE′| =

√
2 i ^BE′E = 45◦. Kako je |EC| =

√
5, |EE′| =

√
2 i |E′C| =

√
3,

4EE′C je pravougli sa pravim uglom kod E′. Tako je ^CE′B = 135◦. Kada se
jo{ uzme u obzir da je ρ90◦

B (^AEB) = ^CE′B, sledi ^AEB = ^CE′B = 135◦.

58. Neka je x =
2π

7
(slika 26).

Slika 26.
Nije te{ko uo~iti (i dokazati) da je 4DPE jednakokraki pri ~emu je PE =
ED = 1. Daqe, iz sli~nosti trouglova CDP i ADC sledi jednakost

CD

AD
=

CP

AC
, odnosno 1

AD
=

CD

AD
,

odakle je CP =
AC

AD
. Kako je AC = CE = CP + PE =

AC

AD
+ 1, dobijamo da

va`i tra`ena jednakost 1
AC

+
1

AD
= 1.

59. Neka su p1, p2, . . . , pn (n � prirodan broj) date prave i neka je R proizvoqan
pozitivan realan broj. Obele`imo sa Pi (i = 1, 2, . . . , n), �paralelnu prugu�
{irine 2R, ~ija je osa prava pi. Tada unija P1 ∪P2 ∪ · · · ∪Pn ne pokriva ~itavu
ravan.
Zaista, uo~imo pravu p koja nije paralelna ni sa jednom od pravih p1, p2, . . . , pn.
Presek prave p sa svakom od pruga je du`. Kako kona~an broj du`i ne pokriva
pravu, postoji ta~ka O prave p koja je van svih pruga.
Kru`nica sa centrom O, polupre~nika R, o~igledno ne se~e nijednu od pravih
p1, p2, . . . , pn.

60. Oko kruga se opi{e kvadrat ~ije su stranice paralelne jednom paru normalnih
pravih. Ako se oblasti oboje isto kao kod kruga (slika 1), lako se pokazuje da
je povr{ina belih oblasti jednaka povr{ini sivih (slika 27).
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Uo~imo sada deo, ta~nije delove, kvadrata koji su van kruga (slika 28). Usled
simetrije, iz sivih delova A, B i C mo`e se slo`iti jedan krivolinijski
�}o{ak�. Sivi delovi A i B idu na bela mesta A i B. Isto tako iz preostala
tri siva dela mo`e da se slo`i drugi �}o{ak�. Otuda su zbirovi belih i sivih
povr{ina jednaki.

1

1

2

2

3 3

Slika 27.

C

B

B

A

A

Slika 28.

Bela povr{ina pizze jednaka je razlici belih povr{ina kvadrata i belih
povr{ina �restlova�. Isto va`i i za sive povr{ine. Prema tome zbir belih
povr{ina jednak je zbiru sivih.

61. Neka suABCDA1B1C1D1 iPQRSP1Q1R1S1 kocke upisane u loptu sa centrom
O i polupre~nikom R. Kako je O presek dijagonala kocki i ^APC1 = 90◦, to
je

|PA|2 + |PC1|2 = |AC1|2 = 4R2.

Sli~no je

|PB|2 + |PD1|2 = |BD1|2 = 4R2,

|PC|2 + |PA1|2 = |CA1|2 = 4R2,

|PD|2 + |PB1|2 = |DB1|2 = 4R2.

Sabiraju}i ove ~etiri jednakosti dobijamo

|PA|2 + |PB|2 + |PC|2 + |PD|2 + |PA1|2 + |PB1|2 + |PC1|2 + |PD1|2 = 16R2.

Isto va`i za zbirove kvadrata rastojawa ta~akaQ, R, S, P1, Q1, R1, S1 od teme-
na kockeABCA1B1C1D1. Ako saσ obele`imo zbir svih 64 kvadrata rastojawa,
tada je σ = 8 · 16R2 = 128R2, {to o~ito ne zavisi od me|usobnog polo`aja
kocki.

62. Mo`e. Neka jeABCD pravilan tetraedar iO centar opisane lopte. Obele`i-
mo sa kA, kB , kC , kD kru`nice opisane oko trougla BCD, CDA, DAB, ABC
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respektivno. Neka su KA,KB ,KC ,KD redom konusne povr{i zajedno sa svo-
jim unutra{wim ta~kama sa vrhovima A,B, C, D i generatrisama (vodiqama)
kA, kB , kC , kD, redom. O~igledno KA ∪ KB ∪ KC ∪ KD pokriva ceo prostor.
Uo~imo 4 neprozirne disjunktne kugle (razli~itih polupre~nika), pri ~emu je
svaka upisana u po jedan konus. Te kugle zaklawaju ta~kasti izvor svetlosti
u ta~ki O. Zaista, svaki zrak koji izlazi iz O udara jednu od kugli, onu koja
le`i u istom konusu u kojem je i zrak.

63. Pobe|uje igra~ B. Igru gubi onaj igra~ koji prvi uzme neparan broj `etona.
Naime u tom trenutku na gomili ostaje neparan broj `etona i slede}i igra~
uzimaju}i jedan `eton diriguje, shodno pravilima igre, uzimawe po jednog
`etona sve do kraja igre. Kako nakon wegovog poteza ostaje paran broj `etona,
on }e biti taj koji }e uzeti posledwi `eton. Dakle, za oba igra~a je najboqe da
u svakom potezu uzimaju paran broj `etona.
Ako je na po~etku bilo 2n `etona i prvi igra~ mogao da uzme najvi{e 2k, tada
je krajwi rezultat, uz optimalnu igru, isti kao da je na gomili bilo n `etona,
a prvi mogao da uzme najvi{e k. Zaista, svakom potezu u prvoj igri odgovara
potez sa uzimawem upola mawe `etona u drugoj. Treba dodati da ukoliko je n
paran, a k neparan broj, tada se za gorwu granicu kod po~etnog poteza mo`e
uzeti k − 1, jer kao {to je re~eno za prvog igra~a ne vaqa da uzme neparan broj
`etona. Ako sa s(2n, 2k) ozna~imo ishod prve igre, tada je s(2n, 2k) = s(n, k).
S obzirom da je 199811 = 211 · 99911 sledi

s(199811, 1998) = s(210 · 99911, 999) = s(210 · 99911, 998)
= s(29 · 99911, 499) = s(29 · 99911, 498)
= · · · = s(2 · 99911, 1).

Kako je s(2 · 99911, 1) = B, igra~ B pobe|uje i u po~etnoj igri.

64. Za proizvoqnu kocku K uo~imo horizontalnu osu x i vertikalnu osu y koje
prolaze kroz centar kocke (slika 29). Rotacije oko osa x i y odgovaraju rotaci-
jama redova, odnosno kolona. Sa + su ozna~eni pozitivni smerovi. Neka su,
daqe, X+ i X− oznake za rotacije oko ose x za 90◦ i −90◦, redom. Sli~no je i
za Y + i Y −.

+

+

y

x

Slika 29.

Predwu stranu kocke K obele`imo sa A, zadwu sa A′, levu sa B, desnu sa B′,
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dowu sa C i gorwu sa C ′. Neka su f1, f2, f3, f4, f5 slede}e transformacije:

f1 = Y + ◦X+ ◦ Y − ◦X−

f2 = Y − ◦X− ◦ Y + ◦X+

f3 = X− ◦ Y − ◦X+ ◦ Y +

f4 = X− ◦ Y + ◦X+ ◦ Y −

f5 = Y + ◦X+ ◦ Y − ◦X− ◦X− ◦ Y − ◦X+ ◦ Y +.

Lako se proverava da je

f1(A) = f2(A′) = f3(B) = f4(B′) = f5(C) = C ′.

Daqe, nijedna od transformacija f1, f2, f3, f4, f5 ne mewa polo`aj strana kocke
koja je u istoj vrsti ili koloni sa K. Zaista, na one koje su u istoj vrsti sa K
deluju samo Y + i Y − sa istim efektom. Na ostale kocke navedene transforma-
cije uop{te ne deluju.
Prema tome, ako je stranaA kockeK obojena crno primewujemo transformaciju
f1. Crna strana dolazi gore, dok sve ostale kocke zadr`avaju stari polo`aj.
Ukoliko je u pitawu neka od strana A′, B, B′ ili C primewujemo f2, f3, f4 ili
f5. Razume se, ako je crna strana C ′, ne dira se ni{ta. Primewuju}i ovu
operaciju na svaku od 64 kocke posti`emo da sve crne strane do|u gore.

65. Ako su se biciklisti sreli posle t vremena tada je 30t + 20t = 60, odnosno
t = 6

5 h. Isto toliko vremena je leteo golub, pa je pre{ao put od

50 · 6
5

km = 60 km.

66. Pretpostavimo da je n > 1. Tada su u zbiru 1! + 2! + · · · + n! svi sabirci,
sem prvog, parni. Stoga je zbir neparan, pa je i m! neparan broj. To je mogu}e
samo za m = 1. Me|utim, za n > 1 je m > 1. Otuda je m = n = 1 i jednakosti
trivijalno va`e.

67. Neka je 3
√

2 = x. Tada je gorwa jednakost ekvivalentna sa

9(x− 1) = (1− x + x2)3.

Imaju}i u vidu da je x3 = 2, direktnom proverom dobija se da je leva strana
jednaka desnoj.

68. Pokaza}emo da za 0 6 a 6 1 va`i nejednakost

(1)
a

1 + a2
6 3

√
3

16
(1 + a2).

Za a = 0 nejednakost (1) o~igledno va`i. Uzmimo da je 0 < a 6 1 Tada je
nejednakost (1) ekvivalentna sa

(2)

(
1 + a2

)2

a
> 16

3
√

3
.
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Sada je
(
1 + a2

)2

a
= a3 + 2a +

1
a

=
(
a3 +

a

3

)
+

(
3a +

1
a

)
− 4

3
a.

Iz nejednakosti aritmeti~ke i geometrijske sredine sledi
(
a3 +

a

3

)
+

(
3a +

1
a

)
− 4

3
a > 2

√
a3 · a

3
+ 2

√
3a · 1

a
− 4

3
a

=
2√
3

(
a2 − 2√

3
a + 3

)

=
2√
3

((
a− 1√

3

)2

+
8
3

)
.

Kako je
2√
3

((
a− 1√

3

)2

+
8
3

)
> 2√

3
· 8
3

=
16

3
√

3
,

sledi nejednakost (2), a iz we nejednakost (1).

Iz uslova x2 + y2 + z2 = 1 sledi 0 < x 6 1, 0 < y 6 1, 0 < z 6 1, pa x

1 + x2
,

y

1 + y2
i z

1 + z2
zadovoqavaju nejednakost (1). Otuda je

x

1 + x2
+

y

1 + y2
+

z

1 + z2
6 3

√
3

16
(
1 + x2

)
+

3
√

3
16

(
1 + y2

)
+

3
√

3
16

(
1 + z2

)

=
3
√

3
16

(
3 + x2 + y2 + z2

)
=

3
√

3
16

· 4 =
3
√

3
4

.

69. Uvedimo slede}e oznake: l1 =
_

AB, l2 =
_

CD, l3 =
_

FE, l′1 =
_

BD, l′2 =
_

DE, l′3 =
_

EB,
p =

_

AE, q =
_

CB, r =
_

FD. Iz podudarnosti kru`nica sledi podudarnost lukova
ABD i AED, CDE i CBE, FEB i FDE, pa je

l1 + l′1 = p + l′2, l2 + l′2 = q + l′3, l3 + l′3 = r + l′1.

Iz toga sledi

(1) l1 + l2 + l3 = p + q + r.

S druge strane koriste}i ~iwenicu da je periferijski ugao dva puta mawi od
odgovaraju}eg centralnog dobijamo

l1 + q = 2(^AFB + ^BFC) = 2^AFC,

l2 + r = 2(^CAD + ^DAF ) = 2^CAF,

l3 + p = 2(^FCE + ^ECA) = 2^FCA,
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odakle je

(2) l1 + l2 + l3 + p + q + r = 2(^AFC + ^CAF + ^FCA) = 360◦.

Iz (1) i (2) sledi l1 + l2 + l3 = 180◦.

70. Dokaza}emo da je ^BMC = 150◦. Ozna~imo sa ρ60◦
A rotaciju oko ta~ke A za

60◦. Tada je ρ60◦
A (B) = C, ρ60◦

A (C) = C ′, ρ60◦
A (M) = M ′. Pri tom je4AMM ′

jednakostrani~an, {to povla~i |MM ′| = |MA| = 5 i |M ′C| = |MB| = 4.
Tako u 4MCM ′ imamo |MC| = 3, |CM ′| = 4 i |MM ′| = 5. Na osnovu
obrnutePitagorine teoreme4MCM ′ je pravougli, pri ~emu je^MCM ′ = 90◦.
Imaju}i to u vidu dobijamo

^BMC = 180◦ − ^MBC − ^MCB

= 180◦ − (60◦ − ^MBA)− (60◦ − ^MCA)
= 180◦ − (60◦ − ^M ′CA)− (60◦ − ^MCA)
= 60◦ + 90◦ = 150◦.

Pomo}u kosinusne teoreme iz4BCM dobijamo

|BC| =
√

32 + 42 − 2 · 3 · 4 · cos 150◦ =
√

25 + 12
√

3.

71. Pretpostavimo suprotno, tj. da se neki konveksan n−ugao mo`e ise}i na k
nekonveksnih ~etvorouglova. Svaki od k ~etvorouglova ima po jedan nekonvek-
san ugao (ve}i od 180◦). Zbog konveksnosti, sva temena pri kojima su nekon-
veksni uglovi su unutra{we ta~ke n−ugla. Svaka takva ta~ka je teme nekon-
veksnog ugla najvi{e jednog ~etvorougla. Tako bar k temena ~etvorouglova
le`i u unutra{wosti n−ugla. Usled toga zbir uglova svih ~etvorouglova je
> k ·360◦+(n−2) ·180◦. S druge strane, zbir uglova k ~etvorouglova je k ·360.
O~igledna kontradikcija.

72. Neka je A po~etna tablica i neka su u i�toj vrsti tablice A brojevi

ai,1, ai,2, . . . , ai,n, i = 1, 2, . . . , m,

pri ~emu je ai,1 > ai,2 > · · · > ai,n. Posle ure|ewa kolona dobija se tablica
B, kod koje su u i�toj vrsti brojevi bi,1, bi,2, . . . , bi,n. Treba da se doka`e da je
bi,1 > bi,2 > · · · > bi,n.
Pretpostavimo suprotno. Tada je u nekoj vrsti tablice B, recimo i�toj, na-
ru{en poredak, tj. bi,j < bi,j+1 za neko 1 6 j 6 m − 1. Posmatrajmo niz
b1,j+1, b2,j+1, . . . , bi,j+1, bi,j , bi+1,j , . . . , bm,j . Kako su kolone tablice B ure|ene
po veli~ini, va`i

(∗) b1,j+1 > b2,j+1 > · · · > bi,j+1 > bi,j > bi+1,j > · · · > bm,j .
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Ti brojevi su iz i�te i (i + 1)�ve kolone tablice A. Kako ih ima m + 1, a svaka
kolona sadr`i ta~no m brojeva, dva od wih su u istoj vrsti. Recimo da su to
ak,j i ak,j+1 iz k�te vrste. No tada

ak,j ∈ {bi,j , bi+1,j , . . . , bm,j} i ak,j+1 ∈ {b1,j+1, b2,j+1, . . . , bi,j+1},

pa s obzirom na (∗) va`i ak,j < ak,j+1. To zna~i da je u tablici A naru{en
poredak. Kontradikcija sa uslovom zadatka.

73. Ugaona brzina minutne kazaqke je vm = 6◦/min, a satne vs =
(

1
2

)◦
/min. Nakon

vremena t prva opi{e ugao od (6t)◦, a druga od
(

t
2

)◦. Neka je Jovan po~eo sa
doru~kom u 7 sati i t1 minuta. Razlikova}emo dva slu~aja.

(a) Kazaqke su u tom trenutku bile sa raznih strana od cifre 6. Prema
uslovu zadatka je

180− 6t1 = 30 +
t1
2

,

pa je t1 =
300
13

min.
Jovan je zavr{io sa doru~kom u 7 sati i t2 minuta, kada su se kazaqke prvi
put poklopile. U tom slu~aju je

6t2 − t2
2

= 210,

odakle je t2 =
420
11

min.
Prema tome, Jovan je doru~kovao

∆t = t2 − t1 =
420
11

− 300
13

= 15
15
143

min.

(b) Kazaqke su se poklapale. Prema (a) to se desilo u 7 h 38
2
11

min. Ako sa t

ozna~imo vreme koje }e prote}i do prvog narednog poklapawa, tada je

6t− t

2
= 180,

iz ~ega sledi t =
720
11

min = 65
5
11

min. Toliko vremena je Jovan proveo
za doru~kom u ovom slu~aju.

74. Neka je f(x) = (x− a)(x− b) + (x− b)(x− c) + (x− c)(x− a). Da bi kvadratni
trinom f(x) imao realne nule potrebno je i dovoqno da wegov grafik ima bar
jednu zajedni~ku ta~ku sa x�osom, tj. da postoji realan broj x0, takav da je
f(x0) = 0. S obzirom na parametre a, b i c, ima nekoliko karakteristi~nih
slu~ajeva.

(a) a = b = c. Tada je f(x) = 3(x− a)2, pa je f(a) = 0.
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(b) a = b 6= c. Tada je f(x) = (x− a)(3x− a− 2c) i opet je f(a) = 0.
(v) a = c 6= b. Kao (b).
(g) b = c 6= a. Kao (b).
(d) a 6= b, b 6= c, c 6= a. Zbog o~igledne simetrije mo`emo uzeti da je a < b < c.

Tada je

f(a) = (a− b)(a− c) > 0 i f(b) = (b− c)(b− a) < 0.

Kako je f(x) neprekidna funkcija, to postoji realan broj x0, a < x0 < b,
takav da je f(x0) = 0.

Napomena. Zadatak se mo`e re{iti i tako {to se poka`e da je diskriminanta
trinoma (x− a)(x− b) + (x− b)(x− c) + (x− c)(x− a) nenegativna.

75. Prvo }emo pokazati da za svaka dva realna broja x i y va`i nejednakost

(1) xxyy > xyyx.

Zbog simetrije mo`e se uzeti da je x > y. Tada je x−y > 0 i x

y
> 1. Nejednakost

(1) ekvivalentna je sa nejednako{}u
(

x

y

)x−y

> 1,

koja o~igledno va`i.
Primewuju}i (1) na a i b, b i c i c i a, dobijamo

aabb > abba, bbcc > bccb, ccaa > caac.

Mno`ewem levih i desnih strana ovih nejednakosti dobijamo
(
aabbcc

)2 > ab+cbc+aca+b.

Mno`ewem leve i desne strane posledwe nejednakosti sa aabbcc dobijamo
(
aabbcc

)3 > aa+b+cba+b+cca+b+c,

odakle o~igledno sledi
aabbcc > (abc)

a+b+c
3 .

76. Koristi}emo slede}e tvr|ewe koje se lako dokazuje:
Ako je zbir cifara nekog broja napisanog u sistemu sa osnovom b, (b > 1), deqiv
sa m i b− 1 deqivo sa m, tada je i sam broj deqiv sa m.
Naprimer, iz navedene teoreme slede kriterijumi deqivosti sa 3 i 9 u dekadnom
sistemu.
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Neka je n dvadesetocifren broj u sistemu sa osnovom 1997. Kako cifre, uzete
nekim redom, obrazuju aritmeti~ku progresiju, zbir cifara broja n je

a + (a + d) + · · ·+ (a + 19d) = 20a + 190d = 2(10a + 95d),

dakle, deqiv je sa 2. Me|utim, sa 2 je deqivo i 1997 − 1 = 1996. Na osnovu
navedenog tvr|ewa i broj n je deqiv sa 2.

77. Kako je ^AMC = 30◦ =
1
2
^ABC, ta~ka M le`i na kru`nici sa centrom u

ta~kiB, a koja prolazi kroz ta~keAiC (teoremaocentralnomiperiferijskom
uglu). Dakle, 4BCM je jednakokrak sa osnovicom CM . Stoga je ^BCM =
^BMC = 70◦ i ^CBM = 40◦. Iz toga sledi da je ^ABM = 100◦ i ^ACM =
130◦.

78. Obele`imo sa T1, T2 i T3 povr{ine preostala tri dela ve}eg kruga (slika 30)
Svi kru`ni odse~ci koje tangente malog kruga odsecaju od velikog su me|usobno
podudarni, kako oni koji su mawi, tako i oni koji su ve}i od polukruga.

A
B

C

S
T

1

T
2

T
3

S
1

S
2

S
3

Slika 30.

Ako povr{ine mawih obele`imo sa P1, a ve}ih sa P2, tada je

S1 + T3 + S2 = S2 + T1 + S3 = S3 + T2 + S1 = P1

i
T2 + S1 + T3 + S = T3 + S2 + T1 + S = T1 + S3 + T2 + S = P2.

Otuda je

S1 + S2 + S3 − S = (S1 + T3 + S2) + (S2 + T1 + S3)
− (T3 + S2 + T1 + S)

= 2P1 − P2 = const.

79. Dokaza}emo op{tije tvr|ewe:
Svaki konveksan 2n−ugao ~ije su sve stranice podudarne i ~ije su naspramne
stranice me|usobno paralelne, mo`e da se ise~e na rombove.
Dokaza}emo navedeno tvr|ewe indukcijom po n, n > 2. Za n = 2 imamo romb
i tvr|ewe trivijalno va`i. Pretpostavimo da se svaki konveksan 2k−ugao
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(k < n, n > 2), ~ije su sve stranice podudarne i ~ije su naspramne stranice
me|usobno paralelne, mo`e ise}i na rombove.
Neka je A1A2 . . . A2n (n > 2) konveksan jednakostrani~an 2n−ugao sa pa-
ralelnim naspramnim stranicama (slika 31). Uo~imo naspramne stranice
A1A2 i An+1An+2. S obzirom da su paralelne i podudarne, ~etvorougao
A1A2An+1An+2 je paralelogram. Uo~imo daqe prave s3, s4, . . . , sn koje prolaze
redom kroz temena A3, A4, . . . , An i paralelne su sa A1A2, odnosno An+1An+2.
Obele`imo saA′3, A

′
4, . . . , A

′
n wihove druge ta~ke preseka samnogouglom. Tvrdi-

mo da je za n > 2 i i = 3, 4, . . . , n

(∗) |AiA
′
i| > |A1A2| = |An+1An+2| .

Ova nejednakost je o~igledna posledica slede}ih ~iwenica. A2An+1 je dijago-
nala konveksnog mnogougla i kao takva le`i u wegovoj unutra{wosti. Usled
konveksnosti, temenaA3, A4, . . . , An le`e s jedne, a temenaAn+2, An+3, . . . , A2n,
A1 s druge strane prave A2An+1. Sli~no, temena A2, A3, . . . , An+1 le`e s jedne,
a temena An+3, An+4, . . . , A2n s druge strane prave A1An+2. To povla~i da su
ta~ke Ai i A′i (i = 3, 4, . . . , n) sa raznih strana �trake� oivi~ene paralelnim
pravama A1An+2 i A2An+1. Ako sa Si i S′i ozna~imo redom ta~ke preseka
prave si sa pravama A2An+1 i A1An+2, tada je |AiA

′
i| > |SiS

′
i|. Kako je, zbog

paralelnosti, |SiS
′
i| = |A1A2| = |An+1An+2|, sledi nejednakost (∗).

A
1

A
2

A
3

A
i

A
3

A
i

A
n

A
n

A
n+1

A
n+2

A
2n

S
3

S
3

S
n

S
n S

i

S
i

s
3

s
i

s
n

Slika 31.
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A
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A
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A
n

A
n+1

A
n+2

A
2n

A
3

A
i

A
n

Slika 32.

Translacijom ta~aka A3, A4, . . . , An za vektor −−−→A2A1 =
−−−−−−−→
An+1An+2 dobijaju se

redom ta~ke A′′3 , A′′4 , . . . , A′′n (slika 32).
Na osnovu (∗) sve ta~ke A′′3 , A′′4 , . . . , A′′n le`e unutar mnogougla A1A2 . . . A2n.
Lako se vidi da su ~etvorougloviA1A2A3A

′′
3 ,A′′3A3A4A

′′
4 , . . . , A′′n−1An−1AnA′′n

rombovi i da je A1A
′′
3A′′4 . . . A′′nAn+2An+3 . . . A2n konveksan 2(n− 1)−ugao ~ije

su stranice me|usobno podudarne i ~ije su naspramne stranice paralelne. Kao
takav mo`e se, na osnovu indukcijske pretpostavke, ise}i na rombove. Prema
tome, mnogougao A1A2 . . . A2n mo`e da se ise~e na rombove.

80. Za n (n > 1) pravih u ravni od kojih nikoje dve nisu paralelne i nikoje tri
ne prolaze kroz istu ta~ku re}i}emo da su u op{tem polo`aju. Prvo }emo
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pokazati da se oblasti na koje n (n > 1) pravih u op{tem polo`aju dele ravan
mogu obojiti sa dve boje, tako da su svake dve susedne oblasti razli~ito obojene.
(Oblasti su susedne ako imaju zajedni~ku ivicu; du`, polupravu ili pravu.)
Takvo bojewe zva}emo pravilnim.

a
1

a
2

a
n-1

a
n

Slika 33.

a
1

a
2

a
n-1

a
n

Slika 34.

Dokaz }emo dati indukcijom po n. Za n = 1 tvr|ewe o~igledno va`i. Jedna
poluravan boji se belo, a druga crno. Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za svaki
skup od k pravih u op{tem polo`aju, gde je k < n in > 1. Posmatrajmo skup odn
pravih u op{tem polo`aju. Neka su to prave a1, a2, . . . , an−1, an. Tada su prave
a1, a2, . . . , an−1 tako|e u op{tem polo`aju. Prema indukcijskoj pretpostavci
oblasti na koje one dele ravan mogu se pravilno obojiti belom i crnom bojom
(slika 33) Po uslovu zadatka prava an se~e svaku od pravih a1, a2, . . . , an−1.
Stoga ona prolazi kroz n oblasti. Izvr{imo sada novo bojewe. U jednoj
poluravni s obzirom na an zadr`imo staro bojewe, a u drugoj izvr{imo zamenu
boja. Oblasti koje su bile bele obojimo crno, a one koje su bile crne obojimo
belo (slika 34). Lako se vidi da je takvo bojewe tako|e pravilno. Time je
tvr|ewe dokazano.
Pristupimo sada re{ewu zadatka. Oblasti na koje n pravih u op{tem polo`aju
dele ravan najpre obojimo pravilno belom i crnom bojom. (Oblasti su ili
konveksni mnogouglovi ili beskona~ne konveksne figure ograni~ene sa dve
poluprave i nekoliko du`i. U posledwem slu~aju tih du`i mo`e da i nema. To
zna~i da je doti~na oblast unutra{wost jednog ugla.) Kako se svake dve prave
seku, na rubu svake oblasti le`i odre|en broj ta~aka preseka. Razume se, ne
vi{e od n. Oblastima dodequjemo cele brojeve prema slede}em pravilo. Ako
na rubu le`i k ta~aka i oblast je bela, dodequje joj se broj k. Ako je pod istim
uslovima oblast crna, tada dobija broj −k (slika 35). Poka`imo da je takva
numeracija tra`ena.
Neka je ai proizvoqna prava uo~enog skupa. Uo~imo jednu od poluravni s obzi-
rom na ai. Neka je M ta~ka preseka neke dve prave iz skupa {a1, a2, . . . , an} koja
le`i u uo~enoj poluravni. Karakteristi~na su slede}a dva slu~aja.

(a) M 6∈ ai (slika 36). Tada je M zajedni~ka ta~ka za ~etiri oblasti: dve una-
krsne bele i dve unakrsne crne. Svakoj od belih oblasti ta~ka M donosi
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po jedno 1, a svakoj od crnih po jedno −1. Tako je ukupan doprinos ta~ke
M jednak 0.

(b) M ∈ ai (slika 36). Tada je M zajedni~ka ta~ka za jednu belu i jednu crnu
oblast. Kako prvoj doprinosi 1, a drugoj −1, ukupan doprinos je opet 0.

1

1
1

2
1

-2

-2

-3

-3

-3

-3 3

3

4

4
-4

Slika 35.

1

a
i

-1

1

1 -1

-1

M

M

Slika 36.

Iz (a) i (b) sledi da je zbir svih brojeva dodeqenim oblastima u uo~enoj polu-
ravni jednak 0. Isto va`i i za drugu poluravan. Time je dokaz zavr{en.

81. Neka Petar stanuje na spratu x+1 (x > 0). Tada je broj wegovog stana 10x+y,
gde je 0 6 y 6 9. Nata{a stanuje u stanu broj x + 1. Prema uslovu zadatka je
10x + y + x + 1 = 239, odnosno 11x = 238 − y. S obzirom da je 0 6 y 6 9,
jedino celobrojno re{ewe ove jedna~ine je x = 21, y = 7. Dakle, Petar stanuje
u stanu broj 237.

82. Neka je
A

a
=

B

b
=

C

c
=

D

d
= k.

Tada je
A = ka, B = kb, C = kc i k =

A + B + C + D

a + b + c + d
.

Otuda je
√

Aa +
√

Bb +
√

Cc +
√

Dd = =
√

k(a + b + c + d)

=

√
A + B + C + D

a + b + c + d
· (a + b + c + d)

=
√

(A + B + C + D)(a + b + c + d) .

83. Pokaza}emo da je
√

2 +
√

2 + · · ·+
√

2 < 2 i
√

6 +
√

6 + · · ·+
√

6 < 3.
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To sledi iz slede}ih o~iglednih nejednakosti:
√

2 +
√

2 + · · ·+
√

2 <

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
4 = 2

i √
6 +

√
6 + · · ·+

√
6 <

√
6 +

√
6 + · · ·+

√
9 = 3.

84. Kako su oba re{ewa pozitivna sledi x1x2 =
−4
a

> 0, odnosno a < 0. Dakle,
parabola koja predstavqa grafik funkcije

f(x) = ax2 + (7a + 4)x− 4

okrenuta je vrhom nagore.
Kako je 1 < x1 < 2 i x2 > 2, to je f(1) < 0 i f(2) > 0. Tako je

a + (7a + 4)− 4 < 0,

4a + 2(7a + 4)− 4 > 0.

Prva nejednakost daje a < 0, {to je ve} konstatovano, a druga a > −2
9
. Prema

tome, re{ewa }e ispuwavati navedene uslove za a ∈
(
−2

9
, 0

)
.

85. Data jedna~ina ekvivalentna je sa

(2x − 3x)2 + (2x − 1)2 + (3x − 1)2 = 0.

S obzirom da su svi sabirci na levoj strani nenegativni, wihov zbir je jednak
0 ako i samo ako je svaki od wih 0. To je mogu}e jedino za x = 0.

86. Svaki list numerisan je brojevima 2n− 1 i 2n za neko 1 6 n 6 50. Wihov zbir
je 4n− 1. Obele`imo sa k broj listova koji su ostali. Tada je

(4n1 − 1) + (4n2 − 1) + · · ·+ (4nk − 1) = (1 + 2 + · · ·+ 100)− 4949,

odnosno 4(n1 + n2 + · · ·+ nk)− k = 101.
Kako je 101 ≡ 3 (mod 4), to je k ≡ 3 (mod 4). Dakle, k ∈ {3, 7, 11, . . . , 97}.
Kako je 4(n1 + n2 + · · · + nk) − k > 105 > 101 za k > 7, ostaje k = 3. To
je mogu}e, jer je na primer zbir brojeva kojima su numerisane stranice prvog,
drugog i 23. lista, (1, 2), (3, 4), 45, 46) upravo 101. Dakle, ostala su 3 lista, tj.
istrgnuto je 47.

87. Neka je p tra`eni broj. Tada je

1
p

= 0, a1a2 . . . an(b1b2 . . . b7).
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Iz toga sledi da je

q = 10n+7 · 1
p
− 10n · 1

p

= a1a2 . . . anb1b2 . . . b7, (b1b2 . . . b7)− a1a2 . . . an, (b1b2 . . . b7)

= a1a2 . . . anb1b2 . . . b7 − a1a2 . . . an

ceo broj. Dakle,

10n · (107 − 1) · 1
p

= 10n · 9999999 · 1
p

= q,

odakle je
p =

10n · 9999999
q

=
2n · 5n · 32 · 239 · 4649

q
.

Kako je p prost broj, q je proizvod nekih od navedenih faktora. Drugim re~ima,
p ∈ {2, 3, 5, 239, 4649}. Mogu}nost p = 4649 otpada zbog uslova zadatka. Tako|e
otpadaju p = 2, 3, 5, jer wihove recipro~ne vrednosti nemaju periode 7; 1

2
=

0, 5, 1
3

= 0, (3), 1
5

= 0, 2. Tako ostaje p = 239, {to i jeste re{ewe s obzirom

da je 1
239

= 0, (0041841).

88. Neka je hc = ha + hb. Ako sa S obele`imo povr{inu trougla, tada je

2S

c
=

2S

a
+

2S

b
,

odnosno
ab− bc− ca = 0.

No tada je

(a + b− c)2 = a2 + b2 + c2 + 2(ab− bc− ca) = a2 + b2 + c2.

89. Bez umawewa op{tosti, pretpostavimo da je dati kvadrat jedini~ni. Tada je
|AB| = 1, |AE| = p, |BE| = 1 − p, |A′E| = p, 1

2
< p < 1. Sledi da je

|BA′| =
√

2p− 1, |CA′| = 1 − |BA′| = 1 − √2p− 1. Iz sli~nosti trouglova
A′CG i EBA′ dobijamo

|CG| =
√

2p− 1(1−√2p− 1)
1− p

i |A′G| = p(1−√2p− 1)
1− p

.

Daqe je
D′G = A′D′ −A′G = 1−A′G =

p
√

2p− 1− 2p + 1
1− p

,
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pa je obim trougla A′CG, O = 2, a wegova povr{ina

P =
p
√

2p− 1− 2p + 1
1− p

.

S druge strane, P =
1
2

Or, odakle je

r =
2P

O
=

p
√

2p− 1− 2p + 1
1− p

= |D′G|.

90. Neka je dat tangentni ~etvorougao ABCD, presek wegovih dijagonala ta~ka O
i neka je a = |AO|, b = |BO|, c = |CO|, d = |DO|. Kako je ABCD tangentan,
to je |AB|+ |CD| = |AD|+ |BC|, odnosno,

√
a2 + b2 +

√
c2 + d2 =

√
a2 + d2 +

√
b2 + c2,

odakle se kvadrirawem dobija
(a2 + b2)(c2 + d2) = (a2 + d2)(b2 + c2),

c2(b2 − d2) = a2(b2 − d2).

Ako je b = d,ABCD je deltoid, a ako je b 6= d, mora biti a = c, pa opet dobijamo
da je dati ~etvorougao deltoid.

91. Ozna~imo sa A1, B1 i C1 temena dobijenog jednakostrani~nog trougla (slika
37).

A

B
C

C
1

B
1

A
1

S

Slika 37.
Neka je

^CAA1 = φ, ^CBB1 = θ, ^CAB = α, ^ABC = β, ^BCA = γ.

Tada je ^CC1A1 = φ, a ^CC1B1 = θ (uglovi nad odgovaraju}im lukovima).
Sledi da je φ + θ = 60◦, pa je

^ASB = 180◦ − (α− φ)− (β − θ) = (180◦ + φ + θ)− (α + β)
= γ + φ + θ = γ + 60◦,

odnosno, γ < 120◦. Sli~no, ^BSC = α + 60◦, pa je α < 120◦. Dakle, S se
nalazi u preseku dva geometrijska mesta ta~aka, postoji za α, β, γ < 120◦ i
jedinstveno je.
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92. Neka je S = {A1, A2, A3, A4}.
1. slu~aj. Sve ~etiri ta~ke le`e na jednoj pravoj.
Pretpostavimo da je (A1 − A2 − A3) i (A2 − A3 − A4), a sli~no se razmatraju
i ostali slu~ajevi. Tada je A = {A1, A3}. Primetimo da svaki krug koji
sadr`i ta~ke A1 i A3 sadr`i svaku ta~ku du`i A1A3, pa specijalno i A2

(B(A1, A2, A3)), jer je krug konveksna figura. Odavde sledi da ne postoji krug
koji sadr`i samo ta~ke A1 i A3 skupa S, tj. za svaki krug K, K ∩ S 6= A.

2. slu~aj. Ne pripadaju sve ~etiri ta~ke jednoj pravoj.
1) Pretpostavimo da neke tri ta~ke pripadaju jednoj pravoj. Na primer,
A1, A2, A3 ∈ p, A4 6∈ p, (A1−A2A3), a sli~no se razmatraju i ostali slu~ajevi.
Tada je A = {A1, A3}, a sli~no kao u prethodnom slu~aju se dokazuje da svaki
krug K koji sadr`i A1 i A3 sadr`i i A2, odnosno, za svaki krug K va`i
K ∩ S 6= A.

2) Ta~ke A1, A2, A3, A4 obrazuju ~etvorougao.
(a)A1A2A3A4 je nekonveksan ~etvorougao. Primetimo da kod svakog nekonvek-
snog ~etvorougla se teme nekonveksnog ugla nalazi unutar trougla koji obrazuju
preostala temena, a samim tim i unutar kruga opisanog oko tog trougla. Sa
druge strane svaki krug koji sadr`i temena trougla je nadskup krugu opisanom
oko trougla. Na osnovu prethodnih razmatrawa se prime}uje da za svaki krug
va`i K ∩ S 6= A, gde je A skup temena nekonveksnog ~etvorougla u kojima nije
nekonveksan ugao, jer bi u suprotnom A sadr`ao i ~etvrto teme ~etvorougla,
{to je kontradikcija.
(b) A1A2A3A4 je konveksan ~etvorougao. Neka je K1 krug opisan oko trougla
A1A2A3, K2 krug opisan oko trougla A2A3A4, K3 krug opisan oko trougla
A3A4A1, K4 krug opisan oko trougla A4A1A2,
Pretpostavimo da A4 6∈ K1, A1 6∈ K2, A2 6∈ K3, A3 6∈ K4. Neka su k1, k2, k3, k4

odgovaraju}e kru`nice krugovaK1,K2,K3, K4 i neka jeA1A2∩k2 = {P}. Tada
je A2A3A4P tetivan ~etvorougao i ako su uglovi u temenima A1, A2, A3, A4

redom α1, α2, α3, α4, tada je ^A2PA4 = 180◦ − α3. Posmatrajmo 4A1PA4. U
tom trouglu je ^A2PA4 spoqa{wi ugao , dakle

^A2PA4 = α1 + ^A1A4P = 180◦ − α3,

pa sledi
α1 = 180◦ − α3 − ^A1A4P < 180◦ − α3.

Sli~no se dokazuje: α2 < 180◦−α4.Tada je zbir uglova u ~etvorougluA1A2A3A4

jednak

360◦ = α1 + α2 + α3 + α4 < 180◦ − α3 + 180◦ − α4 + α3 + α4 = 360◦.

Kontradikcija. Dakle, jedno od temena pripada jednom od odgovaraju}ih kru-
gova opisanih oko trouglova. Tada je A skup temena odgovaraju}eg trougla
oko kojeg je opisan krug. Kako je svaki krug koji sadr`i temena nekog trougla
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nadskup kruga opisanog oko trougla, pa dakle svaka ta~ka koja pripada krugu
opisanomoko trougla pripada i bilo komkrugu koji sadr`i temena tog trougla.
Dakle, o~igledno za svaki krug K i na opisan na~in odabran skup A va`i
K ∩ S 6= A. Ovim smo razmotrili sve slu~ajeve, ~ime je dokaz zavr{en.

93. O~igledno je da za n = 2k, k > 3, tra`eni poliedar postoji (najjednostavnije:
pravilna k�strana piramida). Za n oblika 2k + 1, k > 4, uo~imo pravilnu
(k − 1)�stranu piramidu. Sada �nad� nekim trouglom iz omota~a (trouglom
ABC) uo~imo ta~ku D koju spojimo sa ta~kama A, B, C. Novi poliedar ima
2(k − 1) + 3 = 2k + 1 ivica. Kako je k > 4 sledi da za svako neparno n > 9
tra`eni poliedar postoji.

94. (⇒) Neka postoji sfera koja dodiruje sve ivice tetraedraABCD. Ozna~imo sa
P,Q, R, P1, Q1, R1 ta~ke dodira sfere i tetraedra, pri ~emu navedene ta~ke pri-
padaju ivicama BC, CA,AB, AD,BD, CD, redom. Tada je, na osnovu osobina
tangentnih du`i,

|AP1| = |AQ| = |AR| = a, |BP | = |BQ1| = |BR| = b,

|CP | = |CQ| = |CR1| = c, |DP1| = |DQ1| = |DR1| = d.

Sledi da je

|AB|+ |CD| = |AC|+ |BD| = |AD|+ |BC| = a + b + c + d.

(⇐) Neka je |AB| + |CD| = |AC| + |BD| = |AD| + |BC|. Tada se kru`nice
upisane u trouglove ABC i BCD dodiruju u nekoj ta~ki K na dijagonali
BC. Obele`imo sa O1 i O2 centre tih kru`nica. Centar tra`ene sfere
dobijamo u preseku normala na ravni r(A,B, C) i r(B, C, D) u ta~kama O1 i
O2, respektivno.

95. Petocifrenih brojeva u kojima u~estvuju samo cifre 1, 2, 3, 4 i 5 ima ukupno
55 = 3125. Brojevi u kojima se pojavquje ta~no jedna od ovih cifara se ne
mewaju, pa nisu dominantni. Za svaki od preostalih brojeva uo~imo da postoji
pet cikli~nih permutacija, pri ~emu je najve}i broj me|u wima dominantan (na
pr. 21312, 13122, 31221, 12213, 22131, dominantan je 31221). Prema tome, broj
dominantnih brojeva je (3125− 5) : 5 = 624.

96. Dokaz }emo dati indukcijom po n. Za n = 2 tra`ena tablica se dobija posle
najvi{e jedne operacije. Neka je n > 3. Kako tablica A sadr`i n− 1 jedinica,
to postoje bar jedna vrsta i bar jedna kolona bez jedinica, tj. od samih nula.
Premestimo ih na posledwu vrstu, odnosno, kolonu (slika 38).
U tabliciA′ formata (n− 1)× (n− 1) uo~imo vrstu sa bar jednom jedinicom i
zamenimo joj mesto sa posledwom u tablici A. Dobijamo tablicu A′′ formata
(n− 1)× (n− 1) koja ima najvi{e n− 2 jedinice, koje se po induktivnoj pret-
postavci mogu postaviti ispod glavne dijagonale. Time se dobija preme{tawe
svih jedinica tablice A ispod glavne dijagonale.
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1

0 0

0

A’

Slika 38.

97. Neka Tamas ima x dece. Tada je broj wegovih unuka x2, praunuka x3, a prapra-
unuka x4. Dakle,

1 + x + x2 + x3 + x4 = 2801.

Ovo je ekvivalentno sa

(x− 7)(x3 + 8x2 + 57x + 400) = 0

odakle sledi da Tamas ima sedmoro dece. Re{ewe je jedinstveno jer je

x3 + 8x2 + 57x + 400 > 0,

za svaki prirodan broj x.

98. Iz nejednakosti izme|u aritmeti~ke i harmonijske sredine, uzimaju}i u obzir
da je a + b + c = 1, dobijamo

1
3

> 3
1
a + 1

b + 1
c

tj.
1
a

+
1
b

+
1
c

> 9.

Posle mno`ewa sa 2 imamo
(

1
a

+
1
b

)
+

(
1
b

+
1
c

)
+

(
1
c

+
1
a

)
> 18,

odakle sledi tra`ena nejednakost.

99. Primewuju}i Vietove formule dobijamo x1 + x2 = 4a i x1x2 = 5a2 − 6a
odakle je

(x1 − x2)2 = (x1 + x2)2 − 4x1x2 = 16a2 − 20a2 + 24a

= 24a− 4a2 = 4
(
9− (a− 3)2

)
.

Posledwi izraz ima maksimalnu vrednost za a = 3.
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100. Dokaz izvodimo indukcijom po n. Za n = 3 va`i 1
2

+
1
3

+
1
6

= 1. Neka tvr|ewe
va`i za n = k, i to za brojeve b1 < b2 < · · · < bk. Tada biramo

a1 = b1, . . . , ak−1 = bk−1, ak = bk + 1, ak+1 = bk(bk + 1).

O~igledno va`i a1 < a2 < · · · < ak+1, kao i

1
a1

+
1
a2

+ · · ·+ 1
ak+1

= 1.

Napomena. Evo jo{ nekih ideja:

(1) U indukcijskom koraku mogli smo uzeti a1 = 2, a2 = 2b1, . . . , ak+1 = 2bk.
Dokaz se sprovodi kao gore.

(2) Re{iti zasebno jo{ slu~aj n = 4, pa dokaz izvesti indukcijom sa korakom
2, tj. sa k na k + 2: a1 = b1, . . . , ak−1 = bk−1, ak = 2bk, ak+1 = 3bk,
ak+2 = 6bk.

101. Ozna~imo sa S presek du`i AC i MN (slika 39). Primetimo da su povr{ine
trouglova ASN i ASM jednake (podudarne su stranice NS i MS i odgova-
raju}e visine).
Sli~no zakqu~ujemo da va`i S(4CSN) = S(4CSM), dakle i S(4ACN) =
S(4ACM).

A

B C

D
N

M

S

Slika 39.

Na kraju, jednake su i povr{ine trouglova ANC i DNC (opet AN ∼= DN , a
podudarne su i odgovaraju}e visine), i analogno S(4BMA) = S(4CMA), pa
S(4ACD) = 2S(4ANC) = 2S(4CMA) = S(4ACB).

102. Za pravu }emo re}i da je visina (2n+1)�ugla ako ona prolazi kroz jedno wegovo
teme i normalna je na dijagonalu odre|enu wegovim susednim temenima.
LEMA. Ako 2n visina (2n + 1)�ugla prolaze kroz jednu ta~ku onda i (2n + 1)�va
visina prolazi kroz tu ta~ku.
Dokaz. Neka je P ta~ka preseka visinaA1B1, A2B2, . . . , A2nB2n datog (2n+1)�
ugla. Uvedimo oznake (slika 40): −→a1 =

−−→
PA1, . . . ,

−→an =
−−→
PAn. Ako je (~x, ~y)

skalarni proizvod vektora ~x i ~y, va`i:

(−→a1,
−−−→a2n+1 −−→a2) = (−→a2,

−→a1 −−→a3) = · · · = (−→a2n,−−−→a2n+1 −−−−→a2n−1) = 0
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odakle proizilazi

(−→a1,
−−−→a2n+1) = (−→a1,

−→a2)
(−→a2,

−→a1) = (−→a2,
−→a3)

...
(−→a2n,−−−→a2n−1) = (−→a2n,−−−→a2n+1).

Odavde sledi (−−−→a2n+1,
−→a1) = (−−−→a2n+1,

−→a2n), i naravno (−−−→a2n+1,
−→a1 − −→a2n) = 0 tj.

PA2n+1 ⊥ A2nA1 odnosno (2n + 1)�va visina prolazi kroz P .

A
1 A

2

A
3A

2 1n+ B
1

B
2

P

Slika 40.

Neka je data ta~ka A1. Ta~ku A3 odre|ujemo kao presek l3 sa normalom n1

iz A1 na pravu l2. Taj presek postoji, jer bi iz n1 ‖ l3 sledilo l2 ⊥ l3, {to je
neta~no. Naisti na~in dobijamoiA5, A7, . . . , A2n+1, a zatimiA2, A4, . . . , A2n.
Primetimo da su l1, l2, . . . , l2n visine (2n + 1)�ugla A1A2 . . . A2n+1, i da sve
prolaze kroz O. Po lemi i preostala visina (ona kroz A2n+1) prolazi kroz O,
pa je to upravo prava l2n+1, odnosno l2n+1 ⊥ A2nA1. Dokaz je zavr{en.

103. Obele`imo temena kocke sa A,B,C, D,E, F, G, H , i neka su pauci u temenu A,
a muva u temenu G (slika 41).

A B

CD

E F

H G
P

M

N

Slika 41.

G

F

H

C

B

D

Slika 42.

Strategija za paukove je slede}a: prvi pauk kre}e se simetri~no muvi u odnosu
na centar kocke sve dok ona (eventualno) ne stigne do sredi{ta neke od ivica
GC, GF, GH , obele`imo ih sa M,N, P redom. Tada on (ako je muva recimo u
M ) nastavqa kretawe simetri~no muvi u odnosu na ravan BFHD i time weno
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kretawe ograni~ava na konturu sa slike 42. Za to vreme drugi pauk kre}e prema
temenu G, i kada tamo stigne lako hvata muvu, kako u slu~aju da ona ne pre|e ni
jedno od temena M, N, P , tako i u preostalom slu~aju.

104. Potrebno je n boja. Ozna~imo temena na{eg n-ugla redom sa A1, A2, . . . , An.
Du`i A1A2, A1A3, . . . , A1An i A2An moraju sve biti obojene razli~itim bo-
jama, jer svake dve od wih imaju zajedni~ku ta~ku. Dakle, potrebno je bar n
boja. Daqe pretpostavimo da je n�ugao pravilan (to ni{ta ne mewa, jer to da
li }e se AiAj i AkAl se}i zavisi samo od indeksa i, j, k, l; zaista, potreban i
dovoqan uslov da se one ne seku, uz pretpostavku i < j, je: i < k < j akko
i < l < j). Podelimo sve stranice i dijagonale u klase ekvivalencije u odnosu
na relaciju paralelnosti, i obojimo sve du`i iste klase jednom bojom. Jasno je
da se nikoje dve du`i iste klase ne seku,jer su paralelne. Ovih klasa ima n; ako
je n neparno one su odre|ene svim stranicama, a ako je parno (n = 2k), recimo,
stranicamaA1A2, A2A3, . . . , AkAk+1 i dijagonalamaA1A3, A2A4, . . . , AkAk+2.

105. Uo~imo da va`i ekvivalencija

p | a ∧ p | b ⇔ p | (a + b) ∧ p | (a− b).

Dakle, interesuju nas samo deliteqi broja n = a + b, i posmatramo da li su
deqivi sa a− b.

(a) Ovde je p > 7, pa igra~ A sigurno pobe|uje ako je −6 6 a − b 6 6, (jer n
nije paran broj pa ne mo`e biti a − b = 0). On treba da u prvom potezu
uzme 6 `etona, a u svakom slede}em uzima isti broj `etona kao i wegov
suparnik. Kada to vi{e nije mogu}e, tj. ostalo je premalo `etona, on ih
uzima sve. Na taj na~in razlika a− b uvek ostaje izme|u −4 i 6, pa igra~
A ima pobedni~ku strategiju.

(b) Igra~u A i ovde odgovaraju iste pozicije kao i pod (a), osim slu~aja
a− b = 5. Evo kako }e ga on izbe}i. Na po~etku opet uzme 6 `etona. (Ako
je n < 6, tj. n = 5 igra~ A pobe|uje bilo da uzme 1, 2, 3 ili 4 `etona.)
Neka je posle wegovog poteza na gomili ostalo 2x + 1 `etona, x > 1.
1. slu~aj: ako B uzme mawe od x− 1 `etona, i A u~ini isto.
2. slu~aj: ako B uzme ba{ x − 1 `etona, tada: ako je x 6 8, A uzima sve
preostale `etone i a− b = 9. Ako x = 9, igra~ A treba da uzme 10 `etona,
a B onda uzima jedan, pa a − b = 7. Ina~e, A uzima x − 2 `etona, a na
stolu ih ostaje 4, pa igra~ A jednostavno izbegava da uzme dva `etona, i
opet a− b 6= 5.
3. slu~aj: akoB uzme x `etona,A uzima x+1 i a− b = 7. On to ne mo`e da
izvede samo kada je x = 10, pa u tom slu~aju uzima 8 `etona. Na gomili ih
ostaje tri, pa bez obzira na potez igra~a B on mo`e da uzme najvi{e jedan
od wih. Zna~i, a− b = 3 ili a− b = 1.
4. slu~aj: ako B uzme x + 1 `eton, A uzima x − 1, pa je kona~na razlika
a− b = 3.
5. slu~aj: akoB uzme vi{e od x+1 `etona,A uzima preostale i a−b 6 3.
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106. Odredimo najpre koliko ima preslikavawa pri kojim se ta~no k elemenata,
(1 6 k 6 n), slikaju sami u sebe. Prvo, tih k elemenata mo`emo birati na(
n
k

)
na~ina. Zatim, svaki od preostalih elemenata slika se u jednog od wih;

zaista, ako f(a) = b i f(b) = c onda zbog tranzitivnosti f(a) = c pa b = c,
tj. f(b) = b. Zna~i, slike preostalih n − k elemenata mo`emo birati na kn−k

na~ina. Preslikavawa pri kojim se ta~no k elemenata slikaju sami u sebe ima
dakle

(
n
k

)
kn−k, pa je tra`eni broj preslikavawa

n∑

k=1

(
n

k

)
kn−k = n +

(
n

2

)
2n−2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
(n− 1) + 1.

107. Neka se u datom trouglu uglovi α, β i γ nalaze redom naspram stranica sa
du`inama a = 10, b = 8 i c = 3.
Iz kosinusne teoreme dobijamo a2 = b2 + c2 − 2bc cos α, odakle je

cosα =
b2 + c2 − a2

2bc
= − 9

16
i sli~no

cosβ =
a2 + c2 − b2

2ac
=

3
4
.

Me|utim,
cos 3β = 4 cos3 β − 3 cos β = − 9

16
= cos α,

pa po{to je β < 60◦ imamo 3β < 180◦ i α < 180◦, i kona~no 3β = α.

108. Primetimo da za proizvoqne brojeve a = bac + {a} i b = bbc + {b} va`i:
{a} = {b} akko a − b = bac − bbc akko a − b ∈ Z. Dakle, {8x} = {15x} daje
7x ∈ Z, odakle imamo i 49x ∈ Z i {26x} = {75x}.

109. Ozna~imo {E} = AP ∩MD i {F} = MC ∩ PB, kao na slici 43. ^etvorougao
MEPF je o~igledno paralelogram.

A

BC

D

MP

E

F

Slika 43.

Ozna~imo MF = PE = x i ME = PF = y. Iz sli~nosti trouglova AME i
MFB sledi AE

y
=

x

BF
, pa je xy = AE · BF . Daqe, iz sli~nosti DEP i

PFC imamo DE

x
=

y

FC
, pa je xy = DE · CF . Dakle, AE · BF = DE · CF ,
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tj. AE

DE
=

CF

BF
. To zajedno sa ^AED = ^MEP = ^MFP = ^BFC daje

sli~nost trouglovaAED iBFC. Odatle je ^ADE = ^CBF , pa iz MD ‖ PB
sledi AD ‖ CB, te je ABCD trapez.

110. Jedino re{ewe je x = 10. Zaista, za x < 0 desna strana jedna~ine nije ceo
broj, a leva jeste. Za x = 0, 1, . . . , 9 proverom dobijamo da nisu re{ewa, a za
x > 10 doka`imo indukcijom da je x3 + 24 < 2x. (^itaoci koji su upoznati sa
osnovama diferencijalnog ra~una mogu pokazati da je f ′(x) > 0 za x > 10, gde
je f(x) = 2x−x3− 24.) Za x = 11 tvr|ewe va`i. Neka je ta~no i za proizvoqno
x > 11. Tada

(x + 1)3 + 24 = x3 + 3x2 + 3x + 1 + 24
= (x3 + 24) + (3x2 + 3x + 1) < 2x + 2x = 2x+1.

Ovo sledi iz 3x2 + 3x + 1 < 2x, {to opet dokazujemo indukcijom: za x = 11 je
ispuweno, a ako va`i za ma koje x > 11, onda

3(x + 1)2 + 3(x + 1) + 1 = (3x2 + 3x + 1) + (6x + 10) < 2x + 2x < 2x+1.

(Za dokaz nejednakosti 6x + 10 < 2x, za x > 11, ponovo koristimo indukciju;
to ostavqamo ~itaocu za ve`bu.)

111. Uo~imo pravilan sedmougao A1A2A3A4A5A6A7. On je upisan u kru`nicu i
periferijski uglovi nad svakom od wegovih stranica�tetiva te kru`nice su
jednaki, obele`imo ih sa α. Bar ~etiri od ovih sedam ta~aka su obojene istom
(npr. plavom) bojom, a bar dve od te ~etiri su susedne, recimo A1 i A2.
1. slu~aj: ako se me|u preostalim plavim ta~kama nalazi A4 ili A6, recimo
A4, trougao A1A2A4 je tra`eni. Zaista, ^A2A4A1 = α, ^A4A1A2 = 2α, i
^A1A2A4 = 4α. Sli~no postupamo ako je u pitawu A6.
2. slu~aj: ako je jo{ jedna od plavih ta~aka A5, a druga recimo A3 (ili,
analogno, A7), onda je tra`eni trougao A2A3A5.
3. slu~aj: ako su plave i ta~ke A3 i A7, uzimamo trougao A2A3A7.

112. Neka suprvi~lanovi tihprogresijax1, x2, . . . , x6 ineka su y1, y2, . . . , y6wihovi
drugi ~lanovi. Daqe, neka je npr. x1 najmawi od tih brojeva. Tada se me|u bro-
jevima x1, x1 + 1, . . . , x1 + 600 mora nalaziti bar 7 ~lanova ovih progresija, tj.
bar dva ~lana iste progresije. Ako su to xi i yi, onda jasno va`i yi − xi 6 600.

113. Obele`imo r1 =
AD

2
i r2 =

DC

2
(slika 44). Tada je povr{ina ograni~ena sa

tri polukru`nice jednaka

P =
1
2

(
(r1 + r2)2 − r2

1 − r2
2

)
π = r1r2π.
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A CD

B

Slika 44.
S druge strane, iz sli~nosti trouglova ADB i BDC dobijamo 2r1 : BD =
BD : 2r2, odnosno BD2 = 4r1r2. Zato je povr{ina kruga nad pre~nikom BD

P =
(

BD

2

)2

π = r1r2π.

Ove povr{ine su, dakle, jednake.

114. Neka su B i C preseci tra`ene prave sa kracima ugla, ~ije teme }emo ozna~iti
sa A. Neka je O centar kruga k upisanog u trougao ABC, a O1 centar kruga k1

spoqa pripisanog tom trouglu, a u unutra{wosti datog ugla. Daqe, neka k i
k1 dodiruju redom pravu AB u M i N , pravu AC u P i Q i pravu BC u K i
L. Kona~no, neka je E podno`je normale iz D na AB (slika 45). Iz jednakosti
tangentnih du`i imamo

MB + CP = BK + CK = BC i BN + CQ = BL + CL = BC.

Dakle, MN + PQ = MB + BN + PC + CQ = 2BC.
Opet iz jednakosti tangentnih du`i dobijamo

MN = AN −AM = AQ−AP = PQ,

{to sa prethodno pokazanim daje MN = PQ = BC.

A M E B N

P

C

Q

O

K
D

L

O
1

Slika 45.
Posmatrajmo trougaoABD. BO je simetrala unutra{weg, aBO1 odgovaraju}eg
spoqa{weg ugla, pa sledi da su parovi ta~aka A,D i O,O1 harmonijski spre-
gnuti, tj. AD : DO = AO1 : DO1. Prema Talesovoj teoremi je i AM : EM =
AN : EN .
Sada mo`emo da konstrui{emo redom:
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1. ta~ku E kao podno`je normale iz D na jedan krak ugla;
2. proizvoqnu kru`nicu K kroz ta~ke A i E;
3. pre~nik RS kruga K normalan na AE;
4. pravu kroz R paralelnu sa AE;
5. na woj ta~ku T takvu da RT bude jednako datoj du`i i da su poluprave AE

i RT isto orijentisane;
6. ta~ku N koja je presek kraka AE i kru`nice opisane oko trougla RTS;
7. ta~ke M i F , kao preseke prave kroz R paralelne sa TN redom sa krakom

AE i kru`nicom K;
8. ta~kuO kao presek simetrale datog ugla sa normalom na krakAE krozM ;
9. kru`nicu k sa centrom O i polupre~nikom OM i tangentu na wu iz ta~ke

D � to je tra`ena prava.

Treba jo{ dokazati da zaista va`i AM : EM = AN : EN . Po{to je R

sredi{te luka
_

AE va`i ^AFR = ^RFE. Kako je TN ⊥ NS i RF ‖ TN sledi
RF ⊥ NS. To zajedno sa ^RFS = 90◦ daje F ∈ SN . Dakle, u trouglu AEF je
FR simetrala unutra{weg, a FN spoqa{weg ugla kod F , pa su parovi ta~aka
A,E i M, N harmonijski spregnuti, {to je i trebalo dokazati.

115. Podsetimo se najpre formule za zbir svih delilaca broja n =
∏k

i=1 pαi
i . Ona

glasi

σ(n) =
k∏

i=1

αi∑

j=0

pj
i .

Tako zbir delilaca broja A iznosi

σ(A) =
(
1 + 2 + · · ·+ 2k

)
(1 + p)(1 + q) =

(
2k+1 − 1

) · 9 · 22k−1.

Zbir svih delilaca broja B je isti:

σ(B) =
(
1 + 2 + · · ·+ 2k

)
(1 + r) =

(
2k+1 − 1

) · 9 · 22k−1.

S druge strane je

A + B = 2k(pq + r) = 2k
((

3 · 2k−1 − 1
) (

3 · 2k − 1
)

+ 9 · 22k−1 − 1
)

= 2k
(
9 · 22k − 9 · 2k−1

)
= 22k−1 · 9 · (2k+1 − 1

)
.

Zbir pravih delilaca broja A je dakle σ(A)−A = (A + B)−A = B, a pravih
delilaca broja B: σ(B)−B = (A + B)−B = A. Zna~i A i B su prijateqski
brojevi.



2. R E [ E W A 101

116. Datu jedna~inu mo`emo transformisati na slede}i na~in:

x4 − 2x2 − 400x− 9999 = 0
⇔ (

x4 + 2x2 + 1
)− (

4x2 + 400x + 10000
)

= 0

⇔ (
x2 + 1

)2 − (2x + 100)2 = 0

⇔ (
x2 + 1− (2x + 100)

) (
x2 + 1 + (2x + 100)

)
= 0

⇔ (
x2 − 2x− 99

) (
x2 + 2x + 101

)
= 0.

Tako dobijamo dve kvadratne jedna~ine:

x2 − 2x− 99 = 0 i x2 + 2x + 101 = 0.

Re{ewa prve jedna~ine su x1 = −9 i x2 = 11, a re{ewa druge x3 = −1 − 10i i
x4 = −1 + 10i.
Umesto gorweg rastavqawa, mogla se primeniti Hornerova {ema za otkrivawe
prva dva re{ewa, a druga dva bi se opet lako dobila iz preostale kvadratne
jedna~ine.

117. Pomo}u lewira i {estara sa fiksiranim otvorom jednostavno se konstrui{e
ugao od 60◦. Nanose}i wega na polupravu AB, a zatim na polupravu BA (u
istoj poluravni odre|enoj sa AB) lako dobijamo ta~ku C.

118. Ako trgov~ev kapital na po~etku ozna~imo sa x, onda }e kapital na kraju prve
godine iznositi

x +
x

3
− 100 =

4
3
x− 100,

na kraju druge
4
3

(
4
3
x− 100

)
− 100 =

16
9

x− 700
3

,

a na kraju tre}e
4
3

(
16
9

x− 700
3

)
− 100 =

64
27

x− 3700
9

,

a to bi trebalo da bude jednako 2x. Re{avaju}i tako dobijenu jedna~inu dobi-
jamo x = 1110.

119. Prvo re{ewe. Obele`imo prva dva ~lana na{ih progresija sa x i y. Tada je
op{ti ~lan aritmeti~ke progresije an = (n− 1)y + (n− 2)x, a geometrijske

gn =
yn−1

xn−2
. Doka`imo indukcijom da va`i an < gn.

Za n = 3 je 2y − x <
y2

x
ekvivalentno sa (y − x)2 > 0, {to je ta~no.

Neka tvr|ewe va`i neko n > 3. Tada je

(n− 1)y − (n− 2)x <
yn−1

xn−2
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pa je

ny − (n− 1)x <
yn−1

xn−2
+ y − x =

yn−1 + yxn−2 − xn−1

xn−2
<

yn

xn−1
.

Posledwa nejednakost va`i jer je ekvivalentna sa yn−1x + yxn−1 − xn < yn,
odnosno sa

(
yn−1 − xn−1

)
(y − x) > 0, {to je ta~no. Dakle, va`i an > gn za

sve n ∈ N.
Drugo re{ewe. Neka je prvi ~lan progresije a, a razlika aritmeti~ke d. Tada
je op{ti ~lan aritmeti~ke progresije an = a + (n − 1)d, a geometrijske

gn = a

(
a + d

a

)n−1

. Obele`imo h =
d

a
i primetimo da je zbog a + d > 0 i

h > −1. Zato mo`emo iskoristiti Bernulijevu nejednakost:

gn = a(1 + h)n−1 > a(1 + (n− 1)h) = a + (n− 1)d = an.

Primetimo da }e stroga nejednakost biti na snazi za n − 1 > 1, tj. za n > 3.
Time je dokaz zavr{en.

120. Neka prave MA i MB seku polukru`nicu u ta~kama K i L redom (slika 46).
Tada je ^AKB = ^ALB = 90◦. Tako, ako sa H obele`imo prese~nu ta~ku
pravihAL iBK, ona }e biti ortocentar trouglaABM , pa }e pravaMH biti
normalna na AB.

A B

M

L

K

H

Slika 46.

121. Kre}emo od o~igledne jednakosti

2 · sin 30◦ · cos 10◦ = cos 10◦

sin 40◦ + sin 20◦ = cos 10◦

cos 50◦ = sin 40◦ = cos 10◦ − sin 20◦

cos 10◦ + cos 50◦ = 2 cos 10◦ − sin 20◦

1
2
(cos 10◦ + cos 50◦) = cos 10◦ − sin 10◦ cos 10◦ = cos 10◦(1− sin 10◦)

1− sin 10◦

sin 10◦
=

cos 30◦ cos 20◦

cos 10◦ sin 10◦
=
√

3 cos 20◦

sin 20◦
=
√

3 ctg 20◦ =
√

3 tg 70◦
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tg 45◦ + tg 60◦ tg 70◦ = 1 +
√

3 tg 70◦ =
1

sin 10◦

=
sin 5◦

sin 10◦ sin 5◦
=

sin(85◦ − 80◦)
1
2 (cos 5◦ + cos 165◦)

=
sin 85◦ cos 80◦ − sin 80◦ cos 85◦

cos 85◦ cos 80◦

=
sin 85◦

cos 85◦
− sin 80◦

cos 80◦
= tg 85◦ − tg 80◦,

odakle sledi tra`ena jednakost.

122. Numeri{imo poqa table na slede}i na~in: poqa neparnih vrsta obele`imo
naizmeni~no brojevima 1 i 2, a poqa parnih vrsta naizmeni~no brojevima 3 i
4. Zna~i, imamo ukupno 10002 jedinica, 1000 · 999 dvojki, 999 · 1000 trojki i
9992 ~etvorki. Primetimo da figure tipa (2) i (3) pokrivaju po jedan od tih
brojeva, ma kako da su postavqene. Neka su x, y, z redom brojevi figura tipa
(1), (2), (3) koji u~estvuju u poplo~avawu i x1, x2, x3, x4 brojevi figura tipa
(1) koje pokrivaju redom brojeve 2, 3, 4; 1, 3, 4; 1, 2, 4; 1, 2, 3. Kao {to ve} znamo:

x2 + x3 + x4 + y + z = 10002,

x1 + x3 + x4 + y + z = 1000 · 999,

x1 + x2 + x4 + y + z = 999 · 1000,

x1 + x2 + x3 + y + z = 9992.

Oduzimaju}i prvu jednakost redom od druge, tre}e i ~etvrte, dobijamo

x2 − x1 = 1000, x3 − x1 = 1000, x4 − x1 = 1999,

i prema tome

x = x1 + x2 + x3 + x4 = x1 + (x1 + 1000) + (x1 + 1000) + (x1 + 1999)
= 4x1 + 3999 > 3999.

123. Ne. Naime, strategija Drugog je slede}a: neka Prvi na po~etku izabere broj n.
Drugi bira recimo 54. Zatim u svakom slede}em potezu bira broj koji Prvi
nije birao u istom potezu. Tako se nakon k�tog poteza dobija broj

n + 54 + 77k + 54k = n + 54 + 131k.

Postojawe broja k takvog da n+54+131k ≡ p (mod 100), gde je p < 100 prost,
sledi iz ~iwenice da je (100, 131) = 1, jer to zna~i da postoje k, l ∈ Z takvi da
va`i 131 · k + 100 · l = 1. Odavde je 131k · (p− n− 54) ≡ p− n− 54 (mod 100),
pa, {tavi{e, za svako p imamo po jedno takvo k. Time je dokaz zavr{en.
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124. Primetimo da je

^A1OA4 = ^A1OA2 + ^A2OA3 + ^A3OA4 = 180◦.

Zna~i da prava A1A4 (a sli~no i A2A5 i A3A6) prolazi kroz O. Radi boqe
preglednosti posmatrajmo ugao od 60◦ sa temenom O′. Uo~imo na jednom we-
govom kraku ta~ke A′1, A

′
3, A

′
5, a na drugom A′2, A

′
4, A

′
6 tako da bude OAi = O′A′i

za i = 1, 2, . . . , 6. Tada va`i i AiAj = A′iA
′
j za i, j = 1, 2. . . . , 6 (slika 47).

Obele`imo jo{ sa M i N preseke du`i A′1A
′
4 i A′2A

′
3, odnosno du`i A′4A

′
5 i

A′6A
′
1. Imamo:

A′1A
′
4 + A′2A

′
3 = (A′1M + MA′2) + (A′3M + MA′4) > A′1A

′
2 + A′3A

′
4

i sli~no
A′6A

′
1 + A′4A

′
5 > A′5A

′
6 + A′1A

′
4

odakle kona~no sledi

A′2A
′
3 + A′6A

′
1 + A′4A

′
5 > A′2A

′
3 + A′1A

′
4 + A′5A

′
6 > A′1A

′
2 + A′3A

′
4 + A′5A

′
6.

O’

A’
5

A’
3

A’
1

A’
6

A’
4

A’
2

N M

Slika 47.

125. Ozna~imo a1 = 1 i an = an−1 +
1

a10
n−1

. Ako je a1022−1 > 100 onda je o~igledno

a1022 > 100. U suprotnom je 1
a10

k

>
1

1020
za sve k < 1022 pa je

a1022 = 1 +
1

a10
1

+
1

a10
2

+ · · ·+ 1
a10
1022−1

> 1022 · 1
1020

= 100.

126. Prvo re{ewe. U ovom dokazu koristi se tzv. [pernerova lema:
Ako su A1, A2, . . . , Ak podskupovi skupa S = {1, 2, . . . , n}, takvi da nijedan od
wih nije podskup drugog, tada va`i nejednakost k 6

(
n
bn

2 c
)
.

(Videti npr. R. To{i}: �Kombinatorika�.)



2. R E [ E W A 105

Ako sada u~enike posmatramo kao skupove ~iji su elementi sekcije u koje su
oni u~laweni, i pretpostavimo da nijedan nije �podskup� drugog, dobijamo:
11 6

(
5
b 5

2 c
)

=
(
5
2

)
= 10. Kontradikcija.

Drugo re{ewe. Numeri{imo sekcije brojevima od 1 do 5. Ima ukupno 32
podskupa skupa svih sekcija. Razbijmo te podskupove na 10 klasa:
∅, {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4, 5};
{2}, {2, 5}, {1, 2, 5}, {1, 2, 3, 5};
{3}, {1, 3}, {1, 3, 4}, {1, 3, 4, 5};
{4}, {1, 4}, {1, 2, 4}, {1, 2, 4, 5};
{5}, {3, 5}, {3, 4, 5}, {2, 3, 4, 5};
{1, 5}, {1, 3, 5};
{2, 3}, {2, 3, 5};
{2, 4}, {2, 4, 5};
{3, 4}, {2, 3, 4};
{4, 5}, {1, 4, 5}.
Primetimo da za svaka dva podskupa iz iste klase va`i da je jedan sadr`an u
drugom.
Za svakog u~enika posmatrajmo skup sekcija ~iji je ~lan. Kako ima 11 u~enika,
neka dva od tih skupova su u istoj klasi, {to zna~i da je jedan sadr`an u drugom.

127. Prebrojimo pre svega na koliko na~ina se razbijawe u skladu sa uslovima
zadatka mo`e izvr{iti. U~ini}emo to za n > 3, jer n = 3 nije re{ewe, {to se
neposredno proverava. Kao {to je poznato, n�ugao se razbija na n− 2 trougla.
Pritom dva odwih imaju sa n-uglom dve zajedni~ke (naravno, susedne) stranice,
a ostali po jednu. Prvo na n na~ina biramo teme (npr. A1) n�ugla incidentno
sa dve stranice (AnA1 i A1A2) zajedni~ke za n�ugao i jedan od ta dva trougla.
Drugi trougao ~ija je stranica AnA2 mo`emo birati na dva na~ina: to mogu
biti trouglovi An−1AnA2 i AnA2A3 (slika 48).

A
1

A
2

A
3

A
4

A
n

A
n-1

Slika 48.
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U stvari, mi biramo jedno od dva temena: An−1 ili A3. Ako je izabrano
teme A3, daqe biramo izme|u temena An−1 i A4 itd. Po{to je nakon izbora
po~etnog trougla ostalo jo{ n − 3 temena, imamo jo{ n − 4 takva �dvojna�
izbora (posledwe teme je odre|eno izborom pretposledweg). Broj na~ina jo{
treba podeliti sa dva jer bismo do istog razbijawa do{li da smo krenuli od
onog drugog trougla koji ima dve stranice zajedni~ke sa n�uglom. Dakle, broj
na~ina za razbijawe je n · 2n−4 · 1

2
= n · 2n−5.

(a) Iz n2n−5 = 2n sledi n = 2n−(n−5) = 25 = 32.

(b) Iz n2n−5 = n2 sledi 2n−5 = n. Za n < 8 direktno proveravamo da jed-
nakost nije ispuwena, dok n = 8 jeste re{ewe. Za n > 9 lako se indukcijom
dokazuje 2n−5 > n, pa je to re{ewe jedinstveno.

128. Po{to ima n hemi~ara, na postavqeno pitawe ta~no je odgovorilo n qudi, a n
je slagalo. Zna~i, broj la`ova je n, a kako me|u wima ima isti broj fizi~ara i
hemi~ara, recimo k, sledi n = 2k.

129. Primetimo prvo da je 4649 | 9999999, i stoga 107 ≡ 1 (mod 4649), a samim
tim i 107k ≡ 1 (mod 4649) za sve k > 1. Ako dati 700000000�cifreni broj
obele`imo sa n, bi}e

n ≡ 1 · 1 + 2 · 1 + · · ·+ 9999999 · 1 = 5000000 · 999999 ≡ 0 (mod 4649).

130. Mo`e. Izaberimo u ravni proizvoqan koordinatni sistem. Lako se vidi da
se od ~etiri kvadrata stranice a mo`e sastaviti kvadrat stranice 2a. Tako,
od ~etiri kvadrata stranice 1 sastavqamo kvadrat stranice 2, i sme{tamo ga
tako da mu centar bude u koordinatnom po~etku. Daqe, ako smo od kvadrata
stranica mawih od 2k dobili kvadrat stranice 2k, �u~etvorostru~ujemo� ga kao
na slici 49na jedanod~etirina~ina, redom: dole�desno, gore�desno, gore�levo
i dole�levo. Pritom ova ~etiri na~ina koristimo u cikli~nom redosledu:
po~etnikvadrat stranice 2 �u~etvorostru~ujemo� dole�desno, dobijeni kvadrat
stranice 4 gore�desno itd.

+

+ +

+

Slika 49.

Napomena. Pri poplo~avawu ne sme biti kori{}en samo jedan na~in �u~et-
vorostru~avawa�, pa ~ak ni dva ako nisu �suprotna� (npr. dole�desno i gore�
levo), i to svaki beskona~no mnogo puta. Naime, neki delovi ravni ne}e biti
prekriveni. Koji?
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131. Re~i nad datom azbukom posmatrajmo kao binarne zapise brojeva. Posmatrajmo
re~

a = anan−1 · · · a1a0

i re~
b = anan−1 · · · akpppak−1ak−2 · · · a0

dobijenu ubacivawem ppp. (Brisawe se razmatra analogno.)

b− a = anan−1 · · · ak · 2k+3 + ppp · 2k + ak−1ak−2 · · · a0 − anan−1 · · · a0

= 2n
(
7anan−1 · · · ak + ppp

)
.

Kako ppp mo`e biti ili 0 ili 7, ova razlika je uvek deqiva sa 7, pa ako je broj c
dobijen od broja d navedenim operacijama, va`i c ≡ d (mod 7), a to nije slu~aj
sa brojevima 01 = 1 i 10 = 2.

132. Podelimo put na 100 deonica koje su ome|ene levim skretawima. U svakoj od
wih dozvoqeno je samo desno skretawe, i o~igledno je da pritom pre|eni put
ne mo`e biti ve}i od

√
2. Dakle, ukupan pre|eni put ne mo`e biti du`i od

100
√

2 metara. Ova du`ina se i dosti`e ako se npr. prvih 199 skretawa vr{e
naizmeni~no (desno, levo, desno, levo,. . . ) a zatim se izvr{i preostalih 100
desnih skretawa.

133. Neka je D ∈ p(C,M), BD = BC = AB i D 6= C, kao na slici 50. Ozna~imo
δ = ^CAM. Po{to je AB = BC, sledi

^CAB = ^ACB = 30◦ + δ.

Tako|e imamo
^ACD = 180◦ − ^ACM = 30◦

i
^CDB = ^DCB = 30◦ + (30◦ + δ) = 60◦ + δ.

Obele`imo sa K i L redom preseke pravih p(A, C) i p(A,M) sa p(B,D). Kako
je ^CKB spoqa{wi ugao za trouglove CDK i ABK, imamo

(60◦ + δ) + 30◦ = ^CKB = (30◦ + δ) + ^KBA,

pa zakqu~ujemo^KBA = 60◦.TrougaoDAB je, dakle, jednokokraki sa uglom od
60◦, pa i jednakostrani~ni. AL je zato simetrala ugla, a samim tim i te`i{na
du` i visina u tom trouglu, te je BL = DL i BD ⊥ AM. Ali to zna~i da je
ML istovremeno te`i{na du` i visina u trouglu DBM. Taj trougao je stoga
jednakokrak, pa mu je ML, odnosno MA, simetrala ugla.
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A

B

M

C

D

L

K

d

Slika 50.

E D

A B

C

O

P

N M
Q

Slika 51.

134. Neka je P sredi{te du`i AB, a Q prese~na ta~ka pravih p(O,P ) i p(M, N)

(slika 51). Jasno je da va`i: MP =
b

2
, NP =

a

2
, OP =

c

2
, gde je c = AB. Ako sa

hc obele`imo visinu iz C u4ABC, bi}e PQ =
hc

2
. Primewuju}i Pitagorinu

teoremu dobijamo redom:

QM2 = PM2 − PQ2 =
(

b

2

)2

−
(

hc

2

)2

QN2 = PN2 − PQ2 =
(a

2

)2

−
(

hc

2

)2

OM2 = QM2 + QO2 =
(

b

2

)2

−
(

hc

2

)2

+
(

hc

2
+

c

2

)2

=
(

b

2

)2

+
( c

2

)2

+
c · hc

2

ON2 = QN2 + QO2 =
(a

2

)2

−
(

hc

2

)2

+
(

hc

2
+

c

2

)2

=
(a

2

)2

+
( c

2

)2

+
c · hc

2
.

Kako iz kosinusne teoreme sledi c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ, a iz izraza za
povr{inu trougla ABC, c · hc

2
=

ab sin γ

2
, mo`emo pisati

OM2 =

(
b
√

2
2

)2

+
(a

2

)2

+
ab

2
(sin γ − cos γ)

ON2 =

(
a
√

2
2

)2

+
(

b

2

)2

+
ab

2
(sin γ − cos γ) .
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Kako su a i b fiksirani, preostaje da na|emo maksimalnu vrednost funkcije
f(γ) = sin γ−cos γ.To je lako u~initiizjedna~avawemprvog izvoda tefunkcije
s nulom, ali mo`e i ovako:

f(γ) = sin γ − sin
(π

2
− γ

)
= 2 sin

(π

4

)
sin

(
γ − π

4

)
=
√

2 sin
(
γ − π

4

)
.

To je o~igledno maksimalno kada je γ =
3π

4
i u tom slu~aju va`i

OM + ON =

√√√√
(

a + b
√

2
2

)2

+

√√√√
(

a
√

2 + b

2

)2

=
1
2

(
1 +

√
2
)

(a + b).

135. Ugao ^CBO je polovina spoqa{weg ugla kod B za trougao ABC (slika 52),
pa je ^CBO =

1
2
(180◦ − β) = 90◦ − β

2
. Zato je, iz trougla ABO,

^AOB = 180◦ − α

2
− (90◦ − β

2
+ β) =

γ

2
.

To je periferijski ugao nad tetivom AB, a wemu odgovaraju}i centralni je
^ADB = γ = ^ACB. Dakle, A,B, C i D pripadaju jednoj kru`nici.

A B

C
D

O

Slika 52. Slika 53.

136. Doka`imo op{tije tvr|ewe: ako iz kvadratne table 2n × 2n izre`emo jedno
poqe, dobijena figura mo`e se poplo~ati plo~icama navedenog oblika. Dokaz
}emo sprovesti indukcijom. Za n = 1 tvr|ewe o~igledno va`i. Neka ono va`i
i za sve k < n. Tada polazni kvadrat 2n × 2n podelimo na ~etiri kvadrata
2n−1 × 2n−1. Neka se npr. izrezano poqe nalazi u gorwem levom (slika 53).
Pokrijmo centralna tri poqa iz preostala tri kvadrata 2n−1 × 2n−1 jednom
plo~icom. Sada na sva ~etiri kvadrata 2n−1× 2n−1 mo`emo primeniti induk-
cijsku hipotezu i poplo~ati ih. Time je poplo~an i veliki kvadrat.

137. (a) Posmatrajmo jedan o{tar unutra{wi ugao na{eg mnogougla, recimo sa
temenom A. (Za{to on postoji?) Neka su B i C temena mnogougla susedna
sa A. Ako ni u trouglu ABC ni na stranici BC ne postoje druga temena
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mnogougla, onda je BC unutra{wa dijagonala. Ako to nije slu~aj onda u
unutra{wosti ugla ^BAC uo~imo teme T koje je najbli`e pravoj p, koja
prolazi kroz A i paralelna je sa BC (slika 54). Du` koja spaja to teme sa
A je unutra{wa dijagonala.

A

B

C

T

p

Slika 54.
(b) Dokazujemo indukcijom po broju temena. Za trougao je tvr|ewe o~igledno.

Neka ono va`i za sve k�uglove, k < n, i neka je dat proizvoqan n�ugao.
Unutra{womdijagonalomiz (a)wega podelimona dvamnogougla samawim
brojem temena. Na osnovu indukcijske hipoteze wih mo`emo podeliti na
trouglove. Time je i n�ugao podeqen na trouglove.

(v) Ponovo indukcija po broju temena. Opet je za trougao dokaz lak. Pretpo-
stavimo da tvr|ewe va`i za sve k�uglove, k < n. Neka je n�ugao podeqen
na l�ugao i m�ugao, l,m < n, kao u (b). Obojimo temena svakog od wih kao
u postavci zadatka. Sada se mo`e desiti da temena � krajevi dijagonale
kojom smo delili ne budu jednako obojena u l�uglu i m�uglu, npr. da u
l�uglu budu obojena plavo i crveno, a u m�uglu redom zeleno i plavo. U
tom slu~aju u m�uglu sva zelena temena promenimo u plava, sva plava u
crvena, a sva crvena u zelena. Time se dobija tra`eno bojewe.

(g) Opet dokazujemo indukcijom po broju temena. Dokaz je potpuno analogan
onom pod (v): podelimo n�ugao na l�ugao i m�ugao, svaki od wih obojimo
u skladu sa uslovima zadatka, i po potrebi u m�uglu zamenimo boje.

138. (a) Iz obrazaca za povr{inu trougla:

P =
r

2
(a + b + c) =

aha

2
=

bhb

2
=

chc

2

dobijamo

r =
2P

a + b + c
i hahbhc =

2P

a
· 2P

b
· 2P

c
=

8P 3

abc
.

Iz nejednakosti izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine
a + b + c

3
> 3
√

abc

lako nalazimo
1

abc
> 27

(a + b + c)3
.

Odatle lako sledi tra`ena nejednakost.
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(b) Ponovo iz formula za povr{inu trougla:

P =
r

2
(a + b + c) =

1
2
ab sin γ =

1
2
bc sin α =

1
2
ac sin β

zakqu~ujemo
r =

2P

a + b + c
i

a sin α + b sin β + c sin γ = a
2P

bc
+ b

2P

ca
+ c

2P

ab

= 2P
a2 + b2 + c2

abc

= r(a + b + c)
a2 + b2 + c2

abc
.

Ostaje jo{ da upotrebimo dva puta nejednakost izme|u aritmeti~ke i ge-
ometrijske sredine:

a + b + c > 3 3
√

abc

a2 + b2 + c2 > 3 3
√

a2b2c2 .

139. Kako je x2 + y2 > 2xy za proizvoqne realne brojeve x i y, imamo
2a3

a2 + b2
+

2b3

b2 + c2
+

2c3

c2 + a2
= 2a− 2ab2

a2 + b2
+ 2b− 2bc2

b2 + c2
+ 2c− 2ca2

c2 + a2

> 2(a + b + c)− 2ab2

2ab
− 2bc2

2bc
− 2ca2

2ca

= 2(a + b + c)− a− b− c = a + b + c.

140. Podelimo sve ta~ke skupa S osim koordinatnog po~etka O u parove tako da dve
ta~ke ~ine par ako su simetri~ne u odnosu na O. (To zapravo zna~i da su te
dve ta~ke kandidati za naspramna temena paralelograma). Razli~itih pravih
odre|enih dvema ta~kama iz nekog para ima ta~no 112. (Izbrojte ih sami! Dve
su koordinatne ose, a po 55 ih prolazi kroz prvi i tre}i, odnosno drugi i
~etvrti kvadrant.) Dati uslov ustvari ka`e da n mora biti dovoqno malo da
bi postojale dve me|u tim pravim koje sadr`e po jedan par sa istim zbirom.
(Naravno, pod zbirom para (x, y) podrazumevamo broj x + y.) Kako je broj tih
zbirova 2n− 1, jer oni mogu biti od 2 do 2n, to je 2n− 1 < 112, tj. n 6 56 pa je
nmax = 56.

141. Neka je recimo AB = 2CD i M sredi{te stranice AB (slika 55). Lako
se zakqu~uje da moraju ba{ uglovi ^ADB i ^ACB biti pravi. (Za{to?)
Ta~ke A, B, C i D le`e na kru`nici sa centrom u M , kojoj je pre~nik AB.
Zato je DC = AB

2 = MD = MC, pa je trougao MCD jednakostrani~an.
Dakle, ^DMC = 60◦. To je centralni ugao nad tetivom DC, a nad istom
tetivom periferijski je ^DBC, pa je on jednak 30◦. Iz 4OBC sada vidimo:
^BOC = 180◦ − 90◦ − 30◦ = 60◦.
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A M B

O

D C

Slika 55.

A

B

C D

P
Q

Slika 56.

142. Obele`imo sa D podno`je visine iz temena B, a sa Q presek te visine sa du`i
CP (slika 56). Evo malo ra~una: ^CQD = ^AQD = 60◦, pa i ^AQP = 60◦

(wihov suplement) i ^PQB = 60◦ (unakrsni sa ^CQD). Daqe, ^QAP =
^CAP − ^CAQ = 10◦ i samim tim ^PAB = ^CAB − ^CAP = 10◦. Za-
kqu~ujemo da su QP i AP simetrale uglova u 4AQB, pa je i BP simetrala
ugla ^QBA, tj. ^PBQ = 1

2^ABQ = 20◦. Kona~no, iz 4BPQ imamo
^BPQ = 180◦ − 20◦ − 60◦ = 100◦.

143. Va`i:

(a + b + c + d)2 = a2 + b2 + c2 + d2 + 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd

= 2(a2 + b2 + ab + ac + ad + bc + bd + cd).

Zna~i, (a + b + c + d)2 je paran broj, pa je i a + b + c + d paran, dakle slo`en.

144. Ni za jedno n. Zaista, neka je za n,m, k ∈ N

n(n + 1)(n + 2) . . . (n + 7) + 1 · 2 · 3 · · · · · 7 = m2 + k2.

Broj n(n− 1)(n− 2) . . . (n + 7) deqiv je sa 27, jer su ~etiri faktora deqiva sa
2, od toga dva sa 4, a jedan i sa 8. Broj 1 · 2 · 3 · · · · · 7 deqiv je sa 24, ali ne i sa 25.
Zna~i, leva strana gorwe jednakosti deqiva je sa 16, pa mora biti i desna. Kako
su ostaci pri deqewu kvadrata prirodnog broja sa 16 samo 0, 1, 4 i 9, sledi da
su i m2 i k2 deqivi sa 16, tj. m = 4m1, k = 4k1. Dele}i gorwu jednakost sa 16
na levoj strani dobijamo broj kongruentan sa 3 po modulu 4, a sa desne m2

1 + k2
1 ,

{to ne mo`e biti kongruentno sa 3 po modulu 4. Kontradikcija.

145. Koristi}emo poznatu ~iwenicu da jeBE simetrala ugla akko va`i BA

BC
=

EA

EC
.

Ozna~imo unutra{we uglove kod temena A,B, C redom sa α, β, γ. Iz trouglova
AEB i ECB (slika 57) imamo α +

β

2
= 135◦ i γ +

β

2
= 45◦, pa je α = 90◦ + γ.

Ako je R polupre~nik opisane kru`nice za4ABC, tada je

EA

EC
=

BA

BC
=

2R sin γ

2R sin α
=

sin γ

sin(90◦ + γ)
=

sin γ

cos γ
= tg γ.
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Me|utim, iz 4ACH vidimo tg γ =
HA

HC
, tj. HA

HC
=

EA

EC
, pa je HE simetrala

ugla kod H , odnosno ^EHC =
90◦

2
= 45◦.

CA E

H

B

Slika 57.

A

E
O

B D C

Slika 58.

146. Jednostavnim ra~unom dobijamo (slika 58):

^DOE = ^AOC = 180◦ − α

2
− γ

2
= 180◦ − 60◦ = 120◦,

pa zbog ^DBE = 60◦ sledi da je ~etvorougao BDOE tetivan. Kako je BO
simetrala ugla ^DBE, imamo ^DBO = ^OBE = 30◦, pa su i tetive koje
odgovaraju tim uglovima u kru`nici opisanoj oko BDOE jednake, tj. |OD| =
|OE|.

147. Obele`imo sa K ta~ku koja deli stranicu CD u odnosu 1 : 2, a sa L sredi{te
stranice AB. Neka su jo{ P i Q preseci dijagonale AC sa du`ima BK i DL
(slika 59). Po Talesovoj teoremi je

AM : MP = AE : EB = 1 : 2 i CP : PM = CK : KD = 1 : 2,

odakle sledi AM : MP : PC = 1 : 2 : 1, tj. AM =
AC

4
=

a
√

2
4

, gde je a

du`ina ivice kvadrata. Sli~no je CN : NQ : QA = 1 : 1 : 1, odnosno CN =
AC

3
=

a
√

2
3

. Dakle, AM

AE
=

3
√

2
4

=
FC

CN
, {to je, zajedno sa ^MAE = ^FCN ,

dovoqno za sli~nost trouglova AME i CNF .

LEA B

M

N

P

Q

D F K C

Slika 59.

C

A B

A
1B

1

T

Slika 60.

148. Neka je T te`i{te trouglaABC, aA1 iB1 sredi{ta stranicaBC iAC (slika
60). Kako je ~etvorougao CB1TA1 tangentan, va`i CB1 + TA1 = CA1 + TB1,
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tj. b

2
+

ta
3

=
a

2
+

tb
3
. Potrebno je, a i dovoqno, jo{ dokazati da u trouglu ve}oj

stranici odgovara mawa te`i{na du`, tj. da bi iz a > b sledilo tb > ta, {to je
u suprotnosti sa dobijenom jednako{}u. Ali to tvr|ewe direktno sledi, npr.
iz Stjuartove teoreme, koja ka`e: ta =

b2

2
+

c2

2
− a2

4
, kao i tb =

a2

2
+

c2

2
− b2

4
.

149. Broj deliteqa broja n = pα1
1 pα2

2 . . . pαk

k je τ(n) =
∏k

i=1(αi + 1). Iz te formule
i uslova zadatka dobijamo:

(∗) n = 2α15α2pα3
3 . . . pαk

k = 22 · 52(α1 + 1)(α2 + 1) . . . (αk + 1).

Posmatrajmo prvo slu~aj kada su 2 i 5 jedini prosti deliteqi broja n. Iz (∗)
sledi

2α1 · 5α2 = 22 · 52(α1 + 1)(α2 + 1).

O~igledno je α1 > 2 i α2 > 2, ali nijedan od ovih brojeva ne mo`e biti 2, jer
bi tada leva strana bila deqiva sa 3. Dakle, α1 > 3 i α2 > 3. Za α2 = 3 imamo
re{ewe α1 = 4, tj. n = 2000, {to je o~igledno najmawe re{ewe u ovom slu~aju.
Neka n sada ima i prostih deliteqa razli~itih od 2 i 5. Interesuje nas mo`e
li biti (α1 +1)(α2 +1) . . . (αk +1) < 20. Ako je α1 > 2 ili α2 > 2 nejednakost
ne mo`e biti ispuwena, jer je tada broj sa leve strane bar 4 · 3 · 2 = 24. Zna~i,
ostaje mogu}nost α1 = α2 = 2 i α3 = 1, pa se (∗) pretvara u

22 · 52p3 = 100 · 3 · 3 · 2.

Me|utim, ovo je nemogu}e, jer je desna strana deqiva sa 9, a leva nije. Zna~i
tra`eni broj je 2000.

150. Neka su ta~keA1, A2, . . . , A10 temena desetougla. Obele`imo sa pi pravu krozA1

koja je paralelna straniciAiAi+1 (uzimamoA11 ≡ A1). Uglovi koje me|usobno
zaklapaju tih 10 pravih izra`avaju se brojem stepeni deqivim sa 20, tj. oni
mogu biti 0◦, 20◦, . . . , 160◦. Dakle, po Dirihleovom principu, ili se neka od
pravih p2, p3, . . . , p10 poklapa sa p1, ili neke dve zaklapaju sa wom isti ugao,
pa se one poklapaju. U svakom slu~aju, na{li smo pi i pj , takve da je pi ≡ pj , pa
sledi da su stranice AiAi+1 i AjAj+1 paralelne.

151. Dokaza}emo najpre slede}e tvr|ewe: u datom nizu postoji ~lan u ~ijem se dekad-
nom zapisu pojavquje bar jedna jedinica.
Pretpostavimo suprotno. Tada se me|u prvih 10c prirodnih brojeva mo`e
nalaziti najvi{e 9c ~lanova niza. Me|utim, ako stavimo n = 10c, iz uslova
a10c < 100 · 10c = 10c+2 vidimo da se 10c ~lanova niza nalazi me|u prvih
10c+2 prirodnih brojeva. Ali me|u prvih 10c+2 prirodnih brojeva mo`e biti
najvi{e 9c+2 ~lanova niza. Sada iz ~iwenice da za dovoqno veliko c va`i
10c > 9c+2 (dokazati!) dolazimo do kontradikcije.
Imitiraju}i taj dokaz mo`emo pokazati op{tije tvr|ewe: ako niz prirodnih
brojeva zadovoqava uslov an < kn, za neko k ∈ N onda za svako m ∈ N i svako
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l < m postoji ~lan tog niza u ~ijem se zapisu sa brojnom osnovom m javqa
cifra l. Zaista, pretpostavimo suprotno, tj. da postoji cifra koja se u zapisu
sa osnovomm ne javqa ni u jednom ~lanu niza. Me|u svim prirodnim brojevima
sa najvi{e c cifara (u tom zapisu), kojih ima mc, mo`e biti najvi{e (m− 1)c

~lanova niza. Neka je d ∈ N takvo da je md > k. Tada iz uslova an < kn
zakqu~ujemo da je an < mdn, tj. za n = mc, da va`i amc < mc+d. Dakle, prvih
mc ~lanova niza nalazi se me|u prvih mc+d prirodnih brojeva, a tu ih mo`e
biti najvi{e (m− 1)c+d. Sada jo{ ostaje da primetimo da za dovoqno veliko
c va`i mc > (m− 1)c+d. Kontradikcija.
Sada posmatrajmo zapis ~lanova niza u sistemu sa osnovom m = 102000. Po
gorwem tvr|ewu bar jedan ~lan niza ima u svom zapisu cifru koja odgovara
broju 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸

2000

u dekadnom zapisu. Taj ~lan sadr`i i 2000 uzastopnih jedinica.

152. (⇒) Broj koji mo`e da se predstavi u zadatom obliku izgleda ovako:

n = m + (m + 1) + · · ·+ (m + k − 1)
= km + (1 + 2 + · · ·+ (k − 1))

= km +
k(k − 1)

2
=

k(2m + k − 1)
2

.

Kako su k i 2m + k − 1 razli~ite parnosti, i oba ve}a od 1, zakqu~ujemo da n
sadr`i neparan ~inilac ve}i od 1, pa ne mo`e biti stepen dvojke.
(⇐) Neka je n = 2pq, gde je q > 1 neparan broj. Mo`emo, zam = 2p i q = 2k+1,
zapisati:

n = (m− k) + (m− k + 1) + · · ·+ (m + k).

Mogu}e je naravno i da je m− k 6 0. U tom slu~aju iz zapisa izbacujemo prvih
k−m (negativnih) brojeva, nulu i slede}ih k−m brojeva (koji su pozitivni).
Kraj dokaza.

153. (a) Posmatrajmo permutaciju cifara a1a2 . . . a10. Posmatrani zbir je

(10a1 + a2) + (10a2 + a3) + · · ·+ (10a9 + a10)

= 10a1 + 11
9∑

i=1

ai + a10 = 11
10∑

i=1

ai − (a1 + 10a10).

On je najve}i kada je izraz a1 + 10a10 najmawi, tj. kada je a10 = 0 i a1 = 1.
Primer takve permutacije je 1234567890. Ukupan broj takvih permutacija
jednak je 8! = 40320.

(b) Kao pod (a) zakqu~ujemo da izraz a1 + 10a10 treba da bude {to ve}i, pa je
a10 = 9 i a1 = 8. To je ispuweno npr. za permutaciju 8765432109. Ukupan
broj takvih permutacija jednak je 8! = 40320.
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154. Neka je p = 3
√√

5 + 2 i q = 3
√√

5− 2. Ako je x = p− q, tada je

x3 = p3 − q3 − 3pq(p− q) = 4− 3x.

Kako polinom x3 +3x− 4 = 0 ima samo jedan realan koren x0 = 1 (ostala dva
su kompleksni brojevi) sledi da je 3

√√
5 + 2− 3

√√
5− 2 = 1.

155. (a) Kako za svaki prost broj p < 1999 va`i p | 1998!, ne mo`e biti p | 1998!+1.
Ali po Vilsonovoj teoremi znamo da je 1999 | 1998! + 1. Kako 1999! nema
prostih ~inilaca ve}ih od 1999, sledi da je najve}i zajedni~ki deliteq
brojeva 1998! + 1 i 1999! jednak 1999.

(b) Analogno kao pod (a) vidimo da za proste brojeve p mawe od 2000 ne mo`e
va`iti p | 1999!+1. Me|utim, broj 2000! nema prostih ~inilaca ve}ih od
1999, pa je uzajamno prost sa 1999! + 1.

156. (a) Milo{ ima pobedni~ku strategiju. On lako posti`e da se na traci pojave
dva slova A izme|u kojih su ta~no dva slobodna poqa. Neka su to i-to
i (i + 1)-vo poqe. U toku igre mo`e da se pojavi vi{e takvih ~etvorki
uzastopnih poqa. Za takve ~etvorke ka`emo da odre|uju dobru dominu (par
uzastopnih slobodnih poqa ograni~enih sa svake strane slovom A), za
poqe u okviru takve domine ka`emo da je dobro poqe, a za poqa van takvih
domina ka`emo da su ni~ija poqa. Igra~ koji je prinu|en da upi{e slovo
u dobro poqe gubi, jer wegov protivnik u slede}em potezu posti`e re~
ANA. Sve dok Nenad popuwava ni~ija poqa, Milo{ igra na slede}i
na~in: Ako postoji ni~ije poqe ograni~eno sa dva poqa A, on u to poqe
upisuje N i dobija. Ako ne postoji takvo poqe, a postoji bar jedno slovo
N , Milo{ u susedno poqe upisujeN . U protivnom, upisuje slovoA u neko
ni~ije poqe susedno sa nekim slovom A. Kako je posle svakog Milo{evog
poteza broj ni~ijih poqa paran, ukoliko Milo{ pre ne postigne pobedu,
Nenad }e biti primoran da upi{e slovo u neko dobro poqe.

(b) U ovom slu~aju Nenad ima pobedni~ku strategiju. On primewuje Milo{e-
vu strategiju iz dela pod (a).
Re{ewa su potpuno analogna i u preostala dva slu~aja. U slu~aju (v)
pobedni~ku strategiju ima Milo{, a u slu~aju (g) Nenad.

157. Neka su u pitawu ta~ke A,B, C i D. Ako su neke tri od wih kolinearne,
npr. B je izme|u A i C, o~igledno }e B biti unutar kru`nice odre|ene sa
A,C i D. Tako|e, ako je jedna od wih unutar trougla koji ~ine preostale, ona
je i unutar kru`nice koju one odre|uju. Razmotrimo, dakle, slu~aj kada na{e
~etiri ta~ke obrazuju konveksan ~etvorougaoABCD. Kako on nije tetivan, ili
je ^DAB + ^BCD > 180◦ ili je ^ABC + ^CDA > 180◦. Neka je ispuweno
ovo prvo. TadaA le`i unutar kru`nice odre|ene saB,C iD, jer se tetivaBC
vidi iz A pod uglom ve}im od 180◦ − ^CDA. (Za{to?)

158. Kako je (slika 61)
MD

AD
=

SMBC

SABC
,

ME

BE
=

SAMC

SABC
,

MF

CF
=

SAMB

SABC
,
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to je
MD

AD
+

ME

BE
+

MF

CF
=

SBMC + SAMC + SAMB

SABC
= 1 .

A B

C

M

F

D

E

N

P

Q

Slika 61.

Uvedimo oznake
a =

MD

AD
, b =

ME

BE
, c =

MF

CF
.

Tada je

(1) a + b + c = 1 .

S druge strane,
AN

MD
=

DN + AD

MD
=

MD + AD

MD
= 1 +

1
a

i analogno
BP

ME
= 1 +

1
b

,
CQ

MF
= 1 +

1
c

.

Tra`ena nejednakost sada postaje
(

1 +
1
a

) (
1 +

1
b

)(
1 +

1
c

)
> 64 ,

{to je ekvivalentno sa

(2)
a + 1

a
· b + 1

b
· c + 1

c
> 64 .

Me|utim, na osnovu (1) i nejednakosti izme|u sredina dobijamo

a + 1
a

=
a + a + b + c

a
> 4 4

√
a2bc

a4
,

tj.
a + 1

a
> 4 4

√
bc

a2
.
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Analogno, imamo:

b + 1
b

> 4 4

√
ac

b2
,

c + 1
c

> 4 4

√
ab

c2
,

odakle je
a + 1

a
· b + 1

b
· c + 1

c
> 64 4

√
a2b2c2

a2b2c2
= 64 ,

dakle, ta~na je nejednakost (2).

Jednakost se realizuje samo za a = b = c i, prema (1), tada je a = b = c =
1
3
, tj.

ta~ka M je te`i{te trougla ABC.

159. Neka su podno`ja normala iz O na stranice AiAi+1 ta~ke Mi, za i = 1, 2, . . . , n
(pritom An+1 ≡ A1). Kako je

OMi = OAi+1 sin(^OAi+1Ai) i OMi+1 = OAi+1 sin(^OAi+1Ai+2),

iz uslova zadatka dobijamo OMi 6 OMi+1, za sve i = 1, 2, . . . , n, tj.

OM1 6 OM2 6 · · · 6 OMn 6 OM1,

{to je mogu}e jedino ako je OM1 = OM2 = · · · = OMn, odakle sledi da
kru`nica s centrom O i polupre~nikom OM1 dodiruje sve stranice n�ugla.

160. (a) Uvedimo koordinatni sistem ~ije ose }e biti tri date po parovima norma-
lne prave. Neka jeO ∈ l koordinatni po~etak, aM ta~ka na l na jedini~noj
udaqenosti od O. Ako su Mx,My,Mz projekcije ta~ke M na odgovaraju}e
ose (koje zaklapaju sa l redom uglove α, β, γ), ima}emo OMx = ±OM cos α,
OMy = ±OM cosβ, OMz = ±OM cos γ. Po prostornom analogonu Pi-
tagorine teoreme (kvadrat dijagonale kvadra jednak je zbiru kvadrata we-
govih stranica) dobijamo

OM2 = OM2
x + OM2

y + OM2
z ,

odakle lako sledi tra`ena jednakost.
(b) Neka su α, β i γ uglovi koje tri ivice povu~ene iz proizvoqno izabranog

temena kocke zaklapaju sa pravom kroz to teme normalnom na datu ravan.
To je situacija iz dela (a), pa imamo cos2 α+cos2 β+cos2 γ = 1. Me|utim,
projekcije te tri ivice na datu ravan imaju du`ine a sin α, a sinβ i a sin γ,
pa je zbir wihovih kvadrata

a2(sin2 α + sin2 β + sin2 γ) = a2(3− cos2 α− cos2 β − cos2 γ) = 2a2.

Ako saberemo ove jednakosti za sva temena kocke i podelimo sa 2 (jer smo
svaku ivicu ra~unali dvaput) dobijamo `eqeni rezultat : 8a2.
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161. Iz uslova zadatka imamo ab > a + b, a iz nejednakosti izme|u aritmeti~ke i
geometrijske sredine a + b

2
>
√

ab. Dakle,

(a + b)2 > 4ab > 4(a + b),

odakle skra}ivawem sa a + b sledi re{ewe.

162. Iz nejednakosti izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine sledi

n
√

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an) 6 (1 + a1) + (1 + a2) + · · ·+ (1 + an)
n

pa za s = a1 + a2 + · · ·+ an:

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an) 6
(
1 +

s

n

)n

=
n∑

k=0

(
n

k

)
sk

nk

=
n∑

k=0

n(n− 1) · · · (n− k + 1)
nk

sk

k!
6

n∑

k=0

sk

k!
.

163. Kvadrat prirodnog broja mo`e pri deqewu sa 8 davati ostatke 0, 1 i 4. Nijedna
kombinacija tri od ovih brojeva ne mo`e u zbiru dati 7, pa zbir kvadrata tri
prirodna broja ne mo`e biti oblika 8k + 7, a prirodnih brojeva tog oblika
ima beskona~no mnogo.

164. Doka`imo indukcijom po broju k da je za sve prirodne brojeve oblika n = 2k

ispuweno:

a + b + c | an + bn + cn, a + b + c | 2(anbn + bncn + cnan).

Za k = 1 prvo tvr|ewe je o~igledno, a drugo sledi iz

2(ab + bc + ca) = (a + b + c)2 − (a2 + b2 + c2).

Neka tvr|ewe va`i za neko k. Iz

a2k+1
+ b2k+1

+ c2k+1
=

(
a2k

+ b2k

+ c2k
)2

− 2
(
a2k

b2k

+ b2k

c2k

+ c2k

a2k
)

dobijamo prvo tvr|ewe i za k + 1, a iz

a2k+1
b2k+1

+ b2k+1
c2k+1

+ c2k+1
a2k+1

=
(
a2k

b2k

+ b2k

c2k

+ c2k

a2k
)2

− 2
(
a2k

+ b2k

+ c2k
)

a2k

b2k

c2k

i drugo.

165. Primetimo da svaka karta dospeva na svoju poziciju pri ta~no jednom se~ewu,
jer za razna se~ewa ona zauzima svih 52 mogu}ih pozicija u {pilu, osim one
koju ima na po~etku. Kako karata ima 52, a se~ewa 51, bar dve karte }e dospeti
na svoju poziciju pri istom se~ewu, a to je ono {to smo tra`ili.
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166. Uo~imo da se zbog uslova zadatka svaki od brojeva u tablici pojavquje ta~no
2n + 1 puta. Zbog simetri~nosti broj pojavqivawa van glavne dijagonale mora
biti paran (svakom pojavqivawu ispod we odgovara jedno pojavqivawe iznad
we). Stoga se svaki broj mora na glavnoj dijagonali pojaviti neparan broj puta,
zna~i bar jednom (naravno, i samo jednom).

167. Posmatrajmo graf koji odgovara situaciji iz zadatka: ~vorovi neka mu budu
me{tani, a grane poznanstva me|u wima. On je povezan: od svakog me{tanina
mo`e se sti}i do svakog drugog. Ako u grafu postoji ciklus (zatvoren put koji
po~iwe i zavr{ava u istom temenu), izbacimo bilo koju granu tog ciklusa, i
graf ostaje povezan. Ponavqamo taj postupak dok god graf sadr`i bar jedan
ciklus. Ako doka`emo da u novodobijenom grafu mo`emo izabrati 90 ~vorova
tako da od svakog ~vora postoji put du`ine najvi{e 10 do bar jednog od wih,
isto }e va`iti i za polazni graf.
Neka jeA1A2 . . . Ak najdu`i put u tom grafu (Ai, i = 1, 2, . . . , k su ~vorovi). Ako
je k < 11 onda nijedan ~vor nije udaqen za vi{e od 10 od ~vora A1, i dovoqno
je izabrati samo wega. Ina~e, izaberimo ~vor A11 i izbacimo iz grafa sve
~vorove za koje put od wih do A11 ne prelazi preko nijednog od ~vorova Ai,
i > 11 (put izme|u svaka dva ~vora u grafu bez ciklusa je jedinstven), ukqu~uju}i
i sam A11. Izbacili smo bar 11 ~vorova: Ai, i 6 11. Dobijeni graf opet je
povezan. Zaista, pretpostavimo da neka dva ~vora B1 i B2 nisu povezana, tj.
put izme|u wih prelazio je preko nekog od izba~enih ~vorova. Ako je prelazio
preko A11, bar jedan od puteva B1 . . . A11A12 . . . Ak, B2 . . . A11A12 . . . Ak bi}e
du`i od k, {to je kontradikcija. Ina~e }e oba puta biti du`i od k, opet
kontradikcija. Zna~i, novi graf jeste povezan.
Primenimo sad ovaj postupak na wega (uzimamo najdu`i put, biramo jedanaesti
~vor u wemu, i odbacujemo bar jo{ 10 drugih) dok god imamo put du`ine bar 11,
a najvi{e 89 puta. Izbacili smo bar 89 · 11 = 979 ~vorova. Me|u preostalima
najdu`i put je du`ine najvi{e 21, pa uzimamo 11. ~vor u wemu. Svi ostali su
na udaqenosti ne ve}oj od 10 od wega. Time je dokaz zavr{en.

168. (a) Da. Neka su u pitawu mnogouglovi M1, M2, . . . , Mn. Neka su p1, p2,
. . . , pn prvih n prostih brojeva. Numeri{imo mnogougao Mk brojem bk =∏

i∈Ik
pi, gde je Ik ⊂ {1, 2, . . . , n} skup indeksa i takvih da Mk mo`e

prekriti Mi. Ta numeracija je pokrivaju}a.
(b) Ne. Uzmimo niz pravougaonika Mi = 1 × (

1− 1
i

)
, i = 1, 2, . . . Ako bi

on mogao da se pokrivaju}e numeri{e brojevima bi, i = 1, 2, . . . broj b1

morao bi biti deqiv svim ostalim, zna~i sa beskona~no mnogo prirodnih
brojeva. Kontradikcija.

(v) Da, sledi iz (g).
(g) Da. Obele`imo sa Mn, n > 2 pravilan n�ugao upisan u jedini~nu kru-

`nicu (s centrom u (0, 0) i polupre~nikom 1), takav da mu je jedno od temena
ta~ka (1, 0). M2 neka nam bude du` koja spaja ta~ke (−1, 0) i (1, 0),M1 samo
ta~ka (1, 0).
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(d) Neka su M1, M2, . . . , M6 pravougaonici dimenzija 6 × 60, 1 × 60, 2 × 30,
3 × 20, 5 × 12, 6 × 10, tj. nijedan od posledwih pet ne pokriva nijedan
drugi, a prvi me|u wima pokriva sve ostale. Lako je proveriti da najmawi
zajedni~ki sadr`alac za pet brojeva od kojih nijedan nije deliteq drugog
mora biti ve}i od 100, pa bi M1 morao biti numerisan brojem ve}im od
100. S druge strane, svakih 5 mnogouglova mogu se pokrivaju}e numerisati
brojevima ne ve}im od 100.

169. Na du`i SC izaberimo ta~ku P takvu da SP = AC. Neka je E sredi{te du`i
PC. Va`i:

SE + EB = SP + PE + EB = AC + CE + EB > AC + CB.

Izaberimo ta~ku T na du`i AB tako da BT < (SE + EB)− (AC + CB). Bi}e
SE + ET > SE + EB −BT > AC + CB, {to smo i `eleli da postignemo.

170. Izaberimo trenutak u kome vrh nijedne minutne kazaqke nije na pravoj OOi,
gde je O centar stola, a Oi centar odgovaraju}eg ~asovnika. Obele`imo jo{ sa
Ai taj polo`aj vrha, a saBi wemu dijametralno suprotan (tj. polo`aj vrha za 30
minuta). Jasno je da tada va`i 2OOi < OAi + OBi (dijagonala paralelograma
mawa je od zbira dve susedne stranice) za svaki ~asovnik, pa je i 2(OO1+OO2+
· · ·+OO50) < OA1 +OA2 + · · ·+OA50 +OB1 +OB2 + · · ·+OB50, odakle lako
zakqu~ujemo da je zbir OO1 + OO2 + · · ·+ OO50 mawi od bar jednog od zbirova
OA1 + OA2 + · · ·+ OA50 i OB1 + OB2 + · · ·+ OB50.

171. Posmatrajmo ta~kuO u ravni iz koje polazi pet stranica: OA1, OA2, . . . , OA5.
Trouglovi OA1A2,..., OA5A1, jasno, u~estvuju u pokrivawu ravni (slika 62).
Za svaku stranicu AiAj petougla A1A2A3A4A5 postoji odgovaraju}a ta~ka Bij

takva da trougao AiAjBij u~estvuje u pokrivawu ravni. Tako|e, iz svake od
ta~akaAi polaze jo{ po dve stranice, {to zna~i da su ta~keBij razli~ite me|u
sobom. Jasno je da i trougloviB12B23A2, . . . , B51B12A1 u~estvuju u pokrivawu
ravni (jer iz Ai ne mo`e izlaziti vi{e od 5 stranica).

O

A
1

A
2

A
3

A
4

A
5

B
51

B
12

B
34

B
23B

45

Slika 62.

Sada posmatrajmo petougao B12B23B34B45B51. Za svaku od wegovih stranica
BijBjk postoji po ta~ka Cj , sa one strane te stranice sa koje nije ta~ka Aj ,
takva da 4BijBjkCj u~estvuje u pokrivawu ravni. Me|utim, iz svakog temena
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Bij ve} polaze po 4 stranice, pa mora biti C1 ≡ C2 ≡ · · · ≡ C5 ≡ C. Me|utim,
tada ta~ka C ne sme biti u unutra{wosti nijednog od uglova BijBjkBkl, a oni
pokrivaju celu ravan. Kontradikcija.

172. Projektujmo kocku na ravan normalnu na jednu wenu veliku dijagonalu. Kocka
se projektuje u {estougao stranice a

√
2√
3
, gde je a du`ina stranice kocke. Lako se

pokazuje da se u unutra{wosti toga {estougla mo`e smestiti kvadrat stranice
a (slika 63) tako da su mu stranice paralelne dvema stranicama {estougla, a
da mu se centar nalazi u centru {estougla. Pomeraju}i taj kvadrat paralelno
velikoj dijagonali dobijamo otvor kroz koji mo`e pro}i kocka.

a

Slika 63. Slika 64.

173. Jedna linija sa 20 skretawa prikazana je na slici 64. Pretpostavimo da postoji
linija sa mawe od 20 skretawa koja prolazi kroz sve raskrsnice. Kako ona
mora prolaziti kroz jednak broj horizontalnih i vertikalnih ulica, jer one
u putawi dolaze naizmeni~no, sledi da je broj horizontalnih (vertikalnih)
ulica najvi{e 9. Ali tada postoje horizontalna i vertikalna ulica kroz koje
autobus ne prolazi, a u wihovom preseku dobijamo raskrsnicu koja ne}e biti
pre|ena. Kontradikcija.

174. Primetimo da je u tablici svaki broj kongruentan pomodulu 10 sa zbiromprvog
broja u wegovoj vrsti i prvog broja u wegovoj koloni. Dakle, zbir zaokru`enih
elemenata je po modulu 10 kongruentan sa

(0 + 1 + · · ·+ 9) + (0 + 9 + 8 + · · ·+ 1) = 90 ≡ 0 (mod 10).

Me|utim, ako bi svi elementi bili razli~iti, taj zbir bi bio 0+1+ · · ·+9 =
45 ≡ 5 (mod 10).

175. Kako u datom nizu ima ukupno 32 petorke, sledi da su sve one me|usobno ra-
zli~ite. Prva petorka je 00000, pa druga mora biti 00001. Ako bi se petorka
10000 javqala bilo gde osim na kraju niza, iza we bi sledila jedna od petorki
00000 i 00001, {to nije mogu}e. Dakle, niz se zavr{ava sa 10000.

176. Iz pretpostavke o funkciji f sledi da postoji n0 ∈ N0 takav da za svaki
k > n0 va`i f(k) > k. Pretpostavimo da, suprotno tvr|ewu zadatka, postoji
fukcija g : N0 → N0 takva da je skup B = {k | g(f(k)) > q(k)} kona~an. Sledi
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da postoji n1 ∈ N0, takav da za svaki k > n1 va`i g(f(k)) < g(k). Neka je
m1 ∈ N0, m1 > max{n0, n1}. Tada je

m2 = f(m1) > m1 i g(f(m1)) < g(m1) .

Iz m2 = f(m1) > max{n0, n1} imamo

f(m2) > m2 i g(f(m2)) < g(m2) < g(m1).

Indukcijom se dobija beskona~an opadaju}i niz

g(m1) > g(m2) > g(m3) > · · · > g(mk) > g(mk+1) > · · ·

u kome je mk+1 = f(mk) > mk, {to je kontradikcija.

177. Pomo}u Vietovih pravila dobijamo

6 = x2
1 + x2

2 = (x1 + x2)2 − 2x1x2 = (m− 4)2 − 2(m2 − 3m + 3)

odnosno m2 + 2m − 4 = 0. Re{ewa ove jedna~ine su m1,2 = −1 ±√5. Me|u-
tim, diskriminanta date jedna~ine D = −3m2 + 4m + 4 je pozitivna samo za
m = −1 +

√
5, pa je to jedino re{ewe.

178. Obele`imo dati broj sa n. Ako bi sve cifre broja bile petice, ili bi jedna
bila razli~ita od 5, a nalazila se na nekom od prvih 998 mesta, broj ne bi
bio potpun kvadrat, jer bi bio deqiv sa 5, ali ne i sa 25. Neka je ta cifra na
pretposledwem mestu. Ako je ona razli~ita od 2 i 7, rezonujemo kao gore. Ako
bi ona bila dvojka, imali bismo n ≡ 2 (mod 9), a za sedmicu n ≡ 7 (mod 16), a
ni jedno ni drugo nije mogu}e za kvadrat prirodnog broja. Neka je, dakle, cifra
razli~ita od 5 na posledwem mestu. Ako je ona 0, 4 ili 8, va`i n ≡ 2 (mod 4),
ako je jednaka 1, 5 ili 9, imamo n ≡ 3 (mod 4), za trojku i {esticu n ≡ 3
(mod 9), a ni{ta od toga ne mo`e va`iti za kvadrate. Kona~no, 55 . . . 57 ≡ 5
(mod 16), a 55 . . . 52 je deqivo sa 32, a nije deqivo sa 64, tako da i ovi slu~ajevi
ne dolaze u obzir. Tvr|ewe je dakle ta~no.

179. Broj n ima oblik paqb, gde su p i q prosti brojevi, a a, b ∈ N. Zato je n = p2aq2b,
a ovaj broj ima ukupno τ(n2) = (2a + 1)(2b + 1) deliteqa. Kako ovaj broj mora
biti jednak 15, jedina mogu}nost je da jedan od a, b bude 1, a drugi 2. Dakle, broj
deliteqa broja n3 = p3aq3b je τ(n3) = (3a + 1)(3b + 1) = 28.

180. (a) Neka je s najve}i broj ~iji je kvadrat mawi od n. Zna~i,

n =
s∑

k=1

k2 =
s(s + 1)(2s + 1)

6
6 (s + 1)2.

Ova nejednakost se svodi na 2s2 − 5s− 6 6 0, ~ija su re{ewa s ∈ {1, 2, 3}.
Me|utim, s = 1 ne zadovoqava uslove zadatka, dok s = 2 i s = 3 daju
re{ewa n = 5 i n = 14.
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(b) Analogno postupku pod (a), dobijamo n ∈ {9, 36, 100}.
181. Obele`imo sa O1 i O2 centre tih kru`nica, sa S sredi{te du`i PQ, sa D

sredi{te du`i AS, a sa E i F podno`ja visina iz O1 i O2 na PQ (slika 65).
Neka je C presek O1O2 sa simetralom du`i AS. Ta ta~ka je centar kru`nice
opisane oko ABS. Va`i:

SF = SQ− FQ =
PQ

2
− AQ

2
=

PA

2
= EA,

pa je D i sredi{te du`i EF .

A

B

P

E
D S F

Q

C
O

1 O
2

Slika 65.

Dakle, DC je sredwa linija trapeza EO1O2F , pa je C sredi{te du`i O1O2.
Dakle, ta~ka S mora se nalaziti na kru`nici s centrom u C i polupre~nikom
CA. Lako je dokazati i da svakoj ta~ki te kru`nice odgovara jedna prava a koja
zadovoqava uslove zadatka.

182. Koristi}emo slede}u lemu, ~iji se dokaz ostavqa za ve`bu: ako trouglovi PQR
i XY Z imaju jednake uglove kod temena Q i Y , onda va`i:

P (4PQR)
P (4XY Z)

=
PQ ·QR

XY · Y Z
.

Sada obele`imo: α =
BA1

CA1
, β =

CB1

AB1
, γ =

AC1

BC1
.

Na osnovu leme dobijamo da su povr{ine trouglova AB1C1, A1BC1, A1B1C,
A1B1C1 jednake redom:

P1 =
γ

(1 + β)(1 + γ)
P, P2 =

α

(1 + γ)(1 + α)
P,

P3 =
β

(1 + α)(1 + β)
P, P0 =

1 + αβγ

(1 + α)(1 + β)(1 + γ)
P,

gde je P povr{ina trougla ABC. Zamewuju}i dobijene jednakosti, lako dobi-
jamo da va`i

P0 > 3
1

P1
+ 1

P2
+ 1

P3

,
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odnosno

αβ(1 + β)(αγ − 1)2 + βγ(1 + γ)(βα− 1)2 + γα(1 + α)(γβ − 1)2 > 0.

Odatle sledi P0 > min{P1, P2, P3}, pa je ta~ka (b) dokazana, a iz we lako sledi
i tvr|ewe (a).

183. (a) Trouglovi ACM i BDN su podudarni. Zato je ^DNB = ^CMA (slika
66). Odatle je

^DNP + ^DMP = ^AMC + ^DMP = 180◦,

pa je ~etvorougao PMDN tetivan, i ^NPM = 180◦ − ^MDN = 60◦.

A B

CF

E D

P

M

N

Slika 66.

(b) ^etvorouglovi ABCM i BCDN su podudarni (drugi se dobija od prvog
rotacijom za 60◦ o odnosu na centar {estougla), pa va`i

PABP = PABCM − PBCMP = PBCDN − PBCMP = PMDNP .

184. (a), (b) Ako je T te`i{te trougla XY Z, va`i −−→XT +
−→
Y T +

−→
ZT = 0, {to

se jednostavno dokazuje. Obele`imo sada sa S te`i{te trougla BDA′.
Imamo:

3
−→
AS =

(−−→
AB +

−→
BS

)
+

(−−→
AD +

−→
DS

)
+

(−−→
AA′ +

−−→
A′S

)

=
−−→
AB +

−−→
AD +

−−→
AA′ =

−−→
AB +

−−→
BC +

−−→
CC ′ =

−−→
AC ′.

Analogno se dokazuje da te`i{te trougla D′B′C deli dijagonalu AC u
odnosu 2 : 1.

(v) Obele`imo sa A1, B1, C1 sredi{ta du`i AS,BS, CS, a sa A2, B2, C2

sredi{ta ivica BC,CA,AB. Koriste}i tvr|ewe navedeno u tekstu za-
datka, dobijamo:

2DS < DA1 + DA2, 2DS < DB1 + DB2, 2DS < DC1 + DC2,

zatim

2DA2 < BD + BC, 2DB2 < DC + DA, 2DC2 < DA + DB,



126 T A N G E N T A 10

i na kraju

2DA1 < DS + DA, 2DB1 < DS + DB, 2DC1 < DS + DC.

Sledi:

3DS <
1
2
(DA1 + DB1 + DC1 + DA2 + DB2 + DC2)

<
1
2

(
1
2
(3DS + DA + DB + DC) + (DA + DB + DC)

)
,

odakle posle sre|ivawa zakqu~ujemo DS <
1
3
(DA + DB + DC).

185. Lako se dokazuje da postoje pozitivni realni brojevi a, b, c takvi da va`i
x =

b + c

a
, y =

c + a

b
, z =

a + b

c
. Sada mo`emo dokazati nejednakost

xy + yz + zx > 2(x + y + z),

jer se ona svodi na

a3 + b3 + c3 + 3abc > a2b + ab2 + b2c + bc2 + c2a + ca2,

{to je ekvivalentno sa

a(a− b)(a− c) + b(b− a)(b− c) + c(c− a)(c− b) > 0,

a to je poseban slu~aj [urove nejednakosti. Jednakost se posti`e samo za
a = b = c, tj. za x = y = z = 2.
Ako sada izrazimo tra`enu nejednakost preko osnovnih simetri~nih polinoma:
T1 = x + y + z, T2 = xy + yz + zx, T3 = xyz, ona se svodi na

3T 2
2 − (5T1 + 11)T2 + 5T1 + 30 > 0.

Dakle, dovoqno je pokazati da je

T2 > 5T1 + 11 +
√

25T 2
1 + 50T1 − 239

6
.

Ve} smo pokazali T2 > 2T1, pa nam jo{ treba

2T1 > 5T1 + 11 +
√

25T 2
1 + 50T1 − 239

6
,

odnosno
24

(
T1 − 5

2

)
(T1 − 6) > 0.

Koriste}i nejednakost izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine dobijamo
xyz − 2

3
=

x + y + z

3
> 3
√

xyz,

pa uvode}i smenu t = 3
√

xyz dobijamo (t + 1)2(t − 2) > 0, tj. t > 2. Dakle,
xyz > 8 i x + y + z > 6, tj. T1 > 6. Kraj dokaza.
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186. Prvo re{ewe. Ako obele`imo

A =

√
x

√
x
√

x . . . ,

vidimo da je A =
√

xA. Me|utim, A =
√

1993, pa sledi x = A =
√

1993.
Drugo re{ewe. Kako je

√
x

√
x
√

x . . . = x
1
2+ 1

4+ 1
8+... = x1

to je x =
√

1993.

187. Pretpostavimo da je grad P spojen sa gradovima P1, P2, . . . , P6. Neka su, bez
umawewa op{tosti, poluprave PP1, PP2, . . . , PP6 postavqene tim redom i
gradu P je najbli`i P1. Tada je gradovima P2, . . . , P6 najbli`i P . U svakom
od trouglova PiPPi+1, i = 2, 3, 4, 5 je PiP < PiPi+1 i Pi+1P < PiPi+1, pa
^PiPPi+1 > 60◦. Sli~no, u trouglu PP1P2 je PP1 < PP2 < P1P2, i opet
^P1PP2 > 60◦. Isto tako, ^P1PP6 > 60◦. Dakle, ^P1PP2 + · · ·+ ^P6PP1 >
360◦, {to je nemogu}e, pa je pretpostavka pogre{na.

188. Za n = 6 re{ewe je dato crnim ta~kama na slici 67. Za sve n oblika 3k, k > 3,
re{ewe dobijamo dodaju}i po tri �bele� ta~ke kao na istoj slici.

Slika 67.

Analogno, za n = 3k +1, k > 2, re{ewe je prikazano na slici 68, pri ~emu crne
ta~ke predstavqaju slu~aj n = 7. Za n = 3k + 2, k > 2, re{ewe je prikazano na
slici 69. Pritom, svake dve ta~ke koje su na slikama spojene, na jedini~nom su
rastojawu.

Slika 68. Slika 69.
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189. U skupu M ima bar k3 + 1 parnih brojeva. Po Dirihleovom principu, bar
jedan od skupova M1, . . . ,Mk sadr`i bar k2 + 1 parnih brojeva, npr. skup Mi.
Posmatrajmo brojeve za jedan mawe od wih. Bar k + 1 od tih brojeva nalaze se,
opet po Dirihleovom principu, u istom skupu, recimo Mj . Tra`eni brojevi
su i i j.

190. (a) O~igledno, poplo~avawe je mogu}e akko je bar jedan od brojeva M i N
paran.

(b) Dobijena tabla ima MN − 1 poqa, pa i M i N moraju biti neparni
brojevi. Obojimo poqa table kao u {ahu, i neka su npr. ugaona poqa crne
boje. Tada pre izbacivawa crnih poqa ima za jedno vi{e, pa izba~eno
poqe mora biti crno (tj. zbir rednog broja vrste i kolone izba~enog
poqa mora biti paran). Dokaza}emo da je taj uslov i dovoqan. Dokaz
sprovodimo indukcijom po M + N . Za M + N = 2 dokaz je trivijalan.
Neka tvr|ewe va`i za sve neparneM iN za kojeM +N < k i data je tabla
sa M + N = k. Ako je izba~eno poqe sa ivice table (npr. iz prve vrste),
i levo i desno od wega u toj vrsti ostao je paran broj poqa, pa mo`emo
najpre poplo~ati tu vrstu, a zatim i preostali pravougaonik sa parnim
brojem poqa. Ina~e, poplo~ajmo prvu i posledwu vrstu i prvu i posledwu
kolonu. Ostaje tabla sa M + N = k − 4 koja se po indukcijskoj hipotezi
mo`e poplo~ati. Dokaz je zavr{en.

(v) Opet je poplo~avawe mogu}e akko su M i N neparni i dodato je poqe
pored crnog. Uslov je potreban da bi broj crnih i belih poqa bio isti.
Poplo~avawe mo`emo izvr{iti tako {to najpre pokrijemo dodato poqe
i wemu susedno i time svodimo na zadatak pod (b).

191. (a) Pretpostavimo da je uslov zadovoqen, ali a nije ta~ka nagomilavawa za
A. Tada u nekoj okolini ta~ke a postoji samo kona~no mnogo elemenata
skupa A, npr. a1, a2, . . . , ak. Neka je

r = min{|a− a1|, |a− a2|, . . . , |a− ak|}.
U okolini (a− r, a + r) ta~ke a ne nalazi se nijedna ta~ka skupa A, {to je
kontradikcija.
Napomena. Zadatak je mogu}e re{iti i konstruisawem beskona~nog niza
ta~aka iz A u proizvoqnoj okolini O ta~ke a: jedna postoji po uslovu
zadatka, ozna~imo je sa a1; na|emo okolinu koja je podskup od O, a ne
sadr`i a1, i po uslovu zadatka, u woj postoji ta~ka skupa A, ozna~imo je
sa a2; zatim na|emo okolinu koja je podskup od O, a ne sadr`i ni a1 ni a2

itd.
(b) Neka u svakoj ε-okolini broja a postoji bar jedan element skupa A, ali

postoji okolina (b, c) za koju to ne va`i. Tada za ε = min{a − b, c − a}
imamo (a−ε, a+ε) ⊆ (b, c), pa smo dobili ε�okolinu u kojoj se ne nalazi ni
jedan elementizA. Kontradikcija. Dakle, svaka okolina ta~ke sadr`ibar
jedan element skupaA, {to je po (a) dovoqno da a bude ta~ka nagomilavawa
tog skupa.
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192. (a) (⇒) T (ar + bq) = T (ar) + T (bq) = aT (r) + bT (q).
(⇐) Za a = b = 1 iz pretpostavke dobijamo T (r + q) = T (r) + T (q), a za
b = 0: T (ap) = aT (p).

(b) Ako postoji T−1, T je bijekcija, pa za proizvoqne p, q ∈ Rn postoje x, y ∈
Rn takvi da T (x) = p i T (y) = q. Zato je

T−1(ap + bq) = T−1(aT (x) + bT (y)) = T−1(T (ax + by))
= ax + by = aT−1(p) + bT−1(q).

193. Tra`eni mnogougao A1A2 . . . An ne mo`e imati tup ugao. Zaista, ako bi
neki ^Ai−1AiAi+1 bio tup, va`ilo bi Ai−1A

2
i+1 > Ai−1A

2
i + AiA

2
i+1, pa

bi A1A2 . . . Ai−1Ai+1 . . . An imao ve}i zbir kvadrata stranica. Zakqu~ujemo:
n 6 4. Za n = 4 u obzir dolazi samo pravougaonik, a i on ima zbir kvadrata
stranica jednak zbiru kvadrata stranica pravouglog trougla ~ija su temena �
temena tog pravougaonika. Dakle, razmatramo samo trouglove. Po Lajbnicovoj
teoremi, ako je T te`i{te trougla, a P proizvoqna ta~ka, imamo

3PT 2 = PA2
1 + PA2

2 + PA2
3 −

1
3
(A1A

2
2 + A1A

2
3 + A2A

2
3).

Ako je P ≡ O centar opisanog kruga, dobijamo

A1A
2
2 + A1A

2
3 + A2A

2
3 = 9R2 − 3OT 2 6 9R2.

Jednakost se dosti`e samo kada O ≡ T , tj. za jednakostrani~an trougao.
Napomena. U zavr{nici su, umesto Lajbnicove teoreme, mogle biti kori{}ene
npr. i trigonometrijske metode.

194. Neka su O, O1, O2 centri, a r, r1, r2 polupre~nici kru`nica k, k1, k2. Razmo-
trimo prvo slu~aj kada su ta~ke A1 i A2 sa iste strane prave O1O2 (tj. k1 i k2

su ili obe unutar k ili obe van we) (slika 70).

O
1 O

2

O

A
1 A

2

P

k
1

k
2

k

Slika 70.

Neka jeP prese~na ta~ka zajedni~kih spoqa{wih tangenti na k1 i k2. Ona le`i
i na pravojO1O2. Iz sli~nosti odgovaraju}ih pravouglih trouglova nalazimo
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PO1 : PO2 = r1 : r2. Kako su P , A1 i A2 ta~ke na pravama koje odre|uju
stranice trougla O1O2O i va`i

PO1

PO2
· A2O2

A2O
· A1O

A1O1
=

r1

r2
· r2

r
· r

r1
= 1,

po Menelajevoj teoremi ta~ke P , A1 i A2 pripadaju jednoj pravoj, {to je i
trebalo dokazati.
U slu~aju kada su A1 i A2 sa razli~itih strana O1O2, postupa se sli~no, ali se
za P uzima prese~na ta~ka zajedni~kih unutra{wih tangenti (slika 71). Ako
je jedna od ta~aka A1, A2 na pravoj O1O2 lako se pokazuje da i druga mora biti
na woj. Tada se i prese~na ta~ka unutra{wih i prese~na ta~ka spoqa{wih
tangenti nalazi na A1A2.

O

O
1

O
2

A
1

A
2

P

k
1

k
2

k

Slika 71.

A

B

P

M
S N

Q

C
O

1 O
2

Slika 72.

195. Neka su P i Q druge ta~ke preseka prave l sa kru`nicama, a M i N sredi{ta
du`i PA i AQ (slika 72). Na osnovu zadatka 181. sredi{te S nalazi se na
kru`nici s centrom C (sredi{te du`i O1O2) i polupre~nikom CA. Tako|e,

AS = AN − SN = AN − (SQ−NQ) =
AQ

2
− 1

2
(PQ−AQ)

=
AQ

2
− PA

2
=

a

2
.

Dakle, S nalazimo u preseku pomenute kru`nice i kru`nice s centrom A i
polupre~nikom a

2
. l je prava kroz A i S.

196. Ukupan broj dijagonala u konveksnom 2n�uglu je n(2n− 3). Svaka od 2n stra-
nica mo`e biti paralelna najvi{e sa n − 2 dijagonale (kroz svako od 2n − 2
preostala temena prolazi najvi{e po jedna, svaka �zauzima� po dva od tih
temena, a ne mo`e ih biti n − 1, jer bi jedna od wih tada bila ba{ stranica).
Kako je

2n(n− 2) = 2n2 − 4n < 2n2 − 3n = n(2n− 3),

mora postojati dijagonala koja nije paralelna nijednoj stranici.
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197. Ako je p

q
∈ Q \ {0} (NZD(p, q) = 1) koren polinoma

anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0

mora va`iti p | a0 i q | an. Iz
(

p

q

)5

+
p

q
− 10 = 0 mno`ewem sa q5 dobijamo

p5+pq4 = 10q5. Sledi q | p5 odakle, po{toNZD(p, q) = 1, sledi q = 1. Sli~no
dobijamo p | 10q5 odakle opet p | 10. Sada je lako proveriti da 1, 2, 5, 10 nisu
koreni datog polinoma.

198. Data jedna~ina se transformi{e u jedna~inu (x + y− 1)2 + (x− y)2 = 1. Jedan
na~in da se ovo re{i je da se uvede cos θ = x + y − 1, θ ∈ [0, 2π), odakle je
x − y = sin θ. Za θ = π dobijamo re{ewe x = y = 0, a za θ 6= π mo`emo uvesti
smenu t = tg θ

2 , pa imamo

x + y − 1 =
1− t2

1 + t2
i x− y =

2t

1 + t2
.

Ako je t iracionalan, bar jedan od brojeva x− y =
2t

1 + t2
i x + y =

2
1 + t2

je
iracionalan, pa je i bar jedan od brojeva x i y iracionalan. Dakle, sva re{ewa
su {(

1 + t

1 + t2
,

1− t

1 + t2

)
: t ∈ Q

}
∪ {(0, 0)}.

199. Da bi (x, y, z) bilo re{ewe, dovoqno je da zadovoqava na primer z − x = y i

z + x = y2. Odatle je x =
y2 − y

2
i z =

y2 + y

2
. Po{to su y i y2 uvek iste

parnosti, jedan beskona~an skup re{ewa je
{(

n2 − n

2
, n,

n2 + n

2

)
: n ∈ N

}
.

200. Prema maloj Fermaovoj teoremi je pq−1 − 1 = kq i qp−1 − 1 = lp, gde su k i l
neki prirodni brojevi. Odatle je

pq−1 + qp−1 − 1 = pq−1 + lp = p(pq−2 + l)

i
pq−1 + qp−1 − 1 = kq + qp−1 = q(k + qp−2).

Zbog NZD(p, q) = 1 iz p | (pq−1 + qp−1 − 1) i q | (pq−1 + qp−1 − 1) sledi
pq | (pq−1 + qp−1 − 1).

201. Opisanom transformacijom parnost zbira svih elemenata se ne mewa. Kako je
taj zbir u po~etku 45, on nikada ne mo`e postati nula.
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202. Neka je G skup gradova do kojih se mo`e sti}i iz glavnog. Prebroja}emo sve
linije koje postoje izme|u neka dva grada izG (ne postoje linije izme|u gradova
iz G i nekog grada koji nije u G jer bi se tada i do tog grada moglo sti}i
iz glavnog). Iz glavnog polazi 1985 linija, a ako Udaqeni ne bi pripadao
skupu G, iz preostalih k gradova polazi po 20 linija. Po{to smo svaku liniju
brojali dvaput (po jednom za oba grada koje spaja) broj linija uG je 1985 + 20k

2
,

a to nije ceo broj. Kontradikcija.
Napomena. ^itaoci koji pomalo poznaju teoriju grafova prepozna}e da je ovde
re~ o specijalnom slu~aju slede}eg tvr|ewa: broj ~vorova neparnog stepena u
svakoj komponenti povezanosti grafa je paran.

203. Stavimo ai = 1 za parno i ∈ N i ai = −1 za neparno i ∈ N. Tada imamo

(a1 + a2) + (a3 + a4) + · · · = 0 + 0 + · · · = 0

i, s druge strane,

a1 + (a2 + a3) + (a4 + a5) + · · · = 1 + 0 + 0 + · · · = 1.

Dakle, rezultat zavisi od redosleda sabirawa.

204. (a) Da. Po{to su svaka dva broja uporediva ovom relacijom, wihov infimum
je mawi od wih, a wihov supremum ve}i od wih. Da je 6 relacija poretka
lako se proverava.

(b) Da. Opet je provera da je | relacija poretka jednostavna. Infimum dva
broja je wihov najve}i zajedni~ki delilac, a supremum wihov najmawi
zajedni~ki sadr`alac. Zaista, NZD(a, b) | a, NZD(a, b) | b, a ako d | a i
d | b, va`i i d | NZD(a, b), pa je NZD(a, b) zaista infimum za a i b.
Sli~an je dokaz i za postojawe supremuma.

(v) Ne. Relacija ρ nije ~ak ni refleksivna. ^ak i ako bi se uwenoj definiciji
zamenila re~ �mawi� sa �mawi ili jednak�, brojevi 100 i 10 ne bi imali
infimum (a i izgubila bi se antisimetri~nost).

205. (a) Ozna~imo sa S i Sa redom centre upisane i pripisane kod a kru`nice.
Imamo:

PABC = PASB + PBSC + PCSA =
ar

2
+

br

2
+

cr

2
= rp.

S druge strane je

PABC = PABSa + PACSa − PBCSa =
cra

2
+

bra

2
− ara

2

= ra

(
a + b + c

2
− a

)
= ra(p− a).
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(b) Primenom sinusne formule i adicionih formula dobijamo:

a + b− c

a + b + c
=

2R sin α + 2R sin β − 2R sin γ

2R sin α + 2R sin β + 2R sin γ

=
sin α + sin β − sin γ

sin α + sin β + sin γ

=
2 sin α+β

2 cos α−β
2 − 2 sin α+β

2 cos α+β
2

2 sin α+β
2 cos α−β

2 + 2 sin α+β
2 cos α+β

2

=
cos α−β

2 − cos α+β
2

cos α−β
2 + cos α+β

2

=
−2 sin α

2 sin
(
−β

2

)

2 cos α
2 cos β

2

= tg
α

2
tg

β

2
.

Napomena. Zadatak se mo`e re{iti i tako {to se izrazi

r =
a sin β

2 sin γ
2

cos α
2

i ra =
a cos β

2 cos γ
2

cos α
2

,

a zatim to uvrsti u jednakost iz (a).

206. Neka su XP i XQ tra`ene tetive, O centar kru`nice, i Y ta~ka dijametralno
suprotna ta~ki X . Neka je prvo AO 6= BO. Uglovi ^XY P i ^XY Q su
jednaki (nad jednakim tetivama), pa su i wima komplementni ^Y XP i ^Y XQ
jednaki. Dakle, u trouglu XAB je XO simetrala ugla, pa va`i AX : BX =
AO : BO. Geometrijsko mesto ta~aka X za koje va`i posledwa jednakost je tzv.
Apolonijeva kru`nica. Wen centar mo`emo na}i npr. tako{to konstrui{emo
ta~kuR na udaqenosti 2AO odA i 2BO odB, a zatim konstrui{emo simetralu
du`i OR. Ta~ka S, presek te simetrale sa pravom AB je centar Apolonijeve
kru`nice, a wen polupre~nik je SO = SR. U preseku te kru`nice sa datom
dobijamo ta~ku X (dva re{ewa).
U slu~aju AO = BO, opet dobijamo dva re{ewa, ovaj put u preseku date
kru`nice sa normalom kroz O na pravu AB.

207. Dokaz sprovodimo indukcijom po n. Slu~aj n = 1 je jasan. Za n = 2 bar dva od
vektora −→a1,−−→a1,

−→a2,−−→a2 formiraju ugao ne ve}i od
π

2
, pa wihova razlika ima

du`inu ne ve}u od
√

2 (dokaz npr. kosinusnom teoremom).
Neka za svaku n�torku tvr|ewe va`i, i neka su dati vektori −→a1,

−→a2, . . . , −−→an+1

saglasno uslovima zadatka. Me|u vektorima −→a1,−−→a1, . . . ,
−−→an+1, −−−→an+1 bar dva

zaklapaju ugao ne ve}i od 2π

2(n + 1)
6 π

3
, pa je wihova razlika vektor du`ine

najvi{e 1. Primewuju}i induktivnu pretpostavku na taj vektor i preostalih
n− 1 datih vektora dobijamo tra`eno tvr|ewe.
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208. Obele`imo sa K i L preseke AN i AM sa BD i a = AB, p = DN, q = BM .
Neka su K ′ i L′ projekcije K i L redom na AD, i x = DK ′, z = K ′L′, y = L′A
(slika 73). Doka`imo da je

(∗) z2 = x2 + y2 − xy.

Zamewuju}i z = a− x− y, dobijamo da je (∗) ekvivalentno sa

(∗∗) a2 − 2ax− 2ay + 3xy = 0.

A B

M

CND

L
L’

KK’

a

q

p

x

z

y

Slika 73.

Iz sli~nosti trouglova ALL′ i MAB dobijamo
q

y
=

a

a− y
, tj. y =

qa

q + a
.

Sli~no je i x =
pa

p + a
, pa zamewuju}i dobijamo da je (∗∗), posle sre|ivawa,

ekvivalentno sa a = p + q, {to je ta~no. Dakle, (∗) je dokazano.
Iz (∗) sada dobijamo z2 < x2 +y2 +2xy = (x+y)2, pa je z < x+y. Dele}i sa

√
2

dobijamoKL < DK+LB. S druge strane, o~igledno jeDK < KB = KL+LB
i LB < DL = DK + KL, pa se od datih du`i zaista mo`e sastaviti trougao.
Iz kosinusne teoreme dobijamo, ako je ugao naspram stranice podudarne sa KL
jednak ϕ, da va`i

KL2 = DK2 + LB2 − 2DK · LB cosϕ,

tj. deqewem sa
√

2:
z2 = x2 + y2 − 2xy cosϕ.

Upore|uju}i sa (∗), dobijamo cos ϕ =
1
2
, tj. ϕ = 60◦.

209. Neka je p3 − p + 1 = n2, tj. p(p2 − 1) = (n− 1)(n + 1). Imamo dva slu~aja:

1◦ p | n− 1. Tada je n− 1 = kp za neko k ∈ N pa dobijamo p(p− k2) = 2k + 1.
Odatle sledi p − k2 > 1 i p 6 2k + 1, odakle je k2 + 1 6 2k + 1, odnosno
k = 1 ili k = 2. Za k = 2 dobijamo p = 5, a k = 1 ne daje re{ewe.
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2◦ p | n + 1. Tada je n + 1 = lp za neko l ∈ N pa dobijamo 2l − 1 = p(l2 − p).
Po{to je p > 3 (direktno proveravamo) i l2−p > 1, sledi l > 2 i p 6 2l−1
pa imamo

2l − 1 = p(l2 − p) > p(l2 − 2l + 1) > 3(l − 1)2 > 3(l − 1) > 2l − 1.

Zna~i, sve te nejednakosti moraju biti jednakosti, pa je l = 2 i p = 3.

210. Tra`ena nejednakost je ekvivalentna sa
( n

2n

)n

+
(

n + 1
2n

)n

+ · · ·+
(

2n− 1
2n

)n

> 1,

tj. sa
n∑

i=1

(
1− i

2n

)n

> 1. Na osnovu nejednakosti izme|u aritmeti~ke i ge-

ometrijske sredine je

(
1− i

2n

)n

· 1 <

(
n

(
1− i

2n

)
+ 1

n + 1

)n+1

=
(

1− i

2(n + 1)

)n+1

.

Zna~i, niz sa op{tim ~lanom xn =
(

1− i

2n

)n

je strogo rastu}i pa sledi

n∑

i=1

(
1− i

2n

)n

>
3∑

i=1

(
1− i

6

)3

= 1.

211. Postoji nekoliko su{tinski razli~itih slu~ajeva koje treba posmatrati (os-
tali se na wih mogu svesti cikli~nim permutovawem i obrtawem redosleda
nepoznatih). To su:

1◦ x1 6 x2 6 x3 6 x4 6 x5; iz prve i druge jedna~ine, zbog x1 6 x2 dobijamo
x3 + x4 + x5 6 x4 + x5 + x1, tj. x3 6 x1. Sli~no, iz tre}e i ~etvrte
dobijamo x5 6 x3. Zna~i, x1 = x2 = x3 = x4 = x5.

2◦ x1 6 x2 6 x3 6 x5 6 x4; iz prve i druge jedna~ine imamo x3 6 x1, a iz
druge i tre}e x4 6 x2, pa ponovo x1 = x2 = x3 = x4 = x5.

3◦ x1 6 x2 6 x4 6 x5 6 x3; iz prve i druge jedna~ine je x3 > x1, i opet
x1 = x2 = x3 = x4 = x5.

4◦ x1 6 x3 6 x5 6 x2 6 x4; iz ~etvrte i pete jedna~ine je x4 6 x1, pa
x1 = x2 = x3 = x4 = x5.

Prema tome, sve nepoznate moraju biti jednake, pa se sistem svodi na (3x)5 = 3x.
Jedno re{ewe je x = 0, a za x 6= 0 deqewem sa 3x svodimo na (3x)4 = 1, tj. 3x = 1

ili 3x = −1. Dakle, sva re{ewa su x = 0, x =
1
3
, x = −1

3
.
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212. (a) Uvo|ewem smene x = n2 lako dobijamo an = (n2 + 6)(n2 + 2)(n2− 3). Uve-
dimo tzv. Le`androv simbol

(
a

p

)
, koji ima vrednost 1 ako je a kvadratni

ostatak po modulu p, tj. ako postoji m ∈ N takvo da m2 ≡ a (mod p), a u
suprotnom ima vrednost−1. Pretpostavimo da postoji prost broj p takav
da p - an, tj. (−2

p

)
=

(
3
p

)
=

(−6
p

)
= −1.

Le`androvafunkcija je multiplikativna, {to zna~i da za uzajamno proste
a i b va`i

(
a

p

)(
b

p

)
=

(
ab

p

)
. Ali to zna~i da je

(−2
p

)(
3
p

)
=

(−6
p

)
.

Kontradikcija.
(b) To je npr. n = 8. Kvadratni ostaci po modulu 8 su 0, 1 i 4, a an je

kongruentno sa 4 ili 6 po modulu 8, pa ne mo`e biti deqivo sa 8.

213. Broj konveksnih k�uglova koji ne sadr`e ozna~enu ta~ku (npr.A), je
(
2000

k

)
, jer je

tetivan konveksan mnogougao potpuno odre|en ako mu je dat skup temena. Zna~i,
broj konveksnih mnogouglova koji ne sadr`e A je

(
2000

3

)
+

(
2000

4

)
+ · · ·+

(
2000
2000

)
.

Sli~no, broj konveksnih k�uglova koji sadr`e ozna~enu ta~ku je
(
2000
k−1

)
, jer je

jedno teme A, a od preostalih 2000 treba izabrati jo{ k − 1. Ukupan broj
konveksnih mnogouglova koji sadr`e A je, dakle

(
2000

2

)
+

(
2000

3

)
+ · · ·+

(
2000
2000

)
.

Dakle, ima vi{e mnogouglova koji sadr`e teme A.

214. Ukupan broj obojenih du`i je o~igledno 3 · (2n
2

)
= 6n2 − 3n. U 6n�uglu ukupno

ima 3n vrsta du`i po du`ini, i te du`ine ozna~imo sa d1, d2, . . . , d3n (redom,
od najkra}e ka najdu`oj). Daqe, imamo po 6n du`i du`ina d1, d2, . . . , d3n−1, i
3n du`i du`ine d3n. Neka ne postoje dve podudarne du`i obojene razli~itim
bojama.
Pretpostavimo prvo da temena nijedne boje ne odre|uju pravilni 2n�ugao. Tada
du`i du`ine di, 1 6 i 6 3n − 1, a iste boje, mo`e biti najvi{e 2n − 1, a du`i
du`ine d3n najvi{e n. Obojenih du`i ima, dakle, najvi{e

(3n− 1)(2n− 1) + n = 6n2 − 4n + 1,

{to je mawe od 6n2 − 3n za n > 1, kontradikcija (slu~aj n = 1 je trivijalan).
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Ako temena neke boje sa~iwavaju pravilni 2n�ugao, ta temena odre|uju po 2n
du`i n − 1 razli~itih du`ina. Od preostalih 2n du`ina mo`emo opet imati
najvi{e po 2n− 1 du`. Najve}i mogu}i broj du`i je sada

(2n− 1)2n + (n− 1)2n + n = 6n2 − 3n.

Me|utim, taj broj se ne dosti`e: ako bi bilo obojeno svih 2n− 1 du`i du`ine
a1, to bi zna~ilo da imamo 2n �uzastopnih� temena obojenih istom bojom, ali
tada bi samo 2n− 2 du`i du`ine a2 bilo obojeno tom bojom. Kontradikcija.

215. Iz definicije funkcije direktno sledi da je prvi uslov ispuwen. Pretposta-
vimo da ne va`i (ii). Tada taj limes ne postoji ili je kona~an; u svakom slu~aju
postoji M > 0 takvo da

(∀n0 ∈ N)(∃n > n0)f(n) 6 M.

Neka je M0 minimalno M za koje to va`i i A0 = {n ∈ N : f(n) 6 M0}.
O~igledno je A0 beskona~an skup. Daqe, postoji n ∈ N takvo da f(n) = M0,
ina~e M0 ne bi bilo minimalno. Neka je A1 = {n ∈ N : f(n) = M0}. Skup
A0 \A1 = {n ∈ N : f(n) 6 M0 − 1} je kona~an, opet zbog minimalnosti M0.
Neka jem ∈ A1. Po definiciji f postoje a, b ∈ N takvi da je f(m) = f(a)+f(b)
i va`i jedan od uslova a + b = m, ab = m, ab = m. Ako bi bilo a ∈ N \ A0

imali bismo f(a) > M0, i dakle f(m) > M0, {to je nemogu}e zbogm ∈ A1. Ako
bi, me|utim, va`ilo a ∈ A1 imali bismo f(a) = M0, a zatim i f(m) > M0 + 1,
jer je f(b) > 1. Dakle, a ∈ A0 \A1, i sli~no b ∈ A0 \A1. Skup A1 je beskona~an
jer je A0 beskona~an, a A0 \ A1 kona~an. Me|utim, u prethodnom delu dokaza
svakom elementu skupa A1 dodelili smo dva elementa skupa A0 \ A1, i pritom
svaki takav par mo`e biti pridru`en uz najvi{e tri elementa izA1, {to zna~i
da i skup A0 \A1 mora biti beskona~an. Kontradikcija.

216. (a) Neka je prvo (a, b) = (c, d). To zna~i {{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}}. Ovo je
mogu}e u nekoliko slu~ajeva:
1◦ Ta dva skupa su jednoelementni, tj. {a} = {a, b} = {c} = {c, d}, odakle

a = b = c = d;
2◦ {a} = {c, d} i {a, b} = {c}. To zna~i a = c = d i a = b = c, tj.

a = b = c = d;
3◦ {a} = {c} i {a, b} = {c, d}. Iz prve jednakosti sledi a = c, a iz druge,

ako su posmatrani skupovi jednoelementni, da a = b = c = d, a ako su
dvoelementni da a = c i b = d.

Obratno, ako a = c i b = d, tada {a} = {c} i {a, b} = {c, d}, odakle
(a, b) = (c, d).

(b) Neka je npr. A = {a} i B = {b}, gde a 6= b. Tada (a, b) ∈ A × B ali
(a, b) 6∈ B × A. Defini{imo sada funkciju f : A × B → B × A ovako:
f((a, b)) = (b, a). Ona je o~igledno bijekcija.
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217. Neka su P ′ i P ′′ projekcije ta~ke P na stranice DA i AB, Q′ i Q′′ projekcije
ta~ke Q na AB i BC, R′ i R′′ projekcije ta~ke R na BC i CD, a S′ i S′′

projekcije ta~ke S na CD iDA redom (slika 74). O~igledno je P ′′Q′ = R′′S′ =
Q′′R′ = S′′P ′. Zato je

P (P ′′Q′QP ) + P (R′′S′SR) = P ′′Q′ · PP ′′ + QQ′

2
+ R′′S′ · RR′′ + SS′

2

= P ′′Q′ · (PP ′′ + SS′) + (QQ′ + RR′′)
2

= P ′′Q′ · (AD − P ′S′′) + (BC −Q′′R′)
2

= Q′′R′ · (AB − P ′′Q′) + (CD −R′′S′)
2

= Q′′R′ · (PP ′ + QQ′′) + (SS′′ + RR′)
2

= S′′P ′ · PP ′ + SS′′

2
+ Q′′R′ · QQ′′ + RR′

2
= P (S′′P ′PS) + P (Q′′R′RQ).

A B

CD

PP’

P”

R R’

R”

S
S”

S’

Q
Q”

Q’

Slika 74.

Kako je uz to i

P (AP ′P ) = P (AP ′′P ), P (BQ′Q) = P (BQ′′Q),

P (CR′R) = P (CR′′R), P (DS′S) = P (DS′′S),

tvr|ewe je dokazano.

218. Jasno je da se unutar pravilnog {estougla A1A2A3A4A5A6 mogu smestiti tri
ta~ke (kako su ta~ke A1, A3 i A5 na rastojawu

√
3, treba tra`ene ta~ke samo

staviti dovoqno blizu ovim temenima). Pretpostavimo da je mogu}e smestiti u
unutra{wost {estougla ta~ke B1, B2, B3, B4 na opisani na~in. Neka je S kon-
veksni omota~ skupa ta~aka {B1, B2, B3, B4}. Razmatra}emo slede}e slu~ajeve:

1◦ S je du`. Neka je raspored ta~aka B1 −B2 −B3 −B4. Tada B1B4 6 2, pa
je bar jedna od du`i B1B2, B2B3, B3B4 kra}a od

√
2.
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2◦ S je trougao, npr. 4B1B2B3. O~igledno je du`ina svake stranice tog
trougla 6 2. Neka je B1B2 > B1B3 > B2B3. O~igledno je bar jedan od
uglova ^B2B1B3 ili ^B1B2B3 ne ve}i od 60◦. Neka je ^B2B1B3 6 60◦.
Jasno je da je ceo trougaoB1B2B3 sme{ten u ise~ak kruga koga odre|uje cen-
tralni ugao^B2B1B3 i kraci sa centromB1 polupre~nikaB1B2. Lako se
mo`e pokazati da se taj ise~ak mo`e pokriti sa 3 kruga polupre~nika

√
2

sa centrima u centru B1 i u krajwim ta~kama luka ise~ka. Tim pre se ceo
trougao B1B2B3 mo`e pokriti sa 3 kruga polupre~nika

√
2 sa centrima u

temenima trougla. Drugim re~ima, rastojawe svake ta~ke P , koja se nalazi
u unutra{wosti trougla B1B2B3 ili na wenom obimu, od temena trougla
mawe je od

√
2.

3◦ S je ~etvorougao B1B2B3B4. Kako bar jedan od wegovih uglova, npr.
^B1B2B3 mora biti prav ili tup, imamo

B1B3 >
√

B1B2
2 + B2B2

3 > 2,

{to je nemogu}e jer sve ta~ke pripadaju unutra{wosti kru`nice (opisane
oko {estougla) pre~nika 2.

219. Neka je ABCD taj ~etvorougao i S ~vor mre`e unutar wega. Ako je S presek
dijagonala, kako na dijagonalama nema drugih ~vorova mre`e, mora biti AS =
SC iBS = SD, (ina~e, npr. za SA > SC imali bismo da je i ta~ka simetri~na
sa C u odnosu na S u unutr{wosti ~etvorougla) pa je ABCD paralelogram.
U suprotnom S se nalazi unutar jednog od trouglova ABC,BCD, CDA, DAB,
npr. trougla ABC (slika 75). Tada je ADCS konveksan ~etvorougao.

A

B

D

CS

Slika 75.
Podsetimo se Pikove teoreme:

Povr{ina poligona razapetog na celobrojnoj re{etki je i +
b

2
− 1, gde je i

broj ta~aka re{etke u unutra{wosti poligona, a b broj ta~aka re{etke na
stranicama (ukqu~uju}i i temena).

Zato je povr{ina svakog od trouglovaABS,BCS, CDS, DAS i CDA jednak 1
2
.

Iz P (CDS) = P (CDA) sledi SA ‖ CD, a odatle i iz P (CDS) = P (SAD)
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imamo SA = DC. Dakle, ADCS je paralelogram. Neka se prave BS i AC

seku u P . Tada je AP

PC
=

P (ASB)
P (CSB)

= 1, pa je P centar paralelograma ADCS.
Zna~i, ta~ke B, S i D su kolinearne i va`i BS = SD. Neka se prave AB i
CD seku u M . Iz gore dokazanog sledi da je SA sredwa linija trougla BDM ,
pa je BA = AM , tj. M je ~vor mre`e. Analogno se dokazuje i da se produ`eci
stranica AD i BC seku u ~voru mre`e.

220. Pretpostavimo da je lav tr~ao po izlomqenoj liniji A1A2 . . . An. Razvijmo
trajektoriju kretawa lava na slede}i na~in. Rotirajmo u odnosu na ta~ku A2

cirkusku arenu i nastavak trajektorije kretawa tako da ta~ka A3 padne na
polupravu A1A2. Zatim rotirajmo oko ta~ke A3 cirkusku arenu i nastavak
trajektorije tako da ta~ka A4 padne na polupravu A1A2 itd. Centar O arene
prelazi pri tome redom u ta~ke O1 = O, O2, . . . , On−1; ta~ke A1, A2, . . . , An

prelaze u ta~ke A′1, A
′
2. . . . , A

′
n, koje le`e na jednoj pravoj (slika 76).

O
1

O
2

O
3

A
1

A
2

A
3

A
4

A
3

A
4

a
1

a
1

a
2

a
2

Slika 76.

Neka je αi−1 ugao za koji se lav okrene u ta~ki Ai (0 < αi−1 < π). Tada je
^Oi−1A

′
iOi = αi−1 i A′iOi−1 = A′iOi 6 10, pa je OiOi−1 6 10αi−1. Sledi da je

30000 = A′iA
′
n 6 A′1O1 + O1O2 + · · ·+ On−2On−1 + On−1A

′
n

6 10 + 10(α1 + α2 + · · ·+ αn−2) + 10 ,

tj. α1 + α2 + · · ·+ αn−2 > 2998 .

221. Me|u datim sferama nikoje dve se ne dodiruju. Zaista, u protivnom bi wihova
zajedni~ka tangentna ravan sekla tre}u sferu po kru`nici, pa bi tangenta na
tu kru`nicu u P bila zajedni~ka tangenta sve tri sfere. Dakle, proizvoqne
dve seku se po kru`nici, a ta kru`nica mora sa tre}om sferom imati jo{ jednu
zajedni~ku ta~ku pored P , jer bi u suprotnom opet tangenta na wu u P bila
zajedni~ka tangenta sve tri sfere.

222. Uvode}i smenu y = log2
a x dobijamo jedna~inu y2 − 4 = 3

√
3y + 4 i, posle

kvadrirawa, y4− 8y2− 27y− 20 = 0. Znaju}i da su celobrojne nule polinoma
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anxn + · · · + a1x + a0 deliteqi broja a0, proveravaju}i deliteqe broja 20
zakqu~ujemo da su −1 i 4 nule datog polinoma. Odatle dobijamo

y4 − 8y2 − 27y − 20 = (y + 1)(y − 4)(y2 + 3y + 5) = 0.

Kako jedna~ina y2+3y+5 = 0 nema realnih re{ewa, dobijamo da je log2
a x = −1

ili log2
a x = 4. Prvi slu~aj o~igledno je nemogu}, a drugi daje x = a2 ili

x =
1
a2
.

223. Uvedimo smene y = x−1 i q(y) = p(y−1). Zadatak se svodi na tra`ewe re{ewa
polinomne jedna~ine q(y2) = (q(y))2. Neka je q(y) = anyn + · · · + a1y + a0,
an 6= 0, i neka je k < n najve}i indeks takav da je ak 6= 0. Dobijamo

any2n + aky2k + · · ·+ a1y + a0 = (anyn + akyk + · · ·+ a1y + a0)2

pa upore|uju}i koeficijente imamo anak = 0, {to je nemogu}e. Zakqu~ujemo:
ak = 0 za sve 0 6 a < n, tj. q(y) = anyn. O~igledno mora biti an = 1 ili
an = 0, pa su jedina re{ewa p(x) = q(x + 1) = (x + 1)n i p(x) = 0.

224. Napi{imo datu jednakost za n + 1 i n + 2:

an+1 − (−1)nan =
√

2a2
n + l

an+2 + (−1)nan+1 =
√

2a2
n+1 + l.

Kvadrirawem i sabirawem dobijamo

a2
n+2 − a2

n + 2(−1)nan+2an+1 − 2(−1)nan+1an = 2l

tj.

(∗) (an+2 − an) (an+2 + 2(−1)nan+1 + an) = 2l.

Pretpostavimoda su svi ~lanovinizaceli, dakle (izuzevmo`daa1) i prirodni.
Tada imamo

a2k+1 = a2k +
√

2a2
2k + l >

(√
2 + 1

)
a2k

a2k+2 = −a2k+1 +
√

2a2
2k+1 + l >

(√
2− 1

)
a2k+1.

Odatle sledi
a2k+2 >

(√
2− 1

) (√
2 + 1

)
a2k = a2k.

Dakle, {a2k | k ∈ N} je rastu}i niz prirodnih brojeva, pa je a2k > k. Sve u
svemu,

(a2l+2 − a2l)(a2l+2 + 2a2l+1 + a2l) > (l + 1) + l = 2l + 1

{to je u suprotnosti sa (∗).
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225. Pretpostavimo suprotno. Neka je l najmawi prirodan broj za koji va`i al 6= l.
Tada je al > l i postoji k > l takvo da ak+1 = l. Dakle,

l + 2
l

6 1 + ak

ak+1
< 1 +

2
k

,

odakle sledi k < l, {to je kontradikcija sa uslovom k > l.

226. Posmatrajmo skup od 4n kuglica, 2n crnih i 2n belih, i jedne i druge ozna~ene
brojevima od 1 do 2n. Ukupan broj na~ina da od wih izaberemo 2n kuglica
je

(
4n
2n

)
. Izra~unajmo broj na~ina za to takvih da je izabrano ta~no k parova

ozna~enih istim brojem. Broj na~ina za izbor tih parova je
(
2n
k

)
. Od preostalih

2n− k parova biramo 2n− 2k koji }e dati po jednu kuglicu, a zatim na 22n−2k

na~ina biramo po jednu kuglicu iz svakog para. Tra`eni broj na~ina je dakle
(

2n

k

)(
2n− k

2n− 2k

)
22n−2k =

(
2n

2k

)(
2k

k

)
22n−2k.

Zbir tih brojeva za k = 0, 1, . . . , n je, jasno, ukupan broj na~ina za birawe 2k
kuglica.

227. Kako figura zauzima 4 poqa, broj poqa na tabli mn deqiv je sa 4. Neka npr.
tabla ima paran broj kolona. Obojimo poqa svake neparne kolone crno, a svake
parne belo. Lako je uvideti da svaka figura pokriva tri poqa jedne i jedno
poqe druge boje. Neka je na tabli x figura koje pokrivaju tri crna, a y figura
koje pokrivaju tri bela poqa. Ukupan broj crnih poqa je tada 3x + y, a belih
x + 3y. Me|utim, ta dva broja su, uzimaju}i u obzir na~in bojewa, jednaka, pa
x = y. Dakle, na tabli je paran broj figura, pa je ukupan broj poqa deqiv sa 8.
Obrnuto, neka 8 | mn. Posmatrajmo dva slu~aja:

1◦ m = 4m1 i n = 2n1: tada izdelimo tablu na delove dimenzija 4 × 2 koji
se lako poplo~avaju.

2◦ m = 8m1: sada izdelimo tablu da delove dimenzija 8 × 2 i 8 × 3 ({to je
mogu}e jer se svaki prirodan broj ve}i od 1 mo`e napisati kao zbir dvojki
i trojki). Te delove zatim pokrijemo kao na slici 77.

Slika 77.

228. 1) Doka`imo asocijativnost, tj. da za podskupove X, Y, Z skupa A va`i
(X4Y )4Z = X4(Y4Z). Zaista,

a ∈ (X4Y )4Z ⇔ a ∈ (X4Y ) \ Z ∨ a ∈ Z \ (X4Y )
⇔ a ∈ (X \ Y ) \ Z ∨ a ∈ (Y \X) \ Z

∨ (a ∈ Z \ (X \ Y ) ∨ a ∈ Z \ (Y \X)).
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Sli~no se dobija i da a ∈ X4(Y4Z) akko je a u ta~no jednom ili u sva
tri od skupova X, Y, Z.

2) ∅ je o~igledno jedini~ni element za operaciju, jer je X4∅ = X .
3) Ako je dat X ⊆ A, wegov inverz je on sam, jer je X4X = ∅.

229. Obele`imo saM1,M2, . . . , M7 prvih 7 ta~aka u kojima putawa ta~keM dodiruje
stranice trougla (slika 78). Kako su AM3M2M1 iM4M3M2C paralelogrami,
va`i AM1 = M3M2 = M4C.

A B

C

M

M
1

M
2

M
3

M
4 M

5

M
6

M
7

Slika 78.
Daqe, po{to je i AM6M5M4 paralelogram, M4M5 = AM6, pa je 4M4M5C ∼=
4AM6M7, odakle sledi M4C = AM7. Dakle, AM1 = AM7, pa se ta~ke M1

i M7 poklapaju. Zakqu~ujemo da se po~etni polo`aj ta~ke M nalazi na du`i
M6M7, ~ime je tvr|ewe dokazano.

230. Kako je ~etvorougao PABC tetivni, iz Ptolemejeve teoreme imamo PA ·BC +
PC · AB = PB · AC. Ako sa a obele`imo stranicu kvadrata, sledi PA · a +
PC · a = PB · √2a, odakle sledi tra`eno tvr|ewe.

231. Posmatrajmo dva slu~aja:

1◦ n = 2k + 1. Razbijmo skup svih dijagonala (i stranica) datog mno-
gouglaA1A2 . . . An na podskupove tako da se u prvom podskupu nalaze du`i
AnA1, An−1A2, . . . , Ak+2Ak, u drugom A1A2, AnA3, . . . , Ak+1Ak−1, itd. u
posledwem An−1An, An−2A1, . . . , Ak+3Ak+1, tj. ne postoje dve du`i u is-
tom podskupu koje imaju zajedni~ku ta~ku (slika 79). Ako pretpostavimo
da postoji n + 1 dijagonala takvih da svake dve imaju zajedni~ku ta~ku, po
Dirihleovom principu dobijamo da neke dve od wih pripadaju istom od
odabranih podskupova, {to je kontradikcija.

Slika 79.



144 T A N G E N T A 10

2◦ n = 2k. Re{ewe je analogno gorwem i opet delimo skup dijagonala na
podskupove, s tim {to imamo k podskupova koji sadr`e po dve stranice
n-ugla (npr. {AnA1, An−1A2, . . . , Ak+1Ak}) i k podskupova sa~iwenih
samo od dijagonala (npr. {An−1A1, An−2A2, . . . , Ak+1Ak−1}).

232. �Rasklopimo� tetraedar u mre`u u ravni pqosni ABC (slika 80). Ozna~imo
a = AD, b = AC. Na du`i AB ozna~imo ta~ku E tako da je BE = a i kroz
wu povu~emo normalu p na AB. Postoje dve ta~ke na p na udaqenosti CD od
C; neka je D1 ona od wih koja je daqa od E. Neka su jo{ q i r redom normala
na AC u ta~ki D1 i normala na AB u ta~ki B. Neka se AC i q seku u F , a q i
r u G. Zbog ^D′′AC = ^CFD1 = 90◦, CD′′ = CD1 i DF = AC = b, imamo
4CAD′′ ∼= 4CD1F , odakle CF = AD′′ = a. Daqe, zbog ^BAD′ = ^BGD1 =
90◦, AD′ = GD = a i BA = BG = a + b imamo 4BAD′ ∼= 4BGD, odakle
BD′ = BD1. Kona~no, 4BCD1

∼= 4BCD, jer su im odgovaraju}e stranice
podudarne. Dakle, �spu{tawem� ta~ke D u ravan pqosni ABC dobija se ba{
ta~ka D1. Me|utim, ve} znamo da je ^D1BG = ^D′BA, odakle sledi da je
^D′BD1 = 90◦, a taj ugao jednak je zbiru uglova ^DBA, ^ABC i ^CBD.

C

A

a

a
a

b

b

B

G D
1

F

D”

q

r p D’

E

slika 80.

233. Datu jednakost mo`emo zapisati i ovako:

qr = 19962 − p2 = (1996− p)(1996 + p).

Razlikujemo tri slu~aja:

1◦ p = 3: iz qr = 1993 · 1999 sledi q = 1993 i r = 1999;
2◦ p = 3k+1: tada 3 | 1996−p pa mora biti q = 3. Iz r = (665−k)(1996+p)

sada sledi 665− k = 1, pa p = 1993 i r = 3989;
3◦ p = 3k + 2: tada 3 | 1996 + p pa opet q = 3. Iz r = (1996 − p)(666 + k),

kako je p > 2, dobijamo da je r slo`en, pa ovaj slu~aj ne daje re{ewe.

234. Primetimo da je

1996 = 492 − 5 · 92 =
(
49− 9

√
5
)(

49 + 9
√

5
)

.
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Daqe,
(
49− 9

√
5
)n

= 49n −
(

n

1

)
49n−1 · 9

√
5 +

(
n

2

)
49n−2

(
9
√

5
)2

− · · ·+ (−1)n
(
9
√

5
)n

(
49 + 9

√
5
)n

= 49n +
(

n

1

)
49n−1 · 9

√
5 +

(
n

2

)
49n−2

(
9
√

5
)2

+ · · ·+
(
9
√

5
)n

.

Odatle je 1996n =
(
49− 9

√
5
)n (

49 + 9
√

5
)n

= x2 − 5y2, gde je

x = 49n +
(

n

2

)
49n−2(9

√
5)2 + · · ·

y =
(

n

1

)
49n−1 · 9 +

(
n

3

)
49n−3 · 93 · 5 + · · ·

235. Pretpostavimo da su x1, x2 ∈ Q re{ewa date jedna~ine. Tada su y1 = ax1 i
y2 = ax2 re{ewa jedna~ine y2 + by + ac = 0. Me|utim, poznato je da, ako je
p

q
∈ Q (NZD(p, q) = 1) re{ewe jedna~ine anxn + · · · + a1x + a0, onda p | a0

i q | an. To zna~i da su y1 i y2 celi brojevi. Na osnovu Vietovih formula je
y1 + y2 = −b i y1y2 = ac. Iz druge jedna~ine zakqu~ujemo da y1 i y2 moraju
biti neparni, a iz prve da je jedan od wih paran. Kontradikcija.

236. Defini{imo preslikavawe f izme|u skupa podskupova koji sadr`e tu ta~ku
(obele`imo je sa A) i skupa podskupova koji je ne sadr`e: f(S) = S \ {A}.
Lako se proverava da je to bijekcija, pa ta dva skupa imaju isti broj eleme-
nata. (Naravno, mogli smo i izra~unati da svaki od ta dva skupa ima po 22000

elemenata.)

237. Neka jeA1A2 . . . An pravilan (konveksni) n�ugao upisan u datu kru`nicu. Neka
jeP1P2 . . . Pn predstavnik neke od klasa ekvivalencije pomenutih u zadatku, pri
~emuA1 ≡ P1. Jasno je da su temena ova dva n�ugla iste ta~ke, ali u razli~itom
redosledu. Neka P2 ≡ Ak+1. Tada va`i i P3 ≡ A2k+1, P4 ≡ A3k+1 itd. (ako
je 2k + 1 ve}e od n, umesto wega uzimamo ostatak pri deqewu sa n, sli~no za
3k+1, 4k+1 . . . .) Me|utim, ta~kaA1 ponovi}e se u nizuP1, P2, P3 . . . pre n�tog
~lana akko je k uzajamno prosto sa n. Dakle P1P2 . . . Pn je zaista n�ugao akko su
k i n uzajamno prosti. Dakle, predstavnika klasa ekvivalencije ima ϕ(n)

2
, gde

je ϕ Ojlerova funkcija koja prirodnom broju dodequje broj brojeva mawih od
wega uzajamno prostih sa wim (delimo sa 2 jer je na opisani na~in predstavnik
svake klase dobijen dva puta: za k = i i k = n − i). Primer za n = 8 i k = 3
(ili k = 5) je dat na slici 81.
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Slika 81.

238. Podelimo datu kocku na 27 kocki 2× 2× 2. Obojimo kocke 2× 2× 2 u okviru
date kocke naizmeni~no crno i belo, npr. neka su uglovi obojeni crno. Pos-
matraju}i kockice 1× 1× 1 vidimo da je wih 104 obojeno belo, a wih 112 crno.
Svaki pravougli paralelopiped 4 × 1 × 1 pokriva dva crna i dva bela poqa,
pa najvi{e 52 mo`emo smestiti u veliku kocku. Da se to mo`e u~initi lako
je videti: najpre postavimo 36 paralelopipeda jedan uz drugog tako da wima
popunimo deo kocke dimenzija 4× 6× 6, zatim jo{ 12 tako da wima popunimo
deo dimenzija 4× 2× 6, a u preostali deo dimenzija 2× 2× 6 mo`emo smestiti
jo{ 4 paralelopipeda.

239. Stavqaju}i u jedna~inu y = 1 dobijamo f(x+1) = f(x)+1. Odatle indukcijom
po n kre}u}i od f(1) = 2 dobijamo f(n) = n + 1 i f(1 − n) = 2 − n, pa va`i
f(x) = x + 1 za sve x ∈ Z. Tako|e indukcijom dobijamo i f(x + n) = f(x) + n.
Kona~no, ako u polaznu jedna~inu stavimo x = n i y =

m

n
, imamo

f(m) = (n + 1)f
(m

n

)
−

(
f

(m

n

)
+ n

)
+ 1,

odakle izra`avamo f
(m

n

)
=

m

n
+ 1.

240. Da bi uslov zadatka bio ispuwen mora za svako n ∈ N da va`i a2
n+1 > 4anan+2.

Akoove nejednakostiispi{emo zan = 1, 2, . . . , m−1paihpomno`imodobijamo
a2am > 4n−1a1an+1,

tj. ako obele`imo c =
a2

a1
, za svako m ∈ N va`i

am+1

am
6 c

4m−1
.

Za dovoqno veliko m (tj. za m > 1 + log4 c) bi}e am+1

am
< 1, tj. niz }e biti

strogo opadaju}i. Kako ne postoji takav niz prirodnih brojeva, do{li smo do
kontradikcije.

241. Neka je O poluobim ~etvorougla, a P wegova povr{ina. Tada je P = Or.
Kako povr{ina trougla nije ve}a od polovine proizvoda dve stranice, sledi
2P 6 ab + cd i 2P 6 ad + bc. Odatle sledi

4P 6 ab + cd + ad + bc = (a + c)(b + d) = O2.
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Dakle, 4Or 6 O2, ili 4r 6 O = AB + CD.

242. Neka podno`je visine deli hipotenuzu na delove du`ine p i q. Ozna~imo
polupre~nike kru`nica upisanih u T, T1, T2 redom sa r, r1, r2. Ako je C teme
kod pravog ugla, i kru`nica dodiruje straniceAB, BC,CA u ta~kamaM, N, P
onda je

2r = CN + CP = CA + CB − PA− PB = CA + CB −MA−MB

= CA + CB −AB = a + b− c,

gde su a, b, c stranice trougla. Analogno se dokazuje da je 2r1 = p + h − a i
2r2 = q + h− b, pa sabiraju}i ove tri jednakosti dobijamo r + r1 + r2 = h.

243. Ozna~imo temena tog petougla saA,B, C,D, E. Pretpostavimo da jeAB ‖ EC,
BC ‖ AD, CD ‖ BE i DE ‖ AC. Sledi:

P (ABE) = P (ABC) = P (BCD) = P (CDE) = P (ADE),

pa je AE ‖ BD.

244. Odgovor: da.

A

O

M

jd/2

Slika 82.

A B

O

j

Slika 83.

Postavimo istra`iva~ke stanice u temena kocke upisane u sferu. Zaista, iz
ta~ke A (slika 82) vide se sve ta~ke sfernog odse~ka koji od sfere odseca krug s
centrom u A koji prolazi kroz M . Ozna~imo sa O centar sfere i ϕ = ^AOM .
Tada je cosϕ =

OA

OM
=

1
3
. Daqe, ako jeB polo`aj druge istra`iva~ke stanice

(sme{tene u susednom temenu kocke) onda jeAB2 = OA2+OB2−2OA ·OB cos ϕ

(slika 83), pa je cosϕ =
1
3
. Zato je cela sfera s centrom O i polupre~nika

3
2
d pokrivena sa ~etiri takva sferna odse~ka koji odgovaraju nekoj ~etvorci

nesusednih temana kocke. Sledi da je svaka ta~ka te sfere pokrivena sa bar dva
od ukupno osam tih odse~aka.

245. Va`i:
n∑

i=1

n∑

j=1

ij cos(ai − aj) =
n∑

i=1

n∑

j=1

ij(cos ai cos aj + sin ai sin aj)
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=
n∑

i=1

n∑

j=1

ij cos ai cos aj +
n∑

i=1

n∑

j=1

ij sin ai sin aj

=
n∑

i=1

i cos ai

n∑

j=1

j cos aj +
n∑

i=1

i sin ai

n∑

j=1

j sin aj

=

(
n∑

i=1

i cos ai

)2

+

(
n∑

i=1

i sin ai

)2

> 0.

246. Broj
(
6 +

√
37

)999
+

(
6−√37

)999 je ceo, {to se jednostavno dokazuje razvojem
sabiraka binomnim obrascem. Ali

∣∣6−√37
∣∣ < 0, 1, pa je

∣∣∣
(
6−√37

)999
∣∣∣ <

0, 1999, odakle sledi tvr|ewe zadatka.

247. Mogu. Posmatrajmo polinom P (x) = x4 +x3−ex2 +x+1, gde je e > 0 dovoqno
malo, npr. e =

1
8
. Izra~unajmo P 2(x):

P 2(x) = x8 + 2x7 + (1− 2e)x6 + (2− 2e)x5 + (4− 2e)x4

+ (2− 2e)x3 + (1− 2e)x2 + 2x + 1.

Svi wegovi koeficijenti su pozitivni. Tako|e, svi koeficijenti polinoma

P 3(x) = x12 + 3x11 + (3− 3e)x10 + (4− 6e)x9 + (9− 5e + 2e2)x8

+ (9− 8e + 2e2)x7 + (6− 11e + 2e2)x6 + (9− 8e + 2e2)x5

+ (9− 5e + 2e2)x4 + (4− 6e)x3 + (3− 3e)x2 + 3x + 1

su pozitivni. Ako sada posmatramo proizvoqan stepen P k(x) na{eg polinoma
(k > 1) broj kmo`e se zapisati kao zbirnekoliko dvojki i nekoliko trojki, npr.
k = 2a + 3b. Zato je P k(x) =

(
P 2(x)

)a (
P 3(x)

)b, te su svi wegovi koeficijenti
pozitivni.

248. Za n = 3k imamo 2n = 8k ≡ 1k ≡ 1 (mod 7). Za n = 3k + 1 imamo 2n = 2 · 8k ≡
2 · 1k ≡ 2 (mod 7). Za n = 3k + 2 imamo 2n = 4 · 8k ≡ 4 · 1k ≡ 4 (mod 7).
Dakle, re{ewa su svi prirodni brojevi deqivi sa 3.

249. Evo primera da se brojevi mogu pore|ati tako da zbir brojeva tre}e kolone bude
45:

1 2 3 16 17
4 5 6 18 19
7 8 9 20 21
10 11 12 22 23
13 14 15 24 25

Pretpostavimo da se brojevi mogu rasporediti tako da taj zbir bude mawi od
45. Kako je svaki broj u drugoj koloni mawi od odgovaraju}eg broja u prvoj, zbir
brojeva u drugoj koloni je mawi od 40. Analogno dobijamo da je zbir brojeva u
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prvoj koloni mawi od 35. Zna~i, zbir brojeva u prve tri kolone je mawi od 120.
Me|utim, taj broj ne mo`e biti mawi od zbira najmawih 15 prirodnih brojeva,
a to je 120. Kontradikcija.
Na sli~an na~in dobijamo da je najve}a mogu}a vrednost tog zbira 85.

250. Dokaz }emo izvesti indukcijom po broju kvartova u gradu. Ako je taj broj jednak
1, tvr|ewe trivijalno sledi. Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za sve gradove
opisane u zadatku sa mawe od n kvartova, i da je zadat takav grad sa n kvartova.
Posmatrajmo proizvoqnu ulicu tog grada. Ona deli grad na dva dela, i jedan
od wih ima strukturu istu kao grad opisan u zadatku. Kako on ima mawe od n
kvartova, po indukcijskoj hipotezi jedan od wegovih kvartova mo`e se obi}i
kre}u}i se pravilno.

251. Podelimo tablu na 24 dela 4× 1 kao na slici 84 (pritom ostaju 4 nepokrivena
poqa). Da bismo bili sigurni da }emo �pogoditi� podmornicu moramo birati
bar po jedno poqe iz svakog od tih delova. Zato je potrebno najmawe 24 ga|awa.
S druge strane, ako tih 24 poteza rasporedimo kao na slici 85, sigurni smo da
}emo �pogoditi� podmornicu, bez obzira na to kako je postavqena.

Slika 84. Slika 85.

252. Ozna~imo `etone brojevima od 1 do 10 ukrug, i uo~imo `etone ozna~ene parnim
brojevima. Pri sprovo|ewu operacija opisanih u zadatku uvek se prevr}u ta~no
dva uo~ena `etona. To zna~i da se parnost broja uo~enih `etona prevrnutih
na crvenu stranu ne mewa, a taj broj je na po~etku 5, pa nikada ne}e postati 0.
Odgovor je, dakle, ne.

253. Sredi{te du`i AA1 le`i na sredwoj liniji trougla koja spaja sredi{ta stra-
nica AB i AC. Sli~no, ostala dva sredi{ta le`e na preostale dve sredwe
linije. Me|utim, ta~ke koje le`e na tri razli~ite stranice trougla (a ra-
zli~ite su od temena) ne mogu biti kolinearne.

254. Obele`imo centre kru`nica sa O1 i O2 (slika 86). Imamo: ^AMB = 180◦ −
^O1MA−^O2MB = 180◦−^O1AM −^O2BM = ^MAB +^MBA. Odatle
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sledi da je ^AMB prav, pa se sve ta~ke M nalaze na kru`nici s pre~nikom
AB.
Jednostavno je pokazati i da za svaku ta~ku M te kru`nice osim A i B postoje
dve kru`nice koje zadovoqavaju uslove zadatka i dodiruju se u M . Naime,
obele`imo sa S sredi{te du`i AB. Ako upi{emo kru`nice u uglove MSA
i MSB tako da dodiruju redom M i A, odnosno M i B, one }e biti tra`ene
kru`nice.

O
1

O
2

A

B

M

p

Slika 86.

O

C
A

B

A’

D

a

a

Slika 87.

255. Pretpostavimo da su ta~ke C i D na|ene. Ugao α = ^COD jednozna~no je
odre|en veli~inom a. Rotacijom du`i AC oko centra kru`nice k dobija se
du` DA′ (slika 87) koja sa BD zaklapa ugao α. Dakle, mo`emo konstruisati
najpre ta~ku A′, koja se dobija rotacijom ta~ke A oko centra kru`nice k za
ugao α, a zatim i ta~kuD kao presek kru`nice k sa lukovima koji predstavqaju
geometrijsko mesto ta~aka iz kojih se du` BA′ vidi pod uglom α. Ta~ka C se
zatim dobija u preseku k i kru`nice s centrom D i polupre~nikom a.

256. Kako su zapremine piramida sa zajedni~kom bazom proporcionalne wihovim
visinama, imamo (koriste}i i Talesovu teoremu)

1 =
P (OBCD)
P (ABCD)

+
P (OABD)
P (ABCD)

+
P (OACD)
P (ABCD)

+
P (OABC)
P (ABCD)

=
OA1

AA1
+

OB1

BB1
+

OC1

CC1
+

OD1

DD1

=
AA1 −R

AA1
+

BB1 −R

BB1
+

CC1 −R

CC1
+

DD1 −R

DD1

odakle sledi
1

AA1
+

1
BB1

+
1

CC1
+

1
DD1

=
3
R

.

Kona~no, nejednakost izme|u aritmeti~ke i harmonijske sredine daje nam

AA1 + BB1 + CC1 + DD1 > 42

(
1

AA1
+

1
BB1

+
1

CC1
+

1
DD1

)−1

=
16R

3
.

257. Iz zadate jedna~ine sledi by0 ≡ bn (mod a). Kako su a i b uzajamno prosti
mo`emo skratiti sa b: y0 ≡ bn−1 (mod a). Sli~no, x0 ≡ an−1 (mod b). Dakle,
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postoje celi brojevi r i s takvi da je x0 = an−1 + rb i y0 = bn−1 + sa. Ako
to uvrstimo u zadatu jedna~inu dobijamo ab(r + s) = 0, odakle je s = −r, tj.
x0 = an−1 + rb i y0 = bn−1 − ra. Odatle je

⌊x0

b

⌋
= r +

⌊
an−1

b

⌋
i

⌊y0

a

⌋
= −r +

⌊
bn−1

a

⌋
,

pa sledi tra`eno tvr|ewe.

258. Primetimo prvo da je 2187 = 37. Dokaza}emo da za sve n ∈ N va`i da je broj
koji se sastoji od 3n jedinica deqiv sa 3n indukcijom po n. Za n = 1 tvr|ewe
o~igledno va`i. Neka je ono dokazano za neko n. Zapi{imo

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
3n+1

= 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
3n

·1 00 . . . 01︸ ︷︷ ︸
3n

00 . . . 01︸ ︷︷ ︸
3n

.

Prvi faktor je po indukcijskoj hipotezi deqiv sa 3n, a drugi o~igledno sa 3,
pa je proizvod deqiv sa 3n+1, {to je i trebalo dokazati.

259. Obele`imo sa F (m,n) veli~inu NZD(2n − 1, 2m − 1). Neka je npr. n > m.
Imamo

F (m,n) = NZD ((2n − 1)− (2m − 1), 2m − 1)
= NZD

(
2m(2n−m − 1), 2m − 1

)

= NZD
(
2n−m − 1, 2m − 1

)
= F (m, n−m).

Sada da se podsetimo Euklidovog algoritma za dobijawe najve}eg zajedni~kog
deliteqa brojeva m i n: ra~unaju se brojevi q1, q2, . . . i r1, r2, . . . takvi da je

n = q1m + r1

m = q2r1 + r2

r1 = q3r2 + r3

...

i da va`i r1 ∈ {0, 1, . . . , m−1}, r2 ∈ {0, 1, . . . , r1−1} itd. (q1 i r1 su koli~nik i
ostatak pri deqewu n sam. . . ). Ovaj postupak ponavqamo do prvog deqewa pri
kojem dobijamo ostatak nula. Ostatak rk prethodnog deqewa bi}e NZD(m,n).
Opona{a}emo ovaj postupak: na osnovu gore dokazanog je

F (m,n) = F (m, n−m) = · · · = F (m, r1)
= F (m− r1, r1) = · · · = F (r2, r1) = · · · = F (rk, 0).

Me|utim, F (rk, 0) = NZD
(
2rk − 1, 20 − 1

)
= 2rk − 1. Kona~no: m i n su

uzajamno prosti akko je rk = 1, a to je ekvivalentno sa
NZD(2n − 1, 2m − 1) = 21 − 1 = 1, tj. sa ~iwenicom da su 2m − 1 i 2n − 1
uzajamno prosti.
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260. Primeni}emo metod koji se mo`e koristiti kad su sve jedna~ine simetri~ne po
x, y i z, tj. kad se ne mewaju zamenom mesta promenqivih. Ako uvedemo oznake
a = x + y + z, b = xy + yz + zx i c = xyz, iz sistema dobijamo a = 9, b = 26,
c = 24. Na osnovu Vietovih formula dobijamo da su x, y, z nule polinoma
x3 − ax2 + bx − c = x3 − 9x2 + 26x − 24 = (x − 2)(x − 3)(x − 4), tj. re{ewa
sistema su (2, 3, 4), (2, 4, 3), (3, 2, 4), (3, 4, 2), (4, 2, 3), (4, 3, 2).

261. Neka je prvo a1 racionalan broj. Iz rekurentne formule je lako zakqu~iti da,
ako je an racionalan, onda je i an+1 racionalan i imenilac mu nije ve}i od
imenioca an. Koriste}i to, indukcijom mo`emo dokazati da, ako je imenilac
broja a1 jednak i, onda su svi ~lanovi niza racionalni sa imeniocem mawim
ili jednakim od i. Me|utim, takvih brojeva ima kona~no mnogo (sigurno mawe
od i · i, ali mo`e se napraviti i boqa ocena), pa }e se neki broj u nizu ponoviti,
npr. ak = al. Ali zbog rekurentne veze tada va`i i ak+1 = al+1, ak+2 = al+2

itd. tj. niz je periodi~an po~ev{i od k-tog ~lana.
Neka je sada niz po~ev{i od nekog ~lana periodi~an, npr. neka je ak = al, i npr.
k < l. Me|utim, iz rekurentne veze sledi da va`i al−1 =

al

2
ili al−1 = 1− al

2
.

Sli~no se mo`e izraziti al−2 preko al−1, al−3 preko al−2 itd. pa stoga mo`emo
izraziti i ak u obliku ak = C ± al

2l−k
, gde je C neki racionalan broj. To,

ustvari, zna~i ak = C ± ak

2l−k
, a re{ewe te jedna~ine mora biti racionalan

broj. Me|utim, ako je ak racionalan, po{to ak−1 =
ak

2
ili ak−1 = 1 − ak

2
, i

ak−1 je racionalan. Tako zakqu~ujemo da su i ak−2, ak−3, . . . , a1 racionalni.

262. Pretpostavimo da je a + 1
b

+
b

a
= n, tj. da je a2 + a + b2 = nab. Za a = b, a = 1

ili b = 1 jednostavno se vidi da je n = 3. Pretpostavimo da postoje razli~iti
a > 1 i b > 1 koji zadovoqavaju uslov zadatka takvi da n 6= 3 i neka su oni
takvi da je zbir a + b minimalan (tj. za sve druge parove koji to zadovoqavaju
wihov zbir je ve}i ili jednak od a + b).
Neka je prvo a < b. Me|utim, ako par (a, b) zadovoqava uslov zadatka, onda ga
zadovoqava i par (a, na− b). Daqe va`i

0 < na− b =
a2 + a

b
< b + 1,

pa je na− b 6 b. Kako je (a, b) par sa minimalnim zbirom, mora biti na− b = b,
tj. b2 = a2 + a = a(a + 1), {to je nemogu}e.
Razmotrimo sada slu~aj b < a. Ako par (a, b) zadovoqava uslov zadatka, onda

ga zadovoqava i par (nb− a− 1, b). Me|utim, 0 < nb− a− 1 =
b2

a
< a, pa ovaj

par ima mawi zbir. Kontradikcija.

263. Nemo`e. Uvedimokoordinatni sistem takav da je koordinatnipo~etak u ~etvr-
tom temenu kvadrata, a skakavci su u ta~kama (0, 1), (1, 0), (1, 1). Pomerawem
opisanim u zadatku koordinate jednog skakavca mewaju se za parne brojeve, tako
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da svaki skakavac i daqe ima bar jednu neparnu koordinatu. Stoga nijedan od
wih ne mo`e sti}i u ta~ku (0, 0).

264. Konstrui{imo graf na slede}i na~in: ~vorovi grafa neka budu ~lanovi
skup{tine, a od ~vora A do ~vora B ide usmerena grana (strelica) akko je
A mrko pogledao B. Posmatrajmo sada proizvoqan ~vor A1 tog grafa. Od
wega ide ta~no jedna grana, npr. do ~vora A2, od ovog ta~no jedna grana npr.
do A3 itd. Kako je broj ~vorova kona~an pre ili kasnije neki ~vor }e se
ponoviti, npr. Ak. Dakle, svaki ~vor je povezan sa jednom usmerenom kon-
turom (u ovom slu~aju A1 je povezan sa konturom AkAk+1 . . . AlAk) kojoj on
mo`e, ali ne mora pripadati. Stoga graf mo`emo podeliti na komponente
(wih mo`e biti vi{e ili samo jedna) tako {to u istu komponentu stavimo sve
~vorove koji su povezani sa istom konturom. Svaka takva komponenta sadr`i
ta~no jednu orijentisanu konturu; takav graf zva}emo unicikli~an. Me|utim,
~vorovi unicikli~nog grafa se mogu obojiti sa tri boje pravilno, tj. tako da
dva susedna ~vora budu razli~ito obojeni. To }emo u~initi ovako: najpre bo-
jimo konturu AkAk+1 . . . AlAk tako {to Ak obojimo plavo, Ak+1 crveno, Ak+2

plavo i tako naizmeni~no do ~vora Al koji bojimo zeleno. ^vorove koji nisu
u konturi bojimo na slede}i na~in: ako je ~vor A1 npr. spojen sa konturom
putem A1A2 . . . Ak, a Ak obojen plavo, onda bojimo ~vorove Ak−1, Ak−2, . . . , A1

naizmeni~no crveno, zeleno, plavo.
Dakle, svaka komponenta se mo`e pravilno obojiti sa tri boje. Zato mo`emo
i ceo graf obojiti sa tri boje, jer komponente izme|u sebe nemaju grana. Bar
jednom od te tri boje obojeno je, na osnovu Dirihleovog principa, bar 150
~vorova. Neka je crvenom bojom obojeno bar 150 ~vorova. Jasno je da nikoja
dva crvena ~vora nisu spojena strelicom. Zato se od ~lanova skup{tine koji
su predstavqeni crvenim ~vorovima mo`e formirati tra`ena komisija.

265. Kako je ^BAC = 60◦, od {est trouglova podudarnih datom mo`e se sastaviti
figura na slici 88 koja je ustvari {estougao stranice a bez jednog {estougla
stranice |b− c|. Ako podelimo razliku povr{ina tih {estouglova sa 6, dobi-
jamo tra`enu formulu.

A

B Ca

c

|

|
b-

c

Slika 88.

A B

CD

E

S

Slika 89.

266. Neka je ABCD tra`eni trapez i E ta~ka takva da je ACED paralelogram
(slika 89). Trougao DEC mogu}e je konstruisati: poznate su nam du`ine BC i
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CE = AD i ugao me|u wima, jednak uglu me|u kracima. Neka je S sredina du`i
BE. Ta~ku D dobijamo u preseku prave SC i luka koji je geometrijsko mesto
ta~aka iz kojih se du`BE vidi pod uglom jednakim zadatom uglu izme|u dijago-
nala. Kona~no, ta~kuAmo`emo konstruisati kao ~etvrtu ta~ku paralelograma
ACED.

267. Neka su ta~ke preseka prve i druge, druge i tre}e, odnosno prve i tre}e kru`nice
A iB,M iN , odnosnoX i Y . Pretpostavimo da prave odre|ene wima nisu sve
paralelne, npr. da se praveAB iMN seku u ta~kiS. Obele`imo saT1 iT2 druge
ta~ke preseka prave XS sa prvom, odnosno tre}om kru`nicom. Iz potencija
ta~ke S na date kru`nice dobijamo SX ·ST1 = SA ·SB = SM ·SN = SX ·ST2,
odakle sledi da se ta~ke T1 i T2 poklapaju. Zna~i, one se poklapaju i sa ta~kom
Y , kao drugim presekom prve i tre}e kru`nice, pa i prava XY prolazi kroz S.

268. Obele`imo sa S povr{inu trouglaABC, a sa a, b, c redom du`ine stranica tog
trougla naspram temena A,B, C. Ako su A1 i C1 podno`ja visina iz A i C na
BC, odnosno AB, onda je AA1 =

2S

a
i CC1 =

2S

c
. Iz sli~nosti trouglova

ABA1 i AHC1 dobijamo AH : AC1 = AB : AA1, odakle je

AH =
ac

√
b2 − 4S2

c2

2S
.

Kona~no, iz Pitagorine teoreme je A′H =
√

A′A2 + AH2 = abc. Analogno se
dobija B′H = C ′H = abc, tj. ta~ka H je jednako udaqena od A′, B′ i C ′, pa se
nalazi na pravoj kroz O normalnoj na ravan trougla A′B′C ′.

269. O~igledno su m 6 b, n 6 a i am = bn potrebni uslovi da bi se tablica
mogla popuniti (i leva i desna strana ozna~avaju ukupan broj nula u tablici).
Poka`imo da ja taj uslov i dovoqan. Popunimo tablicu na slede}i na~in:
nule stavqamo u prvih m poqa prve vrste, zatim od (m + 1)�vog do (2m)�tog
poqa druge vrste, od (2m + 1)�vog do (3m)�tog poqa tre}e itd. Kada stignemo
do posledweg poqa neke vrste popuwavawe nastavqamo u prvom poqu slede}e
vrste. Uslov am = bn obezbe|uje nam da }emo nakon takvog popuwavawa svih
vrsta u svakoj koloni imati ta~no n nula. Ostaje jo{ samo da se preostala poqa
popune jedinicama.

270. Va`i:
n−3∑

k=1

k(k!) =
n−3∑

k=1

((k + 1)!− k!) =
n−3∑

k=1

(k + 1)!−
n−3∑

k=1

k!

= (2! + 3! + · · ·+ (n− 2)!)− (1! + · · ·+ (n− 3)!) = (n− 2)!− 1 .

Kako je n prost, po Vilsonovoj teoremi on deli

(n− 1)! + 1 = (n− 1)! + n− (n− 1) = (n− 1)((n− 2)!− 1) + n

pa, po{to je n− 1 uzajamno prosto sa n, n deli i (n− 2)!− 1.
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271. Koriste}i vi{e puta nejednakost izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine
dobijamo

xyz =
y3 + z3 + t3

3
> yzt =

z3 + t3 + x3

3
> ztx

=
t3 + x3 + y3

3
> txy =

x3 + y3 + z3

3
> xyz.

Da bi to bilo mogu}e, umesto svih znakova nejednakosti mora stojati jednakost,
a to je ekvivalentno sa x = y = z = t. Lako se proverava da svaka takva
~etvorka zdovoqava sistem.

272. Koristi}emo Ojlerovu teoremu koja tvrdi da je

aϕ(m) ≡ 1 (mod m),

ako su a im uzajamno prosti brojevi. (Ovde je ϕ(m) Ojlerova funkcija, tj. broj
brojeva mawih odm koji su uzajamno prosti sam.) Imaju}i u vidu da su brojevi
2 i 5n uzajamno prosti i da je

ϕ(5n) = 4 · 5n−1,

sledi da je
24·5n−1 ≡ 1 (mod 5n).

Za n = 2k, dobija se da je

52k | (24·52k−1 − 1), tj. 102k | 22k(24·52k−1 − 1).

Sledi da su posledwih 2k cifara broja 24·52k−1+2k − 22k nule, za proizvoqan
prirodan broj k.
Dokaza}emo sada da za proizvoqan prirodan broj k postoji prirodan broj n
takav da se u dekadnom zapisu broja 2n pojavquje k uzastopnih nula. Zaista,
neka je cr−1cr−2 . . . c1c0 dekadni zapis broja 22k. Tada je, o~igledno, r 6 k.
Prema prethodnom, broj

24·52k−1+2k

zavr{ava se nizom od 2k cifara

. . . 00 . . . 0cr−1cr−2 . . . c1c0.

Kako je r 6 k, sledi da se ispred posledwih r cifara toga broja nalazi bar
2k − r > k uzastopnih nula.
Ako bi broj 0, 1248163264128 . . . bio racionalan, onda bi taj razlomak bio
periodi~an. Me|utim, prema prethodnom, za svaki prirodan broj n u dekadnom
zapisu toga razlomka se mo`e na}in uzastopnih nula, pa bi se perioda sastojala
od samih nula, {to je o~igledna kontradikcija.
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273. (a) Drugi igra~ ima pobedni~ku strategiju. Ako Prvi izgovori 77, Drugi }e
dodati 54. Ako prvi izgovori 54, Drugi }e dodati 77. U oba slu~aja Drugi
dobija broj 31, koji je prost.

(b) Prvi igra~ ima pobedni~ku strategiju. Posmatrajmo niz ostataka pri
deqewu sa 100 brojeva

(∗) 77, 2 · 77, 3 · 77, . . . , 100 · 77,

tj. niz 77, 54, 31, 8, . . . . Kako su 77 i 100 uzajamno prosti brojevi, svi ti
ostaci su razli~iti, tj. u tom nizu se pojavquju svi brojevi od 0 do 99
nekim redom. Primetimo da se u nizu (∗) pojavquju dva uzastopna ~lana
koji su prosti brojevi. To su brojevi 2 i 79, kao 26. i 27. ~lanovi u nizu.
Igra opisana u postavci zadatka ekvivalentna je slede}oj:
Prvi igra~ izgovara 77 ili 54, tj. prvi ili drugi ~lan niza (∗). U daqem
toku igre igra~i naizmeni~no vuku poteze tako {to igra~ na potezu bira
slede}i ~lan niza ili slede}i od slede}eg.
Prvi izbor odgovara dodavawu broja 77 po modulu 100, drugi dodavawu
broja 54 po modulu 100 (jer je 77 + 77 = 154). O~igledno je da jedan od
igra~a mora izabrati jedan od dva uzastopna prosta broja (2 ili 79). Do
toga momenta svaki igra~ mo`e da izbegne prost broj, jer pre toga u nizu
nema uzastopnih prostih brojeva.
Ispred broja 2 u nizu nalazi se broj 25 (kao 25. ~lan niza). Prvi igra~
mo`e uvek posti}i da izabere broj 25 i na taj na~in prinudi Drugog
da izabere 2 ili 79. Prvi igra~ treba da igra na slede}i na~in: On
prvim potezom bira broj 77, a zatim ako dodaje 77, on dodaje 54 i obrnuto.
(Drugim re~ima, ako se Drugi igra~ pomeri za jedno mesto u nizu, Prvi
se pomeri za dva i obrnuto.) Na taj na~in Prvi osigurava izbor broja 25
posle dvanaestog poteza Drugog.

274. Dovoqno je da {irina hodnika bude
√

2. Zaista, predmet mo`e kroz takav
hodnik pro}i kre}u}i se najpre uz desnu ivicu sve dok sredina desne stranice
predmeta ne stigne do ta~ke A (slika 90). Tada se rotira oko te ta~ke za 90◦ i
nastavqa kretawe uz desnu ivicu hodnika.

A

Slika 90.

X

YB

A

Slika 91.

Pretpostavimo da predmet mo`e pro}i i kroz hodnik mawe {irine. Podelimo
sve polo`aje koje mo`e imati predmet u dve klase na slede}i na~in: prvu klasu
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neka ~ine polo`aji pri kojima du`e stranice predmeta zaklapaju sa ivicama
�doweg� dela hodnika ugao mawi od 45◦, a drugu oni pri kojima je taj ugao
ve}i ili jednak od 45◦. Jasno je da se predmet na po~etku hodnika nalazi u
polo`aju prve klase, a na kraju u polo`aju druge klase. Me|utim, da bi pre{ao
iz polo`aja prve u polo`aj druge klase, predmet se u jednom trenutku mora na}i
u �grani~nom� polo`aju pri kome je gore pomenuti ugao jednak 45◦. Sredi{te
X desne ivice predmeta mo`e se u tom trenutku nalaziti sa jedne od dve strane
prave koje odre|uju ta~ke A i B (slika 91), �dowe� ili �desne�. Neka se npr.
nalazi sa dowe strane, kao na slici. [irina hodnika mora biti dovoqna da
primi du`XY (Y je jedna od ugaonih ta~aka predmeta, koja ne le`i na stranici
~ija je sredina X), a wena du`ina je

√
2.

275. Mo`e. Prvi igra~ treba na po~etku da zapi{e broj 99. Drugi posle toga
ne mo`e dobiti kvadrat, jer se ni jedan ~etvorocifren potpun kvadrat ne
zavr{ava niti po~iwe sa 99. Prvi igra~ treba u svakom slede}em potezu da na
kraj dopisuje cifru 3 ili 7. Naime, time se, posle poteza drugog, dobija ili
broj koji zavr{ava sa 3 ili 7, i stoga ne mo`e biti potpun kvadrat, ili broj
oblika 1000m + 300 + n ili 1000m + 700 + n, gde je n < 100. Ali ne mogu dva
broja takvog oblika istovremeno biti potpuni kvadrati, jer je razlika izme|u
dva uzastopna kvadrata x2 i (x + 1)2 jednaka 2x + 1, i za x2 > 1000000 je ona
ve}a od 500. Dakle, prvi igra~ mo`e uvek izabrati jednu od cifara 3 ili 7
tako da onemogu}i pobedu drugom.

276. Da. Neka je dat pravilan 21�ugao A0A1A2 . . . A19A20. Posmatrajmo petougao
A0A1A6A8A18. Sve wegove stranice i dijagonale su tetive kru`nice opisane
oko datog 21�ugla. Lako se proverava da me|u tim tetivama ne postoje dve
kojima odgovaraju jednaki lukovi. Prema tome, me|u tim tetivama ne postoje
dve tetive jednake du`ine.

277. Ozna~imo luku ta~komO a polo`aje prvog i drugog broja u podne redom ta~kama
A i B (slika 92).

B

A

O

D

C

Slika 92.

Po uslovu zadatka je ^AOB = 60◦. Posle pre|enih 90 km, drugi brod se
nalazio u ta~ki C, a prvi u D. Ako je AB = x, onda je

DO =
x− 90

2
, CO = x− 90, AD = x− x− 90

2
=

x + 90
2

.
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Kako je x + 90
2

: 90 = x : (x− 37, 5), lako izra~unavamo da je x = 150 km.

278. Unutra{wi ugao pravilnog devetougla jednak je 140◦. Trougao A2A3A4 je
jednakokrak sa uglovima pri osnovici od 20◦ (slika 93). Dijagonale A1A5 i
A2A4 su paralelne, pa je ~etvorougaoA1A5A4A2 trapez, sa uglovima pri gorwoj
osnovici od 120◦. Sledi da su uglovi pri dowoj osnovici jednaki 60◦.

A
1

A
2

A
3

A
4

A
5

A
6

A
7A

8

A
9

B

Slika 93.

Produ`imo stranice A1A2 i A4A5 do preseka u ta~ki B. Trouglovi A1A5B
i A2A4B su jednakostrani~ni, jer su im svi uglovi po 60◦. Stranica prvog
trugla jednaka je najve}oj dijagonali devetougla (A1A5), a stranica drugog �
najmawoj (A2A4). Iz A1B − A2B = A1A2 sledi da je wihova razlika jednaka
stranici devetougla.

279. Neka je nn + 1 = m2. Broj n ne mo`e biti paran, jer je u tom slu~aju nn

potpun kvadrat, pa slede}i broj ne mo`e biti potpun kvadrat. Posmatrajmo
slu~aj kad je n neparan broj. Tada je nn = m2 − 1 = (m − 1)(m + 1), pri
~emu su m − 1 i m + 1 neparni brojevi. Brojevi m − 1 i m + 1 su uzajamno
prosti (kao uzastopni neparni brojevi). Svaki od ta dva broja je n�ti stepen
prirodnog broja. Me|utim, razlika n�tih stepena dva prirodna broja je ve}a
od 2. Kontradikcija! Tra`eni broj ne postoji.

280. Ako dva ugla od 120◦ nale`u na istu stranicu, tvr|ewe o~igledno va`i. U pro-
tivnom pretpostavimo da za konveksan sedmougaoABCDEFG va`i: ^GAB =
^BCD = ^DEF = 120◦ (slika 94).
Posmatrajmo ~etvorouglove ABCG i CDEF . Oni su tetivni, pa sledi da je
^BCG = ^FCD = 60◦ (jer su wima naspramni jednaki 120◦). Me|utim, tada
je

^BCD = ^BCG + ^GCF + ^FCD > 120◦,
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{to je u kontradikciji sa pretpostavkom. Dakle, nemogu}e je da u datom sed-
mouglu postoje tri ugla od po 120◦, me|u kojima nema susednih. Odatle sledi
tvr|ewe zadatka.

BA

C

D

EF

G

Slika 94.

281. Da. Primetimo prvo da se u jednom krajwem poqu mora nalaziti broj 18, jer
me|u preostalim brojevima postoji samo jedan koji sabran sa 18 daje potpun
kvadrat (to je broj 7). Neka je 18 na prvom poqu s leva. Na drugom poqu mora
biti broj 7. Slede}i broj je 2 ili 9 itd. Tako se mogu dobiti slede}i nizovi
kao re{ewa:
18, 7, 2, 23, 13, 12, 24, 25, 11, 14, 22, 3, 1, 8, 17, 19, 6, 10, 15, 21, 4, 5, 20, 16, 9

18, 7, 9, 16, 20, 5, 4, 21, 15, 10, 6, 19, 17, 8, 1, 3, 22, 14, 11, 25, 24, 12, 13, 23, 2.

Naravno, i nizovi koji se dobijaju iz gorwih ispisivawem brojeva obrnutim
redom, tako|e su re{ewa.

282. Zadatak re{avamo metodom matemati~ke indukcije. Za n = 1 dati polinom je
x2 + x + 1, {to zna~i da za n = 1 tvr|ewe va`i. Pretpostavimo da je tvr|ewe
ta~no za n = k. Tada je za n = k + 1

x3k+2 + x + 1 = x3k+2 − x3k−1 + (x3k−1 + x + 1)

= x3k−1(x3 − 1) + (x3k−1 + x + 1)

= x3k−1(x− 1)(x2 + x + 1) + (x3k−1 + x + 1).

O~igledno je prvi sabirak deqiv sa x2 +x+1. Kako je i drugi, po induktivnoj
pretpostavci, deqiv sa x2 + x + 1, dokaz indukcijom je zavr{en.

283. Pretpostavimo suprotno, tj. da je broj a racionalan. Tada je niz cifara iza
decimalne zapete u broju a periodi~an, tj. postoji najmawi prirodan broj T
takav da za svako n, po~ev{i od nekog n0, va`i an+T = an. Poznato je da
prirodan broj ima neparan broj deliteqa ako i samo ako je on potpun kvadrat;
prema tome je an = 1 ako je n potpun kvadrat, ina~e je an = 0. Razlika izme|u
dva uzastopna kvadrata m2 i (m + 1)2 jednaka je 2m + 1. Za m = T , dobijamo
da su cifre aT 2 i a(T+1)2 jedinice, a da su svih 2T cifara izme|u wih nule.
Zakqu~ujemo da se perioda razlomka sastoji samo od nula, tj. da su, po~ev{i
od nekog mesta, sve cifre nule. Me|utim, to je nemogu}e, jer ima beskona~no
mnogo brojeva koji su potpuni kvadrati. Dobijena kontradikcija pokazuje da
broj a ne mo`e biti racionalan.



160 T A N G E N T A 10

284. Neka je m = x7 i n = y7. Tada je broj koji se iz wih dobija nadovezivawem

102002x7 + y7 =
(
10286x

)7
+ y7.

Me|utim, ovaj broj ne mo`e biti potpun sedmi stepen, na osnovu Fermaove
velike teoreme.

285. Pomo}u Pitagorine teoreme lako se dobija da hipotenuza osnove ima du`inu
37. U pravouglom trouglu sa katetama a i b i hipotenuzom c, pre~nik upisane
kru`nice je 2r = a + b − c. Naime, prema slici 95. je c = AM + BM =
BQ + AP = (a− r) + (b− r), tj. c = a + b− 2r. Na osnovu toga je polupre~nik
upisane kru`nicu osnove jednak je 35 + 12− 37

2
= 5. Sledi da je visina svake

bo~ne strane piramide jednaka 2 · 5 = 10. Povr{ina piramide je

12 · 35
2

+
10(35 + 12 + 37)

2
= 210 + 420 = 610.

C

A

BQ

M

P

r

r

r

r

a

c
b

Slika 95.

286. Prvo re{ewe. Primewuju}i poznate trigonometrijske identitete (funkcije
komplementnog i suplementnog ugla, dvostrukog ugla i adicione formule),
imamo:

sin 10◦ sin 20◦ sin 30◦ sin 40◦ sin 50◦ sin 60◦ sin 70◦ sin 80◦

= (sin 10◦ sin 80◦)(sin 20◦ sin 70◦)(sin 30◦ sin 60◦)(sin 40◦ sin 50◦)

=
1
2
(cos 70◦ − cos 90◦) · 1

2
(cos 50◦ − cos 90◦)

·1
2
(cos 30◦ − cos 90◦) · 1

2
(cos 10◦ − cos 90◦)

=
1
16

(cos 10◦ cos 70◦)(cos 30◦ cos 50◦)

=
1
16
· 1
2
(cos 60◦ + cos 80◦) · 1

2
(cos 20◦ + cos 80◦)

=
1
64

(cos 20◦ cos 60◦ + cos 20◦ cos 80◦ + cos 60◦ cos 80◦ + cos 80◦)
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=
1
64

(
1
2
(cos 40◦ + cos 80◦) +

1
2
(cos 60◦ + cos 100◦)

+
1
2
(cos 20◦ + cos 140◦) +

1
2
(cos 0◦ + cos 160◦)

)

=
1

128

(
cos 40◦+ cos 80◦+

1
2
− cos 80◦+ cos 20◦− cos 40◦+ 1− cos 20◦

)

=
3

256
.

Drugo re{ewe. Primewuju}i poznate trigonometrijske identitete, imamo:

sin 10◦ sin 20◦ sin 30◦ sin 40◦ sin 50◦ sin 60◦ sin 70◦ sin 80◦

=
√

3
2
· 1
2
(sin 10◦ cos 10◦)(sin 20◦ cos 20◦)(sin 40◦ cos 40◦)

=
√

3
4
· 1
2

sin 20◦ · 1
2

sin 40◦ · 1
2

sin 80◦

=
√

3
32

sin 40◦
(

1
2
(cos 60◦ − cos 100◦)

)
=
√

3
64

sin 40◦
(

1
2

+ cos 80◦
)

=
√

3
64

sin 40◦
(

1
2
− 1− 2 sin2 40◦

)
=
√

3
128

(3 sin 40◦ − 4 sin3 40◦)

=
√

3
128

sin 120◦ =
√

3
128

sin 120◦ +
√

3
2

=
3

256
.

(Pri kraju izvo|ewa iskoristili smo identitet 3 sin α− 4 sin3 α− sin 3α.)

287. Neka je O centar kru`nice opisane oko 100�ugla. Za svako crveno teme Ri i
svako plavo teme Bj (1 6 i, j 6 10) ozna~imo sa Φ(i, j) rotaciju sa centrom O
koja preslikava Ri u Bj . Svaka od tih 100 rotacija je razli~ita od identi~ne
i preslikava svako teme u neko drugo teme 100�ugla. Dakle, uglovi rotacije
pripadaju skupu {

m · 2π

100
| 0 < m < 100

}
.

Na osnovu Dirihleovog principa, neke dve rotacije Φ(k, l) i Φ(m, n) moraju
da se poklapaju. Tada tetive RkRm i BlBn imaju istu du`inu.

288. Na osnovu

a5 + b5 = (a + b)(a4 − a3b + a2b2 − ab3 + b4)
6 (a + b)(a4 + a2b2 + b4) < (a + b)(a2 + b2)2

dobijamo

a5 + b5

a2 + b2
<

(a + b)(a2 + b2)2

a2 + b2
= (a + b)(a2 + b2)

< (a + b)(a2 + b2 + 2ab) = (a + b)3 = (1− c)3.
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Potpuno analogno dobijamo

b5 + c5

b2 + c2
< (1− a)3 i c5 + a5

c2 + a2
< (1− b)3.

Sada tvr|ewe sledi na osnovu

(1− c)3 + (1− a)3 + (1− b)3 = 3(a2 + b2 + c2)− (a3 + b3 + c3).

289. Kako je x 7→ sin x monotono rastu}a funkcija na intervalu
[
0,

π

2

]
i va`i

0 <
√

2 <
11π

24
<

π

2
, imamo da je sin

√
2 < sin

11π

24
. Iz posledwe nejednakosti

sledi da je

(1) sin
√

2 < cos
π

24
.

^itaocima ostavqamo da doka`u da za svaki realan broj x va`i nejednakost

(2) | sin x + cos x| 6
√

2.

Iz nejednakosti (1) i (2) sledi tra`ena nejednakost.

290. Neka je ABC pravougli trougao sa celobrojnim katetama BC = a, CA =
b i celobrojnom hipotenuzom AB = c. Upisana kru`nica sa centrom O i
polupre~nikom r dodiruje stranice trougla u ta~kama P , Q i R redom (slika
96).

C A

B

P

Q

O

R

Slika 96.

Imamo: OP = OQ = r i POQC je kvadrat. Sledi da je CP = CQ = r.
Daqe je BP = a − r i AQ = b − r, i tako|e BR = BP i AR = AQ (tangente
na kru`nicu). Sledi da je AB = AR + BR = (a − r) + (b − r), odakle je
c = a + b − 2r. Dakle r = 1

2 (a + b − c), a to }e biti ceo broj ako je a + b − c
paran. Kako je

(a + b− c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab− 2bc− 2ca

= 2c2 + 2ab− 2bc− 2ca = 2(c2 + ab− bc− ca)

paran broj, sledi da je i a + b− c paran broj, tj. r je ceo broj.
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291. Neka su date ravni π1, π2, . . . , πn. Doka`imo prvo da postoji prava koja se~e
svaku od datih ravni. Uzmimo proizvoqnu ta~ku P u prostoru i konstrui{imo
ravni α1, . . . , αn koje prolaze kroz P i paralelne su redom datim ravnima.
Po{to se prostor ne mo`e pokriti sa kona~no mnogo ravni, sledi da postoji
ta~kaQ koja ne pripada nijednoj od ravni α1, . . . , αn. Tada je prava p, odre|ena
ta~kama P i Q, tra`ena prava (p se~e svaku od ravni α1, . . . , αn u ta~ki P ,
pa se~e i sve date ravni π1, π2, . . . , πn koje su wima paralelne). Ozna~imo sa
P1, P2, . . . , Pn prese~ne ta~ke prave P sa datim ravnima i pretpostavimo da te
ta~ke na pravoj p imaju poredak P1 − P2 − . . . − Pn. Jasno je da ta~ke M i N
takve da se P1 i P2 nalaze izme|u wih, pripadaju oblastima koje zadovoqavaju
uslove zadatka.

292. Kako je a

c
< 1 i b

c
< 1, imamo za α > 2,

(a

c

)α

<
(a

c

)2

i
(b

c

)α

<
(b

c

)2

.

Sabirawem nejednakosti dobijamo
(a

c

)α

+
(b

c

)α

<
(a

c

)2

+
(b

c

)2

= 1 (a2 + b2 = c2),

tj. nejednakost aα + bα < cα. Kako je c

a
> 1 i c

b
> 1, imamo

( c

a

)α

>
( c

a

)2

i
(c

b

)α

>
(c

b

)2

.

Sabirawem nejednakosti dobijamo
( c

a

)α

+
(c

b

)α

>
( c

a

)2

+
(c

b

)2

,

odakle sre|ivawem nalazimo

cα aα + bα

aαbα
> cα a2 + b2

a2b2
=

c4

a2b2
(a2 + b2 = c2),

odnosno
aα + bα > c2

(ab

c

)α−2

.

293. Tra`eni zbir je 2. Taj zbir ne mo`e biti mawi od 2, jer broj deqiv sa 59 ne mo`e
biti stepen broja 10. Zbir cifara }e biti jednak 2 samo ako su prva i posledwa
cifra broja jedinice, a ostale cifre su nule, tj. ako je broj oblika 10n + 1, za
neki prirodan broj n. Pokaza}emo da postoji broj deqiv sa 59 oblika 10n + 1.
Primetimo prvo da je: 1 × 59 = 59, 2 × 59 = 118, 3 × 59 = 177, 4 × 59 = 236,
5× 59 = 295, 6× 59 = 354, 7× 59 = 413, 8× 59 = 472, 9× 59 = 531.
Neka su

akak−1 . . . a2a1a0 i bkbk−1 . . . b2b1b0
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dekadni zapisi redom brojeva a i b = 59a = 10n + 1. Ako je b0 = 1, onda
je a0 = 9. Kako je pretposledwa cifra broja 59 · a0 = 59 · 9 jednaka 3, da bi
pretposledwa cifra broja 59a bila nula, mora posledwa cifra broja 59 · a1

biti 7, odakle sledi da je a1 = 3. Kako je sada b1 = 0, cifra stotina broja 59 ·a0

jednaka 5, cifra desetica broja 59 · a1 jednaka 7 i parcijalni zbir 3 + 7 = 10
daje prenos 1, s obzirom da je 5 + 7 + 1 = 13, mora se broj 59 · a2 zavr{avati
cifrom 7, odakle je a2 = 3. Nastavqamo tako sve dok ne dobijemo da je zbir
cifara u nekom razredu, ukqu~uju}i prenos iz prethodnog razreda, jednak 10.
Ukoliko se to nikad ne de{ava ne postoji broj a takav da je zbir cifara broja
a jednak 2. U na{em slu~aju to se de{ava i kao najmawi broj a sa tra`enom
osobinom dobija se broj 169491525423728813559322339, koji pomno`en sa 59
daje broj 1028 + 1.

294. Odredi}emo prvo broj netrivijalnih aritmeti~kih nizova prirodnih brojeva
(n > 1) za koje je razlika d > 0. Isto toliko ima}emo i onih za koje je d < 0,
jer se oni dobijaju iz prethodnih kad se ~lanovi uzmu obrnutim redom. Slu~aj
d = 0 razmotri}emo na kraju.
Koriste}i dobro poznatu formulu za zbir ~lanova aritmeti~kog niza

Sn =
1
2
n(2a + (n− 1)d),

imamo
4004 = n(2a + (n− 1)d),

gde je n > 2, a > 1, d > 1.
Vidimo da n mora biti faktor od 4004 (iskqu~uju}i faktor 1). Maksi-
malna vrednost za n se dobija kad su a i d minimalni, tj. za a = d = 1 i
tada je n(n + 1) = 4004. Kako je 63 · 64 = 4032 > 4004, jasno je da treba
posmatrati samo one faktore broja 4004 koji su mawi od 63. To su bro-
jevi: 2, 4, 7, 11, 13, 14, 22, 26, 28, 44, 52. Ispita}emo svaki od 11 slu~ajeva po-
jedina~no:

• n = 2:
2a + d = 2002; d je paran broj i 2 6 d 6 2000. Broj re{ewa: 1000.

• n = 4:
2a + 3d = 1001; d je neparan broj i 1 6 d 6 333. Broj re{ewa: 167.

• n = 7:
a + 3d = 286; a ≡ 1 (mod 3) i 1 6 a 6 283. Broj re{ewa: 95.

• n = 11:
a + 5d = 182; a ≡ 2 (mod 5) i 2 6 a 6 177. Broj re{ewa: 36.

• n = 13:
a + 6d = 154; a ≡ 4 (mod 6) i 4 6 a 6 148. Broj re{ewa: 25.

• n = 14:
2a + 13d = 284; d je paran broj i 2 6 d 6 20. Broj re{ewa: 10.
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• n = 22:
2a + 21d = 182; d je paran broj i 2 6 d 6 8. Broj re{ewa: 4.

• n = 26:
2a + 25d = 154; d je paran broj i 2 6 d 6 6. Broj re{ewa: 3.

• n = 28:
2a + 27d = 143; d je neparan broj i 1 6 d 6 5. Broj re{ewa: 3.

• n = 44:
2a + 43d = 91; d je neparan broj i 1 6 d 6 1. Broj re{ewa: 1.

• n = 52:
2a + 43d = 91. Broj re{ewa: 1.

Sabirawem dobijamo da je ukupan broj rastu}ih aritmeti~kih nizova prirod-
nih brojeva sa zbirom 2002 jednak 1345. Isto toliko ima opadaju}ih nizova.
Pored toga, za svaki od 15 deliteqa broja 2002, razli~itih od 2002, imamo po
jedan konstantan niz ~iji su svi ~lanovi jednaki tome delitequ. Prema tome,
tra`eni broj je 1345 + 1345 + 15 = 2705.

295. Primenom nejednakosti izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine dobijamo

(1) sin x1 · . . . · sin xn 6
(

sinx1 + · · ·+ sin xn

n

)n

.

Koriste}i nejednakost sinx 6
√

tg x√
2

, koja va`i na intervalu (0, π
2 ) (ekviva-

lentna sa sin 2x · cosx 6 1), imamo daqe

(2)
(

sin x1 + · · ·+ sin xn

n

)n

6
(√

tg x1 + · · ·+√
tg xn

n

)n

· 2−n
2 .

Iz nejednakosti izme|u aritmeti~ke i kvadratne sredine sledi

(3)
√

tg x1 + · · ·+√
tg xn

n
6

√
tg x1 + · · ·+ tg xn

n
6 1.

Iz (1), (2) i (3) sledi tra`ena nejednakost.

296. Prvo re{ewe. Neka je a du`ina stranice kvadrata. Izaberimo koordinatni
sistem u ravni tako da su temena kvadrata ta~ke A(0, 0), B(0, a), C(a, a) i
D(a, 0). Neka je M(x, y) ta~ka u unutra{wosti kvadrata. Tada je

x2 + y2 = 49, x2 + (y − 2)2 = 169, (x− a)2 + (y − a)2 = 289,

odakle se dobija
a2 − 2ay = 120, a2 − 2ax = 120,

tj. x = y. Sledi da ta~ka M le`i na dijagonali AC. Du`ina dijagonale
kvadrata je 7 + 17 = 24, a wegova povr{ina 1

2 · 24 · 24 = 288.
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Drugo re{ewe. Rotacijom za −90◦ oko ta~ke B, ta~ka C prelazi u ta~ku A, a
ta~ka M u ta~ku T tako da je BT = BM = 13, TA = 17, ^MBT = 90◦. Pri-
menom Pitagorine teoreme na jednakokrako�pravougli trougao MTB dobija
se da je TM2 = 2 ·132 = 338. Kako je i 172 +72 = 338, sledi da je^TAM = 90◦,
TM je pre~nik kru`nice koja prolazi kroz ta~ke A i B. Uglovi ^BAT i
^BAM su jednaki, kao priferijski nad jednakim tetivama, tj. ^BAM = 45◦,
pa sledi da ta~ka M pripada dijagonali AC. Daqe je sve jasno.

297. Neka je Z ta~ka na pravoj CY takva da je Y sredi{te du`i CZ (slika 97).

Slika 97.

Kako je BY sredwa linija 4CZD, imamo da je BY ‖ ZD, pa je i CX ⊥ ZD.
Daqe, lako se vidi da je ~etvorougao AZXC paralelogram, pa je ZX ⊥ CD.
Dakle, X je ortocentar trougla CZD, te DX ⊥ CY .

298. Pretpostavimo da se pomenute simetrale seku u jednoj ta~ki P . Bez umawi-
vawa op{tosti mo`emo pretpostaviti da je PA1 6 PA2 6 PA3. Tada ta~ke
A1 i A2 pripadaju krugu sa centrom P polupre~nika PA3; dakle, ta~ka B3

pripada unutra{wosti toga kruga. Sledi da je PB3 < PA3. S druge strane,
pretpostavili smo da je ta~ka P na simetrali du`i A3B3, pa je PA3 = PB3.
Kontradikcija!

299. Neka je n = 2km > 1, k > 0 ceo broj, m > 1 neparan ceo broj. Svaki neparan
deliteq od n je i deliteq od m. Dakle, σ(n) i σ(m) su brojevi iste parnosti.
Broj σ(m) je neparan ako i samo ako m ima neparan broj deliteqa, a to }e
biti slu~aj ako i samo ako je m potpun kvadrat (u protivnom se deliteqi mogu
razbiti na parove razli~itih deliteqe, pri ~emu je d u paru sa m

d ).

Dakle, σ(n) je neparan broj ako i samo ako je n = 2km, gde je m neparan potpun
kvadrat, tj. ako i samo ako je n potpun kvadrat ili dvostruki kvadrat. Od
tri uzastopna prirodna broja, me|utim, bar jedan nije ni potpun kvadrat ni
dvostruki kvadrat, odakle sledi tvr|ewe.
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300. Pretpostavimo da n zadovoqava uslove zadatka. Tada postoje celi brojevi x i
k, takvi da je x > k > 0 i

(1) n2 =
k∑

j=1

(x− j)2 + x2 +
k∑

j=1

(x + j)2 = (2k + 1)x2 + 2qk

gde je qk = 12 + 22 + . . . + k2. Da bi n bio neparan, mora i x biti neparan broj.
Uzimaju}i obe strane (1) po modulu 8, dobijamo kongruenciju 1 ≡ (2k+1)+2qk

(mod 8), gde je
(2) k + qk ≡ 0 (mod 4).

Za k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 . . . ostaci od qk po modulu 4 su redom: 1, 1, 2, 2,
3, 3, 0, 0, 1 . . . Vidimo da su najmawi prirodni brojevi koji zadovoqavaju (2):
5, 8, 13. Odgovaraju}e vrednosti za qk su: q5 = 55, q8 = 204, q13 = 819.

Za k = 5, napi{imo jedna~inu (1) u obliku n2 = 11(x2 + 10).
Sledi da je x2 ≡ 1 (mod 11), tj. x ≡ 1 ili x ≡ 10 (mod 11). Kako je x neparan
ceo broj ve}i od 1, vidimo da je x ∈ {21, 23, 43, 45, 65, 67, . . .}. Za x = 21 izraz
11(x2 + 10) nije potpun kvadrat; za x = 23 jeste: 11(232 + 10) = 772; u ovom
slu~aju je n = 77 i jedna~ina (1) je zadovoqena. Dakle, za k = 5, 77 je najmawi
broj koji zadovoqava uslove zadatka.
Za k > 13 je x > 15 i, prema (1) je n2 > 27 · 152 + 2 · 819 > 772.

Jedina mogu}a vrednost izme|u 5 i 13 jeste 8. Stavqaju}i k = 8 u (1), dobijamo
n2 = 17(x2 + 24), odakle je x2 ≡ 10 (mod 17). Me|utim, lako se proverava da
kvadrat ne mo`e imati ostatak 10 pri deqewu sa 17.
Zakqu~ak je: n = 77 je najmawi neparan prirodan broj ~iji se kvadrat mo`e
predstaviti u tra`enom obliku: 772 = 182 + 192 + . . . + 282.

301. Nejednakost

(1)
1
a5

+
1
b5

6
√

a

b5
√

b
+

√
b

a5
√

a

ekvivalentna je nejednakosti
√

ab (a5 + b5) 6 a6 + b6.

Uvo|ewem smene a = x2, b = y2, prethodna nejednakost se svodi na
(2) x11y + y11x 6 x12 + y12.

Primenom nejednakosti izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine dobijamo

11
12

x12 +
1
12

y12 =

11 puta︷ ︸︸ ︷
x12 + x12 + · · ·+ x12 +y12

12
> 12

√
(x12)11y12 = x11y,

11
12

y12 +
1
12

x12 =

11 puta︷ ︸︸ ︷
y12 + y12 + · · ·+ y12 +x12

12
> 12

√
(y12)11x12 = y11x.
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Sabirawem posledwe dve nejednakosti dobijamo nejednakost (2).

302. Matemati~kom indukcijom se lako mo`e pokazati da za sve prirodne brojeve n
va`i

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
.

Prema tome, treba na}i minimalno n > 1 za koje je (n+1)(2n+1) = 6x2, x ∈ N.
Brojevi n + 1 i 2n + 1 su uzajamno prosti

(1) 2(n + 1)− (2n + 1) = 1.

Kako je broj 2n + 1 neparan, a proizvod dva uzajamno prosta broja 6x2, to su
mogu}a dva slu~aja:

(i) n + 1 = 6p2, 2n + 1 = q2, gde su p i q uzajamno prosti brojevi i pq = x. Iz
(1) dobijamo 2 · 6p2 − q2 = 1, tj. q2 = 12p2 − 1, odakle je q2 ≡ −1 (mod 3).
Kontradikcija!

(ii) n + 1 = 232, 2n + 1 = 3q2, gde su p i q uzajamno prosti brojevi i pq = x.
Iz (1) dobijamo 4p2 − 1 = 3q2, tj. (2p − 1)(2p + 1) = 3q2. brojevi 2p − 1
i 2p + 1 su uzastopni neparni prirodni brojevi, pa su zato i uzajamno
prosti. Sada opet imamo dve mogu}nosti:
• 2p + 1 = a2, 2p− 1 = 3b2, gde su a i b uzajamno prosti brojevi, ab = q.
Tada je a2 − 3b2 = 2, tj. a2 ≡ −1 (mod 3). Kontradikcija!

• 2p + 1 = 3a2, 2p− 1 = b2, gde su a i b uzajamno prosti brojevi, ab = q.
Tada je 3a2 = b2 + 2. Proverom nalazimo da su re{ewa posledwe
jedna~ine (a, b) ∈ {(1, 1), (3, 5), . . .}. Za a = 1, b = 1 dobijamo n = 1.
Za a = 3, b = 5 je q = 15, 2n + 1 = 3q2, odakle nalazimo n = 337.

303. Neka je ^ASD = ϕ (slika 98).

Slika 98.

Kako je ϕ = ^SCD + ^SDC = 45◦ + ^SDC = ^ADS + ^SDC = ^ADC i,
sli~no ^ABC = ϕ, iz sinusne teoreme, primewene na4ASD i4ACD, imamo
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da je AS

AD
=

sin 45◦

sin ϕ
i AD

AC
=

sin 45◦

sin ϕ
, redom. Tako|e, primenom sinusne teoreme

redom na 4CSB i 4ABC dobijamo: CS

CB
=

sin 30◦

sin ϕ
i BC

AC
=

sin 30◦

sin ϕ
. Dakle,

AS

AC
=

AS

AD
· AD

AC
=

(
sin 45◦

sin ϕ

)2

i CS

AC
=

CS

CB
· CB

AC
=

(
sin 30◦

sin ϕ

)2

. Kako je

AS

AC
+

CS

AC
= 1, to je

(
sin 45◦

sin ϕ

)2

+
(

sin 30◦

sin ϕ

)2

= 1, odakle posle kra}eg ra~una

dobijamo da je sin2 ϕ =
3
4
. Dakle, ϕ = 60◦ ili ϕ = 120◦.

304. Neka je tg 20◦ = x. Tada va`e slede}e formule:

tg 60◦ =
√

3,

tg 40◦ = tg(60◦ − 20◦) =
tg 60◦ − tg 20◦

1 + tg 60◦ tg 20◦
=

√
3− x

1 + x
√

3
,

tg 80◦ = tg(60◦ + 20◦) =
tg 60◦ + tg 20◦

1− tg 60◦ tg 20◦
=

√
3 + x

1− x
√

3
,

tg 70◦ =
1

tg 20◦
=

1
x

,

√
3 = tg 60◦ = tg 3 · 20◦ =

3 tg 20◦ − tg3 20◦

1 + tg 60◦ tg 20◦
=

3x− x3

1− 3x2
.

Sada se jednostavno dobija:

tg 40◦ + tg 60◦ + tg 80◦ =
√

3− x

1 + x
√

3
+
√

3 +
√

3 + x

1− x
√

3

=
3
√

3− x2
√

3
1− 3x2

=
3x− x3

1− 3x2
·
√

3
x

=
3
x

= 3 tg 70◦.

305. Imamo:

n4 − 4n3 + 14n2 − 20n + 10 = (n− 1)4 + 8(n− 1)2 + 1 = ((n− 1)2 + 4)2 − 15.

Neka je za neki prirodan broj k

((n− 1)2 + 4)2 − 15 = k2.

Treba da na|emo sve cele brojeve k za koje jem2−k2 = 15, tj. (m−k)(m+k) = 15,
pri ~emu je m = (n − 1)2 + 4 > 4. Zbog uslova m > 4 mo`emo da ignori{emo
negativne faktore pa preostaje da razmotrimo samo slede}e dve mogu}nosti:

(1) m − k = 1, m + k = 15, odakle se dobija da je m = 8, (n − 1)2 = 4,
n− 1 = ±2, pa dobijamo dva re{ewa: n = 3 i n = −1.

(2) m−k = 3, m+k = 5, odakle jem = 4, (n−1)2 = 0, n−1 = 0, pa dobijamo
jo{ jedno re{ewe: n = 1.
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306. Bez smawewa op{tosti pretpostavimo da je AB > BC > AC. Neka je P ta~ka
na pravojAB s druge strane ta~keA u odnosu naB, takva da jeAC = AP (slika
99). Analogno, neka su Q i R ta~ke na pravama AB i BC, sa druge strane ta~ke
B u odnosu na A, odnosno sa druge strane ta~ke C u odnosu na B, takve da je
BC = BQ i AC = RC.

A L F M BP Q

D E

N

R

Slika 99.

Sada su ta~ke L, M , N redom sredi{ta du`i PB, AQ i RB. Du`i LE, NF i
DM su sredwe linije trouglova BCP , ABR i AQC. Kako je

^APC = ^ACP =
^BAC

2
=

α

2
,

iLE ‖ PC to je^ELB =
α

2
. ZbogDE ‖ AB sledi^DEL = ^ELB =

α

2
. Kako

je ^DEF = α, to je ^DEL = ^LEF , pa je LE simetrala ^DEF u 4DEF .
Analogno zakqu~ujemo da su prave FN i DM tako|e simetrale uglova DFE
i EDF , redom. Ove tri prave se seku u jednoj ta~ki � centru upisanog kruga
4DEF .

307. Skup od 10 elemenata ima 210−1 = 1023 nepraznih podskupova. Najve}i zbir 10
razli~itih elemenata ne ve}ih od 106 jednak je 106+105+ · · ·+98+97 = 1015.
Po Dirihleovom principu postoje dva razli~ita podskupa sa istim zbirom
elemenata. Ozna~imo ih sa A i B. Ako su A i B disjunktni, onda je zadatak
re{en. U protivnom odstranimo zajedni~ke elemente izA iB da bismo dobili
dva podskupa sa tra`enim svojstvom. Ne mogu oba dobijena podskupa biti
prazna, jer bi to zna~ilo da su odstraweni svi elementi iz A i B, {to zna~i
da A i B nisu razli~iti. Ne mo`e se dobiti ni samo jedan prazan podskup, jer
bi to zna~ilo da A i B nemaju jednake zbirove elemenata.

308. Neka va`e oznake kao na slici 100.
Za kru`ni luk x nad uglom ϕ va`i x = ϕR, gde je R polupre~nik kruga. Dakle,
va`i slede}a ekvivalencija

a + c = b + d ⇔ (α + γ)R = (β + δ)R ⇔ α + γ = β + δ.
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Trouglovi ESG, HSI , JSK i LSF su jednakokraki. Va`i:

^A + ^C = (360◦ − ^AES − ^AFS − α) + (360◦ − ^CIS − ^CJS − γ)
= ^SEG + ^SFL− α + ^SIH + ^SJK − γ

^B + ^D = (360◦ − ^SGB − ^SHB − β) + (360◦ − ^SLD − ^SKD − δ)
= ^SGE + ^SHI − β + ^SLF + ^SKJ − δ.

A

B

CD

E
G

H

I

JK

L

F

a
b

cd

S

Slika 100.

Sada o~igledno va`i da je ^A + ^C = ^B + ^D ako i samo ako je

^SEG + ^SFL + ^SIH + ^SJK − α− γ

=^SGE + ^SLF + ^SHI + ^SKJ − β − δ,

{to je ta~no zbog jednakokrakih trouglova i α + γ = β + δ. Iz ^A + ^C =
^B + ^D sledi da je ~etvorougao ABCD tetivan.

309. Pretpostavimo suprotno, tj. da je zbir brojeva kojima su uzna~ena tri uzastopna
temena uvek mawi ili jednak 20. Neka su a1, a2, . . . , a12 redom brojevi kojima su
ozna~ena temena 12−ugla. Tada je

a1 + a2 + · · ·+ a12 = 1 + 2 + · · ·+ 12 = 78.

neka je a12 = 12. Tada je a1 + a1 6 8 i a10 + a11 6 8. Iz nejednakosti
a9 + a8 + a7 6 20, a6 + a5 + a4 6 20 i a1 + a2 + a12 + a11 + a10 6 20 + 8
sabirawem dobijamo 78− a3 6 68, odakle jednostavno sledi a3 > 10.
Analogno, iz a8 + a7 + a6 6 20, a5 + a4 + a3 6 20 i a1 + a2 + a12 + a11 +
a10 6 20 + 8 dobijamo a9 > 10; iz a9 + a8 + a7 6 20, a5 + a4 + a3 6 20 i
a1 + a2 + a12 + a11 + a10 6 20 + 8 dobijamo a6 > 10.
Dakle, va`i a3, a6, a9 > 10, a naravno a3, a6, a9 6 11. Kontradikcija!

310. Neka su povr{ine trouglova DSE i CDE redom x i y (videti sliku 101).
Va`i:

8
7

=
P4ASB

P4SBE
=

AS·h1
2

SE·h1
2

=
AS

SE
,

4
x

=
P4ASD

P4SDE
=

AS·h2
2

SE·h2
2

=
AS

SE
,
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odakle se jednostavno dobija x =
7
2
.

BA

C

D
E

8

74
S

y

x

Slika 101.
Sli~no, iz
4 + 7

2

y
=

P4ADE

P4CDE
=

AD·h3
2

CD·h3
2

=
AD

CD
,

4 + 8
y + 7

2 + 7
=

P4ABD

P4CDB
=

AD·h4
2

CD·h4
2

=
AD

CD
,

sledi y =
35
2
. Kona~no, PCDSE = x + y = 21.

311. Neka je AB = a, ^EBC = α. Tada je ^EBC = ^FED = α, pa su trouglovi
BCE i EDF sli~ni, odakle je BC

CE
=

DE

DF
, tj. a

a
2

=
a
2

DF
. Sada lako dobijamo

DF =
a

4
i AF = a− a

4
=

3
4
a, pa je tg β =

AB

AF
=

4
3
.

312. Neka je O centar kruga opisanog oko ~etvorougla ABCD. Ako je L podno`je
normale iz Q na RS, tada su H , K i L kolinearne ta~ke, prema Simsonovoj
teoremi: Podno`ja normala na stranice trougla iz proizvoqne ta~ke opisane
kru`nice su kolinearne ta~ke.

Slika 102.
Neka jeSQ∩KH = {T} (slika 102). Nije te{ko videti da je ~etvorougaoKQLS
pravougaonik, te se wegove dijagonale KL i SQ polove, tj. T je sredi{te du`i
SQ.
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313. Re{i}emo problem u op{tem slu~aju kad se radi o permutacijama prvih n
prirodnih brojeva.
Pridru`imo permutaciji p = a1a2 . . . an broj

Sp =
n∑

i=1

si · 2i

gde je
si =

{
1, ai = i
0, ai 6= i.

Ako se na permutaciju p ~iji je prvi element razli~it od 1 primeni navedena
operacija, onda za dobijenu permutaciju q va`i: Sq > Sp. Kako je maksimalna
vrednost koju mo`e imati veli~ina S jednaka

n∑

i−1

2i = 2n−1 − 1,

to se navedeni proces mora zavr{iti u kona~nom broju koraka, a to je mogu}e
samo kad na prvom mestu u permutaciji bude broj 1.

314. Iz b | c2 + 1 i c | b2 + 1 sledi da su b i c uzajamno prosti brojevi i da
bc | b2 + c2 + 1. Dakle,

b2 + c2 + 1 = nbc, n ∈ N.

Zbog (b− c)2 + 1 = (n− 2)bc je n > 3.
Posmatrajmo sada jedna~inu po (x, y)

(∗). x2 + y2 + 1 = nxy,

Kada je (b0, c0) re{ewe jedna~ine (∗), tada su re{ewa tako|e i ure|eni parovi
(b0, nb0 − c0) i (nc0 − b0, c0). Pretpostavimo da je b0 6 c0. Jedna~ina (∗) mora
imati minimalno re{ewe po drugoj koordinati i neka je to (b0, c0). Odatle
sledi

(∗∗) b0 6 c0 6 nb0

2
.

Kako je (b0, c0) re{ewe jedna~ine (∗) va`i
(

c0 − nb0

2

)2

=
(

nb0

2

)2

− b2
0 − 1,

a zbog (∗∗) va`i 0 6 nb0
2 − c0 6 nb0

2 − b0, {to zajedno sa (∗∗) daje
(

nb0

2
− b0

)2

6
(

nb0

2

)2

− b2
0 − 1,
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odakle dobijamo (n− 2)b2
0 6 1, pa je n = 3.

Kako je
b

c
+

c

b
+

1
bc

=
b2 + c2 + 1

bc

tra`ena vrednost izraza je 3.

315. Va`i: ^DCN = ^NEB = ^NBF (slika 103). Poka`imo da su trouglovi
CND i BNF sli~ni. Kako su uglovi DCN i NBF jednaki, to ostaje da se
poka`e da je CN

BC
=

BN

BE
. Iz CD = BC i BF = BE, je

CN

BC
=

BN

BE
⇔ 4BNE ∼ 4CNB .

D

A B

C

E

F

N

Slika 103.

Dakle, va`i: 4CND ∼ 4BNF , odakle je ^NDC = ^NFB, {to zna~i da je
^NDC + ^NFC = 180◦. ^etvorougao DNFC je tetivan, pa je

^DNF = 180◦ − ^FCD = 90◦.

316. Ako se svi u~esnici me|osobno poznaju zadatak je trivijalan. Zato pretpo-
stavimo da postoji par u~enika A i B koji se ne poznaju.

(a) Dovoqno je dokazati da se svaka dva u~esnika, razli~ita od A i B me|u-
sobno poznaju. Tako, ako suX iY proizvoqna dva u~esnika razli~ita odA
iB, tada po pretpostavci zadatka bar jedan u~esnik odA,B,X i Y poznaje
ostalih troje. Po{to seA iB ne poznaju, sledi daX (ili Y ) poznajeA,B,
Y (iliX); u svakom slu~aju,X i Y se poznaju. Dakle, proizvoqno izabran
u~esnik, razli~it od A i B, poznaje sve ostale u~esnike takmi~ewa.

(b) Neka postoji osoba C, razli~ita od A i B, koja ne poznaje sve takmi~are.
Ako ona ne bi postojala zadatak je re{en. Na osnovu dela (a) sledi da on
ne poznaje ili osobu A ili osobu B. Sada zakqu~ujemo da svaka ~etvrta
osoba D mora da poznaje sve tri osobe A, B i C.
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317. Neka je S centar upisane polukru`nice (slika 104). Kako je SD = SA
pravougli trouglovi SAB i SDB su podudarni, pa je AB = BD.

D

S

E

A B F

C

Slika 104.
Daqe, ^AEF = 90◦ − ^BFD, ^BDF = ^EDC, ^EDS = 90◦ − ^BDF ,
^SED = ^SDE (jer je SE = SD), pa je 90◦ − ^BFD = 90◦ − ^BDF,
odnosno^BDF = ^BFD, pa jeBF = BD i kona~no, zbogAB = BD, dobijamo
AB = BF .

318. Neka je n broj stranica mnogougla. Veli~ine uglova izra`ava}emo u stepenima.
Kako veli~ine uglova obrazuju aritmeti~ku progresiju, wen n�ti ~lan je

αn = x + (n− 1) · 1
3
x.

Kako je mnogougao konveksan, to je x+(n−1) 1
3x < 180. Zbir uglova mnogougla

jednak je
(2x + 1

3x(n− 1))n
2

=
nx(5 + n)

6
= 180(n− 2).

Sledi da je nx(5 + n) = 180 · 6(n− 2), tj.

x =
180 · 6(n− 2)

n(5 + n)
.

Zakqu~ujemo da je

x + (n− 1)
1
3
x =

180 · 6(n− 2)(2 + n)
3n(5 + n)

< 180,

tj.
2(n− 2)(2 + n)

n(5 + n)
< 1,

odnosno n2 − 5n− 8 < 0, odakle sledi nejednakost

5−√57
2

< n <
5 +

√
57

2
.

Prema tome, najve}i broj stranica jednak je 6. Takav {estougao se lako nalazi.
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319. Neka je R1 polupre~nik kruga opisanog oko 4ABD, a R2 polupre~nik kruga
opisanog oko4ACD. Iz sinusne teoreme zakqu~ujemo

AB = 2R1 sin ^BDA, AC = 2R2 sin ^ADC.

Kako je ^ADB + ^ADC = 180◦, to je sin ^BDA = sin^ADC, pa je koli~nik
R1

R2
=

AB

AC
,

dakle, konstantan.

320. Neka je AB = CD = a, BC = AD = b, ^AED = ^CED = ϕ, AE = x. Iz
4AED dobijamo tg ϕ =

b

x
, a iz4EBC

tg(180◦ − 2ϕ) = − tg 2ϕ = − b

a− x
.

Zamenom dobijenih izraza u tg 2ϕ =
2 tg ϕ

1− tg2 ϕ
dobijamo

− b

a− x
=

2 · b
x

1− (
b
x

)2 ,

odnosno, nakon sre|ivawa, x2 − 2ax + b2 = 0. Re{ewa posledwe jedna~ine su
a±√a2 − b2, pa je, zbog uslova x < a, x = a−√a2 − b2.

321. Neka je AC = BC = a. Kako je CS = SQ (slika 105), pravougli trouglovi
BCS i BQS su podudarni, pa je ^CBS = ^SBA = 22◦30′.

Q

S

R

A

B

C

Slika 105.
Daqe imamo

BP 2 = CP 2 + BC2 = 4CS2 + a2 = a2(4 tg2 22◦30′ + 1) = a2

(
4
√

2− 1√
2 + 1

+ 1

)
,

jer je

tg2 45◦

2
=

(
sin 22◦30′

cos 22◦30′

)2

=




√
1−cos 45◦

2√
1+cos 45◦

2




2

=
1−

√
2

2

1 +
√

2
2

=
√

2− 1√
2 + 1

.
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Iz potencije ta~ke B u odnosu na kru`nicu je BR · BP = a2 = BC2, pa
dobijamo

BR

PR
=

BR

BP −BR
=

BR
BP

1− BR
BP

=
a2

BP 2

1− a2

BP 2

=
a2

BP 2 − a2

=
1

BP 2

a2 − 1
=

1(
4
√

2−1√
2+1

+ 1
)
− 1

=

(
1 +

√
2

2

)2

.

322. Jasno je da zbir cifara broja koji je deqiv sa 2003 ne mo`e biti 1, jer za svako
k ∈ N va`i 10k 6≡ 0 (mod 2003). Pokaza}emo da je nemogu}e da zbir cifara
broja deqivog sa 2003 bude 2. Odmah se vidi da je

2

k︷ ︸︸ ︷
00 . . . 0 = 2 · 10k 6≡ 0 (mod 2003), k ∈ N.

Posmatrajmo sada brojeve oblika

1 00 . . . 01

m︷ ︸︸ ︷
00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

= 10n + 10m = 10m(10n−m + 1), n > m.

Brojevi ovog oblika su deqivi sa 2003 ako i samo ako postoji prirodan broj k
takav da je 10k ≡ −1 (mod 2003). Ako bi takav broj k postojao, imali bismo
1001 | 2k, tj. 1001 | k, jer je 1001 poredak broja 10 po modulu 2003 (ostavqa se
~itaocima da ovo poka`u). Kontradikcija!
Tra`eni minimalni zbir cifara je 3, jer ja na primer broj 10301 + 2 deqiv sa
2003.

323. Lako se dokazuje (na primer, indukcijom) slede}e tvr|ewe:
Ako su brojevi upisani u posledwu vrstu n�spratne piramide a1, a2, . . . , an, onda
je broj na vrhu piramide jednak

S =
(

n− 1
0

)
a1 +

(
n− 1

1

)
a2 + · · ·+

(
n− 1
n− 1

)
an.

Ako je n − 1 brojeva posledwe vrste ve} izabrano, onda se posledwi broj uvek
mo`e izabrati tako da izraz S bude deqiv sa 2003. Zaista, pretpostavimo da
je preostalo da se izabere samo broj ai u i�tom poqu posledwe vrste. Neka je
S − (

n−1
i−1

)
ai ≡ k (mod 2003). Kako je 2003 prost broj, uvek je mogu}e izabrati

ai tako da bude
(
n−1
i−1

)
ai ≡ 2003− k (mod 2003). To garantuje da }e broj S biti

deqiv sa 2003.
Jasno je, tako|e, da se posledwi broj mo`e izabrati i tako da broj S ne bude
deqiv sa 2003.
Prema tome, samo posledwi izabrani broj odlu~uje da li }e broj na vrhu pi-
ramide biti deqiv sa 2003. Ako je n neparno, posledwi broj upisuje prvi igra~,
u protivnom drugi. Prema tome, ako je n neparan broj, onda prvi igra~ ima
pobedni~ku strategiju, a ako je n paran � drugi.



178 T A N G E N T A 10

324. Iz datog sistema sledi da je |x+ y− 4| = |x− 3+ y− 1| = |x− 3|+ |y− 1|, a ovo
je ta~no samo ako su x− 3 i y − 1 istog znaka. Dakle, re{ewa treba tra`iti u
oblastima D1 = {(x, y) | x > 3, y > 1} i D2 = {(x, y) | x 6 3, y 6 1}.
U oblastiD1 sistem je ekvivalentan jedna~ini x+y−4 = 5, pa je skup re{ewa
u toj oblasti R1 = {(x, y) | y = 9− x, 3 6 x 6 8}.
U oblasti D2 sistem je ekvivalentan jedna~ini x + y = −1, pa je skup re{ewa
u ovoj oblasti R2 = {(x, y) | y = −1 − x, −2 6 x 6 3}. Dakle, skup re{ewa
polaznog sistema je R = R1 ∪R2.

325. Najpre uo~imo da mo`emo napraviti ~etiri jedno~lane grupe {1}, {4}, {9} i
{16}, kao i da brojevi 11, 13, 17 i 19 ne mogu biti ni u jednoj grupi, jer su prosti
i nisu deliteqi nijednog drugog broja od 1 do 20. Dakle, za kombinovawe nam
preostaju 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 14, 15, 18 i 20. Poku{avamo prvo da formiramo
{to vi{e dvo~lanih grupa sa datim svojstvom. To su {3, 12}, {5, 20} i {8, 18}.
Napomenimo da ne grupi{emo 2 i 18, jer bi u tom slu~aju bilo mawe mogu}nosti
za daqa kombinovawa. Od preostalih brojeva formiramo dve tro~lane grupe
{2, 7, 14}, {6, 10, 15}. Dakle, mo`e se napraviti najvi{e 9 grupa sa tra`enim
svojstvom.

326. Da bi broj bio deqiv sa 3 wegov zbir cifara tako|e mora biti deqiv sa 3.
Stoga je broj sedmica u tom broju 0, 3 ili 6. Broj 3333333, kao i brojevi sa {est
sedmica nisu deqivi sa 7. Dakle, tra`eni brojevi imaju tri sedmice i ~etiri
trojke. Kako je 3 ≡ 3 (mod 7), 30 ≡ 2 (mod 7), 300 ≡ 6 (mod 7), 3000 ≡ 4
(mod 7), 30000 ≡ 5 (mod 7), 300000 ≡ 1 (mod 7), 3000000 ≡ 3 (mod 7), da bi
dati broj bio deqiv sa 7 zakqu~ujemo da treba kombinovati ostatke (1, 2, 5, 6),
(2, 3, 3, 6), (1, 3, 4, 6) i (2, 3, 4, 5), odakle na osnovu prve dve grupe dolazimo do
brojeva 7337337 i 3777333, a na osnovu druge dve do 7373373, 3373377, 7733733
i 3733737.

327. Proizvoqni trougao uvek mo`emo podeliti na n2 podudarnih trouglova koji
(slika 106) (1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2). Odgovaraju}im spajawem po 4 ili
9 takvih trouglova dobijamo tako|e trougao sli~an polaznom, a ukupan broj
trouglova se umawuje za 3, odnosno 8.

Slika 106.

(a) Kako je 452 − 7(22 − 1) = 2025 − 21 = 2004, zakqu~ujemo da je mogu}e
proizvoqni trougao podeliti na 2004 trougla koji su mu sli~ni.
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(b) Sli~no, mogu}e je proizvoqni trougao podeliti na 2003 trougla koji su
mu sli~ni, jer je 452 − 2(22 − 1)− 2(32 − 1) = 2025− 22 = 2003.

328. Neka je ai broj ura|enih zadataka tokom prvih i dana priprema (ukqu~uju}i
i zadatke ura|ene i-tog dana). Tada va`i 1 6 a1 < a2 < · · · < a67 6 100
i 34 6 a1 + 33 < a2 + 33 < · · · < a67 + 33 6 133. Stoga, me|u 134 broja
a1, . . . , a67, a1 + 33, . . . , a67 + 33 moraju postojati dva jednaka, tj. postoje i i j
takvi da je ai = aj + 33.
Dakle, u~enik }e uraditi ta~no 33 zadatka tokom (j+1)-og, (j+2)-og, . . ., i-tog
dana.

329. (a) Re{ewa date jedna~ine su x1 = a− 1 i x2 = 3− 2a.
(b) Sada treba re{iti jedna~ine |x1| = 2|x2| i |x2| = 2|x1|, tj. jedna~ine

|a− 1| = 2|3− 2a| i |3− 2a| = 2|a− 1|.

Razlikujemo slede}e slu~ajeve:

a < 1, 1 6 a <
3
2

i a > 3
2
.

Prva jedna~ina ima re{ewa 7
5
i 5

3
, a druga 5

4
. Dakle, za a ∈

{
7
5
,

5
3
,

5
4

}

apsolutna vrednost jednog korena je dva puta ve}a od apsolutne vrednosti
drugog korena.

330. Primetimo da je x2 +3x−4+2x2−5x+3 = 3x2−2x−1, pa ako uvedemo smenu
a = x2 +3x−4, b = 2x2−5x+3 tada je 3x2−2x−1 = a+ b. Polazna jedna~ina
je sada ekvivalentna sa a3 + b3 = (a + b)3, odnosno sa ab(a + b) = 0. Stoga
su re{ewa polazne jedna~ine koreni kvadratnih jedna~ina x2 + 3x − 4 = 0,
2x2 − 5x + 3 = 0 i 3x2 − 2x− 1 = 0. Dakle, x ∈

{
−4, 1,

3
2
,−1

3

}
.

331. Ako prvu jedna~inu pomno`imo sa 2, pa od we oduzmemo drugu, dobijamo ab =

2a− b, tj. a(b− 2) = −b. O~igledno b = 2 nije re{ewe, pa a = − b

b− 2
mo`emo

uvrstiti u prvu jedna~inu i tako dobiti jedna~inu ~etvrtog stepena po b. Ova
jedna~ina ima dva realna korena b1 = 0 i b2 = 1. Stoga su (0, 0) i (1, 1) jedina
dva para realnih brojeva koji zadovoqavaju polazni sistem jedna~ina.

332. Data jedna~ina je bikvadratna, pa su wena re{ewa simetri~na u odnosu na
koordinantni po~etak, a kako i obrazuju aritmeti~ku progresiju, ona su oblika

−3
2

d, −1
2

d,
1
2

d,
3
2

d.

Ako uvedemo smenu t = x2 polazna jedna~ina postaje t2 − (3p + 2)t + p2 = 0,
i re{ewa ove jedna~ine su t1 =

1
4

d2 i t2 =
9
4

d2. Sada, pomo}u Vijetovih
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formula za kvadratne jedna~ine dobijamo

1
4
d2 +

9
4
d2 = 3p + 2,

1
4
d2 · 9

4
d2 = p2,

odnosno
5
2
d2 = 3p + 2,

9
16

d4 = p2.

Iz prethodne dve jedna~ine dobijamo 9p+6 = 10|p|, pa su tra`ene vrednosti za
parametar p brojevi 6 i − 6

19
.

333. Zadatak }emo uraditi pomo}u matemati~ke indukcije. Proverimo prvo da li
tvr|ewe va`i za prva dva ~lana niza. Zaista, y0 = 1, y1 = 2 ∈ Z.
Sada, transformi{emo datu rekurentnu formulu, mno`e}i je sa 2, a zatim
kvadriraju}i i dele}i je sa 4. Tako dobijamo

(1) y2
n+1 − 3ynyn+1 + y2

n + 1 = 0.

Kako polazna rekurentna formula va`i za sve prirodne brojeve n, i novodobi-
jena ima isto svojstvo, pa va`i i za n− 1, tj. va`i

(2) y2
n − 3ynyn−1 + y2

n−1 + 1 = 0.

Oduzimaju}i sada (2) od (1) dobijamo

(yn+1 − yn−1)(yn+1 − 3yn + yn−1) = 0,

odakle zakqu~ujemo yn+1 = yn−1 ili yn+1 = 3yn − yn−1. Zna~i, ako su yn−1

i yn celi brojevi i yn+1 bi}e ceo broj. Ovim je dokaz zavr{en.

334. Uo~imo prvo da zbog definisanosti logaritma mora biti x > 0, log3 x > 0,
log9

x

3
> 0, {to je ekvivalentno sa x > 3 (ovim je obezbe|ena i definisanost

kvadratnog korena). Sada, uz uslovx > 3, koriste}i poznate osobine logaritma
polaznu jedna~inu transformi{emo na slede}i na~in:

log3

1√
log3 x

= log9 log9

x

3
⇔ log3

1√
log3 x

=
1
2

log3

(
1
2

log3

x

3

)

⇔ log3

1√
log3 x

= log3

√
1
2

log3

x

3

⇔ 1√
log3 x

=

√
1
2

log3

x

3
.

Kvadrirawem posledwe jedna~ine dobijamo

log3 x · log3

x

3
= 2,
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odnosno
(log3 x)2 − log3 x− 2 = 0.

Uvode}i sada smenu t = log3 x posledwa jedna~ina postaje t2 − t − 2 = 0.
Re{ewa ove jedna~ine su t1 = 2 i t2 = −1. Re{ewe t2 otpada jer vodi do
x =

1
3
koje ne zadovoqava uslov definisanosti x > 3. Dakle, jedino re{ewe je

log3 x = 2, tj. x = 9.

335. Neka je ABCD proizvoqan tetraedar. Uo~imo najdu`u ivicu, neka je to na
primer AB. Dokaza}emo da se bar od jedne od trojki ivica (AB, AC,AD) ili
(BA, BC,BD) mo`e konstruisati trougao. Kako je AB najdu`a ivica, va`i

AB > AC, AB > AD, BA > BC, BA > BD,

pa je dovoqno dokazati da va`i bar jedna od nejednakosti

AC + AD > AB, BC + BD > BA.

Iz trougla ABC imamo da va`i AC + BC > AB, a iz trougla ABD imamo da
va`i AD + BD > AB. Sabirawem ove dve nejednakosti dobijamo

(AC + AD) + (BC + BD) > 2AB,

odakle zakqu~ujemo da je AC + AD > AB ili BC + BD > BA, {to je i
trebalo pokazati.

336. Ravan ABD se~e sferu S po kru`nici, koja sadr`i ta~ke A, B, A1, B1.
Prema tome, ~etvorougao ABA1B1 je tetivan (slike 107 i 108). Na osnovu toga
dobijamo da je ^DA1B1 = 1800 − ^B1A1A = ^DBA, pa kako je i ^A1DB1 =
^BDA, trouglovi DAB i DA1B1 su sli~ni. Iz ove sli~nosti sledi da je
AB

DA
=

A1B1

DB1
.

A B

A
1

B
1

D

C

C
1

Slika 107.

A B

A
1

B
1

D

Slika 108.

Analogno dokazujemo da je BC

CD
=

B1C1

DB1
. Koriste}i posledwe dve jednakosti

i AB · CD = BC ·AD dobijamo

A1B1 =
AB

DA
·DB1 =

BC

CD
·DB1 =

B1C1

B1D
·DB1 = B1C1.
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Analogno dokazujemo da je B1C1 = C1A1, pa sledi da je trougao A1B1C1

jednakostrani~an.
337. Neka je O centar kvadra ABCDA1B1C1D1 i S presek dijagonala AC i BD

strane ABCD (slika 109). Tada je prava OS narmalna na ravan ABCD.
Trougao AOC je jednakokraki, jer je OC = OA. Kako je OS ‖ AA1, sledi
da je ^AOS = ^OAA1 = α i ^AOC = 2α. Analogno dolazimo do zakqu~ka da
je ^AOD1 = 2^OAB = 2β i ^COD1 = 2^OAD = 2γ. Prema tome uglovi pri
vrhu O tetraedra OACD1 jednaki su 2α, 2β i 2γ. Kako je 2α + 2β + 2γ < 2π,
dobijamo α + β + γ < π.

A B

C
D

A
1 B

1

C
1

D
1

O

S

a

a

Slika 109.

A

B

C
D

A
1

B
1

C
1

D
1

A’ D’ A’
1

D’
1

C’
1B’

1

C’B’

a

Slika 110.

338. Kocka ima tri ~etvorke paralelnih i podudarnih ivica. Kako nikoje tri
ivice iz iste ~etvorke nisu komplanarne, to je wihova normalna projekcija
na ravan skup od ~etiri, tri ili dve podudarne du`i, ili pak skup od ~etiri
ta~ke. To zavisi od wihovog polo`aja prema ravni projekcije. Otuda je nor-
malna projekcija kocke na ravan konveksan {estougao ili paralelogram. Neka
je ABCDA1B1C1D1 kocka ivice a i α proizvoqna ravan (slika 110). Bez
smawewa op{tosti razmatrawa mo`emo pretpostaviti da je teme D najbli`e
ravni α. Normalna projekcija kocke je {estougao A′B′B′

1C
′
1D

′
1D

′ (koji even-
tualno degeneri{e u paralelogram), ~ije su naspramne stranice paralelne i
podudarne. Ako sa S ozna~imo povr{inu {estougla, tada va`i S = 2SA′B′1D′1 ,
tako|e je SA′B′1D′1 = SAB1D1 · cos ϕ, gde je ϕ ugao izme|u ravni α i AB1D1.
Dakle, povr{ina S je maksimalna ako je cosϕ = 1, tj. ϕ = 0. U tom slu~aju
va`i α ‖ AB1D1. S obzirom da je AB1D1 jednakostrani~an trougao stranice
a
√

2, dobijamo da je maksimalna vrednost povr{ine normalne projekcije kocke
na ravan jednaka

Smax = 2

(
a
√

2
)2√

3
4

= a2
√

3.

339. (a) Najpre uo~imo da je log√2 3 > 0. Ako pretpostavimo da je log√2 3 ∈ Q+,
to bi zna~ilo da je

log√2 3 =
p

q
, gde su p, q ∈ N.
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Sada na osnovu poznatih osobina logaritma izvodimo slede}i ekvivalen-
cijski lanac

log√2 3 =
p

q
⇔ 2 log2 3 =

p

q
⇔ log2 3 =

p

2q
⇔ 2

p
2q = 3 ⇔ 2p = 32q ⇔⊥.

Dakle, log√2 3 je iracionalan broj.

(b) Odgovor je potvrdan, npr.
√

2
log√2 3

= 3.

340. Uo~imoda je 2+
√

3 =
(√

2 +
√

3
)2

. Kada jedna~inupomno`imo sa
(√

2−√3
)x

,
a zatim podelimo sa 2x, dolazimo do jedna~ine

(√
2 +

√
3

2

)x

+

(√
2−√3

2

)x

= 1,

koja je ekvivalentna polaznoj. Lako se vidi da je jedno re{ewe x = 2, a kako je
funkcija

f(x) =

(√
2 +

√
3

2

)x

+

(√
2−√3

2

)x

opadaju}a, jer je

0 <

√
2−√3

2
,

√
2 +

√
3

2
< 1,

zakqu~ujemo da je x = 2 jedino re{ewe.

341. Polaze}i od nejednakosti 2 <

(
1 +

1
10n

)10n

< e (prvu nejednakost mo`emo
dokazati uz pomo} Bernulijeve nejednakosti, dok je druga posledica poznatog
rezultata da rastu}i niz brojeva

(
1 +

1
n

)n

→ e , n → +∞) zakqu~ujemo da je

1
e

< 1, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

1−10n

<
1
2
,

tj.
1
2

< 1− 1, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−1

1−10n

< 1− 1
e
.

Mno`e}i posledwu nejednakost sa 6 dobijamo

3 < 6


1− 1, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−1

1−10n


 < 6

(
1− 1

e

)
< 4,

{to povla~i 
6


1− 1, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n−1

1−10n





 = 3.
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342. (a) Lako se uo~ava da funkcija f(x) = x, za x ∈ R zadovoqava tra`eni uslov.
(b) Ako stavimo x = y u

(1) f(x2 − y2) = (x− y)(f(x) + f(y)),

dobijamo da je f(0) = 0.

Stavqaju}i y = 0 dobijamo f(x) =
f(x2)

x
. Sada lako dolazimo do zakqu~ka

da je funkcija f neparna, jer je f(−x) =
f((−x)2)
−x

= −f(x). Defini{imo
funkciju g : R→ R sa

g(x) =

{
a, x = 0

f(x)
x

, x 6= 0,

gde je a proizvoqan realan broj.
Ovako definisana funkcija je parna i

(2) f(x) = xg(x) za svako x ∈ R.

Primewuju}i relacije (1) i (2) zakqu~ujemo

f(x2−y2) = (x2−y2)g(x2−y2) = (x−y)(f(x)+f(y)) = (x−y)(xg(x)+yg(y))

za svako x, y ∈ R. Prema tome, za x 6= y imamo

(3) (x + y)g(x2 − y2) = xg(x) + yg(y).

Kada y zamenimo sa −y u relaciji (3) dobijamo

(4) (x− y)g(x2 − y2) = xg(x)− yg(y).

Sada, sabiraju}i (3) i (4) dobijamo

(5) xg(x2 − y2) = xg(x).

Dakle, za x 6= 0 va`i

(6) g(x2 − y2) = g(x).

Sli~no, kada x i y zamene mesta dobijamo da za y 6= 0 va`i

(7) g(x2 − y2) = g(y).

Sada, definicija funkcije g i relacije (6) i (7) name}u zakqu~ak g(x) = a za
svako x ∈ R, pa je

f(x) = ax za svako x ∈ R.



2. R E [ E W A 185

343. Obele`imo sa S(n) broj prirodnih brojeva koji su mawi ili jednaki n i mogu
se predstaviti u obliku

(1) x = x3
1 + x5

2 + x7
3 + x9

4 + x11
5 ,

Imamo da je
x3

1 + x5
2 + x7

3 + x9
4 + x11

5 6 n,

i stoga

(2) 1 6 xk 6
[

2k+1
√

n
]
, k = 1, 2, 3, 4, 5.

Prema tome, ukupan broj razli~itih 5-torki (x1, x2, x3, x4, x5) koje zadovol-
javaju nejednakosti (2) jednak je

A(n) = [ 3
√

n] · [ 5
√

n] · [ 7
√

n] · [ 9
√

n] · [ 11
√

n].

Sada mo`emo izvr{iti slede}u procenu

S(n) 6 A(n) = [ 3
√

n] · [ 5
√

n] · [ 7
√

n] · [ 9
√

n] · [ 11
√

n] 6 n
1
3 · n 1

5 · n 1
7 · n 1

9 · n 1
11 = n

3043
3465 .

Prema tome broj prirodnih brojeva koje nije mogu}e predstaviti u tra`enom
obliku je ve}i ili jednak od

n−A(n) = n− n
3043
3465 ,

a lako se vidi da
n−A(n) → +∞, n → +∞,

{to zna~i da postoji beskona~no mnogo prirodnih brojeva koji se ne mogu
predstaviti u obliku (1).

344. (a) Iz xy ∈ Q, zx ∈ Q zakqu~ujemo da je xyzx = x2yz ∈ Q. Kako je
yz ∈ Q \ {0} sledi da je x2yz

yz
= x2 ∈ Q. Sli~no se dokazuje da su y2 i z2

racionalni brojevi, pa je i zbir x2 + y2 + z2 racionalan broj.
(b) Na osnovu (a) x(x3 + y3 + z3) = (x2)2 + (xy)y2 + (xz)z2 ∈ Q, pa ako je

x3 + y3 + z3 ∈ Q \ {0} sledi da je i x ∈ Q.
345. Kako 3 deli proizvod pqr jedan od brojeva mora biti 3. Neka je p = 3. Tada je

3+q+r = 3qr, odakle dobijamo 4 = (q−1)(r−1). Odavde je q−1 = 1, r−1 = 4
ili q−1 = 4, r−1 = 1 ili q−1 = 2, r−1 = 2. Dakle, trojke brojeva (3, 2, 5),
(3, 5, 2), (3, 3, 3) su re{ewa. Analognim postupkom, ako je q = 3, odnosno ako
je r = 3, dobijamo jo{ ~etiri re{ewa (2, 3, 5), (5, 3, 2), (2, 5, 3) i (5, 2, 3).

346. Pokaza}emo da je dati broj proizvod dva prirodna broja ve}a od 1, pa }e stoga
biti slo`en. Zaista,

4545 + 5454 = (2545)2 + (5452)2 + 2 · 2545 · 5452 − 2 · 2545 · 5452

= (2545 + 5452)2 − (2273 · 545)2

= (2545 + 5452 − 2273 · 545)(2545 + 5452 + 2273 · 545),
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i pritom je o~igledno 2545+5452−2273 ·545 > 1 i (2545+5452+2273 ·545) > 1.
Napomenimo da je identitet a4 + 4b4 = (a2 + 2ab + b2)(a2 − 2ab + b2) poznat
kao identitet Sofi @ermen.

347. Tvr|ewe }emo dokazati indukcijom po n.

Slika 111.

Slika 112. Slika 113.

Za n = 2 i n = 3 postoje poplo~avawa (slike 112 i 113).
Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za neki prirodan broj n i doka`imo da va`i
za n+2. Tablu dimenzija 3(n+2)×3(n+2) mo`emo podeliti na table 3n×3n,
6×3n, 6×3n i 6×6. Table 6×6 se mo`e poplo~ati datim figurama (slika 112),
tabla 3n × 3n mo`e se poplo~ati datim figurama po induktivnoj hipotezi, a
tabla 6 × 3n mo`e se popuniti pravougaonicima dimenzija 2 × 3 (slika 111)
koji su poplo~ani sa dve date figure. Time je tvr|ewe dokazano.

348. Obele`imo sa rn ostatak pri deqewu broja an brojem 11. Tada na osnovu
an+2 = (n + 3)an+1 − (n + 2)an, zakqu~ujemo da va`i

rn+2 = (n + 3)rn+1 − (n + 2)rn (mod 11).

Sada nije te{ko izra~unati prvih 11 ~lanova niza (rn):

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
rn 1 3 9 0 10 4 6 0 1 0 0

Kako je r10 = r11 = 0, lako se indukcijom mo`e dokazati da je rn = 0 (mod 11),
za n > 10. Prema tome sa 11 su deqivi ~etvrti i osmi ~lan niza, kao i svi sa
indeksom ve}im od 9.

349. Ispostavqa se da je re{ewe x datog sistema iz segmenta [0, 1], jer

x < 0 ⇒ x3 < 0 ⇒ y3 > 1 ⇒ y4 > 1 ⇒ x4 < 0
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i
x > 1 ⇒ x4 > 1 ⇒ y4 < 0,

pa su oba slu~aja nemogu}a.
Sli~nim rasu|ivawem dobijamo i da y ∈ [0, 1]. Za x, y ∈ (0, 1) imamo da je
x4 < x3, y4 < y3, odakle dobijamo x4 + y4 < x3 + y3, pa nema re{ewa sistema
u ovom intervalu. Dakle, jedine mogu}nosti su x ∈ {0, 1} i y ∈ {0, 1}. Lako se
uo~ava da su re{ewa ure|eni parovi (0, 1) i (1, 0).

350. Posmatrajmo zadatak analiti~ki. Prva jedna~ina u ravniR2 predstavqa uniju
dve prave, y = x i y = −x, a druga kru`nicu sa centrom u ta~ki (a, 0) polupre-
~nika 1. Sada se lako uo~ava da sistem ima tri re{ewa ako kru`nica prolazi
kroz presek pravih, tj. kroz koordinantni presek. To }e se desiti ako je a = 1
ili a = −1, i tada su re{ewa sistema (x, y) ∈ {(1, 1), (1,−1), (0, 0)}, odnosno
(x, y) ∈ {(−1, 1), (−1,−1), (0, 0)}. Sistem }e imati dva re{ewa ako su prave
y = x i y = −x tangente date kru`nice, a to }e se desiti za a =

√
2 i a = −√2.

Tada su re{ewa sistema (x, y) ∈
{(a

2
,

a

2

)
,
(a

2
, −a

2

)}
.

351. Sabirawem sve tri jedna~ine dobijamo (x− 2)3 + (y− 2)3 + (z− 2)3 = 0. Lako
se uo~ava da je jedno re{ewe sistema trojka (2, 2, 2). Ostaje jo{ da poka`emo
da nema drugih re{ewa. Kako je kvadratna funkcija f(a) = 6a2 − 12a + 8 =
6(a− 1)2 + 2 pozitivna za svako realno a, zakqu~ujemo da su x, y, z pozitivni
brojevi. Pretpostavka x > 2 i tre}a jedna~ina dovode do zakqu~ka z > 2, dok
z > 2 i druga jedna~ina impliciraju y > 2. Kako za x, y, z ∈ (2, +∞) va`i
(x−2)3+(y−2)3+(z−2)3 > 0 zakqu~ujemo da se re{ewa jo{, eventualno, mogu
na}i u oblasti (0, 2)×(0, 2)×(0, 2). Me|utim, sli~no prethodnom, pretpostavka
0 < x < 2, dovodi do (x − 2)3 + (y − 2)3 + (z − 2)3 < 0, pa ni u ovoj oblasti
nema re{ewa.

352. Oko svake od datih ta~aka opi{imo krug polupre~nika d

2
. Prema izboru d, ovi

krugovi se ne seku. Opi{imo, zatim, oko proizvoqne ta~ke krug polupre~nika
1+

d

2
. Ovaj krug }e sadr`ati sve prethodne, pa upore|uju}i povr{ine dobijamo

π

(
1 +

d

2

)2

> 100π

(
d

2

)2

, tj. 1 +
d

2
> 10

d

2
, odnosno d <

2
9
.

353. Tra`eni zadatak se mo`e izvr{iti na slede}i na~in. Iz gomile od x nov~i}a
odvojimo y nov~i}a. Sada imamo dve gomile od y nov~i}a i od x − y
nov~i}a. Ako u prvoj imamo k nov~i}a koji su okrenuti pismom gore, u drugoj
}emo imati y − k nov~i}a koji su okrenuti pismom gore. Okrenimo, sada, sve
nov~i}e iz prve gomile. Na taj na~in u woj }e biti y − k koji su okrenuti
pismom gore, a toliko ih ima i u drugoj gomili.

354. Lako se vidi da mora biti x, y, z > 0. Sada, koriste}i prve dve jedna~ine
dobijamo

y
8
3 = xz =

(
x

2
3

) 3
2 z

= (yz)
3
2 z

,
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odnosno,
y

8
3 = y

3
2 z2

.

Posledwa jednakost je ta~na ako je y = 1 ili ako je 8
3

=
3
2
z2. Dakle, y = 1 ili

z =
4
3
, pa su re{ewa datog sistema (1, 1, 1 +

√
3) i

(
1
81

,
1
9
,
4
3

)
.

355. Kako je sin2 ax > 0, a cos x 6 1, zakqu~ujemo da mora biti sin2 ax = 0 i
cos x = 1, odakle je ax = nπ, n ∈ Z i x = 2mπ, m ∈ Z. Dakle, a =

n

2m
,

m, n ∈ Z\{0}. Stoga sledi da jedna~ina ima jedinstveno re{ewe (x = 0) samo
kada je a iracionalan broj.

356. Neka je ugao ^BCM = ϕ. Tada je i ^BAM = ϕ (periferijski uglovi nad
istom tetivom) (slika 114). Trougao 4ABM je pravougli (^BMA = 900 kao
ugao nad pre~nikom), pa je BM

AM
= tg ϕ i kako je AM > BM zakqu~ujemo

da je tg ϕ < 1. Na osnovu uslova zadatka imamo i tg ϕ +
1

tg ϕ
= 2

√
2, pa

zakqu~ujemo da je tg ϕ =
√

2 − 1. Kako je ϕ ∈
(
0,

π

2

)
sledi da je ϕ = 22030′.

Dakle, ^ABM = 67030′ = 3 · 22030′ = 3 · ^BCM , {to je i trebalo dokazati.

A

B

M

O

C

j

Slika 114.
A B

C

DE

F

a

a

b b

Slika 115.

357. ^etvorougao AFDE je tetivan (slika 115), pa va`i ^FAD = ^FED = α i
^DAE = ^DFE = β. Tako|e je,

PMDEF =
1
2
FE ·DF · sin β, PMDEF =

1
2
FE ·DE · sin α

i

PMABC = PMABD + PMACD =
1
2
AB ·AD · sin α +

1
2
AC ·AD · sin β.

S druge strane je

PMDEF =
1
2
DE ·DF · sin(^EDF ) =

1
2
DE ·DF · sin (1800 − (α + β))

=
1
2
DE ·DF · sin (α + β)
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i PMABC =
1
2
AB ·AD · sin(α + β). Prema tome, va`i,

PMABC

PMDEF
=

1
2AB ·AD · sinα + 1

2AC ·AD · sinβ

PMDEF
=

AD

EF

(
AB

DF
+

AC

DE

)

i
PMABC

PMDEF
=

1
2AB ·AC · sin(α + β)
1
2FE ·DF · sin(α + β)

=
AB ·AC

DE ·DF
.

Dakle,

4PMDEF

PMABC
=

4EF

AD
(

AB
DF + AC

DE

) 6 2EF

AD
√

AB·AC
DF ·DE

=
EF

AD
·
√

4PMDEF

PMABC
,

odnosno
4PMDEF

PMABC
6

(
EF

AD

)2

.

358. Normalna projekcija ovog tetraedra na proizvoqnu ravan mo`e biti trougao
ili ~etvorougao. Ako je projekcija trougao, onda se najve}a vrednost povr{ine
projekcije dosti`e u slu~aju kada je jedna strana tetraedra paralelna ravni

na koju se tetraedar normalno projektuje i iznosi a2
√

3
4

. Ako je projekcija
~etvorougao sa dijagonalama d1 i d2, onda je povr{ina te projekcije jednaka
1
2
d1d2 sin α, gde jeα ugao izme|u dijagonala. Kako su dijagonale d1 i d2 normalne

projekcije dveju ivica tetraedra, to je d1 6 a i d2 6 a. Maksimalna vrednost
u ovom slu~aju se dosti`e ako je d1 = d2 = a i ako su dijagonale normalne, i
iznosi a2

2
. Ova vrednost se posti`e kada su dve mimoilazne ivice tetraedra

paralelne ravni na koju se tetraedar normalno projektuje. Kako je a2

2
>

a2
√

3
4

,

zakqu~ujemo da je a2

2
tra`ena maksimalna vrednost.

359. (a) O~igledno, skup re{ewa nejedna~ine je podskup intervala (−∞, 1], pa
re{avamo nejedna~inu 2x < x. Dakle, x ∈ (−∞, 0).

(b) Odredimo prvo funkcije ψ(1 − x) i ψ(ψ(x)). Na osnovu date definicije
funkcije ψ dobijamo

ψ(1−x) =





1− x, x < −1
2, −1 6 x < 0

2− 2x, x > 0
i ψ(ψ(x)) =





4x, x 6 1
2

2, 1
2 < x 6 2

x, x > 2

Sada, jednostavnim ra~unom dolazimo do re{ewa x ∈ [2, +∞) ∪ {0}.
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360. Za odgovaraju}e prirodne brojeve m i n va`i

10m−1 < 22003 < 10m i 10n−1 < 52003 < 10n.

Mno`ewem odgovaraju}ih strana nejednakosti dobijamo

10m+n−2 < 102003 < 10m+n,

odakle je m + n − 2 < 2003 < m + n, odnosno 2003 < m + n < 2005. Kako
je m + n ∈ N, zakqu~ujemo da je m + n = 2004, tj. broj dobijen zapisivawem
brojeva 22003 i 52003 jedan za drugim ima 2004 cifre.

361. Kako je PMAED = PMABE = 1 i trouglovi 4AED i 4AEB imaju zajedni~ku
osnovicu AE, to su visine iz temena B i D na stranicu AE jednake, pa su
B i D na jednakom rastojawu od AE, tj. BD ‖ AE (slika 116). Sli~no
dolazimo do zakqu~ka da je CE ‖ AB. Neka je CE ∩ BD = {F}. Na osnovu
prethodnog, ~etvorougao ABFE je paralelogram i va`i PMBFE = PMABE = 1.
Primetimo da je PMCDF +PMBFC = PMBDC = 1 = PMCDE = PMCDF +PMDFE ,
pa je PMBFC = PMFDE = P . Tada je PMCDF = 1 − P . Trouglovi 4BFE i
4FDE imaju zajedni~ku visinu (iz E na BD), pa im se povr{ine odnose kao
odgovaraju}e stranice, tj. P : 1 = DF : BF . Sli~no, (1− P ) : P = DF : BF .

Stoga va`i P : 1 = (1− P ) : P . Re{ewa ove kvadratne jedna~ine su −1±√5
2

,

i kako je P > 0, zakqu~ujemo da je P =
−1 +

√
5

2
. Dakle,

PABCDE = PABFE + PBCD + PDEF = 2 + 1 +
−1 +

√
5

2
=

5 +
√

5
2

.

A B

CE

D

F

Slika 116.

A C
1

B

A
1

C

D

a

Slika 117.

362. Neka je 4ABC (slika 117) posmatrani jednakokraki trougao, CC1 wegova
visina koja odgovara osnovici AB, AA1 simetrala ugla A i α mera uglova
na osnovici. Ozna~imo sa D sredi{te du`i BA1. Tada je C1D sredwa linija
4ABA1, pa je C1D =

AA1

2
i C1D ‖ AA1, odakle je ^BC1D = ^BAA1 =

α

2
.
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Po uslovu zadatka je AA1 = 2 · CC1, pa je na osnovu prethodnog CC1 = C1D.
Prema tome,4CC1B je jednakokrak, pa je^DCC1 = ^CDC1 = 900−α, odakle
je ^CC1D = 2α. Kako je ^CC1D + ^DC1B = 2α +

α

2
= 900, zakqu~ujemo da je

α = 360, tj. uglovi u4ABC su 360, 360 i 1080.

363. Pretpostavimo da postoji kvadrat sa datim svojstvom. Tada bi se zajedni~ki
centar koncentri~nih krugova nalazio na rastojawu R od jednog, R + d od
drugog,R+2d od tre}eg iR+3d od ~etvrtog temena kvadrata (R, d ∈ R+), npr.
kao na slici 118 (pretpostavkom rasporeda ne gubimo na op{tosti).

y

x
R

R+
2d

R
+
d

R
+
3
d

nm m

O

Slika 118.

Primenom Pitagorine teoreme na odgovaraju}e trouglove dobijamo

x2 + m2 = R2, y2 + m2 = (R + d)2, x2 + n2 = (R + 2d)2, y2 + n2 = (R + 3d)2.

Ako sada od zbira prve i ~etvrte jedna~ine oduzmemo zbir druge i tre}e dobi-
jamo R2 − (R + d)2 − (R + 2d)2 + (R + 3d)2 = 0, {to je ekvivalentno sa d = 0,
a kako je d ∈ R+, zakqu~ujemo da ne postoji kvadrat sa tra`enim svojstvom.

364. Pretpostavimo suprotno, da je n slo`en broj. Tada postoji broj d takav da je
1 < d < n i d | n. Kako je 1 < d < n ima}emo da d | (n−1)!, a iz n | ((n−1)!+1)
sledi}e d | ((n− 1)! + 1). Sada, iz d | (n− 1)! i d | ((n− 1)! + 1) sledi da d | 1,
{to je nemogu}e, pa zakqu~ujemo da je n mora biti prost broj.

365. Obele`imo sa a i b merne brojeve kateta tog trougla, a sa hc i tc merne brojeve
visine i te`i{ne du`i koje odgovaraju hipotenuzi (slika 119). Tada je tc =

c

2
i hc =

ab

c
.

C A

B

a

b

a
c

t
c

h
c

Slika 119.
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Kada iskoristimo uslov zadatka dobijamo 2ab

c2
=

40
41
, tj. ab

c2
=

20
41
. Kako je i

c2 = a2 + b2, to je ab

a2 + b2
=

20
41
, odnosno, a

b
+

b

a
=

41
20
. Sada lako zakqu~ujemo

da je odnos kateta tog trougla (ve}e prema mawoj) 5
4
.

366. Obele`imo sa x broj mu{karaca, sa y broj `ena, a sa z broj dece. Tada prema
uslovima zadatka imamo da je x + y + z = 12 i 2x +

1
2
y +

1
4
z = 12, tj.

8x + 2y + z = 48. Iz druge jedna~ine zakqu~ujemo da 2 | z, tj. z = 2k, za neko
k ∈ N0, pa je 8x + 2y + 2k = 48, tj. 4x + y + z = 24. Po{to je z = 12− x− 2k,
imamo da je 4x+(12−x−2k)+k = 24, tj. 3x−z = 12.Iz posledwe nejednakosti
sledi da 3 | k. Kako je 0 6 d < 12 imamo da je 0 6 d < 6, tj. k = 0 ili k = 3.
Ako je k = 0 dece nije bilo, dok je bilo ~etiri mu{karca i osam `ena.
Ako je k = 3 bilo je {estoro dece, pet mu{karca i jedna `ena.

367. Neka je ^BAD = α i ^ABC = β (slika 120). Tada je ^ADC = 1800 − β i
^BCD = 1800 − α (jer je ~etvorougao ABCD tetivan), pa je

^EBC = 1800 − ^ABC = 1800 − β,

^BCE = 1800 − ^BCD = 1800 − (1800 − α) = α,

^HCD = 1800 − ^BCD = α,

^CDH = 1800 − (1800 − β) = β.

A

B

CD

H

E

P

M

N

L

O

Slika 120.

Prema tome

^BEC = 1800 − (^EBC + ^ECB) = 1800 − (1800 − β + α) = β − α,

pa je ^LEO = ^NEO =
β − α

2
. Sli~no,

^CHD = 1800 − (^CDH + ^DCH) = 1800 − (α + β),

pa je ^PHO = ^MHO = 900 − α + β

2
. Za trougao MEC ugao ^OMC je

spoqa{wi, pa je ^OMC = α +
β − α

2
=

β + α

2
. Sada, iz trougla OMH
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zakqu~ujemo da

^MON = 1800 − (^OHM + ^OMH) = 1800 − (900 − β + α

2
+

β + α

2
) = 900.

Dakle u ~etvorouglu LMNP dijagonale su normalne. Iz trougla PMH zak-
qu~ujemo

^MPH = 1800 − (^PHM + ^PMH) = 1800 −
(

1800 − (β + α) +
β + α

2

)

=
β + α

2
= ^PMH,

pa je trougao PHM jednakokrak. Tada je visina HO trougla PHM i te`i{na
du`, pa je PO = OM . Sli~no se pokazuje da je i trougao LEN jednakokrak, pa
je LO = ON . Dakle, u ~etvorouglu PLMN dijagonale su normalne i polove
se, {to nas dovodi do zakqu~ka de je ~etvorougao PLMN romb.

368. Najpre uo~imo da va`i

(a + b)7 − a7 − b7 = 7ab
[
a5 + b5 + 3ab(a3 + b3) + 5a2b2(a + b)

]

= 7ab(a + b)(a4 + 2a3b + 3a2 + b2 + 2ab3 + b4)

= 7ab(a + b)(a2 + ab + b2)2.

Kako proizvod ab(a + b) nije deqiv sa 7, brojeve a i b treba odrediti tako da
76 deli (a2 + ab + b2)2, odnosno da 73 | a2 + ab + b2. Mora biti

(a + b)2 > a2 + ab + b2 > 73 = 343,

tj. a + b > 19. Ako stavimo b = 1, dobijamo da 73 | a2 + a + 1, {to je ispuweno
za a = 18 i pri tom 7 - 18 · 19. Dakle, brojevi a = 18 i b = 1 zadovoqavaju oba
uslova.

369. Kako je 0 6 (x + y)2 = x2 + 2xy + y2, i va`i x2 + y2 6 2 zakqu~ujemo da je

0 6 (x + y)2 = x2 + 2xy + y2 6 2− 2xy,

odnosno 2xy 6 2. Sada mo`emo izvr{iti slede}u procenu

|x + y| =
√

(x + y)2 =
√

x2 + 2xy + y2 6
√

2 + 2 = 2.

Dakle, iz x2 + y2 6 2 sledi da je |x + y| 6 2.

370. Ako su x1 i x2 re{ewa jedna~ine x2 + ax + bc = 0 tada na osnovu Vijetovih
formula va`i

x1 + x2 = −a i x1 · x2 = bc,

dok iz toga {to su x2 i x3 re{ewa jedna~ine x2 + bx + ac = 0 zakqu~ujemo da je

x2 + x3 = −b i x2 · x3 = ac.
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Oduzimawem ~etvrte jedna~ine od druge dobijamo (x1 − x3)x2 = (b − a)c, a
oduzimawem tre}e jedna~ine od prve dobijamo x1 − x3 = −(a − b) = b − a.
Prema tome, x2 = c (deqewe je dozvoqeno jer je ac 6= bc ⇔ c 6= 0, a 6= b). Sada
iz druge i ~etvrte jedna~ine dobijamo x1 = b i x3 = a, a iz prve c = x2 =
−a− x1 = −(a + b). Dakle,

x1 + x3 = b + a = −(−(a + b)) = −c i x1 · x3 = ba,

{to zna~i da su x1 i x3 re{ewa jedna~ine x2 + cx + ab = 0.

371. Uo~imo da su svi novodobijeni trouglovi (slika 121) sli~ni trouglu ABC.
Da bi dokazali datu nejednakost iskoristi}emo ~iwenicu da se povr{ine
sli~nih trouglova odnose kao kvadrati odgovaraju}ih stranica (dokaz ostavl-

jamo ~itaocu). Prema tome, P1

P
=

c2
1

c2
, tj.

√
P1√
P

=
c1

c
, i sli~no,

√
P2√
P

=
c2

c
,√

P3√
P

=
c3

c
. Sabirawem posledwe tri jednakosti dobijamo

√
P1 +

√
P2 +

√
P3√

P
=

c1 + c2 + c3

c
=

c

c
= 1,

pa je
√

P1 +
√

P2 +
√

P3 =
√

P . Primetimo da je za realne brojeve a, b i c ta~na
nejednakost a2 + b2 + c2 > 1

3
(a + b + c)2 (Ko{i-[varcova nejednakost). Sada

stavqaju}i a =
√

P1, b =
√

P2 i c =
√

P3 dobijamo tra`enu nejednakost.

A B

C

P
1

P
2

P
3

c
1

c
2

c
3

Slika 121.

372. Ako je jedan od brojeva m ili n jednak 1 nejednakost o~igledno va`i. Pret-
postavimo da je m > 1 i n > 1. Tada je n

√
m = 1 + u i m

√
n = 1 + v, za neke

pozitivne realne brojeve u i v. Prema binomnoj formuli imamo da va`i

m = (1 + u)n > 1 + nu i n = (1 + v)m > 1 + mv,

odnosno
u <

m− 1
n

i v <
n− 1

m
,

pa i
1 + u <

m + n− 1
n

i 1 + v <
m + n− 1

m
.



2. R E [ E W A 195

Iz posledwih nejednakosti dobijamo tra`enu nejednakost

1
n
√

m
+

1
m
√

n
=

1
1 + u

+
1

1 + v
>

n

m + n− 1
+

m

m + n− 1
=

m + n

m + n− 1
> 1.

373. Primeniv{i Ko{i �[varcovu nejednakost na a− 1, b− 1, c− 1, d− 1, e− 1 i
1, 1, 1, 1, 1 dobijamo

(a− 1)2 + (b− 1)2 + (c− 1)2 + (d− 1)2 + (e− 1)2 > (a + b + c + d + e− 5)2

5
.

Primetimo da je izraz na levoj strani nejednakosti jednak 6− (f − 1)2, a izraz

na desnoj strani nejednakosti jednak (5− f)2

5
, odakle dobijamo

6− (f − 1)2 > (5− f)2

5
.

Posledwa nejednakost ekvivalentna je sa f(3f − 10) 6 0, odnosno, 0 6 f 6 10
3
.

Dakle, najve}a vrednost za f je 10
3
i posti`e se kada je a = b = c = d = e =

4
3
.

374. Kako je
tg x + ctg x = tg x +

1
tg x

,

zakqu~ujemo da je
tg x + ctg x > 2,

a kako je sin y > −1 zakqu~ujemo da je 2 + sin y > 1. Dakle,

(tg x + ctg x)(2 + sin y) > 2,

pa da bi imali jednakost mora biti tg x = ctg x i sin y = −1, pa je skup re{ewa
jedna~ine R =

{
(x, y) | x =

π

4
+ kπ, y =

3π

2
+ 2lπ, k, l ∈ Z

}
.

375. Posmatrajmo prvo sve sabirke pojedina~no. Kako je

x

x2 + 9
=

1
x + 9

x

6 1

2
√

x 9
x

=
1
6
,

zakqu~ujemo da je najve}a vrednost prvog sabirka 1
6
i ona se posti`e za x = 3,

dok iz
1

x2 − 6x + 21
=

1
(x− 3)2 + 12

6 1
12

,
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zakqu~ujemo da je najve}a vrednost drugog sabirka 1
12

i da se ona posti`e za
x = 3. Najve}a vrednost tre}eg sabirka je 1 i ona se posti`e za svako celobrojno
x, pa i za x = 3. Dakle, najve}a vrednost funkcije

f(x) =
x

x2 + 9
+

1
x2 − 6x + 21

+ cos 2πx

na intervalu (0,+∞) je 1
6

+
1
12

+ 1 =
5
4
i posti`e se za x = 3.

376. Uvedimo smenu t = log2 x. Kako je log2 x rastu}a funkcija (za x > 0) i log2 1 = 0
i log2 64 = 6 zakqu~ujemo da je t ∈ (0, 6). Uvode}i ovu smenu i koriste}i dobro
poznate osobine logaritamske funkcije sada mo`emo transformisati polazni
izraz na slede}i na~in

log4
2 x + 12 log4

2 2x · log2

(
8
x

)
= log4

2 x + 12 log4
2 2x · (3− log2 x)

= t4 + 12t2(3− t) = t2(t2 − 12t + 36)
= [t(t− 6)]2.

Ovaj izraz ima najve}u vrednost za jednu od vrednosti t za koju g(t) = t(t − 6)
ima ekstremnu verdnost na [0, 6]. Dakle, mogu}nosti su t = 0 ili t = 3 ili
t = 6. Kako je |g(0)| = |g(6)| 6 |g(3)|, zakqu~ujemo da polazni izraz ima najve}u
vrednost za x takvo da je log2 x = 3, odnosno za x = 8.

377. Ozna~imo sa a, b, c i d uzastopne stranice ~etvorougla i sa α, β uglove izme|u
stranica a i b, odnosno c i d. Tada je a2 + b2 − 2ab cosα = c2 + d2 − 2cd cos β,
odakle je a2 + b2 − c2 − d2 = 2(ab cos α− cd cos β). Za povr{inu P ~etvorougla
va`i 2P = ab sin α + cd sinβ, pa je

4P 2 = (ab sin α + cd sin β)2 = a2b2 sin2 α + 2abcd sin α sin β + c2d2 sin2 β

= a2b2(1− cos2 α) + 2abcd− 2abcd + 2abcd sin α sin β + c2d2(1− cos2 β)
= (ab + cd)2 − 2abcd(1− sinα sin β)− (ab cosα− cd cosβ)2

−2abcd cos α cosβ

= (ab + cd)2 − 1
4
(a2 + b2 − c2 − d2)− 2abcd(1 + cos(α + β))

= (ab + cd)2 − 1
4
(a2 + b2 − c2 − d2)− 2abcd cos2

α + β

2

6 (ab + cd)2 − 1
4
(a2 + b2 − c2 − d2).

Jednakost }e va`iti kada je cos2
α + β

2
= 0, tj. α + β

2
=

π

2
. Dakle, jednakost

va`i kada je α + β = π, odnosno kada je ~etvorougao tetivan, povr{ina je
najve}a.
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378. Kako su α i β unutra{wi uglovi trougla sledi da α

2
,

β

2
∈

(
0,

π

2

)
, i kako

su sinusna i kosinusna funkcija na intervalu
(
0,

π

2

)
pozitivne i, pri tom,

sinusna raste, a kosinusna opada zakqu~ujemo da je funkcija f(x) =
sin23 x

cos4 8x
rastu}a na

(
0,

π

2

)
. Iz toga sledi da f

(α

2

)
= f

(
β

2

)
povla~i α = β, tj.

trougao ABC je jednakokrak, pa je AC : BC = 1.

379. Kako je max{a, b} > a, b i min{a, b} 6 a, b sledi da mora biti x2 + y2 6 −2x,
x2 + y2 6 2y, 2 6 −2x, 2 6 2y. Prva nejedna~ina predstavqa unutra{wost
kruga (x+1)2 + y2 = 1, a druga unutra{wost kruga x2 +(y− 1)2 = 1, dok tre}a
predstavqa poluravan x 6 −1, a ~etvrta poluravan y > 1. Jedina zajedni~ka
ta~ka za sve ~etiri oblasti je (−1, 1), i to je jedini par realnih brojeva koji
zadovoqava polaznu jedna~inu.

380. Funkciju f mo`emo predstaviti i u slede}em obliku

f(x) = x6 − 4x5 + 2x4 + 8x3 − 7x2 + 4 + (b− 2)x4 + (a + 7)x2 − 4x

= (x6 − 4x5 + 4x4) + (−2x4 + 8x3 − 8x2) + (x2 − 4x + 4)
+(b− 2)x4 + (a + 7)x2

= x4(x− 2)2 − 2x2(x− 2)2 + (x− 2)2 + (b− 2)x4 + (a + 7)x2

= (x− 2)2(x2 − 1)2 + (b− 2)x4 + (a + 7)x2.

Sada je lako zakqu~iti da je data funkcija nenegativna kad je a > −7 i b > 2.

381. Kako je
[
x− 2

3

]
=

[
x− 3

2

]
= z, gde je z ∈ Z, dobijamo slede}i sistem ne-

jedna~ina
z 6 x− 2

3
< z + 1, z 6 x− 3

2
< z + 1.

Re{ewe ovog sistema je −2 6 z 6 3, tj. z ∈ {−1, 0, 1, 2}, pa je skup re{ewa
polazne jedna~ine R = {[1, 2), [3, 7), [8, 9)}.

382. Ako od polovine zbira sve tri jedna~ine oduzmemo drugu jedna~inu dobi}emo
da je

ax =
1
2

[
(x− y)2 + (x− z)2 − (y − z)2

]
= (x− y)(x− z).

Na sli~an na~in dobijamo by = (y − x)(y − z), cz = (z − x)(z − y). Ako je na
primer, x > y > z, onda je by 6 0 i cz > 0. Dakle imamo da je y > z i y 6 0 6 z,
pa zakqu~ujemo da je y = z = 0. Sada iz ax = x2 sledi da je x = 0 ili x = a.
Dobili smo dva re{ewa datog sistema: (0, 0, 0) i (a, 0, 0). Razmatrawem drugih
rasporeda brojeva x, y i z na realnoj pravi, dobi}emo jo{ dva re{ewa: (0, b, 0)
i (0, 0, c).

383. Prvo doka`imo da je n paran broj. Pretpostavimo suprotno: neka je n neparan
broj. Tada su svi delioci broja n neparni, pa su zato d1, d2, d3 i d4 neparni.
Sledi da je n = d2

1 +d2
2 +d2

3 +d2
4 paran, {to je protivno polaznoj pretpostavci.
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Dakle, n je paran broj, pa je d2 = 2. Iz jednakosti n = 12 + 22 + d2
3 + d2

4 sledi
da je jedan od brojeva d3 i d4 paran a drugi neparan. Razmatra}emo dva slu~aja.
Prvi slu~aj: d3 = 2a, a > 1. Kako je a delilac broja n mawi od d3, to je a = 2.
Dakle, d3 = 4. Kako je n = 12 + 22 + 42 + d2

4 = 21 + d2
4, to n nije deqivo sa 4.

Kontradikcija!
Drugi slu~aj: d4 = 2a, a > 1. Kako je a < d4 i a | n, to je a = d2 = 2 ili a = d3.
U prvom slu~aju bilo bi d4 = 4, d3 = 3 i n = 12 + 22 + 32 + 42 = 30. Kako 4 ne
deli 30, ovaj slu~aj otpada. Preostaje da je a = d3. U tom slu~aju imamo da je
n = 12 + 22 + d2

3 + 4d2
3 = 5(1 + d2

3). Kako d3 | n i brojevi d3 i 1 + d2
3 su uzajamno

prosti, sledi da je d3 = 5, pa je d4 = 10 i n = 12 + 22 + 52 + 102 = 130. Lako
se proverava da su 1, 2, 5 i 10 ~etiri najmawa delioca broja 130. Prema tome
jedini broj koji zadavoqava tra`ene uslove je 130.

384. Kako je 22009 − 22007 + 22004 = 22004(25 − 23 + 1) = 22004 · 25 = 22002 · 100 i
22002 = 24·500+2 = . . . 4 zakqu~ujemo da je trocifreni zavr{etak datog broja
400.

385. Na osnovu datih jednakosti imamo da va`i:
(
1 +

a

bc

) (
1 +

b

ac

) (
1 +

c

ba

)

︸ ︷︷ ︸
L

=
1
d2

=
(

1− 1
a
− 1

b
− 1

c

)2

︸ ︷︷ ︸
D

.

Kako je
L = 1 +

1
a2

+
1
b2

+
1
c2

+
a

bc
+

b

ac
+

c

ab
+

1
abc

i
D = 1 +

1
a2

+
1
b2

+
1
c2

+
2
bc

+
2
ac

+
2
ab
− 2

a
− 2

b
− 2

c
dobijamo

a

bc
+

b

ac
+

c

ab
+

1
abc

=
2
bc

+
2
ac

+
2
ab
− 2

a
− 2

b
− 2

c
.

Mno`e}i posledwu jednakost sa abc ({to je o~igledno razli~ito od nule, zbog
definisanosti po~etnih izraza) dobijamo

a2 + b2 + c2 + 1 = 2(a + b + c),

odnosno
(a + b + c− 1)2 = 0,

odakle zakqu~ujemo da je a + b + c = 1.

386. Mo`emo izvr{iti slede}e upore|ivawe

5555

= 553125
< 583125

= 529375
< 1629375

= 229377
.

Kako je 4 > 2 i 4256 > 9377, zakqu~ujemo da je

4444
4

= 444256

> 449377
> 229377

> 5555

.
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387. Treba na}i sve prirodne brojeve n za koje je ispuwena jednakost

24 · 316 + 52 · 314 + 3n = k2, gde je k ∈ N,

odnosno
169 · 314 + 3n = k2.

Razlikova}emo slede}a dva slu~aja:

1) n 6 14: Tra`imo n takvo da je ispuwena jednakost

3n(314−n · 169 + 1) = k2.

Kako 3 ne deli 314−n · 169 + 1 broj n mora biti paran, ali u tom slu~aju
je 314−n · 169 + 1 = 2 (mod 4), pa zakqu~ujemo da n ne mo`e biti mawi od
ili jednak broju 14.

2) n > 14: U ovom slu~aju tra`imo n za koje je ispuweno

314(3n−14 + 169) = k2,

odnosno
3n−14 + 169 = u2, u ∈ N.

Kako je jednakost 3n−14 = (u − 13)(u + 13) ekvivalentna prethodnoj, za-
kqu~ujemo da je u− 13 = 1, a u + 13 = 3n−14. Dakle, n = 17 je jedinstveno
re{ewe.

388. Neka je d najve}i zajedni~ki delilac tih 49 prirodnih brojeva. Tada va`i

d | 999 = 33 · 37

i kako mora biti d 6 999
49

< 21, sledi d ∈ {1, 3, 9}. Vrednost 9 se mo`e
posti}i, npr.

9 + 9 + · · ·+ 9︸ ︷︷ ︸
48·9

+567 = 999

i tada je NZD(9, 9, . . . , 9, 567) = 9.

389. Neku su celobrojni koreni prve jedna~ine k i l, a druge m i n. Tada bi na
osnovu Vijetovih pravila va`ilo

k + l = −b(1)
k · l = c(2)

2(m + n) = −b− 1,(3)
2m · n = c + 1.(4)

Iz jednakosti (4) sledi da je broj c neparan. Sada, na osnovu jednakosti (2)
zakqu~ujemoda su brojevik i l neparni, iz ~ega, daqe, na osnovu (1), zakqu~ujemo
da je b paran broj. Me|utim, na osnovu (3) sledi da je b neparan broj. Stoga,
brojevi b i c sa tra`enim svojstvom ne postoje.
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390. Pretpostavimo suprotno. Tada krugovi polupre~nika 1 opisani oko svake od
tih 10 ta~aka ne bi imali zajedni~kih ta~aka, i svi bi se nalazili u krugu
polupre~nika 3. Me|utim, kako je

10 · 12π > 32π,

zakqu~ujemo da se od datih 10 ta~aka uvek mogu na}i dve na rastojawu mawem
od 2.

391. Kako je loga b > 1, sledi da je loga loga b > logb loga b, a iz logc a < 1, sledi da je
logc logc a > logb logc a. Na osnovu prethodnog va`i

loga loga b + logb logb c + logc logc a > logb loga b + logb logb c + logb logc a,

{to zajedno sa

logb loga b + logb logb c + logb logc a = logb(loga b · logb c · logc a) = logb 1 = 0

dokazuje datu nejednakost.

392. Data nejednakost je ekvivalentna sa

4 cos2 x cos2 y + 8 cos x cos y sin x sin y + 4 sin2 x sin2 y >

4 cos2 x + 4 cos2 y − 1− 4 cos2 x cos2 y + 4(1− cos2 x)(1− cos2 y),

odnosno sa cos2(x−y) >
3
4
. Kako x, y ∈

(
0,

π

2

)
, sledi da je x−y ∈

(
−π

2
,
π

2

)
, pa

je cos(x−y) > 0. Stoga je po~etna nejednakost ekvivalentna sa cos(x−y) >

√
3

2
,

{to je ispuweno za x − y ∈
(
0,

π

6

)
. Prema Dirihleovom principu, u jednom

od skupova
(
0,

π

6

)
,
(π

6
,
π

3

)
,
(π

3
,
π

2

)
, nalazi}e se bar dva od data ~etiri broja,

odakle sledi tvr|ewe.

393. Kako je x + y + |x− y| = 2 max{x, y} i x + y− |x− y| = 2 min{x, y} imamo da je
||x− y|+ x + y − 2z|+ |x− y|+ x + y + 2z

= |2max{x, y} − 2z|+ 2 max{x, y}+ 2z

=2max{2max{x, y}, 2z} = 4 max{x, y, z},
kao i

2x + y + z − |y − z| − |2x− y − z + |y − z||
=2x + 2min{y, z} − |2x− 2min{y, z}|
=2 min {2 min{y, z}, 2x} = 4 min{x, y, z},

pa je dati sistem ekvivalentan sa

max{x, y, z} = 4, min{x, y, z} = 2, |x|+ |y|+ |z| = 9.

Sada se lako vidi da su re{ewa datog sistema permutacije skupa {2, 3, 4}.
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394. Svaki desetocifreni simetri~an broj je deqiv sa 11. S druge strane, kako je

9999999999 = 11 · 909090909 i 1000000001 = 11 · 90909091,

a 90909091 i 909090909 su uzajamno prosti brojevi (90909091 ·10−909090909 =
1) sledi da je najve}i zajedni~ki delilac svih simetri~nih desetocifrenih
brojeva jednak 11.

395. Neka praveAD iAE seku pravuBC u ta~kama F iH , redom (videti sliku 122).
Dovoqno je dokazati da je DE sredwa linija trougla AFH . Trougao MBN je
jednakokrak (BM = BN) i MN ‖ AH , pa je AMNH jednakokraki trapez, tj.
NH = AM . Analogno se pokazuje da je FN = AK. Kako je AK = AM , to iz
dobijenih jednakosti sledi da je FN = NH , tj. N je sredi{te du`i FH . Tada
je D sredi{te AF , a E sredi{te AH . Dakle, prava DE sadr`i sredwu liniju
trougla ABC.

A

BCH FN

E
K

D

M

Slika 122.

A

B
C

DP

L

M

Q

A
1 D

1

K

N

B
1 C

1

Slika 123.

396. Iz uslova zadatka sledi da data ravan se~e pet od {est strana kocke, od kojih su
dva para paralelnih strana (videti sliku 123). Zbog toga dobijeni petougao ima
dva para paralelnih stranica (KL ‖ QNiLP ‖ NK, gde je KLPQN dobijeni
presek), pa je on odse~en od paralelograma KLMN i dve wegove najdu`e stra-
nice nisu du`e od dve stranice paralelograma. Odavde sledi tvr|ewe zadatka,
jer je

PKLPQN 6 PKLMN = KL ·KN · sin α 6 KL ·KN.

397. Kako je
f(x) =

√
(2− x)2 + (1− 0)2 +

√
(3− x)2 + (4− 0)2,

i ako u koordinantnoj ravni uo~imo ta~ke A(2, 1), B(3, 4) i M(x, 0), onda je

f(x) = d(M,A) + d(M, B).

Kako je data funkcija zbir rastojawa ta~ke M , sa x-ose, od ta~aka A i B, koje
su obe u prvom kvadrantu, vrednost funkcije }e biti najmawa ako je ta~ka M
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presek du`i A′B sa x-osom, gde je ta~ka A′ simetri~na sa A u odnosu na x-osu,
tj. A′(2,−1). Dakle,

fmin = d(A′, B) =
√

(3− 2)2 + (4 + 1)2 =
√

26.

398. Lako se vidi da su svi ~lanovi niza pozitivni. Iz uslova zadatka sledi da je

am =
1

2m + 1
am−1

(1)

Neka je bm =
1

am
, za svaki prirodan broj m. Sada iz (1) dobijamo

bm = 2m + bm−1, za svaki m ∈ N.

Indukcijom po m dokazujemo da je bm = m(m + 1), za svaki prirodan broj m,
tj.

am =
1

m(m + 1)
=

1
m
− 1

m + 1
,

odakle je

a1 + a2 + · · ·+ ak =
(

1
1
− 1

2

)
+

(
1
2
− 1

3

)
+ · · ·+

(
1
k
− 1

k + 1

)

= 1− 1
k + 1

=
k

k + 1
.

399. Ako sa a ozna~imo prvu, a sa b petu cifru broja koji zadovoqava uslove za-
datka, tada je (a, b) ∈ {(1, 4), (2, 5), (3, 6), (4, 7), (5, 8), (6, 9), (3, 0), (4, 1), (5, 2),
(6, 3), (7, 4), (8, 5), (9, 6)}. Za svaki od datih izbora cifara a i b postoji 8
mogu}ih izbora za drugu cifru, 7 za tre}u i 6 za ~etvrtu cifru, pa petocif-
renih brojeva sa tra`enim svojstvima ima 13 · 8 · 7 · 6 = 4368.

400. Neka je P = sin α1 sin α2 · · · sin αn. Iz tg α1 tg α2 · · · tg αn = 1 sledi da je

P = sin α1 sin α2 · · · sin αn = cos α1 cos α2 · · · cosαn,

pa je

P 2 = sin α1 cos α1 · · · sin αn cos αn = 2−n sin 2α1 · · · sin 2αn 6 2−n.

Dakle, |P | 6 2−
n
2 . Za α1 = α2 = · · · = αn =

π

4
, imamo da je P = 2−

n
2 , pa je to

tra`ena maksimalna vrednost.

401. Neka su r, s i t koreni polinoma f(x). Tada je

f(x) = (x− r)(x− s)(x− t) i rst = 1.
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Na osnovu Ko{ijeve nejednakosti (1 + α > 2
√

α, α ∈ R+) va`i

(1 + r)(1 + s)(1 + t) > 8
√

rst = 8.

Zato je

f(−1) = (−1− r)(−1− s)(−1− t) = −(1 + r)(1 + s)(1 + t) 6 −8.

S druge strane je

f(−1) = (−1)3 − a(−1)2 + b(−1)− 1 = −(a + b)− 2.

Dakle, −(a + b)− 2 6 −8, odakle je a + b > 6. Kako je za

f(x) = (x− 1)3 = x3 − 3x2 + 3x− 1,

a + b = 6, tra`ena minimalna vrednost 6.

402. Razlikova}emo slede}e slu~ajeve:

1) x < 0: Tada je x− 2 < −2, odnosno |x− 2| > 2, pa je

f(|x− 2|) = 2|x− 2| − 4 = 2(2− x)− 4 = −2x.

Dakle, u ovom slu~aju je

g(x) = | − 2x|+ 1 = −2x + 1 = −2x + 1.

2) 0 6 x < 1: Tada je −2 6 x− 2 < −1, odnosno 1 < |x− 2| 6 2, pa je

f(|x− 2|) = 2|x− 2| − 4 = 2(2− x)− 4 = −2x.

Dakle, u ovom slu~aju je

g(x) = | − 2x|+ 1 = −(−2x) + 1 = 2x + 1.

3) x > 1: Tada je x− 2 > −1, pa moramo razlikovati slede}e podslu~ajeve:
• x = 1 ⇒ g(1) = |f(1)|+ 1 = | − 2|+ 1 = 3.
• 1 < x < 2 ⇒ 0 < |x− 2| < 1. Tada je

f(|x− 2|) = 2|x− 2| − 2 = 2(2− x)− 2 = −2x + 2.

Stoga, u ovom slu~aju je

g(x) = | − 2x + 2|+ 1 = −(−2x + 2) + 1 = 2x− 1.

• 2 6 x < 3 ⇒ 0 6 |x− 2| < 1. Tada je

f(|x− 2|) = 2|x− 2| − 2 = 2(x− 2)− 2 = 2x− 6.

Dakle, u ovom slu~aju je

g(x) = |2x− 6|+ 1 = −(2x− 6) + 1 = −2x + 7.
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• 3 6 x < 4 ⇒ 2 > |x− 2| > 1. Tada je

f(|x− 2|) = 2|x− 2| − 4 = 2(x− 2)− 4 = 2x− 8.

Dakle, u ovom slu~aju je

g(x) = |2x− 8|+ 1 = −(2x− 8) + 1 = −2x + 9.

• 4 6 x ⇒ |x− 2| > 2. Tada je

f(|x− 2|) = 2|x− 2| − 4 = 2(x− 2)− 4 = 2x− 8.

Dakle, u ovom slu~aju je

g(x) = |2x− 8|+ 1 = 2x− 8 + 1 = 2x− 7.

Iz svega prethodnog zakqu~ujemo da grafik prikazan na slici 124
odgovara funkciji g.

1 2 3 4 50-1

1

3

Slika 124.

403. Neka je x = y, tada, po uslovu zadatka, va`i jednakost

f(0) = f(x) + f(x)− 2x2,

odnosno f(x) = x2 +
a

2
, gde je a = f(0).Ako je x = y = 0, dobijamo da je a = 2a,

tj. a = 0. Dakle, f(x) = x2 je jedina funkcija koja zadovoqava datu jednakost.

404. O~igledno je x dvocifren broj, tj. x = 10a+b, pri ~emu su a i b cifre dekadnog
sistema i a 6= 0. Dakle, y = a + b.
Ako je a+b 6 9, tada je i z = a+b, pa je 60 = 10a+b+2(a+b), tj. 12a+3b = 60,
odnosno 4a + b = 20. Dakle, u ovom slu~aju imamo da (a, b) ∈ {(4, 4), (5, 0)}.
Ako je a + b > 10, tada je z = a + b− 9, pa je 60 = 12a + 3b− 9, tj. 4a + b = 23.
Re{avawem posledwe jedna~ine dobijamo da je (a, b) = (4, 7).
Dakle, x ∈ {44, 47, 50}.
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405. Neka je a ceo broj takav da je 96 + a = x3 i 5 + a = y3, za neke cele brojeve x i
y. Tada je x3 − y3 = (x− y)(x2 + xy + y2) = 91.
Neka je x − y = m, za neki ceo broj m (o~igledno m ∈ {±1,±7,±13,±91}).
Tada je x = m + y i x2 + xy + y2 =

91
m
, pa je

(m + y)2 + (m + y)y + y2 =
91
m

, tj. 3y2 + 3my +
(

m2 − 91
m

)
= 0.

Diskriminanta posledwe jedna~ine, D =
3
m

(
364−m3

)
, mora biti potpun

kvadrat. Za m > 7 imamo da je 3
m

> 0 i 364−m3 < 0, pa je D < 0. Tako|e,

za m < 0 imamo 3
m

< 0 i 364 − m3 > 0, pa je, ponovo, D < 0. Dakle,
0 6 m 6 7, pa je m = 1 ili m = 7. Za m = 1, D = 1089 = 332, pa y ∈ {−6, 5},
odnosno a ∈ {−221, 120}. Za m = 7, D = 9 = 32, pa y ∈ {−3,−4}, odnosno
a ∈ {−32,−69}.
Dakle, a ∈ {−221,−69,−32, 120}.

406. (a) Bilo koji petocifreni palindrom abcba mo`e se prikazati u obliku

abcba = 10 001a + 1 010b + 100c = 101(99a + 10b + c) + 2a− c.

To zna~i da je taj palindrom deqiv sa 101 ako i samo ako je 2a − c = 0
(jer je za bilo koje cifre a i c ispuweno |2a− c| < 101). Jedna~ina 2a = c
implicira da je a 6 4. Po{to tra`imo najve}i broj, uze}emo da je a = 4.
Tada je c = 8. Kako za cifru b nemamo nikakve uslove, to }emo uzeti b = 9
da bismo dobili najve}i mogu}i broj. Dakle, tra`eni broj je 49 894.

(b) Me|u slede}ih 109 uzastopnih petocifrenih brojeva

10 902, 10 903, . . . , 10 999, 11 000, . . . , 11 009, 11 010

nema palindroma. Najmawi i najve}i petocifreni palindromi su redom
10 001 i 99 999. Pre broja 10 001 je samo jedan petocifren broj, a iza
broja 99 999 nema vi{e petocifrenih brojeva. Pokaza}emo da posle bilo
kog petocifrenog palindroma x, x 6= 99 999, postoji drugi petocifren
palindrom oblika x + 100 ili x + 110 ili x + 11. Ozna~imo x = abcba.
Ako je c 6= 9, tada je broj

x + 100 = ab(c + 1)ba

palindrom. Ako je c = 9 6= b, broj

x + 110 = a(b + 1)0(b + 1)a

je palindrom, i kona~no ako je c = b = 9 (naravno, a 6= 9) broj

x + 11 = (a + 1)000(a + 1)
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je palindrom.
Prema tome, najve}i mogu}i broj uzastopnih petocifrenih brojeva me|u
kojima nema palindroma je 109.

407. Ako je x > 6 i y > 6 tada je x! + y! deqivo sa 9, dok 15 · 2z! nije. Dakle, mo`emo
pretpostaviti da je y 6 x i y 6 5. Tada je

x!
y!

+ 1 =
15 · 2z!

y!
.

Ceo broj 15 · 2z!

y!
je neparan samo ako je z = 1 i u tom slu~aju je x = 4 i y = 3.

Ako je z > 2, tada je ceo broj x!
y!

neparan, odakle sledi ili da je x = y ili
x = y + 1 i x neparan. U prvom slu~aju 15 deli y!, pa je y = 5 i z = 4!, {to je
nemogu}e. U drugom slu~aju dobijamo ili da je y = 2, x = 3 ili y = 4, x = 5,
{to je tako|e nemogu}e. Prema tome, tra`ene trojke su (4, 3, 1) i (3, 4, 1).

408. Ozna~imo sa x broj komisija koje zadovoqavaju tvr|ewe zadatka (zva}emo ih
dobre komisije), a sa y broj ostalih tro~lanih komisija (lo{e komisije). Tada
va`i x+y =

(
30
3

)
= 4060. Neka svaki poslanik napravi spisak svih tro~lanih

komisija u kojima je on ~lan, a druga dva poslanika su ili oba u sva|i sa wim
ili nijedan nije u sva|i sa wim. Na tom spisku }e se svaka dobra komisija
pojaviti 3 puta (svaki poslanik }e je zapisati), a svaka lo{a komisija }e se
javqati samo jednom. Sa druge strane na tom spisku ima

(
19
2

)
komisija koje

sadr`e jednog fiksiranog poslanika i nema poslanika koji su u sva|i i
(
10
2

)
komisija koje sadr`e jednog fiksiranog posalnika i svi poslanici su u sva|i.
Stoga imamo i drugu jedna~inu

3x + y =
((

19
2

)
+

(
10
2

))
· 30 = 6480.

Re{avawem ovog sistema dobijamo rezultat: x = 1210.

409. Neka je N broj me|usobno nepodudarnih trouglova ~ija se temena poklapaju sa
temenima zadatog n−tougla, pri ~emu ima N1 onih koji su jednakostrani~ni,
N2 koji imaju ta~no dve jednake stranice (jednakokraki koji nisu jednakos-
trani~ni) i N3 onih kojima su sve tri stranice me|usobno razli~ite. Neka je
A fiksirano teme datog n−tougla. Svaki jednakostrani~an trougao podudaran
je ta~no jednom od trouglova sa fiksiranim temenomA, svaki jednakokraki koji
nije jednakostrani~an podudaran je sa tri trougla ~ije je teme A, dok je svaki
trougao ~ije su sve stranice me|usobno razli~ite podudaran sa {est trouglova
~ije je jedno teme A. Po{to imamo ukupno (n− 1)(n− 2)

2
trouglova ~ije je

jedno teme A, va`i jednakost

(n− 1)(n− 2)
2

= N1 + 3N2 + 6N3.
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Jasno je da je broj me|usobno nepodudarnih jednakostrani~nih trouglova jednak
0 ili 1, a broj nepodudarnih jednakokrakih trouglova jednak n− 1

2
ili n

2
−1,

tj. N1 = 1− c i N1 + N2 =
n− 2 + d

2
, za neke c i d iz skupa {0, 1}. Dakle,

12N = 12(N1 + N2 + N3) = 2(N1 + 3N2 + 6N3) + 6(N1 + N2) + 4N1

= (n− 1)(n− 2) + 3(n− 2 + d) + 4(1− c)
= n2 + 3d− 4c.

Po{to je |3d− 4c| < 6, sledi da je N =
[
n2

12

]
.

410. Sa slike 125 se vidi da tvr|ewe nije ta~no za n = 6 ta~aka.
Izaberimo sedam ta~aka na{eg skupa. Ozna~imo ih sa 1, 2, 3, . . . , 7 (slika 126).
Doka`imo najpre da bar pet od ovih sedam ta~aka le`e na jednoj kru`nici.
Pretpostavimo suprotno, da ovo nije ta~no. Prema uslovu zadatka ~etiri od
pet ta~aka 1, 2, 3, 4, 5 le`e na jednoj kru`nici S1; neka su to 1, 2, 3, 4. Od pet
ta~aka 1, 2, 3, 5, 6 ~etiri le`e na kru`nici S2; pri tome ta~ke 1, 2, 3 ne le`e
na S2, jer bi se tada S1 i S2 poklapale i sadr`ale pet od na{ih sedam ta~aka.
Neka, na primer, S2 sadr`i ta~ke 2, 3, 5, 6. Tada kru`nici S3, na kojoj le`e
~etiri od pet ta~aka 1, 3, 4, 5, 6, ne pripada ta~ka 3, jer bi tada na woj le`ale
ili ta~ke 1, 3, 4 ili 3, 5, 6, tj. S3 bi se poklapala sa S1 ili S2, pa bi u oba
slu~aja postojala kru`nica sa pet od na{ih sedam ta~aka. Dakle, S3 sadr`i
ta~ke 1, 4, 5, 6.
Daqe, ~etiri od pet ta~aka 1, 2, 3, 5, 7 le`e na kru`nici S4. O~igledno S4

sadr`i ta~ku 1, jer bi se u suprotnom poklapala sa S2 i ne sadr`i obe ta~ke 2 i
3 jer bi se poklapala sa S1. Neka S4 sadr`i 1, 3, 5, 7. Tada su 2, 4, 5, 7 ~etiri, od
ta~aka 2, 3, 4, 5, 7 koje le`e na nekoj kru`nici S5. Sada su jednozna~no odre|ene
kru`nice S6 i S7 na kojima le`e ~etiri od pet ta~aka 1, 2, 5, 6, 7, odnosno
3, 4, 5, 6, 7, redom ta~kama 1, 2, 6, 7, odnosno 3, 4, 6, 7.

A
1

A
2

A
3

A
4

A
5

A
6

Slika 125.

1

2

5

6
7

3

4

S
1

S
2

S
3

S
5

S
6

S
7

Slika 126.
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Pretpostavimo odre|enosti radi, da ta~ke 1, 2, 3, 4 le`e na kru`nici S1 u
poretku kao na slici 2. U tom slu~aju ta~ke preseka kru`nica S2 i S3 le`e
obe unutar ili van kru`nice S1. Pretpostavimo da su unutar kru`nice S1.
Analogno, unutar ili van kru`nice S1 le`e i ta~ke 6 i 7 (prese~ne ta~ke
kru`nica S6 i S7); u na{em slu~aju 7 le`i unutar kru`nice S1. S druge strane,
jedna od ta~aka preseka kru`nica S4 i S5 le`i unutar kru`nice S1, a druga
van S1, {to protivre~i ~iwenici da ta~ke 5 i 7 le`e unutar kru`nice S7.
Anologno se pokazuje kontradikcija za sve druge rasporede ta~aka 1, 2, 3, 4 na
kru`nici S1.
Dakle, na nekoj kru`nici S le`i pet od na{ih n ta~aka, na primer ta~ke
1, 2, 3, 4, 5. Doka`imo da ne postoje dve razli~ite ta~ke X i Y na{eg skupa
ta~aka koje ne le`e na kru`nici S.
Pretpostavimo da ta~ke X i Y ne le`e na kru`nici S (slika 127). Tada jedna
od ta~aka 1, 2, 3 ne le`i na kru`nici S′, na kojoj le`e ~etiri od pet ta~aka
1, 2, 3, X, Y ; neka je to 1, tj. neka na S′ le`e ta~ke 2, 3, X, Y . Analogno, jedna
od ta~aka 1, 4, 5, pa primer 5, ne pripada kru`nici S′′, na kojoj le`e ~etiri
od ta~aka 1, 4, 5, X, Y . Dakle, na S′′ le`e ta~ke 1, 4, X, Y . Ali, u tom slu~aju
nikoje ~etiri od pet ta~aka 1, 2, 5, X, Y ne pripadaju nekoj kru`nici S′′′: ako
S′′′ ne sadr`i jednu od ta~akaX i Y , to se S′′′ poklapa sa S i ne sadr`i druge od
tih ta~aka, a ako S′′′ ne sadr`i jednu od ta~aka 1, 2, 5 to S′′′ sadr`i ili ta~ke
X,Y, 1 ili ta~ke X, Y, 2, tj. S′′′ se poklapa sa S′ ili sa S′′ i ne sadr`i vi{e od
tri od na{ih pet ta~aka. Dobijena protivre~nost dokazuje teoremu.

S

S’

S’’

X

Y

1

2
3

4
5

Slika 127.

O

A
B

C

S

K

L
Q

1

P
1

R
1

P
2

Q
2

R
2

Slika 128.

411. Obele`imo sa hA du`inu rastojawa ta~ke A od prave OR1 i primetimo da se i
ta~ka R2 nalazi na pravoj OR1 (slika 128). Po{to je P4OR1A =

1
2
OR2 · hA, a

P4OR2A =
1
2
OR1 · hA dobijamo da je

P4OR1A

P4OR2A
=

OR1

OR2
.
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Kako je 4Q1OR1 ∼ 4Q2OR2 i 4Q1R1P1 ∼ 4Q2R2P2 imamo da je

OR1

OR2
=

Q1R1

Q2R2
i Q1R1

Q2R2
=

√
P1

P2
.

Stoga je P4OR1A =
√

P1

P2
P4OR2A.

Sli~no dobijamo za ostalih pet trouglova, pa je

P4ABC = P4OR1A + P4OR1B + P4OP1B + P4OP1C + P4OQ1C + P4OQ1A

=
√

P1

P2
(P4OR2A + P4OR2B + P4OP2B + P4OP2C + P4OQ2C + P4OQ2A)

=
√

P1

P2
· P2 =

√
P1P2 .

412. Pretpostavimo da je zadatak re{en. Neka su A1, B1, C1 centri kvadrata (slika
129). Ozna~imo sa D, E, F sredi{ta stranica trougla ABC.

A

B

C

D E

F

B
1

C
1

Slika 129.

Doka`imo da su trouglovi C1DE i DFB1 podudarni. Zaista, kako je DE =
AC

2
sredwa linija trougla ABC i FB1 =

AC

2
, sledi da je DE = FB1.

Analogno je DF = EC1. Daqe,

^C1ED = 90◦ + ^BED = 90◦ + ^CAB

i
^B1FD = 90◦ + ^CFD = 90◦ + ^CAB,

pa imamo da je ^C1ED = ^B1FD. Dakle, 4C1ED ∼= 4B1FD, pa je C1D =
B1D. Neka je ^FDB1 = α i ^FB1D = β. Tada je

α + β = 180◦ − ^DFB1 = 180◦ − (90◦ + ^CAB) = 90◦ − ^CAB.
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Kako je ^EDC1 = β, to je

^B1DC1 = α+^FDE +β = α+β +^CAB = (90◦−^CAB)+^CAB = 90◦.

Dakle, du`i DB1 i DC1 su uzajamno normalne, pa konstrukciju nije te{ko
izvesti.
Nad B1C1 konstrui{imo jednakokrako pravougli trougao C1B1D. D je na
osnovu dokazanog sredi{te stranice BC trougla ABC. Na isti na~in kon-
strui{emo sredi{ta E i F stranica BA i AC, redom. Sada, kroz D kon-
strui{emo pravu paralelnu sa EF , kroz E pravu paralelnu sa DF i najzad
kroz F pravu paralelnu sa ED. Posledwe tri prave daju tra`eni trougao.
Napomenimo da se zadatak mo`e elegantnije re{iti pomo}u izometrijskih
transformacija, ali smo smatrali da je ovo re{ewe ve}ini ~italaca prih-
vatqivije.

413. (a) Sredi{te proizvoqne du`i AB konstrui{emo na slede}i na~in (videti
sliku 130):
1. Na du`i AB biramo proizvoqnu ta~ku K i kroz wu konstrui{emo dve
prave `1 i `2;
2. Konstrui{emo ta~ku A1 simetri~nu ta~ki A u odnosu na pravu `1 i
ta~ku A2 simetri~nu ta~ki A u odnosu na pravu `2;
3. Konstrui{emo ta~ke B1 i B2 simetri~ne ta~ki B u odnosu na `1 i `2
redom;
4. konstrui{emo praveAA1,AA2,BB1 iBB2 (AA1 ‖ BB1 iAA2 ‖ BB2);
5. Ako je M presek AA2 i BB1 i N presek AA1 i BB2. Tada je AMBN
paralelogram; dakle prava MN polovi du` AB (u ta~ki O).

A B
K

l
2

l
1

A
1

B
1

B
2

A
2

N

M

O

Slika 130.

A B

T

B
0

A
0

T
0

R

Q

P

O

l

Slika 131.

Iz konstrukcije sredi{ta du`i trivijalno sledi konstrukcija pod (a).
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(b) Opi{imo konstrukciju simetrale proizvoqne du`i, pomo}u koje nije
te{ko izvesti konstrukciju pod (b).
1. Prema (a) konstrui{emo najpre sredi{te du`i AB (slika 131).
2. Konstrui{emo proizvoqnu pravu ` kroz ta~ku O.
3. Konstrui{emo ta~kuA0 simetri~nu ta~kiA u odnosu na pravu ` i ta~ku
B0 u odnosu na pravu `. Neka jeR presek pravihAA0 i `, a T presek pravih
BB0 i `.
4. Konstruisati ta~ku T0 simetri~nu ta~ki T u odnosu na pravuAB. Neka
je Q presek pravih TT0 i AB.
5. Na osnovu (a) konstrui{emo sredi{te P du`i RQ. Tada je OP tra`ena
simatrala, jer je PO sredwa linija trougla QRT .

414. (a) Neka je M ′ ta~ka preseka pravih A′L′ i C ′H ′ (slika 132). Konstrui{imo
na pravoj A′C ′ ta~ku N ′ takvu da C ′H ′ polovi du` N ′L′. Spojimo N ′ sa
M ′, zatim konstrui{imo kroz B′ pravu paralelnu sa M ′N ′.
Jasno je da je ta prava projekcija odgovaraju}e visine. Projekcija vi-
sine iz temena A je ve} data. Ta~ka preseka tih projekcija je projekcija
ortocentra.

(b) Projekciju centra opisane kru`nice nalazimo kao presek projekcija sime-
trala stranica. Kako se sredi{te du`i projektuje u sredi{te projekcije
du`i, projekciju svake simatrale stranice konstrui{emo tako {to kroz
sredi{te odgovaraju}e stranice trouglaA′B′C ′ konstrui{emo pravu par-
alelnu odgovaraju}oj visini.

A' B'

C'

L'

M'

N'

H'

Slika 132.

A

B

C D

T

P Q

Slika 133.

415. Neka je a du`ina ivice CD (koja je naspramna ivici AB du`ine > 1) (videti
sliku 133).
Visina AP = ha, trougla ACD, deli ivicu CD na dva dela CP i PD, pa je
bar jedna od du`i CP i PD du`ine > a

2
. S druge strane, po{to je AC 6 1 i

AD 6 1, imamo da je

ha =
√

AC2 − CP 2 =
√

AD2 −DP 2 6
√

1− a2

4
,
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odakle sledi da je

P4ACD =
1
2
a · ha 6 1

2
a

√
1− a2

4
.

Sli~no se dokazuje da za visinu BQ = hb trougla BCD va`i hb 6
√

1− a2

4
.

Po{to je HB 6 hb, gde je HB visina tetraedra ABCD iz temena B, imamo da

je Hb 6
√

1− a2

4
. Dakle,

V =
1
3
P4ACD ·HB 6 1

3
· a

2
·
√

1− a2

4
·
√

1− a2

4

=
1
6
a

(
1− a2

4

)
=

1
24

a(4− a2).

Ako je a = 1, tada je 1
24

a(4 − a2) =
1
8
. Nije te{ko pokazati, da ako je a < 1,

tada je 1
24

a(4− a2) <
1
8
. Zaista, ako je 0 < a < 1, imamo da je

1
24

a(4− a2)− 1
8

=
1
24

(1− a)(a2 + a− 3) < 0,

jer je 1−a > 0 i a2 +a−3 < 0. Dakle, u svakom slu~aju je V 6 1
24

a(4−a2) 6 1
8
.

Napomena. Zapremina ovakvog tetraedra je jednaka 1
8
u slu~aju da su ACD i

BCD jednakostrani~ni trouglovi sa stranicama 1
(
P4ACD =

√
3

4 i hb =
√

3
2

)

i ugao me|u stranama ACD i BCD jednak 90◦
(
HB = hb =

√
3

2

)
. Nije te{ko

dokazati da je u ovakvom teraedru AB =
√

h2
a + h2

b =
√

2 · 3
4 =

√
3
2 > 1.

416. Neka je Π′ poliedar koji je homoteti~an poliedru Π sa centrom homotetije O
i koeficijentom 2 (tj. Π′ = HO,2 (Π)). Doka`imo da je Π1,Π2, . . . , Π8 ⊆ Π′.
Neka je X proizvoqna ta~ka poliedra Πk, k = 1, 2, . . . , 8 (slika 134).

O

X'

A
k

X

M

X''

Slika 134.
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Tada je −−→OX =
−−→
OAk +

−−−→
AkX. Ta~ke X ′′ i M pripadaju poliedru Π; ta~ka X

pripada du`i MX ′′, pa pripada i Π′, jer je Π konveksan. Po{to je o~igledno
Π ⊆ Π′, sledi da Π,Π1, . . . , Π8 ⊆ Π′. Zapremina poliedra Π′ je 8 puta ve}a od
zapremine poliedra Π pa time i savkog od poliedara Π1, . . . , Π8, {to zana~i
da neka dva poliedra od Π,Π1, . . . , Π8 imaju bar jednu zajedni~ku unutra{wu
ta~ku.

417. Jasno, zbog x ∈ [3, 4],

f(x) = x(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)(x− 5)(x− 6)(x− 7).

Na osnovu jednakosti izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine, imamo da je

x + (7− x)
2

>
√

x(7− x), tj. x(7− x) 6
(

7
2

)2

.

Sli~no dobijamo da je

(x− 1)(6− x) 6
(

5
2

)2

, (x− 2)(5− x) 6
(

3
2

)2

i (x− 3)(4− x) 6
(

1
2

)2

.

Jednakost u svim slu~ajevima va`i samo u slu~aju kada je x =
7
2
∈ [3, 4]

(jedna~ine x = 7 − x, x − 1 = 6 − x, x − 2 = 5 − x, x − 3 = 4 − x su ek-
vivalentne). Dakle,

max
{
f(x) | x ∈ [3, 4]

}
= f

(
7
2

)
= 3252722−8 =

11025
256

.

Napomena. Uop{te, ako je n ∈ N i f(x) =
2n+1∏

k=0

|x− k|,

max
{
f(x) | x ∈ [n, n + 1]

}
= f

(
2n + 1

2

)
=

(
(2n + 1)!!

2n+1

)2

.

418. Posmatrajmo, najpre, nejedna~inu |x + 1| + |2 − x| < a. Ako je x < −1, ona je
ekvivalentna sa 1− a

2
< x < −1, pa ima re{ewa ako i samo ako je 1− a

2
< −1,

tj. ako i samo ako je a > 3. Ako x ∈ [−1, 2], tada je |x+1|+|2−x| = x+1+2−x =
3, pa gorwa nejedna~ina tada nema re{ewa za a 6 3. Najzad, ako je x > 2, tada je
x + 1 + x− 2 < a, tj. 2 < x <

a + 1
2

, pa nejedna~ina ima re{ewa ako i samo ako
je a > 3. Dakle, za a 6 3 nejedna~ina nema re{ewa, dok za a > 3, wena re{ewa
su x ∈

(
1− a

2
,
1 + a

2

)
.

Druga nejedna~ina ekvivalentna je sa 6x + 5a− 11
6x− 5a + 5

< 0. Wena re{ewa su ele-

menti ili intervala
(

11− 5a

6
,
5a− 5

6

)
ili intervala

(
5a− 5

6
,
11− 5a

6

)
,
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u zavisnosti od toga koji je od brojeva 5a− 5
6

i 11− 5a

6
ve}i, ili re{ewa

nema ukoliko je 5a− 5
6

=
11− 5a

6
, tj. a =

8
5
.

Dakle, date nejedna~ine su ekvivalentne ako i samo ako imaju isti skup re{ewa,
odnosno ako je

1− a

2
=

11− 5a

6
,

1 + a

2
=

5a− 5
6

, a > 3

ili
1− a

2
=

5a− 5
6

,
1 + a

2
=

11− 5a

6
, a > 3

ili
a =

8
5
, a 6 3.

Dakle, re{ewa su a = 4 i a =
8
5
.

419. Po{to je f(1) = −2
3
najmawa vrednost kvadratne funkcije f(x) = ax2+bx+c,

imamo da je 4ac− b2

4a
= −2

3
i − b

2a
= 1. Daqe, prema Vietovim pravilima, je

x1 + x2 = − b

a
= 2 i x1x2 =

c

a
.

Iz jednakosti

x4
1 + 2x3

1x2 + 2x1x
3
2 + x4

2 = (x1 + x2)
4 − 2x1x2

(
(x1 + x2)

2 + x1x2

)

i
(x1 − x2)

3 − 2x2
2 (3x1 − x2) = (x1 + x2)

3 − 6x1x2 (x1 + x2)

dati uslov ekvivalenta je sa

(x1 + x2)
4 − 2x1x2

(
(x1 + x2)

2 + x1x2

)
=

83
54

(
(x1 + x2)

3 − 6x1x2 (x1 + x2)
)

,

tj. sa t2 − 47
9

t − 50
27

= 0, pri ~emu je t =
c

a
. Re{ewa posledwe jedna~ine su

t1 = −1
3

i t2 =
50
9
. Ako je c

a
= −1

3
(i b = −2a, 4ac− b2

4a
= −2

3
), dobijamo

da je a =
1
2
, b = −1 i c = −1

6
. Ako je c

a
=

50
9
, dobijamo da je a = −12

7
, {to

ne daje odgovaraju}e koeficijente, jer funkcija ima minimum pa je a > 0.

Dakle, f(x) =
1
2
x2 − x− 1

6
je jedino re{ewe.
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420. Ako je a ∈ {0, 1} jedna~ina ima dva re{ewa, x ∈ {0, 1}.
Neka je a ∈ R \ {0, 1}. Lako se vidi da je a jedno re{ewe date jedna~ine. Tako|e,
ako je x0 re{ewe jedna~ine, to su i

1
x0

i 1− x0. Po{to jedna~ina ima najvi{e
{est re{ewa, sva wena re{ewa su:

x1 = a, x2 =
1
a
, x3 = 1− a, x4 =

1
1− a

, x5 = 1− 1
a
, x6 = 1− 1

1− a
.

421. Neka je z = x + iy, x ∈ R i y ∈ R. Tada je:

z + a|z + 1|+ i = 0 ⇔ y = −1 ∧ x = −a
√

(x + 1)2 + y2

⇔ y = −1 ∧ x = −a
√

x2 + 2x + 2
⇔ y = −1 ∧ (a2 − 1)x2 + 2a2x + 2a2 = 0 ∧ x 6 0.

Za a = 0 dobijamo da je z = −i, a za a = 1, da je z = −1 − i. Neka je sada
a ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞). Tada je data jedna~ina ekvivalentna sa

y = −1 ∧ x < 0 ∧
(

x =
a

1− a2

(
a +

√
2− a2

)
∨ x =

a

1− a2

(
a−

√
2− a2

))
.

Ako je a ∈ (0, 1), tada jedna~ina ima jedno re{ewe

z =
a

1− a2

(
a−

√
2− a2

)
− i.

Ako je a ∈ (1,
√

2], tada jedna~ina ima dva re{ewa

z1 =
a

1− a2

(
a−

√
2− a2

)
− i, z2 =

a

1− a2

(
a +

√
2− a2

)
− i.

Ako je a >
√

2, jedna~ina nema re{ewa, jer je tada 2− a2 < 0.

422. Po{to je f ′(x) = 3(x − 1)(x + 1), sledi da je funkcija f strogo rastu}a na
intervalima (−∞,−1) i (1, +∞), a strogo opadaju}a na intervalu (−1, 1).
Daqe,

lim
x→±∞

f(x) = ±∞, f(−1) = 3, f(1) = −1, f(3) = 19 > 0.

Dakle, jedna~ina f(x) = 0 ima tri razli~ita korena x1, x2, x3 takva da je
x1 < −1 < x2 < 1 < x3 < 3. Jedna~ina, f(x) = x1 ima samo jedan realan koren
(mawi od −1), dok jedna~ine f(x) = x2 i f(x) = x3 imaju po tri razli~ita
realana korena�po jedan u svakom od interavala (−∞,−1), (−1, 1), (1,+∞).
Po{to su koreni jedna~ine f(f(x)) = 0 koreni jedne od pomenute tri jedna~ine,
sledi da data jedna~ina ima sedam razli~itih realnih korena.

423. Neka je a = tg
π

12
i y = tg x. Razmotrimo slede}a tri slu~aja.
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1) tg
( π

12
− x

)
· tg

( π

12
+ x

)
= tg2 π

12
. Tada je a− y

1 + ay
· a + y

1− ay
= a2, tj.

(a4 − 1)y2 = 0. Po{to je a 6= ±1, dobijamo da je y = 0, tj. tg x = 0. Dakle,
x = kπ, k ∈ Z.

2) tg
π

12
· tg

( π

12
+ x

)
= tg2

( π

12
− x

)
. Tada je a

a + y

1− ay
=

(
a− y

1 + ay

)2

, tj.

(a2 + 1)y
(
ay2 + (a2 − 1)y + 3a

)
= 0.

Slu~aj y = 0 je ve} razmatran pod 1). Neka su y1 i y2 re{ewa jedna~ine

ay2 + (a2 − 1)y + 3a = 0.

Po{to je a = tg 15◦ = tg (45◦ − 30◦) = 2−√3, dobijamo da je y1 = y2 =√
3, tj. tg x =

√
3. Dakle, x =

π

3
+ kπ, k ∈ Z.

3) tg
π

12
· tg

( π

12
− x

)
= tg2

( π

12
+ x

)
. Smenom z = −x ovaj slu~aj svodimo

na prethodni, pa je x = −π

3
+ kπ, k ∈ Z.

Dakle, tra`eni brojevi su elementi skupa {kπ | k ∈ Z} ∪
{
±π

3
+ kπ | k ∈ Z

}
.

424. Mno`ewem date jedna~ine sa 4 i dodavawem broja 1 levoj i desnoj strani dobija
se 4x2 + 4x + 1 = 4y4 + 4y3 + 4y2 + 4y + 1, pa je

(2x + 1)2 = 4y4 + 4y3 + 4y2 + 4y + 1 = 4y4 + 4y3 + y2 + 3y2 + 4y + 1

=
(
2y2 + y

)2
+ (y + 1)(3y + 1)

i

(2x + 1)2 = 4y4 + 4y3 + 4y2 + 4y + 1
= 4y4 + y2 + 4 + 4y3 + 8y2 + 4y − 5y2 − 3

=
(
2y2 + y + 2

)2 − 5y2 − 3.

Dakle,
(
2y2 + y

)2
+ (y + 1)(3y + 1) = (2x + 1)2 =

(
2y2 + y + 2

)2 − (5y2 + 3).

Sada razlikujemo dve mogu}nosti:

1) y = −1 ⇒ x2 + x = 0 ⇒ x = 0 ∨ x = −1;
2) y ∈ Z, y 6= −1. Tada je za (y + 1)(3y + 1) > 0 i 5y2 + 3 > 0, pa je

(
2y2 + y

)2
< (2x + 1)2 <

(
2y2 + y + 2

)2
.
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Kako izme|u
(
2y2 + y

)2 i
(
2y2 + y + 2

)2 postoji samo jedan potpun kvad-
rat,

(
2y2 + y + 1

)2, to je (2x + 1)2 =
(
2y2 + y + 1

)2. Prema tome,

4y4 + 4y3 + 4y2 + 4y + 1 = (2x + 1)2 =
(
2y2 + y + 1

)2

= 4y4 + y2 + 1 + 4y3 + 4y2 + 2y,

pa je y2−2y = 0, odakle je y = 0 ili y = 2. Ako je y = 0, onda je x2 +x = 0,
tj. x = 0 ili x = −1. Ako je y = −2, onda je x2 + x = 30, pa je x = 5 ili
x = −6.

Dakle, skup re{ewa je: R = {(0,−1), (−1,−1), (0, 0), (−1, 0), (5, 2), (−6, 2)}.

425. Kako je (slika 135) −−→OD =
1
2

(−→
OA +

−−→
OB

)
, to je

−−→
OE =

1
3

(−→
OA +

−−→
OC +

−−→
OD

)
=

1
6

(
3
−→
OA +

−−→
OB + 2

−−→
OC

)
.

A B

C

D

E O

Slika 135.

Daqe je −−→
CD =

−−→
OD − −−→

OC =
1
2

(−→
OA +

−−→
OB −−−→OC

)
. Koriste}i da je OA =

OB = OC, skalarnim mno`ewem prethodnih relacija dobijamo da je

−−→
OE · −−→CD =

1
12

(
4
−→
OA · −−→OB − 4

−→
OA · −−→OC

)
=

1
3
−→
OA ·

(−−→
OB −−−→OC

)
=

1
3
−→
OA · −−→CB.

Stoga je OE ⊥ CD ⇔ OA ⊥ CB ⇔ AB = AC.

426. Neka je c broj koji se u dekadnom zapisu pi{e kori{}ewem jedino cifara 2
i 6. O~igledno je c paran broj. Ako postoje celi brojevi a i b takvi da je
a2 − b2 = c, onda oni ne mogu biti razli~ite parnosti jer bi tada razlika
wihovih kvadrata bila neparan prirodan broj. Dakle, imamo dva slu~aja:

1) a = 2m i b = 2n, za neke m i n. Tada je a2 − b2 = 4(m2 − n2), pa 4 | c;
2) a = 2m+1 i b = 2n+1, za nekem i n. Tada je a2−b2 = 4(m2+m−n2−n),

pa, ponovo 4 | c.
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Me|utim, dvocifreni zavr{etak broja c je: 22, 26, 62 ili 66, tj. 4 - c.
Dakle, ne postoje celi brojevi a i b takvi da je a2 − b2 = c.

427. Pretpostavimo suprotno da je A paran broj, tj. da je (m + 3)n + 1 = 6km. Tada
je m paran broj. [tavi{e, 3 | mn + 1, odakle sledi da je m = 3t + 2 i da je n
neparan broj. Tada je 3n +1 = 4 ·S, gde je S neparan broj (8 - 3n +1) i 3n +1 ≡ 4
(mod 6). Neka je m = 2αm1, gde je α > 1 i m1 neparan broj. Tada 2α | 3n + 1,
odakle je α 6 2, i m1 = 6t1 + 1. Po{to m = 2α(6t1 + 1) ima oblik 3t + 2, a
1 6 α 6 2 vidimo da je α = 1. Onda je m = 12t1 + 2 i iz (m + 3)n + 1 = 6km
sledi da 4 | 5n + 1, {to je nemogu}e.

428. Kako je 8425109 = 74 · 112 · 29, sledi da 7 | x2 + y2 i 11 | x2 + y2. Ostaci
kvadrata prirodnih brojeva pri deqewu sa 7 su 0, 1, 2, 4, a pri deqewu sa 11 su
0, 1, 3, 4, 5, 9, pa va`i

7 | x2 + y2 ⇒ 7 | x2 ∧ 7 | y2 i ; 11 | x2 + y2 ⇒ 11 | x2 ∧ 11 | y2.

Odakle zakqu~ujemo da 77 | x2 i 77 | y2, odnosno x = 77m, y = 77n, m,n ∈ N.
Polazna jedna~ina se sada svodi na m2 + n2 = 72 · 29, odakle zakqu~ujemo da je
m = 7k, n = 7l, m,n ∈ N, odnosno k2 + l2 = 29. Re{ewa posledwe jedna~ine su
(k, l) ∈ {(2, 5), (5, 2)}, odakle dobijamo da su re{ewa polazne jedna~ine (x, y) ∈
{(1078, 2695), (2695, 1078)}.

429. Neka je x = n + α, 0 6 α < 1 i y = m + β, 0 6 β < 1, gde su m i n celi brojevi.
Tada se po~etna jednakost mo`e zatisati u obliku n(m+β) = (n+α)β, odakle
je nm = αβ. Kako je 0 6 αβ < 1 i mn ∈ Z, to je nm = αβ = 0. Stoga je bar
jedan od brojeva x i y ceo broj.
Neka je x ceo broj, tj. α = 0. Ako je x 6= 0, tada je m = [y] = 0, a x mo`e biti
proizvoqno, ako je x = 0, onda je y proizvoqno i odgovaraju}i skup je y-osa
(slika 136, grafik levo).
Neka je y ceo broj, tj. β = 0. Ako je y 6= 0, tada je n = [x] = 0, a y mo`e biti
proizvoqno, ako je y = 0, onda je x proizvoqno i odgovaraju}i skup je x-osa
(slika 136, grafik u sredini).
Dakle, tra`eni skup je unija prethodno navedenih, tj. skup predstavqen na
slici 136 desno.

x

y

-1-2 1 20 x

y

-1

-2

1

2

0 x

y

-1

-2

-1-2 1

1

2

2

0

Slika 136.
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430. Treba za prirodne brojeve a i b dokazati implikaciju
b
√

7− a > 0 ⇒ b
√

7− a >
1
a
.

Razmotri}emo odvojeno tri slu~aja:

1) Ako je b
√

7− a > 1 tvr|ewe sledi trivijalno, jer je (∀a ∈ N)1 >
1
a
;

2) Slu~aj b
√

7− a = 1 nije mogu}, jer je
√

7 iracionalan, a 1 + a

b
racionalan

broj;
3) Slu~aj 0 < b

√
7− a < 1 je najinteresantniji za dokazivawe.

Kako je b
√

7 − a > 0, a, b ∈ N va`i 7b2 > a2. Mogu}i ostaci pri deqewu
kvadrata prirodnih brojeva sa 7 su 0,1,2,4, pa je min{7b2 − a2 | a, b ∈ N} = 3.
Dakle, 7b2 − a2 = (b

√
7− a)(b

√
7 + a) > 3, odnosno

(1) b
√

7− a > 3
b
√

7 + a
.

S druge strane, iz b
√

7 − a < 1 dodavawem 2a obema stranama nejednakosti
dobijamo b

√
7 + a < 1 + 2a. Kako je a > 1 sledi da je b

√
7 + a < 3a, odnosno

(2) 3
b
√

7 + a
>

1
a
.

Sada na osnovu (1) i (2) zakqu~ujemo da va`i b
√

7− a >
1
a
.

431. Iz datih jedna~ina sledi

(1) x19 + y19 = xy(x17 + y17).

Dakle, skup re{ewa datog sistema je podskup re{ewa jedna~ine (1). Ova jedna-
~ina je ekvivalentna sa

(x− y)2(x + y)2(x2 + xy + y2)(x2 − xy + y2)(x6 − x3y3 + y6) = 0,

odnosno sa

(2) x−y = 0∨x+y = 0∨x2+xy+y2 = 0∨x2−xy+y2 = 0∨x6−x3y3+y6 = 0.

Jedino re{ewe posledwe tri jedna~ine iz (2) je x = y = 0, ali zbog prve
jedna~ine datog sistema to nije re{ewe. Iz prve dve jedna~ine dobijamo x = y
ili x = −y, odakle zakqu~ujemo da je jedino re{ewe datog sistema

x = y =
1

17
√

2
.

432. Datu jedna~inu ima smisla re{avati na skupu D = [1,+∞), gde je ona ekviva-
lentna sa jedna~inom 2−x = 1− 3

√
x− 1+3(x− 1)− (x− 1)

√
x− 1, odnosno

sa 4(x − 1) =
√

x− 1 (x + 2). Kako su obe strane gorwe jednakosti nenega-
tivne mo`emo izvr{iti kvadrirawe i tako dobiti ekvivalentnu jedna~inu sa
polaznom, tj. jedna~inu (x − 1)(x − 2)(x − 10) = 0. Dakle, x ∈ {1, 2, 10} (jer
1, 2, 10 ∈ D).
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433. 1◦ Kada je a = 0 polazna jedna~ina se svodi na jedna~inu 2y2 + 4y + 2 = 0,
odnosno na y = −1. Dakle, za a = 0 re{ewa polazne jedna~ine su svi ure|eni
parovi (c,−1), gde je c ∈ R, pa nema jedinstvenog re{ewa.
2◦ Za a 6= 0polazna jedna~ina�je kvadratna jedna~ina poxiwena diskriminanta
je

D = (4ay − 2a)2 − 4a[(3a + 2)y2 + (4− 6a)y + 2] = 4a(a− 2)(y + 1)2.

Za a ∈ (−∞, 0) ∪ (2, +∞), ima}emo dva realna re{ewa za x za svako realno
y 6= −1, a za y = −1 ima}emo x = 3, pa nema jedinstvenog re{ewa.
Za a = 2 jedna~ina je ekvivalentna sa [x + (2y − 1)]2 = 0 i tada su re{ewa svi
ure|eni parovi (1− 2c, c), gde je c realan broj.
Za a ∈ (0, 2) jedino realno re{ewa je (x, y) = (3,−1).
Dakle, a ∈ (0, 2) jedna~ina ax2 + (3a + 2)y2 + 4axy − 2ax + (4 − 6a)y + 2 = 0
ima jedinstveno realno re{ewe.

434. Neka je

f(x) = (1 + x)2000 =
2000∑

k=0

(
2000

k

)
xk.

Ako uzmemo jedan tre}i koren jedinice ω =
−1 +

√
3i

2
, tada je ω3 = 1 i

ω2 + ω + 1 = 0, pa je

3
((

2000
2

)
+

(
2000

5

)
+

(
2000

8

)
+ · · ·+

(
2000
2000

))

= f(1) + ωf(ω) + ω2f(ω2)

= 22000 + ω(1 + ω)2000 + ω2(1 + ω2)2000

= 22000 + ω(−ω)2000 + ω2(−ω)2000

= 22000 + ω2 + ω = 22000 − 1.

Dakle,
(

2000
2

)
+

(
2000

5

)
+

(
2000

8

)
+ · · ·+

(
2000
2000

)
=

22000 − 1
3

.

435. Pretpostavimo da ne postoji ta~ka koju sadr`i svaka od datih pravih. Neka je
A ona od prese~nih ta~aka datih pravih i p ona od datih pravih za koju va`i:
ta~ka A ne pripada pravoj p i rastojawe od ta~ke A do prave p je minimalno.
Prema uslovu zadatka ta~ku A sadr`e bar tri od datih pravih. Neka te prave
seku pravu p u ta~kama B1, B2 i B3 i neka je, na primer, ta~ka B2 izme|u B1

i B3 (slika 137). Bar jedan od uglova ^AB2B1, ^AB2B3 nije o{tar. Neka
je, na primer, ^AB2B3 > 900. Tada u trouglu AB2B3 va`i AB3 > B2B3, pa
sledi d(B2, AB3) < d(A,B2B3). Posledwe je u kontradikciji s ~iwenicom da
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je rastojawe ta~ke A od prave p minimalno. Dakle, sve date prave se seku u
jednoj ta~ki.

p

A

B
1

B
2

B
3

Slika 137.

436. Kako je HC

AC
= cos γ =

NC

BC
(γ = ^ACB), zakqu~ujemo da su trouglovi HCN

i ABC sli~ni sa koeficijentom sli~nosti k = cos γ (slika 138). Simetrala
ugla γ trougla ABC istovremeno je i simetrala ugla u trouglu HCN . Po
uslovu zadatka odnos du`ina simetrala u jednom i drugom trouglu je 1

2
. Kako

je odnos odgovaraju}ih du`inskih elemenata u sli~nim trouglovima jednak
koeficijentu sli~nosti, to je k = cos γ =

1
2
, odakle je γ = 600.

A B

C

H

N

Slika 138.

B K E A

O
1

O
2

C

N

M

L
D

F

G

P

Slika 139.

437. Uve{}emo slede}e oznake: a = BC, b = CA, c = AB, h = AD, k1(O1, r1)-krug
upisan u trougao ABD, k2(O2, r2)-krug upisan u trougao ADC. Neka su E i F
ta~ke dodira kruga k1 redom saAB iAD, aG iM ta~ke dodira kruga k2 redom
sa AD i AC, N podno`je normale iz O1 na AC i P podno`je normale iz O2 na
O1N (slika 139). Tada va`e slede}e jednakosti:

O1N = EA = AF = h− r1,(1)
O1P = O1N − PN = O1N −O2M = h− r1 − r2,(2)
O2P = MN = AM −AN = AG− r1 = h− r2 − r1.(3)

Iz (2) i (3) sledi da je O1P = O2P , a odatle sledi da je ^O1O2P = 450,
^O2LM = 450 i ML = O2M = r2. Prema tome,

AL = AM + ML = AG + r2 = h− r2 + r2 = h.
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Sli~no dokazujemo da je i AK = h. Kona~no dobijamo

S

T
=

ah

h2
=

a

h
=

a2

ah
=

a2

bc
=

b2 + c2

bc
> 2.

438. Data jedna~ina je ekvivalentna sa jedna~inom

(3 +
√

2)x − (6 + 9
√

2) = (5− 3
√

2)y.

Kako je 0 < 5− 3
√

2 < 1 i y ∈ N, tada je 0 < (5− 3
√

2)y < 1, pa zakqu~ujemo da
x mora biti 2, odakle sledi da je y = 1.

439. Primetimo da za α 6= kπ

2
, k ∈ Z va`i

ctg α− ctg 2α =
cos α

sin α
− cos 2α

sin 2α
=

sin 2α cos α− cos 2α sin α

sin α sin 2α

=
sin(2α− α)
sin α sin 2α

=
1

sin 2α
.

Ako u jednakosti
ctg α− ctg 2α =

1
sin 2α

umesto α stavqamo redom x, 2x,. . . , 2nx, x /∈
{

kπ

2n
| k ∈ Z

}
dobijamo n jed-

nakosti, koje kada saberemo daju
n∑

k=1

1
sin 2kx

= ctg x− ctg 2x + ctg 2x− ctg 4x + · · ·+ ctg 2n−1x− ctg 2nx,

odnosno
1

sin 2x
+

1
sin 4x

+ · · ·+ 1
sin 2nx

= ctg x− ctg 2nx.

440. Uo~imo da su log(αx + β) i 2 log(x + 1) definisani ako je αx + β > 0 i
x + 1 > 0. Pod ovim uslovima data jedna~ina je ekvivalentna kvadratnoj
jedna~iniαx+β = (x+1)2, ~ija je diskriminantaD = α2−4α+4β. Na osnovu

toga dobijamo da su re{ewa jedna~ine x1 =
α− 2−√D

2
6 x2 =

α− 2 +
√

D

2

ukoliko su ispuweni uslovi αx + β > 0, x + 1 > 0 i β > α− α2

4
.

Moramo diskutovati tri slu~aja.
1◦ Za α = 0, β > 0 jedino re{ewe je x = −1 +

√
β.

2◦ U slu~aju α > 0 mora biti ispuweno x > −β

α
, x > −1 i β > α − α2

4
.

Sada razlikujemo podslu~ajeve α > β, kada je −β

α
> −1, pa se za re{ewa
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proverava samo uslov x > −β

α
, koji zadovoqava jedino x2. U podslu~aju β > α

imamo −β

α
6 −1, pa se za re{ewa proverava samo uslov x > −1 i u ovom

slu~aju jedino re{ewe je x2. Dakle, za α > 0, β > α − α2

4
jedino re{ewe je

x =
α− 2 +

√
α2 − 4α + 4β

2
.

3◦ Za α < 0 mora biti ispuweno−1 < x < −β

α
i β > α− α2

4
. Dakle, mora biti

−1 < −β

α
, a to je ekvivalentno sa β > α. I u ovom slu~aju jedino re{ewe je x2.

Dakle, za α < 0, β > α jedino re{ewe je x =
α− 2 +

√
α2 − 4α + 4β

2
.

U svim ostalim slu~ajevima nema realnih re{ewa.

441. Bez gubitka op{tosti mo`emo pretpostaviti da je a > b > c. Kako je nejed-
nakost a > b ekvivalentna nejednakosti α > β, to je (a − b)(α − β) > 0, pri
~emu jednakost va`i ako i samo ako je a = b. Sli~no je (b − c)(β − γ) > 0 i
(c− a)(γ − α) > 0, pa sledi

(1) (a− b)(α− β) + (b− c)(β − γ) + (c− a)(γ − α) > 0.

Koriste}i uslov α + β + γ = π, nejednakost (1) mo`emo ekvivalentno trans-
formisati na slede}i na~in:

a(2α− β − γ) + b(2β − γ − α) + c(2γ − α− β) > 0,

a(3α− π) + b(3β − π) + c(3γ − π) > 0,

3(aα + bβ + cγ) > π(a + b + c),

π

3
6 aα + bβ + cγ

a + b + c
.

Jednakost va`i ako i samo ako je a = b = c.
Kako je zbir dve stranice trougla ve}i od tre}e, va`i

(2) (b + c− a)α + (c + a− b)β + (a + b− c)γ > 0.

Ponovo koriste}i uslov α + β + γ = π, nejednakost (2) mo`emo ekvivalentno
transformisati na slede}i na~in:

a(β + γ − α) + b(γ + α− β) + c(α + β − γ) > 0,

a(π − 2α) + b(π − 2β) + c(π − 2γ) > 0,

π(a + b + c) > 2(aα + bβ + cγ),

aα + bβ + cγ

a + b + c
<

π

2
.



224 T A N G E N T A 10

Dakle, ako su a, b i c stranice trougla, a α, β i γ odgovaraju}i uglovi va`i

π

3
6 aα + bβ + cγ

a + b + c
<

π

2
.

442. Neka prava p ima jedna~inu x = t, −a < t < a (slika 140.). Tada ta~ke M

i N imaju koordinate
(

t,
b

a

√
a2 − t2

)
i

(
t,− b

a

√
a2 − t2

)
, a prave AM i BN

jedna~ine

y =
b

a

√
a2 − t2

x + a

t + a
i y =

b

a

√
a2 − t2

x− a

a− t
.

A

M

N

B

P

Q

p

Slika 140.

U wihovoj prese~noj ta~ki P je x + a

t + a
=

x− a

a− t
, odakle je x =

a2

t
(iskqu~uje se

slu~aj t = 0 kada su praveAM iBN paralelne). Dakle, ta~kaP ima koordinate

x =
a2

t
i y =

b

t
a
√

a2 − t2 (−a < t < a, t 6= 0).

Eliminacijom parametra t dobija se

x2

a2
− y2

b2
= 1, xy > 0,

tj. ta~kaP pripada jednom od lukova hiperbole x2

a2
− y2

b2
= 1 u prvom ili tre}em

kvadrantu. Sli~no se dokazuje da je geometrijsko mesto ta~aka Q unija lukova
te hiperbole u drugom i ~etvrtom kvadrantu.

443. Na osnovu uslova (1) i (2) va`i f(0) 6 0 i f(0) 6 2f(0), odakle dobijamo da
je f(0) = 0. Na osnovu (1) imamo da je f(x) 6 x i f(−x) 6 −x, odakle je
f(x) + f(−x) 6 0, pa je zbog uslova (2) i f(0) = 0, ispuweno f(x) + f(−x) = 0,
odnosno funkcija f je neparna. Kako je funkcija f neparna i f(−x) 6 −x
zakqu~ujemo da va`i f(x) > x, {to zajedno sa uslovom (1) implicira da je
f(x) = x za svako x ∈ R.
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444. Tvr|ewe zadatka sledi na osnovu jednakosti

2
(
1 + 22005 + · · ·+ n2005

)
= 2 +

(
22005 + n2005

)
+

(
32005 + (n− 1)2005

)

+ · · ·+ (
n2005 + 22005

)
= 2 + (n + 2)M,

gde je M ceo broj.

445. Neka je a prirodan broj koji se zavr{ava sa dve iste cifre kao i wegov kvadrat.
Tada 100 | a2 − a = a(a− 1), tj. a(a− 1) = 100k = 4 · 25 · k za neki k. Po{to
je (a − 1, a) = 1, imamo da: (25 | a i 4 | a − 1) ili (25 | a − 1 i 4 | a) ili
100 | a ili 100 | a− 1.

U prvom slu~aju, kada 25 | a i 4 | a − 1, broj a se zavr{ava ciframa 00, 25,
50 ili 75, tj. a = . . . 00 ili a = . . . 25 ili a = . . . 50 ili a = . . . 75 pa
je a − 1 = . . . 99 ili a − 1 = . . . 24 ili a − 1 = . . . 49 ili a − 1 = . . . 74.
Jedino u slu~aju kada se broj a zavr{ava ciframa 25, broj a − 1 je deqiv sa 4,
pa 100 | a2 − a.
U drugom slu~aju, kada 25 | a − 1 i 4 | a, broj a − 1 se zavr{ava ciframa 00,
25, 50 ili 75, tj. a − 1 = . . . 00 ili a − 1 = . . . 25 ili a − 1 = . . . 50 ili
a − 1 = . . . 75, pa je a = . . . 01 ili a = . . . 26 ili a = . . . 51 ili a = . . . 76.
Jedino u slu~aju kada se a− 1 zavr{ava ciframa 75, tj. a se zavr{ava ciframa
76, broj a je deqiv sa 4, pa 100 | a2 − a.
Ako 100 | a tada su 00 posledwe dve cifre broja a, pa 100 | a2 − a.
Najzad, ako 100 | a− 1, posledwe dve cifre broja a su 01, i 100 | a2 − a.
Dakle, tra`eni brojevi su svi brojevi koje se zavr{avaju ciframa 25, 76, 00 ili
01.

446. Neka m i n zadovoqavaju uslove zadatka. Tada je n neparan broj i (m,n) = 1.
Ako je n = 3 tada je m ≡ 1 (mod 3), jer bi u slu~aju m ≡ −1 (mod 3) imali

1 + m3n

+ m2·3n ≡ 1− 1 + 1 ≡ 1 (mod 3).

Neka je sada n > 3. Tada va`i m3n 6≡ 1 (mod n) jer bi u suprotnom sledilo
1 + m3n

+ m2·3n ≡ 3 (mod n), tj. n | 3. S druge strane

1 + m3n

+ m2·3n

=
m3n+1 − 1
m3n − 1

odakle je m3n+1 ≡ 1 (mod n). Neka je k najmawi prirodan broj takav da je
mk ≡ 1 (mod n). Tada k | 3n+1 i k - 3n, pa je k = 3n+1. Kako je (m, n) = 1
na osnovu Ojlerove teoreme je mϕ(n) ≡ 1 (mod n), pa je k 6 ϕ(n). Prema tome,
3n+1 6 ϕ(n) 6 n− 1, {to je nemogu}e.
Dakle, tra`eni brojevi su n = 3 i svi brojevim > 4 takvi da jem ≡ 1 (mod 3).
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447. Neka je s osa simetrije ~etvorougla ABCD.

A B

CD

A

BCD

s

s s

a) b) v)
Slika 141.

Pretpostavimo najpre da s ne sadr`i ni jedno teme ~etvorougla. Tada sa svake
strane prave s le`e po dva temena ~etvorougla; neka su A i D sa jedne, a B i C
sa druge strane prave s, pri ~emu su ovi parovi ta~aka simetri~ni u odnosu na
s: ta~kaA simetri~na ta~kiB, aD simetri~na ta~kiC (ina~e s ne bi bila osa
simetrije ~etvorougla). Prema tome imamo AB ‖ CD, CD ⊥ s i AC = BD, pa
je ABCD jednakokraki trapez, a time i ~etvorougao oko koga se mo`e opisati
krug (slika 141. a)).
Pretpostavimo sada da s sadr`iteme, naprimerA, ~etvorouglaABCD. Po{to
je broj ostalih temena neparan, jo{ jedno teme ~etvorougla le`i na s, dok su
preostala dva simetri~na u odnosu na s (slike 141 b) v)). Tada se simetrale
unutra{wih (spoqa{wih) uglova kod temena B i D seku na s, odakle sledi
da postoje dve kru`nice koje dodiruju sve stranice (ili wihove produ`etke)
~etvorougla ABCD; jedna od ovih kr`nica le`i u unutra{wosti, a druga je
van ~etvorougla. Specijalno, ako jeABCD romb tada postoji samo unutra{wa
kru`nica, jer su simetrale spoqa{wih uglova kod temena B i D paralelne.

448. Pretpostavimo da figura F ima dva cetra simetrije S i O (slika 142).

S

O

P

QA

A
1

A
2

A
3

Slika 142.
Neka jeP ta~ka simetri~na ta~kiS u odnosu naO. Doka`imo da jeP tako|e cen-
tar simetrije figureF . Neka jeA proizvoqna figureF . Ta~kaA1, simetri~na
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ta~kiA u odnosu naO, pripadaF , jer jeO centar simetrije ove figure. Tako|e,
ta~ka A2, simetri~na ta~ki A1 u odnosu na S, pripada F , kao i A3 - ta~ka
simetri~na ta~ki A2 u odnosu na O. Du` AP je jednaka i paralelna du`i
SA1, odnosno du`i A2S. Dakle, AP = PA3 i ta~ka A, A3 i P le`e na jednoj
pravoj, tj. ta~ka A3 je simetri~na ta~ki A u odnosu na P . Drugim re~ima,
ta~ka simetri~na proizvoqno izabranoj ta~ki figure F u odnosu na ta~ku P
pripada ovoj figuri, pa je P wen centar simetrije.
Ako preslikamo ta~ku O u odnosu na ta~ku P dobijamo jo{ jedan centar
simetrije Q figure F . Nastavqaju}i ovaj postupak, dolazimo do zakqu~ka:
ako figura ima dva centra simetrije, tada ih ima beskona~no mnogo. Dakle,
figura ne mo`e imati vi{e od jednog a kona~no mnogo centara simetrije.

449. Na osnovu posledwe jedna~ine zakqu~ujemo da je ili xy = zt = 0 ili xy = zt 6=
0. Prva jednakost je ekvivalentna sa (x = 0 ∨ y = 0) ∧ (z = 0 ∨ t = 0), pa treba
proveriti da li sistem ima re{ewa u ~etiri mogu}a slu~aja, {to se ispostavqa
neta~nim. Dakle, xy = zt 6= 0, odnosno t = kx, y = kz, gde je k neki realan
broj razli~it od nule. Sada imamo

x2 + k2z2 + z2 + k2x2 = 50

x2 − k2z2 + z2 − k2x2 = −40
x− kz + z + kx = 0,

odnosno

(1 + k2)(x2 + z2) = 50, (1− k2)(x2 + z2) = −40, (1 + k)x + (1− k)z = 0.

Odakle sledi 1− k2

1 + k2
= −4

5
, odnosno k1 = −3, k2 = 3, {to nas dovodi do skupa

re{ewa (x, y, z, t) ∈ {(1, 6, 2, 3), (−1, 6,−2,−3), (2,−3, 1,−6), (−2, 3,−1, 6)}.
450. Dati sistem je ekvivalentan sa sistemom

ax2 + (b− 1)x + c = y − x,
ay2 + (b− 1)y + c = z − y,
az2 + (b− 1)z + c = x− z.

Ako saberemo odgovaraju}e leve i desne strane dobijamo

(1) [ax2 + (b− 1)x + c] + [ay2 + (b− 1)y + c] + [az2 + (b− 1)z + c] = 0.

Kako je zbog (b − 1)2 − 4ac < 0 svaki od tri kvadratna trinoma za svako x,
odnosno, y, z, razli~it od nule jednakost (1) ne mo`e biti ta~na. Dakle, dati
sistem nema realnih re{ewa.

451. Na osnovu datih jednakosti sledi da su x i 1
x + y

koreni kvadratne jedna~ine
t2 + (m− 1)t + m− 2 = 0. Razlikujemo dva slu~aja:
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1) x = 1,
1

x + y
= m− 2 ⇔ x = 1, y =

3−m

m− 2
, m 6= 2

2) x = m− 2,
1

x + y
= 1 ⇔ x = m− 2, y = 3−m.

Dakle, sistem ima jedinstveno re{ewe za (0, 1) za m = 2 i (1, 0) za m = 3.

452. Neka je p proizvoqna od tih pravih i neka su S1, S2, S3, S4 sredi{ta redom
stranica AB, BC, CD, DA kvadrata ABCD (slika 143). Ozna~imo sa ABEF
onaj od dobijenih trapeza koji ima mawu povr{inu. Neka prava p se~e du`
S1S3 u ta~ki M1. Tada je PABEF = AB · S1M1 i PEFCD = CD ·M1S3, pa je
S1M1 : M1S3 = 2 : 3. Dakle, ako su M1, M2,M3,M4 ta~ke na du`ima S1S3 i
S2S4 koje ih dele u odnosima 2 : 3 i 3 : 2, tada svaka od datih pravih mora da
sadr`i jednu od ovih ta~aka. Datih pravih ima 9, pa neke tri od wih sadr`e
istu ta~ku Mi, za neko i ∈ {1, 2, 3, 4}.

A B

CD

E

F

p

S
1

S
2

S
3

S
4

M
1

M
2

M
3

M
4

Slika 143.

453. Za x ∈ [1, 2] je ispuweno x2 − 3x + 2 6 0, pa va`i
(

ai

bi

)2

− 3
ai

bi
+ 2 6 0, i = 1, 2, 3,

odnosno a2
i + 2b2

i 6 3aibi, i = 1, 2, 3. Sada sabirawem dobijamo tr`enu nejed-
nakost.

454. Neka je a = sin 10◦, b = sin 50◦ i c = sin 70◦ = − sin(−70◦). Treba dokazati da
je

a + b = c,
1
a

+
1
b

=
1
c

+ 6, 8abc = 1.

Kako je
sin 30◦ = sin 150◦ = − sin 210◦ =

1
2
,

imamo da je

sin3 10◦ =
3
4

sin 10◦ − 1
8
, sin3 50◦ =

3
4

sin 50◦ − 1
8
,
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i
sin3(−70◦) =

3
4

sin(−70◦)− 1
8
,

(na osnovu identiteta sin3 x = 3
4 sin x − 1

4 sin 3x) pa su brojevi a, b i −c su
koreni polinoma x3 − 3

4
x +

1
8
. Sada, prema Vijetovim formulama, imamo:

a + b− c = 0 ⇔ sin 10◦ + sin 50◦ = sin 70◦,

abc =
1
8
⇔ 8 sin 10◦ · sin 50◦ · sin 70◦ = 1,

ab− ac− bc = −3
4
⇔ 1

c
− 1

b
− 1

a
= − 3

4abc
⇔ 1

c
− 1

b
− 1

a
= −3

4
· 8

⇔ 1
a

+
1
b

=
1
c

+ 6.

455. Neka su D, E i F podno`ja visina iz A, B, C redom na stranice BC, CA, AB
trougla ABC i neka su stranice trougla DEF jednake 13, 14, 15.
Poznato je, i nije te{ko dokazati, da je sinus unutra{weg ugla nekog trougla
jednak odnosu naspramne stranice tog ugla i pre~nika kruga opisanog oko
trougla.
^etvorougao AFHE upisan je u krug opisan oko4AFE. Kako je AH pre~nik
ovog kruga imamo da je sin α =

EF

AH
. Ako je R polupre~nik kruga opisanog oko

4ABC, tada je i sin α =
BC

2R
. Dakle, va`i: EF

AH
=

BC

2R
, tj.

BC ·AH = 2R · EF = 28R.

Neka je K sredi{te stranice BC, L sredi{te AC i M sred{te BC. Kako je
AH = 2OK, imamo da je BC · AH = BC · 2 · OK = 28R, tj. BC · OK = 14R.
Sli~no se pokazuje da je AC ·OL = 13R i AB ·OM = 15R. Povr{ina trougla
ABC je:

P4ABC = P4BOC + P4COA + P4AOB

=
1
2
BC ·OK +

1
2
AC ·OL +

1
2
AB ·OM

=
1
2
· 14R +

1
2
· 13R +

1
2
· 15R = 21R.

Prema Heronovom obrascu, dobijamo da je P4DEF = 84. Ako je r polupre~nik
kruga opisanog oko trougla DEF , prema poznatoj formuli, s druge strane
imamo da je P4DEF =

13 + 14 + 15
4r

, pa je r =
65
8
. Kako je R = 2r, imamo da je

R =
65
4
, pa je P4ABC = 21R = 341

1
4
.
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456. Neka je a du`ina stranice kvadrata. Konstrui{imo, sa spoqa{we strane, i
polukrug nad BC (slika 144). Neka je P proizvoqna ta~ka na polukrugu

_

AB i
neka jeQ presek prave PB sa lukom

_

BC. Po{to je^BQC = 90◦,AP = BQ = x
i BP = CQ = y, imamo da je PC2 = (x + y)2 + y2 = x2 + 2y2 + 2xy, odnosno
AP 2 + PC2 = 2(x2 + y2 + xy) = 2(a2 + xy). Kako je x2 + y2 = a2 6 2xy, a
proizvod xy je maksimalan kada je x = y = a√

2
, sledi je P sredi{te luka

_

AB,
kao i da je max

P∈
_

AB

(
AP 2 + PC2

)
= 3.

A B

CD

a

x y

P

Q
x

y

Slika 144.

457. Ako je ABCD kvadrat onda je presek dijagonala tog kvadrata ta~ka koja ima
tra`eno svojstvo.
Pretpostavimo sada da postoji ta~ka sa tra`enim svojstvom pa doka`imo da je
tada ABCD kvadrat. Kako je M u unutra{wosti ~etvorougla va`i

PABCD = PABM + PBCM + PCDM + PDAM .

Pritom va`e i nejednakosti

PABM 6 AM ·MB

2
6 AM2 + MB2

4
, PBCM 6 BM ·MC

2
6 BM2 + MC2

4
,

PCDM 6 CM ·MD

2
6 CM2 + MD2

4
, PDAM 6 DM ·MA

2
6 DM2 + MA2

4
.

Zbog datog svojstva ta~ke M i posledwe ~etiri nejednakosti mora biti

AM ⊥ MB, BM ⊥ MC, CM ⊥ MD, DM ⊥ MA

i AM = MB, BM = MC, CM = MD, DM = MA, odakle zakqu~ujemo
da je M presek dijagonala AC i BD, koje su me|usobno ortogonalne i jednake
du`ine, odnosno ABCD je kvadrat.

458. Podskup skupa {1, 2, 3, . . . , 20}, sa maksimalnim brojem elemenata, koji zadovol-
java dati uslov ima 10 elemenata; na primer {11, 12, . . . , 20}. Naravno, svaki



2. R E [ E W A 231

podskup ovog skupa tako|e zadovoqava dati uslov. S druge strane, u svakom pod-
skupu sa 11 elemenata postoji element koji deli neki drugi elemant tog skupa.
Neka je X = {x1, . . . , x11} ⊂ {1, 2, . . . , 20}. Svaki xi mo`e se predstaviti u
obliku xi = 2kiyi, za neki nenegativan ceo broj ki i neki neparan prirodan
broj yi. Kako su y1, y2, . . . , y11 neparni brojevi iz skupa {1, 2, . . . , 20}, sledi da
bar dva moraju biti jednaki; neka je yj = y`, j 6= `. Tada xj | x`, ako je kj 6 k`;
ina~e x` | xj . Dakle, tra`eni skup prirodnih brojeva je {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.

459. Pretpostavimo da je f(
√

2) racionalan broj. Tada je, na osnovu uslova zadatka,
f(f(f(

√
2))) =

√
2 i f(f(f(

√
2))) = f(1), odakle je f(1) =

√
2. Iz posledwe

jednakosti sledi da je f(f(1)) = f(
√

2), odnosno f(
√

2) =
√

2 /∈ Q, {to je
u kontradikciji sa pretpostavkom. Dakle, ako data funkcija postoji onda
bi f(

√
2) morao biti iracionalan broj. Tada bi, po uslovu zadatka, bilo

ispuweno f(f(f(
√

2))) = 1 i f(f(f(
√

2))) = f(1), odakle je f(1) = 1. Na
osnovu posledweg bi va`ilo f(f(1)) = f(1), odnosno f(1) =

√
2, {to je u

kontradikciji sa f(1) = 1, pa zakqu~ujemo da funkcija sa tra`enim svojstvom
ne postoji.

460. Na osnovu grafika funkcije f (slika 145) zakqu~ujemo da jedna~ina f(x) = a:
• nema re{ewa, ako je a < −1,
• ima jedno re{ewe, ako je a = −1,
• ima dva re{ewa, ako je −1 < a < 0 ili a > 1,
• ima tri re{ewa, ako je a = 0 ili a = 1,
• ima ~etiri re{ewa, ako je 0 < a < 1.

x

y

2-2

1

-1

0

Slika 145.

461. Svaki broj iz tablice je zbir dva broja, pri ~emu je prvi broj zajedni~ki za
svaki broj u toj vrste, a drugi je zajedn~ki za sve brojeve iz te kolone. Po{to se
iz svake vrste, a tako|e i iz svake kolone, mo`e izabrati samo jedan broj, sledi
da je zbir svih brojeva koje je Neboj{a izabrao

S = 0 + n + 2n + · · ·+ (n− 1)n + 1 + 2 + · · ·+ n

=
n(n2 − n)

2
+

n(n + 1)
2

=
n(n2 + 1)

2
.

462. Za i = j = k odgovaraju}a jednakost daje 3xii = 0, tj. xii = 0, za sve i =
1, 2, . . . , n. Neka je k = j 6= i; tada iz jednakosti xij + xjj + xji = 0, zbog
xjj = 0, sledi da je xij = −xji. Najzad, ako saberemo sve jednakosti za izbore
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indeksa: (i, j, 1), (i, j, 2), . . . , (i, j, n) (pri ~emu su i i j fiksirani indeksi)
dobijamo:

nxij + (xj1 + xj2 + . . . + xjn)− (xi1 + xi2 + . . . + xin) = 0.

Dakle, ako je
ti =

xi1 + xi2 + . . . + xin

n
, i = 1, 2, . . . , n,

tada je xij = ti − tj .

463. Prvo }emo pokazati da je posledwi uslov ekvivalentan sa: svi crveni brojevi
su deqivi nekim fiksiranim prirodnim brojem n > 1. Implikacija sdesna
na levo je o~igledna. Doka`imo sada implikaciju sleva na desno. Neka je n
najmawi crveni broj. Tada su (po pretpostavci) i svi brojevi oblika k · n, k ∈
N. Ostaje jo{ da poka`emo da drugih brojeva nema. Pretpostavimo suprotno,
da postoji crveni broj m = qn + r, 0 < r < n. Po{to je qn crven i r mora
biti crven (jer bi u suprotnom zbir crvenog qn i plavog r morao biti plav).
Kontradikcija (n je najmawi crveni broj).
Sada mo`emo zakqu~iti da se bojewe mo`e izvesti na tri na~ina:

1) crveni su svi parni, a plavi svi neparni brojevi;
2) crveni su svi brojevi deqivi sa 3, a ostali su plavi;
3) crveni su svi brojevi deqivi sa 6, a ostali su plavi.

464. Ozna~imo sa λij broj koji se nalazi u i-toj vrsti i j-toj koloni, 1 6 i 6 m i
1 6 j 6 n. Ako je yi zbir i-te vrste, tj.

λi1 + λi2 + λi3 + · · ·+ λin = yi, 1 6 i 6 m,

a xj zbir j-te kolone, tj.

λ1j + λ2j + λ3j + · · ·+ λmj = xj , 1 6 j 6 n,

tada je, prema uslovu zadatka, λij = yi · xj , pa je, specijalno, i

y1 = λ11 + λ12 + λ13 + · · ·+ λ1n = y1 · x1 + y1 · x2 + y1 · x3 + · · ·+ y1 · xn.

Iz posledwe jednakosti, kako je y1 6= 0, sledi da je x1 + x2 + · · · + xn = 1,
odnosno, zbir svih brojeva zapisanih u tablici jednak je 1.

465. Pretpostavimo suprotno, da je: a2 + b2 6 1 ili c2 + d2 6 1. Kako je

(ac + bd− 1)2 > 0

iz pretpostavqene nejednakosti
(
a2 + b2 − 1

) (
c2 + d2 − 1

)
> (ac + bd− 1)2 ,



2. R E [ E W A 233

sledi da su izrazi a2 + b2 − 1 i c2 + d2 − 1 istog znaka, tj. da je

sgn(a2 + b2 − 1) = sgn(c2 + d2 − 1).

1◦ slu~aj: a2 + b2 < 1 i c2 + d2 < 1. Uvo|ewem smene x = 1 − a2 − b2 i
y = 1− c2 − d2, pri ~emu je 0 < x, y 6 1, pretpostavqena nejednakost postoje

4xy > (2ac + 2bd− 2)2 = (2− 2ac− 2bd)2

= (a2 + b2 + x + c2 + d2 + y − 2ac− 2bd)2

=
(
(a− c)2 + (b− d)2 + x + y

)2 > (x + y)2,

odakle dobijamo da je 0 > (x− y)2, {to je kontradikcija.
2◦ slu~aj: a2 + b2 = 1 i c2 + d2 = 1. I u ovom slu~aju, veoma lako, dolazimo do
kontradikcije.

466. Tra`imo re{ewa sistema analizom svih mogu}ih slu~ajeva koji mogu da nastupe
(tj. uslova koje eventualna re{ewa zadovoqavaju).
1◦ slu~aj: xy = 0. Ako je bar jedna koordinata re{ewa jednaka nuli, tada je
takva i druga, tj. dobijamo re{ewe (0, 0).
2◦ slu~aj: xy < 0. Ako bi dati sistem imao re{ewe (x, y) takvo da su wegove
koordinate razli~itog znaka, na primer, x > 0 i y < 0 imali bismo da je

(1 + x)(1 + x2)(1 + x4) > 1

i 1 + y7 < 1, odakle zakqu~ujemo da dati sistem nema ovakvo re{ewe; do istog
zakqu~ka dovodi i pretpostavka x < 0 i y > 0.
3◦ slu~aj: x > 0, y > 0, x 6= y. Bez gubqewa op{tosti mo`emo pretpostaviti
da je x > y > 0. Tada je

(1 + x)(1 + x2)(1 + x4) > 1 + x7 > 1 + y7,

odakle dobijamo da sistem nema re{ewa (x, y) ~ije su koordinate razli~ite i
obe pozitivne.
4◦ slu~aj: x < 0, y < 0, x 6= y. Neka je x < y < 0. Ako prvu jedna~inu sistema
pomno`imo sa (1− x), a drugu sa (1− y), dobijamo jednakosti:

1− x8 = (1 + y7)(1− x) = 1− x + y7 − xy7

i
1− y8 = (1 + x7)(1− y) = 1− y + x7 − x7y.

Oduzimawem posledwih jednakosti dobijamo:

x8 − y8 = (x− y) + (x7 − y7) + xy(y6 − x6),
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pa kako je x − y < 0, x7 − y7 < 0 i y6 − x6 < 0, sva tri sabirka desne
strane su negativna, dok je x8 − y8 > 0, {to je nemogu}e; potpuno analogno, do
kontradikcije dovodi i pretpostavka y < x < 0. Dakle, sistem nema re{ewa
(x, y) ~ije su koordinate razli~ite i obe negativne.
5◦ slu~aj: x = y. U ovom slu~aju dobijamo jedna~inu x7 − x = 0, koja u skupu
realnih brojeva ima tri re{ewa x1 = 0, x2 = −1, x3 = 1. Jednostavnom
proverom utvr|ujemo da par (−1,−1) jeste re{ewe datog sistema, dok (1, 1) to
nije.
Dakle, skup svih re{ewa sistema je {(0, 0), (−1,−1)}.

467. Leva strana nejednakosti koju treba dokazati jednaka je:
a + abc

1 + ab + abcd
+

b + bcd

1 + bc + bcde
· a

a
+

c + cde

1 + cd + cdea
· ab

ab
+

+
d + dea

1 + de + deab
· abc

abc
+

e + eab

1 + ea + eabc
· abcd

abcd
,

i posle smene p = a, q = ab, r = abc, s = abcd, t = abcde = 1 postaje:
p + r

1 + q + s
+

q + s

p + r + t
+

r + t

r + t + tq
+

s + pt

r + t + tq
+

t + tq

s + tp + tr
.

Lako se vidi da je data nejednakost ekvivalnetna sa:
p + r

1 + q + s
+

q + s

p + r + t
+

r + t

q + s + p
+

s + p

r + t + q
+

t + q

s + p + r
> 10

3
,

odnosno sa
p + r

1 + q + s
+1+

q + s

p + r + t
+1+

r + t

q + s + p
+1+

s + p

r + t + q
+1+

t + q

s + p + r
+1 > 10

3
+5,

tj.

(p+q+r+s+t)
(

1
t + q + s

+
1

p + r + t
+

1
q + s + p

+
1

r + t + q
+

1
s + p + r

)
> 25

3
.

Prema poznatoj nejednakosti (HA):
5

1
a

+
1
b

+
1
c

+
1
d

+
1
e

6 a + b + c + d + e

5
,

odnosno
1
a

+
1
b

+
1
c

+
1
d

+
1
e

> 25
a + b + c + d + e

,

imamo da je

(p + q + r + s + t)
(

1
t + q + s

+
1

p + r + t
+

1
q + s + p

+
1

r + t + q
+

1
s + p + r

)

> (p + q + r + s + t) · 25
t + q + s + p + r + t + q + s + p + r + t + q + s + p + r

= (p + q + r + s + t) · 25
3(p + q + r + s + t)

=
25
3

.
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468. Ako je a = b, jednakost trivijalno va`i. Pretpostavimo da je a < b. Tada je
3
√

a < 3
√

b, pa je i

a + 3
√

a < a + 3
√

b < b + 3
√

b i a + 3
√

a < b + 3
√

a < b + 3
√

b.

Neka je

t = a+ 3
√

a , u = b+ 3
√

b , v = min{a+ 3
√

b, b+ 3
√

a}, w = max{a+ 3
√

b, b+ 3
√

a}.
Tada je t < v < w < u i t + u = v + w. Posmatrajmo, daqe, grafik funkcije
f(x) = 3

√
x i wegove ta~ke: A(t, f(t)), B(u, f(u)), C(v, f(v)), D(w, f(w)) (slika

146).

Slika 146.

Kako je funkcija f konkavna na (0, +∞), du` CD se nalazi �iznad� du`i AB,
a kako je 1

2 (t + u) = 1
2 (v + w), i sredi{te du`i CD je �iznad� sredi{ta du`i

AB, tj.
1
2
(f(t) + f(u)) 6 1

2
(f(v) + f(w)),

odnosno
3
√

a + 3
√

a +
3
√

b + 3
√

b 6 3
√

a + 3
√

b + 3
√

b + 3
√

a .

469. Pretpostavimo da su neke dve ose simetrije s1 i s2 paralelne (videti sliku
147).

Slika 147.

Polaze}i od proizvoqne ta~ke M , koja pripada figuri, obrazujemo niz ta~aka
Mn na slede}i na~in:

Js1(M) = M1, Js2(M1) = M2, Js1(M2) = M3, Js2(M3) = M4, . . .
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Kako rastojawa MMn neograni~eno rastu, sledi da figura nije ograni~ena.
Dakle, svake dve ose simetrije se seku.
Pretpostavimo da neke tri ose simetrije s1, s2, s3 obrazuju trougao. Neka je O
unutra{wa ta~ka tog trougla i M od we najudaqenija ta~ka figure. Tada su O
i M sa iste strane bar jedne ose, recimo s1. Neka je Js1(M) = M1. Ta~ka M1

pripada datoj figuri i nalazi se sa one strane ose s1 sa koje nije O. Neka je N
sredi{te du`i MM1. Tada je ^ONM o{tar, a ^ONM1 tup, odakle sledi da
je OM < OM1, {to je u kontardikciji sa izborom ta~ke M . Dakle, sve ose se
seku u jednoj ta~ki.

470. Prema kosinusnoj teoremi va`i:

cos β =
a2 + c2 − b2

2ac
=

a2 + c2 −
(

a + c

2

)2

2ac
=

3
8

(a

c
+

c

a

)
− 1

4
.

Iz poznate nejednakosti a

c
+

c

a
> 2, dobijamo da je cosβ > 3

8
· 2 − 1

4
=

1
2
,

odakle sledi da je β 6 60◦.

471. Za svako eventualno re{ewe (x, y) datog sistema mora da va`i: x2 − y2 > 0 i
1− x2 + y2 > 0, tj. 0 6 x2 − y2 < 1. Ako uvedemo smenu x + y = u i x− y = v,
odnosno

x =
u + v

2
, y =

u− v

2
, 0 6 uv < 1,

i saberemo jedna~ine datog sistema dobijamo jedna~inu

(1) u− u
√

uv = (a + b)
√

1− uv ,

dok wihovim oduzimawem dobijamo

(2) v + v
√

uv = (a− b)
√

1− uv .

Ako pomno`imo jedna~ine (1) i (2) dobijamo:

uv(1− uv) = (a2 − b2)(1− uv),

tj. (1 − uv)(uv − (a2 − b2)) = 0, a kako je 1 − uv > 0, imamo uv = a2 − b2.
Imaju}i u vidu posledwu jednakost, iz jedna~ina (1) i (2) sledi da je:

u =
(a + b)

√
1− a2 + b2

1−√a2 − b2
i v =

(a− b)
√

1− a2 + b2

1 +
√

a2 − b2
.

Posle kra}eg ra~una dobijamo da, pod uslovom 0 < a2 − b2 < 1, sistem ima
re{ewe:

(x, y) =

(
a + b

√
a2 − b2

√
1− a2 + b2

,
b + a

√
a2 − b2

√
1− a2 + b2

)
.
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472. Neka je d rastojawe centra poligona od proizvoqne stranice. Tada je

d =
1
2

ctg
π

n
.

Ako je P povr{ina datog poligona tada je, s jedne strane P =
n

4
ctg

π

n
, dok je

sa druge

P = P4A1A2M + P4A2A3M + · · ·+ P4AnA1M =
1
2

(d1 + d2 + · · ·+ dn) .

Kako je
1
d1

+
1
d2

+ · · ·+ 1
dn

> n2

d1 + d2 + · · ·+ dn
,

imamo da je
1
d1

+
1
d2

+ · · ·+ 1
dn

> 2n tg
π

n
.

Najzad, iz nejednakosti2 tg
π

n
>

π

n
, dobijamo da je 1

d1
+

1
d2

+ · · ·+ 1
dn

> 2π.

473. Iz P4ASB =
1
2
xy sin α = 4 (videti sliku 148) dobijamo da je

(1) y =
8

x sin α
,

a iz P4CSD =
1
2
zt sin α = 9, da je

(2) t =
18

z sin α
.

Slika 148.

Jednakosti (1) i (2), zajedno sa

PABCD = P4ASB + P4CSD + P4BSC + P4DSA = 13 +
1
2

sin α(yz + xt),

2Ako x ∈ (
0, π

2

)
, tada tg x > x.
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daju: PABCD = 13 +
(

4z

x
+

9x

z

)
. Kako je 4z

x
+

9x

z
> 2

√
4z

x
· 9x

z
= 12, imamo

da je PABCD > 13 + 12 = 25. Dakle, najmawa mogu}a povr{ina je 25 cm2, i
dosti`e se ako je 4z

x
=

9x

z
, tj. ako je x

z
=

2
3
. Tada je i y

t
=

x

z
=

2
3
, pa je

AB ‖ CD, tj. ~etvorougao ABCD je trapez.

474. Nije te{ko videti da je data jedna~ina ekvivalentna sa

(x− cos(xy))2 + sin2(xy) = 0,

odnosno sa
cos(xy) = x i sin(xy) = 0.

Iz sin(xy) = 0, sledi da je xy = kπ, k ∈ Z, pa kako je cos(kπ) = ±1, dobijamo da
x ∈ {−1, 1}. Ako je x = 1, lako se dobija da je y = 2kπ, k ∈ Z. Ako je x = −1,
imamo da je y = (2` + 1)π, ` ∈ Z.
Dakle, (x, y) ∈ {(1, 2kπ) | k ∈ Z} ∪ {(−1, (2` + 1)π) | ` ∈ Z}.

475. Pretpostavimo suprotno, da je a 6= 0 ili b 6= 0, tj. da je a2 + b2 6= 0. Tada je

f(x) =
√

a2 + b2

(
a√

a2 + b2
cosx +

b√
a2 + b2

sin x

)
=

√
a2 + b2 sin(x + ϕ),

gde je sinϕ =
a√

a2 + b2
i cos ϕ =

b√
a2 + b2

(poznato je da takvo ϕ postoji!).

Sada, iz f(x1) = 0, f(x2) = 0 i a2 + b2 6= 0, dobijamo da je

sin(x1 + ϕ) = 0 i sin(x2 + ϕ) = 0,

odnosno x1 +ϕ = mπ i x2 +ϕ = nπ, m,n ∈ Z, odakle je x1 − x2

π
= m−n ∈ Z,

{to je kontradikcija.

476. Nije te{ko videti da je dovoqno dokazati da je −−→MA +
−−→
MB +

−−→
MC =

−→
0 . Neka

su (x0, y0) koordinate ta~ke M (slika 149). Tada je N(−x0,−y0) i r = MN =
2
√

x2
0 + y2

0 , pa je
(x− x0)2 + (y − y0)2 = 4x2

0 + 4y2
0

jedna~ina kru`nice sa centrom u M polupre~nika MN .
Koordinate prese~nih ta~akaA(x1, y1),B(x2, y2) iC(x3, y3) kru`nice i hiper-
bole, odnosno apscise x1, x2, x3, razli~ite od −x0, su re{ewa jedna~ine

(x−x0)2+
(

1
x
− y0

)2

= 4x2
0+4y2

0 , tj. x4−2x0x
3−(3x2

0+3y2
0)x2−2y0x+1 = 0.

Prema Vijetovim formulama je

−x0 + x1 + x2 + x3 = 2x0, tj. x1 + x2 + x3 = 3x0.
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Nije te{ko videti da je i y1 + y2 + y3 = 3y0. Najzad, kako je
−−→
MA = (x1 − x0, y1 − y0),

−−→
MB = (x2 − x0, y2 − y0),

−−→
MC = (x3 − x0, y3 − y0),

na osnovu dokazanih jednakosti sledi da je
−−→
MA +

−−→
MB +

−−→
MC = (x1 + x2 + x3 − 3x0, y1 + y2 + y3 − 3y0) =

−→
0 .

Slika 149.

477. Pretpostavaqamo da vam je poznata (ili da vam ne predstavqa problem da
poka`ete) jednakost AH = a ctg α, gde je H ortocentar trougla ABC (uz stan-
dardno ozna~avawe elemenata trougla).
Dokaz }emo, veoma jednostavno, izvesti primenom kompleksnih brojeva! Pret-
postavimo da se koordinatni po~etak (kompleksne) ravni nalazi u preseku
dijagonala ~etvorougla ABCD, a da temenima ovog ~etvorougla odgovaraju
kompleksni brojevi a, b, c, d. Na osnovu u~iwenih pretpostavki sledi da za
kompleksne brojeve t1 i t2, koji odgovaraju te`i{tima trouglovaAOB iCOD,
va`i: t1 =

a + b

3
i t2 =

c + d

3
, odnosno da je

(1)
−−→
T1T2 = t2 − t1 =

1
3
(c + d− a− b).

S druge strane, ako je ^DOA = ^BOC = ϕ, imamo da je

h1 = i(b− c) ctg ϕ i h2 = i(d− a) ctg ϕ,

gde su h1 i h2 kompleksni brojevi koji odgovaraju ortocentrima H1 i H2, pa je

(2)
−−−→
H1H2 = h2 − h1 = i(c + d− a− b) ctg ϕ.

Po{to preslikavawe z 7→ iz kompleksne ravini zapravo predstavqa rotaciju
za 90◦, iz jednakosti (1) i (2) sledi da su du`iT1T2 iH1H2 me|usobno normalne.
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478. Dokaz sprovodimo kori{}ewem principa matemati~ke indukcije.
Za n = 1 tvr|ewe o~igledno va`i (uzmemo dve ta~ke na rastojawu 1).
Prepostavimo da je tvr|ewe ta~no za neki prirodan broj n. Ozna~imo sa S
skup ta~aka {A1, A2, . . . , Am} takav da je svaka ta~ka iz S na rastojawu 1 od
ta~no n ta~aka skupa S. Opi{imo, zatim, oko svake ta~ke Ai, i = 1, . . . , m,
jedini~nu kru`nicu. Neka su Q1, . . . , Qr ta~ke koje le`e u unutra{wostima
bar dve od ovih kru`nica. Neka je −→e jedini~ni vektor razli~it od bilo kog
od vektora −−−→AiAj ,

−−−→
AiQk, i, j = 1, . . . , m, k = 1, . . . , r. Translirajmo za vektor−→e svaku od ta~aka Ai u ta~ku Bi, i = 1, . . . , m. Sada imamo da je svaka ta~ka

iz {A1, A2, . . . , Am, B1, B2, . . . , Bm} na rastojawu 1 od ta~no n + 1 ta~ke ovog
skupa, ~ime je dokaz indukcijom zavr{en.

479. Iskoristi}emo slede}e dve veoma va`ne leme ~iji se dokazi mogu na}i u ve}ini
kwiga iz teorije brojeva.
LEMA 1. Ako je θ iracionalan broj iN dati pozitivan broj, tada za svaki realan
broj r i svako ε > 0, postoje celi brojevi m i n, pri ~emu je n > N , takvi da je

r − ε

2
< nθ + m < r +

ε

2
,

odnosno za svaki interval (α, β), postoje celi brojevi m i n, pri ~emu je n > N ,
takvi da je nθ + m ∈ (α, β).
LEMA 2. Ako prirodan broj a, ve}i od 1, nije stepen broja 10, tada je broj log a
iracionalan.
Sada smo u mogu}nosti da doka`emo op{tije tvr|ewe od onog ~iji je dokaz na{
zadatak: Za svaki niz od k cifara c1, c2, c3, . . . , ck, k > 2, c1 6= 0, postoji potpun
kvadrat ~iji decimalni zapis po~iwe sa c1c2 . . . ck.
Treba da poka`emo da za neko n imamo da je

n2 = c1c2 . . . ckd1d2 . . . dm,

gde je d1d2 . . . dm neki niz od m cifara.
Neka je

z = c1c2 . . . ck = c110k−1 + · · ·+ ck−110 + ck.

Potra`imo n tako da za neko m va`i

z · 10m 6 n2 < (z + 1) · 10m,

ili ekvivalentno

(∗) log z + m 6 2 log n < log(z + 1) + m.

Potra`imo brojeve n i m u obliku n = 2p i m = 2`. Nejednakosti (∗) postaju
1
2

log z 6 p log 2− ` <
1
2

log(z + 1).
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Prema lemi 1 i lemi 2 postoje prirodni brojevi p i ` koji zadovoqavaju posled-
we nejednakosti, odakle sledi da za ove p i ` va`i i:

z · 102` 6 (2m)2 < (z + 1) · 102`.

Dakle, broj (2m)2 po~iwe ciframa c1c2 . . . ck.

480. Na|imo najpre broj svih sedmo~lanih podskupova od {1, 2, . . . , 39} u kojima
nema susednih brojeva. Skup {1, 2, . . . , 39} mo`emo zamisliti kao niz od 39
lopti. Zamislimo i da smo uzeli sedam lopti iz ovog niza i obojili ih crnom
bojom, a preostale 32 neizabrane lopte belom. Ako `elimo da vratimo crne
lopte tako da nikoje dve od wih ne budu susedne, moramo izabrati sedam od 33

mesta, tj. ovakvo postavqawe crnih lopti mogu}e je izvr{iti na
(

33
7

)
na~ina,

a toliko ima i sedmo~lanih podskupova bez susednih elemenata. Sedmo~lanih
podskupova sa bar jednim parom susednih elemenata ima

(
39
7

)
−

(
33
7

)
. Dakle,

tra`eni odnos je

(
39
7

)
−

(
33
7

)

(
39
7

) ≈ 72, 22%.

481. Svaki podskup od {1, 2, . . . , n} mo`emo idetifikovati sa tzv. binarnim nizom
(nizom skupa {0, 1}) koji je du`ine n: za svako k iz {1, 2, . . . , n}, na k-tom mestu
stoji 1 ako i samo ako k pripada datom podskupu, ina~e stoji 03. Za svako n ∈ N,
neka je an broj binarnih nizova du`ine n u kojima se ne pojavquju dve susedne
jedinice. Da bismoformirali neki binarni niz du`inen u kome nema susednih
jedinica, mo`emo po~eti sa 0 i nastaviti ga na an−1 na~ina, ili po~eti sa 1,
tj. sa 10, i nastaviti ga na an−2 na~ina. Tako dobijamo vezu an = an−1 + an−2,
pri ~emu je i a1 = 2, a2 = 3, {to direktno mo`emo odrediti. Dakle, an je n+2.
~lan poznatog Fibona~ijevog niza: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, . . . (prva dva ~lana
ovog niza su jednaka 1, a svaki naredni jednak je zbiru prethodna dva).

482. Najpre imamo da je f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0), odakle sledi f(0) = 0, a
tako|e i 0 = f(0) = f(x + (−x)) = f(x) + f(−x), odakle je f(−x) = −f(x), za
svako x iz Q. Daqe, kako je:

f(2x) = f(x) + f(x) + x2 · 2x = 2f(x) + 2x3,

f(3x) = f(x) + f(2x) + x · 2x · 3x = f(x) + (2f(x) + 2x3) + 6x3

= 3f(x) + (1 · 2 + 2 · 3)x3,

...

�naslu}ujemo� op{tu jednakost:

f(nx) = n · f(x) + (1 · 2 + 2 · 3 + . . . + (n− 1)n)x3,

3Za n = 5, na primer, podskupu {2, 3} ⊆ {1, 2, 3, 4, 5} odgovara niz 01100.
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odnosno

f(nx) = n · f(x) +
1
3
(n− 1)n(n + 1)x3 = n

(
f(x) +

1
3
(n2 − 1)x3

)
.

Prepu{tamo ~itaocima da posledwu jednakost samostalno doka`u (matemati~-
kom indukcijom). Sada, za svaki prirodan broj n imamo da je:

1 = f(1) = f

(
n · 1

n

)
= n

(
f

(
1
n

)
+

1
3
(n2 − 1) · 1

n3

)
,

odakle nije te{ko zakqu~iti da je:

f

(
1
n

)
=

1
3n

(
2 +

1
n2

)
, n ∈ N.

Najzad, za proizvoqne prirodne brojeve m i n dobijamo:

f
(m

n

)
= m

(
f

(
1
n

)
+

1
3
(m2 − 1) · 1

n3

)
= . . . =

1
3
· m

n

(
2 +

m2

n2

)
.

Dakle, prema jednakostima koje smo pokazali, f(x) =
2
3
x +

1
3
x3, x ∈ Q.

483. Ako n ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, verovatno}e p(n) se neposredno ra~unaju:
p(1) =

1
6
,

p(2) =
1
6

+
1
6
p(1) =

1
6

(
1 +

1
6

)
,

p(3) =
1
6

+
1
6
p(1) +

1
6
p(2) =

1
6

(
1 +

1
6

)2

,
...

p(6) =
1
6

+
1
6
p(1) + · · ·+ 1

6
p(5) =

1
6

(
1 +

1
6

)5

.

Ako je n > 7, imamo da je

p(n) =
1
6

(p(n− 1) + p(n− 2) + · · ·+ p(n− 6)) ,

tj. svaki ~lan niza p(n), n > 7, jednak je aritmeti~koj sredini prethodnih
{est ~lanova. Kako je aritmeti~ka sredina uvek mawa od najve}eg tih brojeva
i kako je p(1) < p(2) < . . . < p(5) < p(6), to je p(n) najve}e ako je n = 6.
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