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ME�UNARODNE I BALKANSKE
MATEMATIQKE OLIMPIJADE

Me±unarodne matematiqke olimpijade (IMO) odr¼avaju se od 1959. godine, prva
je odr¼ana u Rumuniji. Na ǌima se u rexavaǌu matematiqkih zadataka takmiqe
mladi matematiqari-sredǌoxkolci iz velikog broja zemaǉa (posledǌih godina
preko 70). Radi se xest zadataka za dva dana. Najuspexnijim takmiqarima se
dodeǉuju nagrade, prva, druga i tre²a, kao i pohvale. Ukupan broj nagrada je oko
polovine broja svih takmiqara, a odnos broja prvih, drugih i tre²ih nagrada je
pribli¼no 1 : 2 : 3.

Jugoslavija uqestvuje na IMO od 1963. godine i naxi takmiqari su na nekim
od tih olimpijada ostvarili veoma zapa¼ene rezultate. Pomenimo prve nagrade
Franca Dacara 1963, B. Varga Jo¼efa i Miodraga ´ivkovi²a 1974, Mladena
Despi²a 1982. i Radeta Todorovi²a 1989. godine.

Prva Balkanska matematiqka olimpijada (BMO) odr¼ana je u Grqkoj 1984. go-
dine. Na ǌoj uqestvuje ve²ina balkanskih zemaǉa (Jugoslavija od 1987). Takmi-
qeǌe se odr¼ava na naqin kao i IMO, sem xto traje jedan dan i rade se qetiri
zadatka.

Zadaci i rexeǌa svih zadataka sa IMO 1959–1985. objavǉeni su u zbirci

Me�unarodne matematiqke olimpijade, Materijali za mlade matematiqare,
sveska 11 (drugo izdaǌe), Druxtvo matematiqara Srbije 1986.

U ovoj zbirci su dati zadaci i rexeǌa sa svih dvanaest dosad odr¼anih BMO
(1984–1995), kao i IMO u tim godinama.

U daǉem dajemo pregled uqex²a jugoslovenskih mladih matematiqara na pome-
nutim takmiqeǌima.

1984 (IMO – Qehoslovaqka, BMO – Grqka)

Roman Drnovxek Nikola Laki�
Andrej Dujela Aleksandar Markovi�
Aleksandar Zorovi� Urox Seǉak

Na IMO su tre²e nagrade osvojili:

Andrej Dujela, Roman Drnovxek, Aleksandar Markovi� i Nikola Laki�.
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1985 (IMO – Finska, BMO – Bugarska)

Marko Vojinovi� Marko Jankovi�
Goran Gogi� Boban Nikoli�
Roman Drnovxek Saxo �eroski

Na IMO su tre²e nagrade osvojili:

Roman Drnovxek i Saxo �eroski.

1986 (IMO – Poǉska, BMO – Rumunija)

Predrag Anti� Nikola Ruxkuc
Domagoj Kovaqevi� Jo�e Fabqiq
Olivera Milenkovi� Zoran Qrǌa

Na IMO su tre²e nagrade osvojili:

Jo�e Fabqiq i Domagoj Kovaqevi�.

1987 (IMO – Kuba, BMO – Grqka)

Nebojxa Vasiǉevi� Olivera Milenkovi�
Predrag Janiqi� Aleksandra Smiǉani�
Vlado Kexeǉ Rade Todorovi�

Na IMO su osvojili:

Rade Todorovi� — drugu nagradu;

Vlado Kexeǉ, Nebojxa Vasiǉevi� i Aleksandra Smiǉani� — tre²e nagrade.

Na BMO su osvojili:

Rade Todorovi� i Vlado Kexeǉ — prve nagrade;

Nebojxa Vasiǉevi� i Predrag Janiqi� — druge nagrade;

Olivera Milenkovi� i Aleksandra Smiǉani� — tre²e nagrade.

1988 (IMO – Australija, BMO – Kipar)

Miran Bo�iqevi� Aleksandra Smiǉani�
Rastko Marinkovi� Rade Todorovi�
Toma� Slivnik Riste Xkrekovski

Na IMO su tre²e nagrade osvojili:

Rade Todorovi�, Rastko Marinkovi�, Toma� Slivnik i Riste Xkrekovski.

Na BMO su osvojili:

Rade Todorovi� — prvu nagradu;

Vlado Kexeǉ i Miran Bo�iqevi� — druge nagrade;

Aleksandra Smiǉani�, Rastko Marinkovi� i Riste Xkrekovski — tre²e
nagrade.
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1989 (IMO – Nemaqka, BMO – Jugoslavija)

Andrej Vilfan Nebojxa Nikoli�
Predrag Grkovi� Milena Radnovi�
Rastko Marinkovi� Rade Todorovi�

Na IMO su osvojili:

Rade Todorovi� — prvu nagradu (maksimalni mogu²i broj poena);

Rastko Marinkovi�, Nebojxa Nikoli� i Predrag Grkovi� — druge nagrade;

Milena Radnovi� — tre²u nagradu.

Na BMO su osvojili:

Rade Todorovi�, Rastko Marinkovi� i Milena Radnovi� — prve nagrade;

Andrej Vilfan i Predrtag Grkovi� — druge nagrade;

Nebojxa Nikoli� — tre²u nagradu.

1990 (IMO – Kina, BMO – Bugarska)

Ivan Ani� Vaǌa Duǌi�
Vladimir Balti� Alen Selimbegovi�
Igor Dolinka Miroslav Xilovi�

Na IMO su osvojili:

Miroslav Xilovi� — drugu nagradu;

Vladimir Balti� i Igor Dolinka — tre²e nagrade,

dok je Ivan Ani� pohvaǉen.

Na BMO su osvojili:

Igor Dolinka — prvu nagradu;

Ivan Ani�, Vladimir Balti�, Alen Selimbegovi� i Miroslav Xilovi� —
druge nagrade;

Vaǌa Duǌi� — tre²u nagradu.

1991 (IMO – Xvedska, BMO – Rumunija)

Vladimir Balti� Darko Marinov
Igor Dolinka Kristina Rogale
Mladen Laudanovi� Toma� Cedilnik

Na IMO su osvojili:

Igor Dolinka i Mladen Laudanovi� — druge nagrade;

Vladimir Balti�, Toma� Cedilnik i Kristina Rogale — tre²e nagrade.

Na BMO su osvojili:

Mladen Laudanovi� — prvu nagradu;

Igor Dolinka i Darko Marinov — druge nagrade;

Vladimir Balti� i Toma� Cedilnik — tre²e nagrade.
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1992 (IMO – Rusija, BMO – Grqka)
Vladimir Bo�in Mladen Laudanovi�
Igor Dolinka Petar Markovi�
Ranko Lazi� Velibor Tintor

Na IMO su osvojili:
Igor Dolinka i Vladimir Bo�in — druge nagrade;
Mladen Laudanovi�, Velibor Tintor, Ranko Lazi� i Petar Markovi� —
tre²e nagrade.
Na BMO su osvojili:
Igor Dolinka, Mladen Laudanovi� i Velibor Tintor — prve nagrade;
Vladimir Bo�in, Petar Markovi� i Ranko Lazi� — druge nagrade.

1993 (IMO – Turska, BMO – Kipar)
Nebojxa Gvozdenovi� Darko Ostoji�
Petar �api� Iva Stavrov
Vladimir Nikoli� Dragan Stevanovi�

Na IMO naxa ekipa nije uqestvovala, a na BMO su osvojili:
Dragan Stevanovi� — prvu nagradu;
Petar �api�, Darko Ostoji� i Nebojxa Gvozdenovi� — druge nagrade;
Vladimir Nikoli� i Iva Stavrov — tre²e nagrade.

1994 (IMO – Hongkong, BMO – Jugoslavija)
Milena Davidovi� �or�e Krtini�
Igor Iri� Igor Salom
Vesna Kadelburg Miroslav Treml

Na IMO naxa ekipa nije uqestvovala, a na BMO su osvojili:
Miroslav Treml — drugu nagradu;
Milena Davidovi� i Vesna Kadelburg — tre²e nagrade.

1995 (IMO – Kanada, BMO – Bugarska)
�or�e Krtini� Igor Salom
�or�e Mili�evi� Miroslav Treml
Viktor Rozgi� Boris Xobot

Na IMO nagrade su osvojili:
Miroslav Treml i �or�e Mili�evi� – druge nagrade;
Igor Salom, Boris Xobot i �or�e Krtini� – tre²e nagrade,
dok je Viktor Rozgi� pohvaǉen.
Na BMO nagrade su osvojili:
�or�e Mili�evi� i Miroslav Treml — prve nagrade;
Boris Xobot — drugu nagradu;
Viktor Rozgi� i Igor Salom — tre²e nagrade.



ZADACI SA ME�UNARODNIH
MATEMATIQKIH OLIMPIJADA

IMO ’84

1. Neka su x, y i z nenegativni realni brojevi za koje va¼i jednakost x+y+z = 1.
Dokazati nejednakost

0 6 xy + yz + zx− 2xyz 6 7
27

.

(SR Nemaqka)

2. Na²i jedan par prirodnih brojeva a, b za koje va¼i:
(1) proizvod ab(a + b) nije deǉiv sa 7;
(2) broj (a + b)7 − a7 − b7 deǉiv je sa 77.

(Holandija)

3. U ravni su date dve razliqite taqke O i A. Za svaku taqku X te ravni,
razliqitu od O, oznaqimo sa α(X) veliqinu ugla AOX izra¼enu u radijanima
(0 6 α(X) < 2π, ugao se meri od kraka AO u smeru suprotnom od kazaǉke na

satu). Oznaqimo sa C(X) krug sa centrom O i polupreqnikom OX +
α(X)
OX

.
Pretpostavimo da je svaka taqka u ravni obojena jednom od konaqno mnogo boja.
Dokazati da postoji taqka Y u ravni za koju je α(Y ) > 0, takva da se na krugu
C(Y ) nalazi taqka obojena istom bojom kao i Y .

(Rumunija)

4. Neka je ABCD konveksan qetvorougao, takav da je prava CD tangenta na krug
sa dijametrom AB. Dokazati da je prava AB tangenta na krug sa dijametrom
CD ako i samo ako su prave BC i AD paralelne.

(Rumunija)

5. Oznaqimo sa d zbir du¼ina svih dijagonala ravnog konveksnog poligona sa n
temena (n > 3), a sa p ǌegov obim. Dokazati da je

n− 3 <
2d

p
<

[n

2

] [
n + 1

2

]
− 2.

(Mongolija)
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6. Neka su a, b, c, d neparni celi brojevi za koje va¼e slede²i uslovi:
(1) 0 < a < b < c < d;
(2) ad = bc;
(3) a + d = 2k, b + c = 2m za neke prirodne brojeve k i m.
Dokazati da je a = 1.

(Poǉska)

IMO ’85

1. Krug ima sredixte na stranici AB konveksnog tetivnog qetvorougla ABCD.
Preostale tri stranice dodiruju taj krug. Dokazati da je AD + BC = AB.

(V. Britanija)
2. Neka je n prirodan broj, k ceo broj uzajamno prost sa n, 1 6 k 6 n − 1 i

M = {1, 2, . . . , n−1}. Svaki element iz M obojen je jednom od dve boje – belom
ili plavom – tako da va¼i:
(1) za svako i ∈ M , brojevi i, n− i imaju jednaku boju;
(2) za svako i ∈ M , i 6= k, brojevi i, |i− k| imaju jednaku boju.
Dokazati da svi elementi iz M imaju jednaku boju.

(Australija)
3. Za polinom P s celobrojnim koeficijentima a0 + a1x + a2x

2 + · · · + akxk sa
w(P ) je oznaqen broj koeficijenata aj koji su neparni. Za svaki nenegativan
ceo broj i neka je Qi(x) = (1 + x)i. Dokazati da ako celi brojevi i1, i2, . . . , in
zadovoǉavaju uslov 0 6 i1 < i2 < · · · < in, tada je

w(Qi1 + Qi2 + · · ·+ Qin) > w(Qi1).

(Holandija)
4. Dat je skup M koji se sastoji od 1985 razliqitih prirodnih brojeva. Nijedan

od ǌih nema prostog delioca ve²eg od 26. Dokazati da se iz skupa M mogu
izabrati qetiri me±usobno razliqita broja qiji je proizvod qetvrti stepen
celog broja.

(Mongolija)
5. Dati su trougao ABC i krug sa centrom O koji sadr¼i taqke A i C i seqe du¼i

AB i BC jox u razliqitim taqkama K i N , respektivno. Krugovi opisani
oko trouglova ABC i KBN imaju taqno dve zajedniqke taqke B i M .
Dokazati da je ugao OMB prav.

(SSSR)
6. Za svaki realan broj x1 definixe se niz x1, x2, . . . , xn, . . . pomo²u

xn+1 = xn

(
xn +

1
n

)
za n = 1, 2, 3, . . . .

Dokazati da postoji jedna i samo jedna vrednost x1, takva da va¼i

0 < xn < xn+1 < 1 za svako n.

(Xvedska)
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IMO ’86

1. Neka je d prirodan broj razliqit od 2, 5, 13. Dokazati da se u skupu {2, 5, 13, d}
mogu izabrati dva razliqita broja a i b tako da ab−1 nije kvadrat celog broja.

(SR Nemaqka)
2. U ravni je dat trougao A1A2A3 i taqka P0. Oznaqimo As = As−3 za svaki

prirodan broj s > 4. Konstruiximo niz taqaka P0, P1, P2, . . . tako da se
taqka Pk+1 dobija rotacijom taqke Pk za 120◦ u smeru kazaǉke na satu oko
taqke Ak+1 (k = 0, 1, 2, . . . ). Dokazati da ako je P1986 = P0, tada trougao
A1A2A3 mora biti jednakostraniqan.

(Kina)
3. Svakom temenu pravilnog petougla je pridru¼en ceo broj, tako da je zbir svih

brojeva pozitivan. Ako trima uzastopnim temenima odgovaraju brojevi x, y, z
i y < 0, tada se vrxi slede²a operacija: brojevi x, y, z se zameǌuju sa x + y,
−y, z+y, respektivno. Takva operacija se vrxi uzastopno sve dok je bar jedan
od pet brojeva negativan. Odrediti da li se ovaj proces obavezno zavrxava u
konaqno mnogo koraka.

(Nemaqka DR)
4. Neka su A, B susedna temena pravilnog n-tougla qiji je centar taqka O, n > 5.

Trougao XY Z, podudaran sa OAB, postavǉen je u poqetku tako da se taqke
X, Y , Z podudaraju sa O, A, B, respektivno. Zatim se trougao XY Z kre²e
u ravni n-tougla, tako da temena Y i Z ostaju na rubu n-tougla, a X ostaje
unutar ǌega. Kakvu figuru opisuje taqka X kad Y jednom obi±e ceo rub n-
tougla?

(Izrael)
5. Na²i sve funkcije f definisane na skupu nenegativnih realnih brojeva, sa

nenegativnim realnim vrednostima, tako da va¼i:
(i) f [xf(y)]f(y) = f(x + y) za sve x, y > 0;
(ii) f(2) = 0;
(iii) f(x) 6= 0 za sve 0 6 x < 2.

(V. Britanija)
6. Dat je konaqan skup taqaka u ravni, tako da svaka ima celobrojne koordinate.

Da li je mogu²e obojiti neke taqke tog skupa crvenom, a sve preostale belom
bojom, tako da za svaku pravu L paralelnu bilo kojoj koordinatnoj osi, razlika
izme±u broja belih i crvenih taqaka na L bude −1, 0 ili 1? Obrazlo¼iti.

(Nemaqka DR)

IMO ’87

1. Neka je Sn = {1, 2, . . . , n}. Oznaqimo sa pn(k) broj permutacija skupa Sn koje
imaju taqno k fiksnih taqaka (k > 0, n > 1). Dokazati da je

n∑
k=0

kpn(k) = n!.
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[Permutacija skupa Sn je bijekcija skupa Sn na samog sebe. Ka¼emo da je j
fiksna taqka permutacije f ako je f(j) = j.]

(SR Nemaqka)

2. Kroz teme A oxtrouglog trougla ABC povuqena je simetrala ugla, koja seqe
stranicu BC u taqki L, a opisani krug trougla ABC u taqkama A i N . Iz L
su na AB, odnosno AC, spuxtene normale LK, odnosno LM (pri qemu K ∈ AB,
M ∈ AC). Dokazati da je povrxina qetvorougla AKNM jednaka povrxini
trougla ABC.

(SSSR)

3. Neka su x1, x2, . . . , xn realni brojevi za koje je x2
1+x2

2+· · ·+x2
n = 1. Dokazati

da za svaki prirodan broj k > 2 postoje celi brojevi a1, a2, . . . , an koji nisu
svi jednaki 0, takvi da va¼i |ai| 6 k − 1 za i = 1, 2, . . . , n i

|a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn| 6 (k − 1)
√

n

kn − 1
.

(SR Nemaqka)

4. Dokazati da ne postoji funkcija f : N0 → N0 za koju je f(f(n)) = n + 1987 za
svaki n ∈ N0. [N0 = {0, 1, 2, . . . }]

(Vijetnam)

5. Dokazati da za svaki prirodan broj n > 3 u ravni postoji n taqaka, takvih da
je:
(a) udaǉenost izme±u bilo koje dve taqke iracionalna i
(b) svake tri taqke odre±uju nedegenerisani trougao (tj. nekolinearne su) i

taj trougao ima racionalnu povrxinu.
(Nemaqka DR)

6. Dat je prirodan broj n, n > 2. Dokazati da ako je broj k2 + k + n prost za
svaki ceo broj k koji zadovoǉava 0 6 k 6

√
n/3, tada je k2 + k + n prost za

svaki ceo broj k takav da je 0 6 k 6 n− 2.
(SSSR)

IMO ’88

1. U ravni su data dva koncentriqna kruga polupreqnika R i r (R > r). Neka je
P fiksirana taqka na maǌem krugu, a taqka B neka se kre²e po ve²em krugu.
Prava BP seqe ve²i krug jox u taqki C. Normala l na BP kroz P seqe maǌi
krug jox u A (ako je l tangenta na krug u taqki P , smatramo da je A = P ).
(i) Na²i skup svih vrednosti izraza BC2 + CA2 + AB2.
(ii) Na²i skup svih sredixta du¼i AB.

(Luksemburg)

2. Neka je n prirodan broj i neka su A1, A2, . . . , A2n+1 podskupovi nekog skupa
B. Pretpostavimo da:
(a) svaki Ai ima taqno 2n elemenata,
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(b) svaki Ai ∩Aj (1 6 i < j 6 2n + 1) sadr¼i taqno jedan element i
(v) svaki element iz B jeste element bar dvaju skupova Ai.
Za koje vrednosti broja n mo¼emo svakom elementu skupa B pridru¼iti jedan
od brojeva 0 ili 1 na takav naqin da za svaki skup Ai broj ǌegovih elemenata
kojima je pridru¼ena 0 iznosi taqno n?

(Qehoslovaqka)

3. Funkcija f definisana je na skupu prirodnih brojeva sa

f(1) = 1, f(3) = 3,

f(2n) = f(n),

f(4n + 1) = 2f(2n + 1)− f(n),

f(4n + 3) = 3f(2n + 1)− 2f(n),

za sve prirodne brojeve n. Odrediti broj prirodnih brojeva n, maǌih ili
jednakih 1988, za koje je f(n) = n.

(V. Britanija)

4. Dokazati da je skup svih realnih brojeva x za koje je

70∑
k=1

k

x− k
> 5

4

unija disjunktnih poluotvorenih intervala, qiji zbir du¼ina iznosi 1988.
(Irska)

5. Neka je ABC trougao s pravim uglom kod A, a D podno¼je visine iz A. Prava
koja prolazi kroz sredixta krugova upisanih u trouglove ABD i ACD seqe
stranice AB i AC u taqkama K i L. Ako je S, odnosno T , povrxina trougla
ABC, odnosno AKL, dokazati da je S > 2T .

(Grqka)

6. Neka su a i b prirodni brojevi, takvi da je a2 + b2 deǉivo sa ab+1. Dokazati

da je
a2 + b2

ab + 1
kvadrat nekog celog broja.

(SR Nemaqka)

IMO ’89

1. Dokazati da se skup {1, 2, . . . , 1989} mo¼e predstaviti kao disjunktna unija
svojih podskupova Ai (i = 1, 2, . . . , 117) tako da:
(i) svaki Ai sadr¼i 17 elemenata;
(ii) zbir svih elemenata svakog od skupova Ai je isti.

(Filipini)

2. U oxtrouglom trouglu ABC simetrala unutraxǌeg ugla kod A seqe opisani
krug jox u taqki A1. Taqke B1 i C1 definixu se sliqno. Neka je A0 taqka
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preseka prave AA1 sa simetralama spoǉaxǌih uglova kod B i C. Taqke B0 i
C0 definixu se sliqno. Dokazati:
(i) povrxina trougla A0B0C0 je jednaka dvostrukoj povrxini xestougla

AC1BA1CB1;
(ii) povrxina trougla A0B0C0 je najmaǌe qetiri puta ve²a od povrxine tro-

ugla ABC.
(Australija)

3. Neka su n i k prirodni brojevi i neka je S skup od n taqaka u ravni, takvih
da:
(i) nikoje tri taqke iz S nisu kolinearne i
(ii) za svaku taqku P ∈ S postoji bar k taqaka u S koje su na podjednakom

rastojaǌu od P .

Dokazati da je k <
1
2

+
√

2n.

(Holandija)
4. Neka je ABCD konveksan qetvorougao, takav da za stranice AB, AD, BC va¼i

AB = AD + BC. Pretpostavimo da postoji taqka P unutar tog qetvorougla
na rastojaǌu h od prave CD, takva da je AP = h + AD i BP = h + BC.
Dokazati da je

1√
h

> 1√
AD

+
1√
BC

.

(Island)
5. Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji n uzastopnih prirodnih brojeva

od kojih nijedan nije ceo stepen prostog broja.
(Xvedska)

6. Za permutaciju (x1, x2, . . . , x2n) skupa {1, 2, . . . , 2n} ka¼emo da ima svojstvo
P ako je |xi − xi+1| = n bar za neko i ∈ {1, 2, . . . , 2n − 1}. Dokazati da, za
proizvoǉno n, ima vixe permutacija koje imaju svojstvo P nego onih koje ga
nemaju.

(Poǉska)

IMO ’90

1. Tetive AB i CD kruga seku se u taqki E unutar kruga. Neka je M unutraxǌa
taqka du¼i EB i neka tangenta u taqki E kruga opisanog oko trougla DEM
seqe prave BC i AC u F i G, respektivno. Izraziti odnos EG : EF u
funkciji od t = AM : AB.

(Indija)
2. Neka je n > 3 i neka je E skup od 2n − 1 razliqitih taqaka na krugu. Treba

taqno k od tih taqaka obojiti crno. Za takvo bojeǌe ka¼emo da je ,,dobro“ ako
postoji bar jedan par crnih taqaka, takav da unutraxǌost jednog od lukova
kruga ǌima odre±enih sadr¼i taqno n taqaka iz E. Na²i najmaǌu vrednost
broja k za koju je svako takvo bojeǌe skupa E dobro.

(Qehoslovaqka)
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3. Odrediti sve prirodne brojeve n > 1 za koje va¼i n2 | 2n + 1.
(Rumunija)

4. Neka je Q+ skup svih pozitivnih racionalnih brojeva. Konstruisati bar
jednu funkciju f : Q+ → Q+ takvu da je

f(xf(y)) =
f(x)

y

za sve x, y ∈ Q+.
(Turska)

5. Dat je prirodan broj n0 > 1. Igraqi A i B biraju prirodne brojeve n1, n2,
n3, . . . naizmeniqno prema slede²im pravilima.
Znaju²i n2k, igraq A bira proizvoǉan broj n2k+1 za koji je n2k 6 n2k+1 6 n2

2k.

Znaju²i n2k+1, igraq B bira proizvoǉan broj n2k+2 za koji je
n2k+1

n2k+2
pozitivan

stepen prostog broja.
Igraq A dobija igru ako izabere broj 1990, a igraq B ako izabere broj 1.
Za koje n0: (a) A ima pobedniqku strategiju; (b) B ima pobedniqku strategiju;
(v) nijedan igraq nema pobedniqku strategiju?

(SR Nemaqka)
6. Dokazati da postoji konveksan 1990-ugao sa slede²a dva svojstva:

(a) svi ǌegovi uglovi su jednaki;
(b) du¼ine ǌegovih stranica su 12, 22, 32, . . . , 19902, u nekom poretku.

(Holandija)

IMO ’91

1. Dat je trougao ABC. Neka su A′, B′, C ′ taqke preseka simetrala uglova CAB,
ABC, BCA sa stranicama BC, CA, AB respektivno i I centar upisanog kruga
tog trougla. Dokazati da je

1
4

<
AI ·BI · CI

AA′ ·BB′ · CC ′
6 8

27
.

(SSSR)
2. Neka je n ceo broj, n > 6, i a1, a2, . . . , ak svi prirodni brojevi koji su maǌi

od n i uzajamno prosti sa n. Ako je

a2 − a1 = a3 − a2 = · · · = ak − ak−1 > 0,

tada je n ili prost broj ili stepen broja 2. Dokazati.
(Rumunija)

3. Neka je S = {1, 2, 3, . . . , 280}. Na²i najmaǌi prirodan broj n takav da svaki
n-elementni podskup skupa S sadr¼i 5 brojeva od kojih su svaka dva uzajamno
prosti.

(Kina)
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4. Dat je povezan graf G sa k ivica. Dokazati da se ǌegove ivice mogu numeri-
sati svim brojevima 1, 2, . . . , k tako da za svaki vrh v grafa koji je spojen
ivicama sa bar dva druga vrha va¼i: najve²i zajedniqki delilac svih brojeva,
kojima su numerisane ivice qiji je jedan vrh v, jednak je 1.
[Graf G se sastoji od skupa taqaka koje se zovu vrhovi, zajedno sa skupom ivica
koje spajaju neke parove razliqitih vrhova. Za graf G se ka¼e da je povezan
ako za svaki par razliqitih vrhova {x, y} postoji neki niz vrhova x = v0, v1,
v2, . . . , vm = y takav da je svaki par vrhova vi, vi+1 (0 6 i < m) spojen ivicom
iz G.]

(SAD)

5. Neka je P unutraxǌa taqka trougla ABC. Dokazati da je bar jedan od uglova
PAB, PBC, PCA maǌi ili jednak 30◦.

(Francuska)

6. Dat je realan broj a > 1. Konstruisati ograniqen beskonaqan niz realnih
brojeva x0, x1, x2, . . . takav da nejednakost

|xi − xj | · |i− j|a > 1

va¼i za svaki par razliqitih brojeva i, j.
[Beskonaqan niz realnih brojeva x0, x1, x2, . . . je ograniqen ako postoji
konstanta C takva da je |xi| 6 C za svaki i > 0.]

(Holandija)

IMO ’92

1. Na²i sve cele brojeve a, b, c, takve da je 1 < a < b < c i da je broj abc − 1
deǉiv brojem (a− 1)(b− 1)(c− 1).

(N. Zeland)

2. Na²i sve funkcije f : R → R, takve da je f(x2 + f(y)) = y + (f(x))2 za sve x,
y iz R.

(Indija)

3. U prostoru je dato 9 taqaka, od kojih nikoje qetiri ne le¼e u jednoj ravni.
Svake dve taqke su povezane pomo²u du¼i. Du¼ mo¼e biti obojena plavom ili
crvenom bojom, ili mo¼e biti ostavǉena neobojena. Na²i najmaǌu vrednost n,
takvu da pri proizvoǉnom bojeǌu n du¼i postoji trougao qije su sve stranice
obojene istom bojom.

(Kina)

4. U ravni su dati krug c, prava l koja dodiruje c i taqka M na l. Na²i skup
svih taqaka P koje zadovoǉavaju slede²i uslov: postoje dve taqke Q i R na l,
takve da je M sredixte du¼i QR i da je c upisani krug trougla PQR.

(Francuska)



IMO ’93 Zadaci 13

5. Neka je Oxyz pravougli koordinatni sistem u prostoru, S konaqan skup taqaka
u prostoru i Sx, Sy, Sz skupovi ortogonalnih projekcija svih taqaka iz S na
ravni Oyz, Ozx, Oxy respektivno. Dokazati da je |S|2 6 |Sx| · |Sy| · |Sz|.

(Italija)
6. Za svaki prirodan broj n sa S(n) oznaqimo najve²i prirodan broj, takav da

za svako celo k, 1 6 k 6 S(n), broj n2 mo¼e biti predstavǉen u obliku zbira
k kvadrata prirodnih brojeva.
(a) Dokazati da je S(n) 6 n2 − 14 za svako n > 4.
(b) Na²i prirodan broj n, takav da je S(n) = n2 − 14.
(v) Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n, takvih da je

S(n) = n2 − 14.
(V. Britanija)

IMO ’93

1. Neka je n > 1 prirodan broj i

f(x) = xn + 5xn−1 + 3.

Dokazati da se f(x) ne mo¼e predstaviti kao proizvod dva polinoma sa celo-
brojnim koeficijentima stepena najmaǌe 1.

(Irska)
2. Dat je oxtrougli trougao ABC i taqka D unutar ǌega, takva da je ]ADB =

]ACB + 90◦ i AC ·BD = AD ·BC.

(a) Izraqunati
AB · CD

AC ·BD
.

(b) Dokazati da su tangente na opisane krugove trouglova ACD i BCD u
taqki D me±usobno normalne.

(V. Britanija)
3. Na beskonaqnoj xahovskoj tabli igra se slede²a igra: U poqetku je n2 ¼etona

pore±ano na tabli u jednom n × n kvadratu, tako da svaki ¼eton zauzima po
jedno poǉe. Jedan potez u igri sastoji se u tome da se jedan ¼eton premesti
u horizontalnom ili vertikalnom pravcu preko ¼etona koji se nalazi na su-
sednom poǉu na slede²e poǉe, pod uslovom da ono nije zauzeto. Preskoqeni
¼eton se pri tome skida sa table.
Odrediti sve vrednosti broja n za koje se ova igra mo¼e zavrxiti tako da na
tabli ostane taqno jedan ¼eton.

(Finska)
4. Ako su P , Q i R taqke jedne ravni, oznaqimo sa m(PQR) najkra²u visinu

trougla PQR (pri tom je m(PQR) = 0 ako su P , Q i R kolinearne). Ako su
date taqke A, B i C, dokazati da za svaku taqku X ǌihove ravni va¼i

m(ABC) 6 m(ABX) + m(AXC) + m(XBC).

(BJR Makedonija)
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5. Ispitati da li postoji funkcija f : N → N za koju va¼i:
f(1) = 2,
f(f(n)) = f(n) + n za sve n ∈ N i
f(n) < f(n + 1) za sve n ∈ N.

(Nemaqka)
6. Neka je n > 1 prirodan broj i neka je n lampi L0, L1, . . . , Ln−1 pore±ano tim

redom po krugu. Svaka lampa mo¼e biti ukǉuqena ili iskǉuqena. Izvodi se
niz operacija S0, S1, . . . , Si, . . . , pri qemu operacija Sj mo¼e da promeni samo
staǌe lampe Lj i definixe se na slede²i naqin: ako je lampa Lj−1 ukǉuqena,
staǌe lampe Lj se meǌa, a ako nije, staǌe lampe Lj ostaje isto. Lampe su
numerisane po modulu n, tj. L−1 = Ln−1, L0 = Ln, L1 = Ln+1 itd. U poqetku
su sve lampe ukǉuqene. Dokazati:
(a) Postoji prirodan broj M(n) takav da su posle M(n) operacija sve lampe

ponovo ukǉuqene.
(b) Ako je broj n oblika 2k, tada su posle n2−1 operacija sve lampe ukǉuqene.
(v) Ako je n oblika 2k+1, tada su posle n2−n+1 operacija sve lampe ukǉuqene.

(Holandija)

IMO ’94

1. Neka su m i n prirodni brojevi i neka su a1, a2, . . . , am razliqiti elementi
skupa {1, 2, . . . , n} takvi da kadgod je ai + aj 6 n za neke i, j, 1 6 i < j 6 m,
tada postoji k, 1 6 k 6 m, za koji je ai + aj = ak. Dokazati da je

a1 + a2 + · · ·+ am

m
> n + 1

2
.

(Francuska)
2. Neka je ABC jednakokraki trougao sa AB = AC. Pretpostavimo da:

(i) M je sredixte du¼i BC i O je taqka prave AM za koju je OB normalno
na AB;

(ii) Q je proizvoǉna taqka du¼i BC razliqita od B i C;
(iii) E pripada pravoj AB i F pripada pravoj AC tako da su taqke E, Q

i F razliqite i kolinearne.
Dokazati da je OQ normalno na EF ako i samo ako je QE = QF .

(Jermenija – Australija)
3. Za svaki prirodan broj k neka f(k) oznaqava broj elemenata skupa {k + 1,

k + 2, . . . , 2k} qija reprezentacija u bazi s osnovom 2 ima taqno tri jedinice.
(a) Dokazati da za svaki prirodan broj m postoji bar jedan prirodan broj

k takav da je f(k) = m.
(b) Odrediti sve prirodne brojeve m za koje postoji taqno jedno k sa f(k) = m.

(Rumunija)

4. Odrediti sve parove (m,n) prirodnih brojeva za koje je
n3 + 1
mn− 1

ceo broj.

(Australija)
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5. Neka je S skup svih realnih brojeva strogo ve²ih od −1. Na²i sve funkcije
f : S → S koje zadovoǉavaju slede²a dva uslova:
(i) f(x + f(y) + xf(y)) = y + f(x) + yf(x) za sve x, y ∈ S;

(ii)
f(x)

x
strogo raste na svakom od intervala −1 < x < 0 i 0 < x.

(V. Britanija)

6. Pokazati da postoji skup A prirodnih brojeva sa slede²im svojstvom: Za pro-
izvoǉan beskonaqan skup S prostih brojeva postoje dva prirodna broja m ∈ A
i n /∈ A od kojih je svaki proizvod k raliqitih elemenata iz S za neko k > 2.

(Finska)

IMO ’95

1. Neka su A, B, C i D qetiri razliqite taqke jedne prave, raspore±ene u tom
poretku. Krugovi nad dijametrima AC i BD seku se u taqkama X i Y . Prava
XY seqe BC u taqki Z. Neka je P taqka prave XY razliqita od Z. Prava
CP seqe krug nad dijametrom AC u taqkama C i M , a prava BP seqe krug nad
dijametrom BD u taqkama B i N . Dokazati da se prave AM , DN i XY seku
u jednoj taqki.

(Bugarska)

2. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazati da je

1
a3(b + c)

+
1

b3(c + a)
+

1
c3(a + b)

> 3
2
.

(Rusija)

3. Odrediti sve cele brojeve n > 3 za koje postoje n taqaka A1, A2, . . . , An u
ravni i realni brojevi r1, r2, . . . , rn koji zadovoǉavaju slede²a dva uslova:
(i) nikoje tri od taqaka A1, A2, . . . , An ne le¼e na jednoj pravoj;
(ii) za svaku trojku i, j, k (1 6 i < j < k 6 n) trougao AiAjAk ima povrxinu

jednaku ri + rj + rk.
(Qexka)

4. Na²i najve²u vrednost x0 za koju postoji niz pozitivnih realnih brojeva x0,
x1, . . . , x1995 koji zadovoǉavaju slede²a dva uslova:
(i) x0 = x1995;

(ii) xi−1 +
2

xi−1
= 2xi +

1
xi

za svako i = 1, 2, . . . , 1995.

(Poǉska)

5. Neka je ABCDEF konveksan xestougao kod koga je

AB = BC = CD, DE = EF = FA,

i
]BCD = ]EFA = 60◦.
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Neka su G i H dve taqke u unutraxǌosti xestougla takve da je ]AGB =
]DHE = 120◦. Dokazati da je

AG + GB + GH + DH + HE > CF.

(N. Zeland)

6. Neka je p neparan prost broj. Na²i broj podskupova A skupa {1, 2, . . . , 2p}
takvih da:
(i) A ima taqno p elemenata,
(ii) zbir svih elemenata iz A deǉiv je sa p.

(Poǉska)



ZADACI SA BALKANSKIH
MATEMATIQKIH OLIMPIJADA

BMO ’84

1. Neka su a1, a2, . . . , an pozitivni realni brojevi (n > 2) takvi da va¼i a1 +
a2 + · · ·+ an = 1. Dokazati da je

a1

1 + a2 + a3 + · · ·+ an
+

a2

1 + a1 + a3 + · · ·+ an
+ · · ·

+
an

1 + a1 + a2 + · · ·+ an−1
> n

2n− 1
.

(Grqka)
2. Neka je ABCD tetivni qetvorougao i HA, HB, HC , HD preseci visina trou-

glova BCD, CDA, DAB i ABC respektivno. Dokazati da su qetvorouglovi
ABCD i HAHBHCHD podudarni.

(Rumunija)
3. Dokazati da za svaki prirodan broj m postoji n, n > m, tako da se dekadni

prikaz broja 5n dobija iz dekadnog prikaza broja 5m dodavaǌem izvesnog broja
cifara s leve strane.

(Bugarska)
4. Na²i sva realna rexeǌa sistema

ax + by = (x− y)2

by + cz = (y − z)2

cz + ax = (z − x)2,

gde su a, b, c zadati pozitivni realni brojevi.
(Rumunija)

BMO ’85

1. Neka je O sredixte opisanog kruga trougla ABC, D sredixte du¼i AB i E
te¼ixte trougla ACD. Dokazati da je CD ⊥ OE ako i samo ako je AB = AC.

(Bugarska)
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2. Neka su a, b, c, d ∈ [−π/2, π/2] takvi da je

sin a + sin b + sin c + sin d = 1

i

cos 2a + cos 2b + cos 2c + cos 2d > 10
3

.

Dokazati da je a, b, c, d ∈ [0, π/6].
(Rumunija)

3. Taqke realne prave oblika 19a + 85b, a, b ∈ N, obojene su crveno, a sve pre-
ostale celobrojne taqke na R zeleno. Ispitati da li postoji taqka A ∈ R
takva da su svake dve taqke B, C ∈ Z koje su simetriqne u odnosu na A obojene
raznim bojama.

(Grqka)

4. Na konferenciji uqestvuje 1985 ǉudi. U svakoj troqlanoj grupi postoje bar
dve osobe koje govore zajedniqkim jezikom. Ako svaka osoba govori najvixe pet
jezika, dokazati da postoji 200 osoba na konferenciji koje govore zajedniqkim
jezikom.

(Rumunija)

BMO ’86

1. Prava koja sadr¼i sredixte I upisanog kruga trougla ABC seqe ǌemu opisani
krug u taqkama F i G, a upisani krug u taqkama D i E, pri qemu je D izme±u
I i F . Dokazati da je DF · EG > r2, gde je r polupreqnik upisanog kruga.
Kada va¼i jednakost?

(Grqka)

2. Neka taqke E, F , G, H, K, L pripadaju, redom, ivicama AB, BC, CA, DA, BD
i DC tetraedra ABCD. Ako je AE ·BE = BF ·CF = CG ·AG = DH ·AH =
DK · BK = DL · CL, dokazati da taqke E, F , G, H, K, L pripadaju jednoj
sferi.

(Bugarska)

3. Niz (an) je definisan sa

a1 = a, a2 = b i an+1 =
a2

n + c

an−1
za n = 2, 3, . . . ,

gde su a, b, c realni brojevi takvi da je ab 6= 0, c > 0. Dokazati da su svi

qlanovi niza celi brojevi ako i samo ako su a, b i
a2 + b2 + c

ab
celi brojevi.

(Bugarska)
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4. Trougao ABC i taqka T pripadaju jednoj ravni tako da trouglovi TAB, TBC,
TCA imaju isti obim i povrxinu. Dokazati da:
(a) ako je T unutraxǌa taqka trougla ABC, tada je trougao ABC jednako-
straniqan.
(b) ako T nije unutraxǌa taqka trougla ABC, tada je trougao ABC pravo-
ugli.

(Rumunija)

BMO ’87

1. Neka je a realan broj i f : R → R funkcija takva da za sve x, y ∈ R va¼i:

f(x + y) = f(x)f(a− y) + f(y)f(a− x)

i f(0) = 1/2. Dokazati da je f konstanta.
(Jugoslavija)

2. Neka su x > 1 i y > 1 realni brojevi za koje su a =
√

x− 1 +
√

y − 1 i
b =

√
x + 1 +

√
y + 1 neuzastopni celi brojevi. Dokazati da je b = a + 2 i

x = y = 5/4.
(Rumunija)

3. Za unutraxǌe uglove α i β trougla ABC (kod A, odnosno B) va¼i

sin23 α

2
cos48

β

2
= sin23 β

2
cos48

α

2
.

Na²i odnos AC/BC.
(Kipar)

4. Krugovi k1 i k2, sa sredixtima O1 i O2 i polupreqnicima 1 i
√

2 seku se u
taqkama A i B, pri qemu je O1O2 = 2. Na²i du¼inu tetive AC kruga k2 qije
sredixte pripada krugu k1.

(Bugarska)

BMO ’88

1. Neka su CH, CL i CM redom visina, simetrala ugla i te¼ixna du¼ trougla
ABC, gde su H, L i M taqke na AB. Odnos povrxina trouglova HMC i

ABC je 1/4, dok je odnos povrxina trouglova LMC i ABC jednak 1 −
√

3
2

.
Odrediti uglove trougla ABC.

(Bugarska)
2. Na²i sve polinome od P (x, y) dve promenǉive takve da za sve realne brojeve

a, b, c, d va¼i
P (a, b)P (c, d) = P (ac + bd, ad + bc).

(Jugoslavija)



20 Balkanske matematiqke olimpijade BMO ’89

3. Dokazati da se svaki tetraedar A1A2A3A4 mo¼e smestiti izme±u dveju para-

lelnih ravni qije me±usobno rastojaǌe nije ve²e od
1
2

√
P

3
, gde je

P = (A1A2)2 + (A1A3)2 + (A1A4)2 + (A2A3)2 + (A2A4)2 + (A3A4)2.

(Grqka)

4. Na²i sve parove an, an+1 uzastopnih celih brojeva u nizu (an) definisanom
sa an = 2n + 49, tako da va¼i

an = pq, an+1 = rs,

gde su p, q, r, s prosti brojevi takvi da je p < q, r < s, q − p = s− r.
(Rumunija)

BMO ’89

1. Neka su d1, d2, . . . , dk svi delioci prirodnog broja n, takvi da je 1 = d1 <
d2 < · · · < dk = n. Na²i sve brojeve n za koje je k > 4 i va¼i

d2
1 + d2

2 + d2
3 + d2

4 = n.

(Bugarska)

2. Neka je anan−1 . . . a1a0 = an10n + an−110n−1 + · · · + 10a1 + a0 dekadni zapis
nekog prostog broja. Ako je n > 1 i an > 1, pokazati da je polinom

P (x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0

ireducibilan, tj. ne mo¼e se prikazati kao proizvod dva polinoma s celobroj-
nim koeficijentima i stepena bar jedan.

(Jugoslavija)

3. Neka je ABC trougao i l prava koja seqe stranice AB i AC u taqkama B1

i C1, respektivno, tako da teme A i te¼ixte G trougla ABC le¼e u istoj
poluravni odre±enoj sa l. Dokazati da je

S(BB1GC1) + S(CC1GB1) > 4
9
S(ABC),

gde S oznaqava povrxinu. Kada va¼i jednakost?
(Grqka)
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4. Posmatrajmo familije F podskupova skupa {1, 2, . . . , n}, n > 3, takve da va¼i:
(i) ako je A ∈ F , tada |A| = 3;
(ii) ako je A ∈ F , B ∈ F , A 6= B, tada |A ∩B| 6 1.
Neka je f(n) maksimalna vrednost |F| za sve takve F . Dokazati da je

1
6
(n2 − 4n) 6 f(n) 6 1

6
(n2 − n).

[ |S| oznaqava broj elemenata konaqnog skupa S ].
(Rumunija)

BMO ’90

1. Niz (an) je dat na slede²i naqin: a1 = 1, a2 = 3 i

an+2 = (n + 3)an+1 − (n + 2)an

za sve prirodne n. Na²i sve qlanove niza koji su deǉivi sa 11.
(Grqka)

2. Ako je
a0 + a1x + · · ·+ a2nx2n = (x + 2x2 + · · ·+ nxn)2,

dokazati da je an+1 + an+2 + · · ·+ a2n =
n(n + 1)(5n2 + 5n + 2)

24
.

(Bugarska)

3. Podno¼ja visina oxtrouglog nejednakostraniqnog trougla ABC su A1, B1 i
C1. Ako su A2, B2 i C2 dodirne taqke kruga upisanog u trougao A1B1C1, do-
kazati da se Ojlerove prave trouglova ABC i A2B2C2 poklapaju.
[Ojlerova prava nekog trougla je prava odre±ena ǌegovim ortocentrom i sre-
dixtem opisanog kruga.]

(Jugoslavija)

4. Odrediti minimalan broj elemenata konaqnog skupa A za koji postoji funkcija
f : N → A takva da je f(i) 6= f(j) ukoliko je |i− j| prost broj.

(Rumunija)

BMO ’91

1. Neka je M taqka na luku AB, koji ne sadr¼i taqku C, kruga opisanog oko
oxtrouglog trougla ABC. Normala konstruisana iz taqke M na polupreqnik
OA seqe stranice AB i AC redom u taqkama K, L (O je centar opisanog kruga).
Sliqno, normala konstruisana iz M na polupreqnik OB seqe stranice AB,
BC redom u taqkama N , P . Ako je KL = MN , izraziti ]MLP preko uglova
trougla ABC.

(Grqka)
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2. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo nepodudarnih trouglova T takvih da:
(i) du¼ine stranica a, b, c trougla T su relativno prosti prirodni brojevi;
(ii) povrxina trougla T je ceo broj;
(iii) nijedna od visina trougla T nije ceo broj.

(Jugoslavija)

3. Pravilan xestougao povrxine H upisan je u konveksan mnogougao povrxine P .

Dokazati da je P 6 3
2
H. Kada va¼i jednakost?

(Bugarska)

4. Dokazati da ne postoji bijekcija f : {1, 2, . . . } → {0, 1, 2, . . . } takva da je
f(mn) = f(m) + f(n) + 3f(m)f(n) za sve m, n > 1.

(Rumunija)

BMO ’92

1. Neka su m i n pozitivni celi brojevi i

A(m, n) = m34n+6 −m34n+4 −m5 + m3.

Na²i sve brojeve n sa svojstvom da je broj A(m, n) deǉiv sa 1992 za svako m.
(Bugarska)

2. Dokazati da za svaki pozitivan ceo broj n va¼i:

(2n2 + 3n + 1)n > 6n(n!)2.

(Kipar)

3. Dat je trougao ABC i taqke D, E, F redom na stranicama BC, CA, AB
(razliqite od temena). Ako je qetvorougao AFDE tetivan, dokazati da je

4(4DEF )
(4ABC)

6
(

EF

AD

)2

,

gde (4XY Z) oznaqava povrxinu trougla XY Z.
(Grqka)

4. Za svaki ceo broj n > 3, na²i najmaǌi prirodan broj, oznaqen sa f(n), koji
ima slede²e svojstvo:
Za svaki podskup A ⊂ {1, 2, . . . , n} koji sadr¼i taqno f(n) elemenata, postoje
x, y, z ∈ A takvi da su svaka dva uzajamno prosti brojevi.

(Rumunija)
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BMO ’93

1. Ako su a, b, c, d, e, f realni brojevi za koje va¼i

a + b + c + d + e + f = 10,(1)

(a− 1)2 + (b− 1)2 + (c− 1)2 + (d− 1)2 + (e− 1)2 + (f − 1)2 = 6,(2)

odrediti maksimalnu vrednost broja f .
(Kipar)

2. Pozitivan ceo broj sa decimalnom reprezentacijom

aN · 10N + aN−1 · 10N−1 + · · ·+ a1 · 10 + a0

(ai su cifre iz [0, 9]), zove se ,,monoton“ ako je aN 6 aN−1 6 · · · 6 a0. Odre-
diti broj svih monotonih brojeva sa ne vixe od 1993 cifre.

(Bugarska)

3. Neka se krugovi C1 i C2 sa centrima O1 i O2, respektivno, dodiruju spoǉa u
taqki Γ. Neka je, daǉe, C krug sa centrom O koji dodiruje krugove C1 i C2 u
taqkama A i B, respektivno, tako da se centri O1 i O2 nalaze unutar kruga
C. Zajedniqka tangenta u taqki Γ krugova C1 i C2 seqe krug C u taqkama K i
L. Ako je D sredixte du¼i KL, dokazati da je ]O1OO2 = ]ADB.

(Grqka)

4. Neka je p prost broj, a m prirodan broj, m > 2. Dokazati da jednaqina

(3)
xp + yp

2
=

(
x + y

2

)m

ima rexeǌe (x, y) 6= (1, 1) u skupu pozitivnih celih brojeva ako i samo ako je
m = p.

(Rumunija)

BMO ’94

1. Dat je oxtar ugao XAY i taqka P unutar ǌega. Konstruisati (pomo²u xesta-
ra i leǌira) pravu koja prolazi kroz taqku P i seqe krake AX i AY redom u
taqkama B i C, tako da je povrxina trougla ABC jednaka AP 2.

(Kipar)

2. Dokazati da polinom

x4 − 1994x3 + (1993 + m)x2 − 11x + m,

gde je m ceo broj, ima najvixe jedan celobrojni koren.
(Grqka)
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3. Neka je (a1, a2, . . . , an) permutacija brojeva 1, 2, . . . , n, gde je n > 2. Izraqu-
nati najve²u mogu²u vrednost izraza

n−1∑
k=1

|ak+1 − ak|.

(Rumunija)
4. Na²i najmaǌi broj n > 4 za koji postoji skup od n ǉudi, tako da svaka dva

koji se poznaju nemaju zajedniqkih poznanika, a svaka dva koji se ne poznaju
imaju taqno dva zajedniqka poznanika.
[Poznanstvo je simetriqna relacija: ako A poznaje B, A 6= B, onda i B pozna-
je A.]

(Bugarska)

BMO ’95

1. Na²i vrednost izraza

(. . . (((2 ∗ 3) ∗ 4) ∗ 5) ∗ . . . ) ∗ 1995,

gde je x ∗ y =
x + y

1 + xy
za sve pozitivne x i y.

(BJR Makedonija)

2. Neka se krugovi c1(O1, r1) i c2(O2, r2), r2 > r1, seku u taqkama A i B, pri
qemu je ]O1AO2 = 90◦. Prava O1O2 seqe c1 u C i D, a c2 u E i F (pri qemu
je C–E–D–F ). Prava BE seqe krug c1 u K, a pravu AC u M , dok prava BD
seqe krug c2 u L, a pravu AF u N . Dokazati da je

r2

r1
=

KE

KM
· LN

LD
.

(Grqka)

3. Neka su a i b prirodni brojevi, takvi da je a > b i a+b je paran broj. Dokazati
da su rexeǌa jednaqine

x2 − (a2 − a + 1)(x− b2 − 1)− (b2 + 1)2 = 0

prirodni brojevi od kojih nijedan nije potpun kvadrat.
(Albanija)

4. Neka je n prirodan broj i S skup svih taqaka (x, y), gde su x i y prirodni
brojevi, x 6 n, y 6 n. Neka je T skup svih kvadrata qija temena pripadaju
skupu S. Oznaqimo sa ak (k > 0) broj parova taqaka iz S koje su temena taqno
k kvadrata iz T . Dokazati da je a0 = a2 + 2a3.

(Jugoslavija)



REXEǋA ZADATAKA

IMO ’84.1.

Iz uslova zadatka sledi 0 6 x, y, z 6 1, pa je xy > xyz, yz > xyz, zx > xyz,
odakle

xy + yz + zx > 3xyz,

xto je jaqe od leve strane date nejednakosti. Va¼i, ustvari, jox jaqa nejednako-
st: xy + yz + zx > 9xyz, xto sledi iz poznate nejednakosti

(x + y + z)
(

1
x

+
1
y

+
1
z

)
> 9

za x, y, z > 0, koja je specijalan sluqaj Koxi-Xvarcove nejednakosti. Za dokaz
desne strane nejednakosti dajemo vixe rexeǌa.
Prvo rexeǌe. Neka je x najmaǌi, a y najve²i od brojeva x, y i z. Tada

je x 6 1
3

6 y i z 6 1
2
. Iz nejednakosti

(
1
3
− x

)(
y − 1

3

)
> 0 sledi da je

xy 6 1
3

(
x + y − 1

3

)
=

1
3

(
2
3
− z

)
. Na osnovu toga dobijamo da je

yz + zx + xy − 2xyz = (x + y)z + xy(1− 2z) 6 (1− z)z +
1
3

(
2
3
− z

)
(1− 2z)

=
7− (3z − 1)2

27
6 7

27
.

Drugo rexeǌe. Bar jedan od brojeva x, y i z je maǌi od 1/2. Neka je to, na
primer, z. Imamo da je

7
27
− (yz + zx + xy) + 2xyz =

7
27
− z(x + y)− xy(1− 2z)

> 7
27
− z(x + y)− 1

4
(x + y)2(1− 2z) =

7
27
− z(1− z)− 1

4
(1− z)2(1− 2z)

=
(3z − 1)2(1− 2z)

108
> 0.

Tre�e rexeǌe. Dokaza²emo desnu nejednakost standardnim postupkom od-
re±ivaǌa ekstremnih vrednosti funkcija vixe promenǉivih. Eliminacijom pro-
menǉive z pomo²u datog uslova dobijamo da se izraz koji ispitujemo svodi na

g(x, y) = 2x2y + 2xy2 − x2 − y2 − 3xy + x + y,
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pri qemu va¼e ograniqeǌa x > 0, y > 0, x + y 6 1. Na rubu te oblasti funkcija
g se svodi na izraz tipa x− x2, te ekstremne vrednosti mo¼e eventualno imati

samo u taqkama
(

1
2
, 0

)
,

(
0,

1
2

)
ili

(
1
2
,
1
2

)
. Xto se unutraxǌosti oblasti

tiqe, u ǌoj su parcijalni izvodi funkcije g jednaki:

g′x = 4xy + 2y2 − 2x− 3y + 1,

g′y = 2x2 + 4xy − 2y − 3x + 1.

Izjednaqavaǌe tih izvoda sa nulom daje sistem koji u unutraxǌosti naxe obla-

sti ima samo jedno rexeǌe –
(

1
3
,
1
3

)
. Kako je ta oblast kompaktna (ograniqena i

zatvorena), to neprekidna funkcija g na ǌoj dosti¼e svoju maksimalnu vrednost
i ona mo¼e biti samo jedna od ǌenih vrednosti u dobijene qetiri taqke. Kako je

g

(
1
2
, 0

)
= g

(
0,

1
2

)
= g

(
1
2
,
1
2

)
=

1
4
, a g

(
1
3
,
1
3

)
=

7
27

>
1
4
,

to je zaista g(x, y) 6 7
27

.
Qetvrto rexeǌe. Desna nejednakost ekvivalentna je sa

σ3
1 > 27

7
σ1σ2 − 54

7
σ3,

gde su korix²ene uobiqajene oznake za simetriqne funkcije σ1 = x + y + z,
σ2 = xy + yz + zx i σ3 = xyz. Dokaza²emo opxtije tvr±eǌe: Nejednakost

(∗) σ3
1 > aσ1σ2 − bσ3

je zadovoǉena za svaku trojku nenegativnih brojeva (x, y, z) ako i samo ako je

(∗∗) a 6 4, 9a− b 6 27.

Posledǌe dve nejednakosti su posebni sluqajevi nejednakosti (∗) koji se dobijaju
za x = y = 1, z = 0 i x = y = z = 1. Pretpostavimo da su nejednakosti (∗∗)
zadovoǉene. Iz

aσ1σ2 − bσ3 6 aσ1σ2 − (9a− 27)σ3 = a(σ1σ2 − 9σ3) + 27σ3

6 4(σ1σ2 − 9σ3) + 27σ3 = 4σ1σ2 − 9σ3

sledi da je nejednakost (∗) dovoǉno dokazati za sluqaj a = 4, b = 9, tj. da je
dovoǉno dokazati nejednakost

σ3
1 > 4σ1σ2 − 9σ3.

Posledǌa nejednakost je ekvivalentna sa

x(x− y)(x− z) + y(y − x)(y − z) + z(z − x)(z − y) > 0

(poseban sluqaj Xurove nejednakosti). Neka je, na primer, x > y > z > 0. U
tom sluqaju je

x(x− y)(x− z) > y(x− y)(y − z),

z(z − x)(z − y) > 0.

Iz ovih dveju nejednakosti sledi prethodna.
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IMO ’84.2.

Va¼i

(a + b)7 − (a7 + b7) = 7ab[(a5 + b5) + 3ab(a3 + b3) + 5a2b2(a + b)]

= 7ab(a + b)(a4 + 2a3b + 3a2b2 + 2ab3 + b4)

= 7ab(a + b)(a2 + ab + b2)2.

Kako proizvod ab(a+ b) ne treba da bude deǉiv sa 7, ostaje da brojeve a i b tako
odredimo da bude 73 | a2 + ab + b2. Mora da bude

(a + b)2 > a2 + ab + b2 > 73 = 343,

tj. a+ b > 19. Stavimo b = 1. Standardnim postupkom za rexavaǌe kongruencija
(v. npr. [2]) dobijamo da je a = 18 jedno rexeǌe kongruencije x2 + x + 1 ≡ 0
(mod 73). Provera pokazuje da brojevi a = 18, b = 1 zadovoǉavaju uslove zada-
tka.

IMO ’84.3.

Posmatrajmo proizvoǉna dva kruga R = (O, r) i S = (O, s) sa 0 < r < s < 1.
Na krugu R izaberimo taqku X za koju je α(X) = r(s−r) – jasno je da je C(X) = S
i 0 < α(X) < 1. Ako tvr±eǌe zadatka ne bi bilo taqno, boja taqke X ne bi se
pojavǉivala na krugu S, pa bi skup svih boja koje se pojavǉuju na krugu R bio
razliqit od skupa svih boja koje se pojavǉuju na krugu S.

Dakle, ako tvr±eǌe zadatka ne bi bilo taqno, proizvoǉna dva kruga polu-
preqnika maǌeg od 1 imala bi razliqite skupove boja kojima su obojene. No,
takvih krugova ima beskonaqno, a mogu²ih podskupova (konaqnog) skupa boja samo
konaqno mnogo. Kontradikcija.

IMO ’84.4.
Neka je M sredixte du¼i AB i M ′ ǌegova pro-

jekcija na pravu CD. Tada je MM ′ =
1
2
AB i

PABCD = PAMD + PMBC + PCMD

(1)

=
1
2
PABD +

1
2
PCAB +

1
4
CD ·AB.

Sl. 1
Neka je N sredixte du¼i CD i N ′ ǌegova projekcija na AB. Tada je

PABCD = PBCN + PAND + PANB(2)

=
1
2
PBCD +

1
2
PACD +

1
2
AB ·NN ′.
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Iz (1) i (2) sledi

PABD + PCAB +
1
2
CD ·AB = PBCD + PACD + AB ·NN ′,

odnosno

PABD + (PABCD − PACD)− (PABCD − PABD)− PACD = AB

(
NN ′ − 1

2
CD

)

i

(3) 2(PABD − PACD) = AB

(
NN ′ − 1

2
CD

)
.

Jasno je da krug sa dijametrom CD dodiruje pravu AB ako i samo ako je

NN ′ =
1
2
CD. Prema (3), taj uslov je ekvivalentan sa PABD = PACD. No, to je

oqigledno ispuǌeno ako i samo ako je BC ‖ AD.

IMO ’84.5.

Oznaqimo temena datog n-tougla sa A1, A2, . . . , An i za svako j stavimo
An+j = Aj . Neka je AiAj proizvoǉna dijagonala. Qetvorougao AiAi+1AjAj+1

je konveksan, pa je zato

AiAj + Ai+1Aj+1 > AiAi+1 + AjAj+1.

Sabiraju²i te nejednakosti, napisane za svaku od
n(n− 3)

2
dijagonala n-tougla,

dobijamo
2d > (n− 3)p,

tj. levu stranu date nejednakosti.
Za dijagonalu AiAj va¼i tako±e

(1) AiAj < AiAi+1 + · · ·+ Aj−1Aj

i

(2) AiAj < AjAj+1 + · · ·+ Ai−1Ai.

Ako je n neparno, n = 2k+1, izaberimo za svaku dijagonalu AiAj onu od nejedna-
kosti (1), (2) qija desna strana ima maǌe sabiraka. Sabiraǌem tako dobijenih
n(n− 3)

2
nejednakosti dobijamo

d <
(k − 1)(k + 2)

2
p =

p

2

([n

2

] [
n + 1

2

]
− 2

)
.

Ako je n parno, n = 2k, za j = i + k va¼i nejednakost AiAi+k <
p

2
; za osta-

le dijagonale uzmimo onu od nejednakosti (1), (2) qija desna strana ima maǌe
sabiraka. Sabiraǌe tako dobijenih nejednakosti daje

d < k
p

2
+

(k − 2)(k + 1)
2

p =
k2 − 2

2
p =

p

2

([n

2

] [
n + 1

2

]
− 2

)
.

Time je i desna strana date nejednakosti dokazana.
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IMO ’84.6.

Iz uslova (1) i (2) neposredno sledi da je a + d > b + c. Zaista,

0 < (d− b)(d− c) = d2 − bd + bc− cd = d2 − bd + ad− cd = d[(a + d)− (b + c)].

Na osnovu (3) dobijamo da je k > m.
Iz d = 2k − a i c = 2m − b, zamenom u (2) dobijamo a(2k − a) = b(2m − b),

odakle

(4) (b + a)(b− a) = 2m(b− 2k−ma).

Zbog k > m je 2k−ma paran broj, pa kako je b neparan, najvixi stepen dvojke
kojim je deǉiva desna strana relacije (4) je m. Dakle, (b + a)(b − a) je deǉivo
sa 2m, a nije deǉivo sa 2m+1, odakle sledi

(5) b + a = 2m1p, b− a = 2m2q,

gde je m1 + m2 = m, m1 > 1, m2 > 1 i p i q su neparni.
Rexavaju²i sistem (5) po a i b dobijamo

b =
2m1p + 2m2q

2
, a =

2m1p− 2m2q

2
.

Kako su a i b neparni, to je m1 = 1 ili m2 = 1. Poka¼imo da je m1 = 1
nemogu²e. Zaista, iz m1 = 1 sledilo bi b− a = 2m−1q > 2m−1, a iz b + c = 2m

i b < c sledi b < 2m−1, pa bi bilo b < b− a, xto je nemogu²e.
Dakle, m2 = 1, m1 = m− 1 i relacije (5) daju

a + b = 2m−1p, b− a = 2q.

Zbog 2m = b + c > a + b = 2m−1p imamo p < 2, tj. p = 1. Znaqi,

(6) a + b = 2m−1, b− a = 2q,

gde je q neparan broj. Zameǌuju²i u (4) dobijamo posle skra²ivaǌa sa 2m:
q = b− 2k−ma. No, iz (6) sledi b = 2m−2 + q, pa je

q = 2m−2 + q − 2k−ma,

tj. 2k−ma = 2m−2. Kako je a neparan i k > m, to iz posledǌe relacije sledi
a = 1, xto je i trebalo dokazati.
Napomena. Iz (3) i (6) lako se dolazi do zakǉuqka da su sve qetvorke (a, b, c, d)

koje zadovoǉavaju uslove (1), (2) i (3) oblika

(1, 2m−1 − 1, 2m−1 + 1, 22m−2 − 1),

gde je m proizvoǉan prirodan broj ne maǌi od 3.
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IMO ’85.1.
Prvo rexeǌe. Neka je O sredixte

pomenutog kruga, r ǌegov polupreqnik i
E i F taqke u kojima on dodiruje strani-
ce BC i AD, respektivno. Tada je BE =

r ctg β, EC = r ctg
γ

2
, DF = r ctg

δ

2
,

FA = r ctg α, OB =
r

sin β
, OA =

r

sinα
,

gde su sa α, β, γ i δ oznaqeni uglovi da-
tog qetvorougla ABCD. Relacija AD+
BC = AB ekvivalentna je redom sa

Sl. 2

r

(
ctg α + ctg

δ

2

)
+ r

(
ctg β + ctg

γ

2

)
=

r

sin α
+

r

sin β
,

ctg
γ

2
+ ctg

δ

2
=

1− cosα

sin α
+

1− cosβ

sin β
,

ctg
γ

2
+ ctg

δ

2
= tg

α

2
+ tg

β

2
.

Posledǌa relacija, me±utim, direktno sledi iz α + γ = π i β + δ = π.
Drugo rexeǌe. Neka je O taqka na stranici AB u kojoj se seku bisektrise

uglova BCD i CDA i neka je G taqka stranice AB koja zadovoǉava uslov AG =
AD. Taqke C, D, O i G le¼e na jednom krugu (zato xto je ]DGA = ]DCO =
(180◦ − ]A)/2). Sledi da je BG = BC (zato xto je ]CGB = ]CDO = (180◦ −
]B)/2).

IMO ’85.2.

Za dato bojeǌe skupa M izvrximo bojeǌe celog skupa N prirodnih brojeva na
slede²i naqin:

– za dato i ∈ M svi brojevi kongruentni sa i po modulu n, tj. svi brojevi
oblika tn + i, t ∈ N, imaju istu boju kao i;

– svi brojevi oblika tn, t ∈ N, imaju istu boju kao broj k.
Doka¼imo da su tada svi brojevi

(1) k, 2k, . . . , pk, . . .

jednako obojeni. Dovoǉno je dokazati da su za svako p ∈ N brojevi pk i (p + 1)k
jednako obojeni. Razmotrimo slede²a tri sluqaja.

1◦ Jedan od brojeva pk, (p + 1)k, na primer, neka je to pk, jeste oblika tn za
neko n ∈ N. Tada je on po definiciji obojen isto kao k, a tako±e je i broj (p+1)k
tako obojen, jer je u tom sluqaju (p + 1)k ≡ k (mod n). Sluqaj (p + 1)k = tn
razmatra se analogno.



IMO ’85.3 Rexeǌa zadataka 31

2◦ Za neko t je pk < tn < (p+1)k. Neka oznaka i ∼ j znaqi ,,i i j imaju jednaku
boju“. Tada je

(p + 1)k = tn + i ∼ i ∼ k − i ∼ n− k + i ∼ tn− k + i = pk.

3◦ Za neko t je tn < pk < (p + 1)k < (t + 1)n. Tada je

(p + 1)k = tn + j ∼ j ∼ j − k ∼ tn + j − k = pk.

Time je dokazano da su svi brojevi oblika (1) jednako obojeni. Neka je sada
i ∈ M proizvoǉan. Kako su k i n uzajamno prosti, to postoji broj p ∈ M , takav
da je pk ≡ i (mod n). To znaqi da i broj i ima istu boju kao brojevi oblika (1),
pa svi elementi skupa M imaju istu boju.

IMO ’85.3.

Prvo rexeǌe. Prepuxtamo qitaocu da doka¼e slede²e jednostavno pomo²no
tvr±eǌe.
Lema 1. Ako je m = 2s (s nenegativan ceo broj), tada je

Qm(x) = (1 + x)m = 1 + R(x) + xm,

gde je R(x) polinom sa parnim koeficijentima.
Odatle se lako izvodi i
Lema 2. Ako je m = 2s i P polinom stepena maǌeg od m, tada je

w(PQm) = 2w(P ).

Zaista, iz leme 1 sledi da je P (x)Qm(x) = P (x) + P (x)R(x) + xmP (x). Pri
tom, polinomi P (x) i xmP (x) nemaju qlanove istog stepena, a svi koeficijenti
polinoma P (x)R(x) su parni.

Pre±imo sada na dokaz tvr±eǌa zadatka. Oznaqimo sa s najmaǌi nenegativan
ceo broj koji ima osobinu da je in < 2s = m, gde je i1, i2, . . . , in data n-torka
koja zadovoǉava uslove zadatka. Tvr±eǌe ²emo dokazati indukcijom po s.

Za s = 0 tvr±eǌe je trivijalno, jer je u tom sluqaju jedina mogu²nost n = 1,
i1 = 0, Qi1 ≡ 1, pa se nejednakost koju dokazujemo svodi na jednakost

w(Qi1) = w(Qi1) (= 1).

Pretpostavimo sada da je tvr±eǌe zadatka ispuǌeno kadgod data n-torka is-
puǌava uslov in < 2s = m i doka¼imo da ono va¼i i za bilo koju n-torku kod
koje je 2s 6 in < 2s+1. Razmotrimo slede²a dva mogu²a sluqaja.

1◦ i1 > 2s = m. Tada je

Qi1(x) + · · ·+ Qin(x) = (1 + x)i1 + · · ·+ (1 + x)in = Qm(x)P (x),

gde je P polinom oblika

P (x) = Qi′1(x) + · · ·+ Qi′n(x),
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stepena i′n = in −m < 2s+1 − 2s = 2s. Na osnovu leme 2 imamo

(1) w(Qi1 + · · ·+ Qin
) = w(QmP ) = 2w(P ).

S druge strane, na osnovu induktivne pretpostavke je

(2) w(P ) > w(Qi′1) = w(Qi1−m).

Najzad, stepen polinoma Qi1−m je maǌi od m, pa iz Qi1 = Qi1−mQm, ponovnom
primenom leme 2 dobijamo

(3) w(Qi1) = 2w(Qi1−m).

Iz (1), (2) i (3) sledi nejednakost koju dokazujemo.
2◦ i1 < 2s. Tada je

Qi1(x) + · · ·+ Qin(x)

= a0 + a1x + · · ·+ am−1x
m−1 + (1 + x)m(b0 + b1x + · · ·+ bm−1x

m−1)

=
m−1∑
i=0

aix
i +

m−1∑
j=0

bjx
j + xm

m−1∑
i=0

bjx
j + R(x),

gde je R(x) polinom sa parnim koeficijentima (ponovo je iskorix²ena lema 1).
Izraqunajmo broj neparnih koeficijenata dobijenog polinoma. Drugi i tre²i
sabirak u posledǌoj sumi su polinomi koji nemaju qlanove jednakog stepena. Ako
bi neki od neparnih koeficijenata ai bio ponixten neparnox²u odgovaraju²eg
koeficijenta bj , u krajǌem zbiru bi se opet pojavio neparni koeficijent bj u
sabirku bjx

j+m. Na taj naqin, va¼i

(4) w(Qi1 + · · ·+ Qin) > w

(
m−1∑
i=0

aix
i

)
.

No, polinom
m−1∑
i=0

aix
i je tako±e oblika

Qi1(x) + Qi2(x) + · · ·+ Qip(x),

sa ip < m = 2s, pa za ǌega po induktivnoj pretpostavci va¼i

(5) w

(
m−1∑
i=0

aix
i

)
> w(Qi1).

Iz (4) i (5) sledi nejednakost iz tvr±eǌa zadatka.
Time je tvr±eǌe indukcijom u potpunosti dokazano.
Drugo rexeǌe. Polinome ²emo razmatrati nad Z2. Umesto o broju nepar-

nih koeficijenata, govori²emo o broju monoma u polinomu. Dokaz ²emo izvesti
transfinitnom indukcijom po i1. Za i1 = 0 tvr±eǌe oqigledno va¼i (broj monoma
u polinomu (1 + x)0 = 1 jednak je 1). Neka je i1 > 0. Koristi²emo jednakosti

(1 + x)2j = (1 + x2)j , (1 + x)2j+1 = (1 + x2)j + x(1 + x2)j .
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Pomo²u ǌih transformixemo sve sabirke u polinomu

P (x) = (1 + x)i1 + (1 + x)i2 + · · ·+ (1 + x)in .

Ako je is paran broj, stavi²emo da je is = 2js, a ako je is neparan broj, stavi²emo
da je is = 2js + 1. Razmatra²emo tri sluqaja.

Ako je i1 paran broj i ako je i2 > i1 + 1, dovoǉno je da razmatramo samo
monome parnog stepena. Broj monoma u polinomu (1 + x)i1 jednak je broju monoma
u polinomu (1+x2)j1 , a ovaj, prema induktivnoj pretpostavci, nije ve²i od broja
monoma parnog stepena u polinomu P (x).

Ako je i1 paran broj i ako je i2 = i1 + 1, onda je

(1 + x)i1 + (1 + x)i2 = (1 + x2)j1 + (1 + x2)j1 + x(1 + x2)j1 = x(1 + x2)j1 .

Broj monoma u polinomu (1 + x)i1 jednak je broju monoma u polinomu x(1 + x2)j1 ,
a ovaj, prema induktivnoj pretpostavci, nije ve²i od broja monoma neparnog
stepena u polinomu P (x).

Neka je i1 neparan broj. Broj monoma parnog stepena u polinomu (1+x)i1 jednak
je broju monoma u polinomu (1+x2)j1 , a ovaj, prema induktivnoj pretpostavci nije
ve²i od broja monoma parnog stepena u polinomu P (x). Broj monoma neparnog
stepena u polinomu (1+x)i1 jednak je broju monoma u polinomu x(1+x2)j1 , a ovaj,
prema induktivnoj pretpostavci, nije ve²i od broja monoma neparnog stepena u
polinomu P (x).

Time je dokaz zavrxen.
Tre�e rexeǌe. Oznaqimo sa B(m) skup eksponenata u binarnom zapisu

broja m. Mo¼e da se doka¼e da je
(

m

k

)
neparan broj ako i samo ako je B(k) ⊂

B(m).
Koeficijent uz xk u polinomu

P (x) = (1 + x)i1 + (1 + x)i2 + · · ·+ (1 + x)in

je neparan ako i samo ako je skup B(k) sadr¼an u neparnom broju skupova Bs =
B(is), s = 1, 2, . . . , n. Za skup koji je sadr¼an u neparnom broju skupova Bs,
s = 1, 2, . . . , n re²i ²emo da je neparan. Dakle, dovoǉno je dokazati kombinator-
nu qiǌenicu: broj podskupova skupa B1 nije ve²i od broja neparnih skupova. To
²emo uraditi tako xto ²emo skupovima C ⊂ B1 korespondirati razliqite nepar-
ne skupove. Ako je skup C ⊂ B1 neparan, stavi²emo da je F (C) = C. Neka skup
C ⊂ B1 nije neparan. On je sadr¼an u neparnom broju skupova Bs, s = 2, 3, . . . , n.
Razmatrajmo razlike skupova Bs \B1, 2 6 s 6 n, C ⊂ Bs. Me±u ǌima odaberimo
jednu koja ima neparan broj kopija i koju ne sadr¼i nijedna druga koja ima to
svojstvo. Oznaqimo je sa D. Stavimo da je F (C) = C∪D. Lako je dokazati da je
ovaj skup neparan. Iz F (C)∩B1 = C sledi da je korespondencija F injektivna.
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IMO ’85.4.

Prostih brojeva maǌih od 26 ima 9. Zato je svaki element xj skupa M oblika
9∏

i=1

p
aij

i , gde je aij > 0 i pi ∈ {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23}. Proizvod xjxk je kvadrat

celog broja ako i samo ako je

aij + aik ≡ 0 (mod 2) za sve i = 1, . . . , 9.

Kako je broj razliqitih devetorki po modulu 2 jednak 29 = 512, svaki podskup
skupa M sa bar 513 elemenata sadr¼a²e par elemenata qiji je proizvod kvadrat.
Polaze²i od skupa M i eliminixu²i takve parove, nalazimo

(1985− 513)/2 = 736 > 513

razliqitih dvoelementnih podskupova od M od kojih svaki ima kvadrat za pro-
izvod elemenata.

Rezonuju²i analogno, nalazimo me±u tim kvadratima bar jedan par (u stvari,
oqigledno ih mora biti i vixe) qiji je proizvod qetvrti stepen celog broja.

IMO ’85.5.

Prvo rexeǌe. Pretpostavimo, odre±enosti radi, da je dati trougao ABC
oxtrougli. U sluqaju neoxtrouglog trougla dokaz je sliqan.

Sl. 3 Sl. 4

Neka su S i R, redom, sredixta krugova opisanih oko trouglova ABC i KBN ,
sl. 3. Ako je ]ACB = γ, onda je ]ASB = 2γ. Kako je qetvorougao AKNC
tetivni, imamo

]BKN = 180◦ − ]NKA = ]ACN = γ.
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No, onda je i ]NRB = 2γ, a iz jednakokrakih trouglova ABS i BNR dobijamo

]ABS = ]NBR = 90◦ − γ,

xto znaqi da su trouglovi BTK i BQC pravougli (oznaqili smo T = BS∩NK
i Q = BR ∩ CA), sa pravim uglovima kod T , odnosno Q. Sada imamo OS ⊥ AC
i BR ⊥ AC, pa je BR ‖ OS i, sliqno, BS ‖ RO, jer je BS ⊥ NK i RO ⊥ NK.
Na taj naqin, qetvorougao OSBR je paralelogram.

Neka je P taqka simetriqna taqki B u odnosu na R. Tada je i qetvorougao
OSRP paralelogram. Taqke S i R obe le¼e na simetrali du¼i BM , pa je
SR ⊥ BM , odakle OP ⊥ BM . Najzad, PM ⊥ BM (BP je preqnik kruga), pa
taqke O, P i M le¼e na jednoj pravoj i OM ⊥ BM , xto je i trebalo dokazati.
Drugo rexeǌe. Prave AC, KN i BM seku se u taqki P , radikalnom centru

tri kruga, sl. 4. Qetvorougao MNCP je tetivan. Neka je r = OA = OC = OK =
ON . Imamo da je

BM ·BP = BN ·BC = OB2 − r2,

PM · PB = PN · PK = OP 2 − r2.

Sledi da je

OB2 −OP 2 = BP (BM − PM) = (BM + PM)(BM − PM) = BM2 − PM2.

Odavde dobijamo da je OM ⊥ MB.
Tre�e rexeǌe. Neka je P taqka u kojoj se seku prave AC i KN . Taqke B

i P su dve dijagonalne taqke qetvorotemenika ACNK, pa su zato spregnute u
odnosu na krug ACNK. Sledi da je krug k kojem je du¼ BP preqnik ortogonalan
na krugu ACNK. Razmatrajmo inverziju sa centrom u taqki B koja krug ACNK
preslikava u samog sebe. Taqke A, C, N i K preslikavaju se redom u taqke K,
N , C i A. Prave AC i KN preslikavaju se u krugove ABC i KBN . Sledi da
se taqka P preslikava u taqku M . Krug k se preslikava u pravu l koja prolazi
kroz taqku M i ortogonalna je na pravoj BP . Kako je krug k ortogonalan na
krugu ACNK, to je i prava l ortogonalna na krugu ACNK. To znaqi da prava
l prolazi kroz taqku O. Dakle ugao OMB je prav.

IMO ’85.6.

Zadati uslov je ekvivalentan sa 1− 1
n

< xn < 1, n = 1, 2, . . . . Neka je

fn : [0, +∞) → [0,+∞); fn(x) = x

(
x +

1
n

)
.

Dovoǉno je dokazati da intervali iz niza

(an, bn) = f−1
1

(
f−1
2

(
· · · f−1

n

((
1− 1

n
, 1

))
· · ·

))
, n = 1, 2, . . .

sadr¼e taqno jednu zajedniqku taqku.
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Svaka od funkcija fn je monotono rastu²a i ima inverznu funkciju koja je
tako±e monotono rastu²a. Iz

fn

(
1− 1

n

)
= 1− 1

n
, fn(1) = 1 +

1
n

> 1

sledi da je

f−1
n

([
1− 1

n
, 1

])
⊂

[
1− 1

n
, 1

)
.

Ako je 1− 1
n

6 x < y < 1, onda je

fn(y)− fn(x) = y

(
y +

1
n

)
− x

(
x +

1
n

)
> y

(
x +

1
n

)
− x

(
x +

1
n

)

= (y − x)
(

x +
1
n

)
> y − x.

Odavde sledi da je restrikcija funkcije f−1
n na interval

[
1− 1

n
, 1

]
kontrakcija.

[Funkcija f : [a, b] → [a, b] je kontrakcija ako postoji konstanta q, 0 < q < 1, takva
da je za svako x, y ∈ [a, b] ispuǌeno |f(x)− f(y)| 6 q|x− y|.]

Iz ovih svojstava funkcija fn sledi da niz (an) monotono raste, niz bn mono-

tono opada i pri tom je bn − an <
1
n

. Sledi da intervali (an, bn), n = 1, 2, . . . ,
imaju taqno jednu zajedniqku taqku.

IMO ’86.1.

Prvo rexeǌe. Pretpostavimo, suprotno, da je za svaka dva broja a, b ∈
{2, 5, 13, d}, a 6= b, broj ab− 1 potpun kvadrat. Specijalno, neka je

2d− 1 = x2, 5d− 1 = y2, 13d− 1 = z2

za neke cele brojeve x, y, z. Tada x mora biti neparan i 2d = x2 + 1 ≡ 2 (mod 8),
pa je i d neparan. Znaqi, y i z su parni: y = 2y1, z = 2z1, y1, z1 ∈ Z.

Sada iz z2 − y2 = 8d sledi (z1 − y1)(z1 + y1) = 2d, pa su brojevi y1 i z1 iste
parnosti, xto je kontradikcija, jer je d neparan.
Drugo rexeǌe. Kvadrati celih brojeva prilikom deǉeǌa sa 16 daju ostatke

0, 1, 4 i 9. Broj 2d − 1 prilikom deǉeǌa sa 16 ne mo¼e dati ostatak 0 ili 4.
Ostatak 1 daje ukoliko je d ≡ 1 (mod 16) ili d ≡ 9 (mod 16). Ostatak 9 daje
ukoliko je d ≡ 5 (mod 16) ili d ≡ 13 (mod 16). Ako je d ≡ 1 (mod 16), onda
je 13d− 1 ≡ 12 (mod 16). Ako je d ≡ 9 (mod 16), onda je 5d− 1 ≡ 12 (mod 16).
Ako je d ≡ 5 (mod 16), onda je 5d− 1 ≡ 8 (mod 16). Ako je d ≡ 13 (mod 16),
onda je 13d− 1 ≡ 8 (mod 16). Iz prethodnih razmatraǌa sledi da jedan od
brojeva 2d− 1, 5d− 1 i 13d− 1 nije kvadrat celog broja.
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IMO ’86.2.

Prvo rexeǌe. Neka je data taqka P0 koordinatni poqetak kompleksne ravni
i neka taqkama Ai (i = 1, 2, . . . ), odnosno Pj (j = 0, 1, 2, . . . ) odgovaraju
kompleksni brojevi ai, odnosno pj . Po uslovima zadatka va¼i

pk+1 = ak+1 + (pk − ak+1)ε, k = 0, 1, 2, . . . ,

gde je ε = cos
2π

3
− i sin

2π

3
. Primeǌuju²i tu relaciju vixe puta i uzimaju²i u

obzir da je p0 = 0, dobijamo

pk+1 = (1− ε)(ak+1 + akε + ak−1ε
2 + · · ·+ a1ε

k).

Po pretpostavci je

0 = p0 = p1986 = (1− ε)(a1986 + a1985ε + a1984ε
2 + · · ·+ a1ε

1985).

Uzimaju²i u obzir da je ε3 = 1 i

a1 = a4 = a7 = · · · , a2 = a5 = a8 = · · · , a3 = a6 = a9 = · · · ,

prethodna jednakost daje a3 + a2ε + a1ε
2 = 0, xto se lako transformixe u

a3 − a1 = (a2 − a1)
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
.

To i znaqi da je trougao A1A2A3 jednakostraniqan.
Drugo rexeǌe. Oznaqimo sa Rk rotaciju ravni oko taqke Ak za 120◦ u

smeru kretaǌa kazaǉke na satu. Taqku P1986 mo¼emo izraziti pomo²u ovih rota-
cija: P1986 = R1986R1985 · · ·R1(P0). Kompozicija rotacija kojima je zbir uglova
celobrojni umno¼ak od 360◦ je translacija. Prema tome, R3R2R1 je transla-
cija. Samim tim translacija je i slede²e preslikavaǌe: R1986R1985 · · ·R1 =
(R3R2R1)662. Translacija koja ima fiksnu taqku je koincidencija. Nax zada-
tak se svodi na to da ispitamo kada je R3R2R1 koincidencija. Dokaza²emo da
je R3R2R1 koincidencija ako i samo ako je trougao A1A2A3 jednakostraniqan.
Pretpostavimo da je trougao A1A2A3 jednakostraniqan. Neka je A taqka koja je
simetriqna taqki A1 u odnosu na sredixte du¼i A2A3. Kako je R1(A1) = A1,
R2(A1) = A i R3(A) = A1, R3R2R1 ima fiksnu taqku (to je A1), pa je zbog
toga koincidencija. Pretpostavimo sada da je R3R2R1 koincidencija. Neka je
R2(A1) = A. Tada je R3(A) = A1. Kako je A1A2 = A2A = AA3 = A3A1 i
]A1A2A = ]AA3A1 = 120◦, trougao A1A2A3 je jednakostraniqan.

IMO ’86.3.

Prvo rexeǌe. Oznaqimo brojeve, pridru¼ene u nekom trenutku temenima
petougla, u cikliqnom poretku, sa x1, x2, x3, x4, x5 i primetimo da je x1 + x2 +
x3+x4+x5 = S > 0, jer je taj zbir oqito stalna veliqina. Ako je u tom trenutku
bar jedan od tih brojeva negativan (neka je, na primer, to broj x3), tada je mogu²e
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izvrxiti operaciju opisanu u zadatku i petorku X = (x1, x2, x3, x4, x5) zameniti
petorkom Y = (x1, x2 + x3,−x3, x4 + x3, x5). Oznaqimo x0 = x5, x6 = x1 i

f(X) = f(x1, x2, x3, x4, x5) =
5∑

i=1

(xi+1 − xi−1)2

i odredimo kako se meǌa ta veliqina prilikom vrxeǌa date operacije. Nalazimo

f(Y )− f(X) = (x2 + x3 − x5)2 + (−x3 − x1)2 + (x4 − x2)2

+ (x5 + x3)2 + (x1 − x4 − x3)2 − (x2 − x5)2

− (x3 − x1)2 − (x4 − x2)2 − (x5 − x3)2 − (x1 − x4)2

= 2x3(x1 + x2 + x3 + x4 + x5) = 2x3S < 0.

Na taj naqin je f(Y ) < f(X), tj. vrednosti funkcije f qine strogo opadaju²i niz
nenegativnih brojeva. Kako je svaki takav niz obavezno konaqan, to zakǉuqujemo
da se proces opisan u zadatku zavrxava u konaqno mnogo koraka.
Drugo rexeǌe (Joseph Keane). U prvom rexeǌu umesto funkcije f razma-

trati funkciju g definisanu sa

g(X) =
5∑

i=1

|xi|+ |xi + xi+1|+ |xi + xi+1 + xi+2|+ |xi + xi+1 + xi+2 + xi+3|.

Pokazuje se da je g(Y )− g(X) = |S + x3| − |S − x3| > 0.

IMO ’86.4.

Neka su E, F i G neka tri uzastopna temena datog n-tougla i neka je u odre±e-
nom trenutku Y ∈ EF , Z ∈ FG. Kako se uglovi Y FZ i ZXY dopuǌuju do 180◦,
qetvorougao XY FZ je tetivni, pa je ]Y FX = ]Y ZX (= 360◦/n). To znaqi da
teme X pripada pravoj FO, taqnije onoj polupravoj te prave sa poqetkom u O
kojoj ne pripada F . Jasno je, pri tom, da je X na najve²em mogu²em rastojaǌu
od O u trenutku kada su Y i Z podjednako udaǉeni od F . Lako je izraqunati da

je tada

OX = xn = a
1− cos π

n

sin 2π
n

,

gde je a du¼ina stranice n-tougla. Dakle,
tra¼ena figura koju opisuje taqka X je zve-
zda koja se sastoji od n du¼i sa zajedniqkim
krajem O, jednakih du¼ina xn, koje su raspo-
re±ene kao na slici 5.

Sl. 5
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IMO ’86.5.

Neka je t > 2. Stavǉaju²i u (i) x = t − 2 i y = 2 i uzimaju²i u obzir (ii)
dobijamo 0 = f

(
(t− 2)f(2)

)
= f(t). Zbog (iii), to znaqi da va¼i

f(t) = 0 ⇐⇒ t > 2.

Neka je sada 0 6 y < 2 i x > 0. Tada je u relaciji (i) leva strana jednaka nuli
ako i samo ako je xf(y) > 2, a desna strana je jednaka nuli ako i samo ako je
x + y > 2. Odatle zakǉuqujemo da je za 0 6 y < 2 i x > 0 ispuǌeno

xf(y) > 2 ⇐⇒ x + y > 2

ili, ekvivalentno,

x > 2
f(y)

⇐⇒ x > 2− y.

Zato je
2

f(y)
= 2 − y. Sledi da je jedina mogu²a funkcija f koja zadovoǉava

uslove zadatka

f(y) =





2
2− y

, ako je 0 6 y < 2,

0, ako je y > 2.

Preostaje da se proveri da ta funkcija zaista zadovoǉava uslov (i) (uslovi
(ii) i (iii) su oqigledno ispuǌeni). To je lako uqiniti, razmatraju²i sluqajeve:
1◦ x + y < 2, xf(y) < 2; 2◦ x + y > 2, xf(y) > 2; 3◦ x + y > 2, xf(y) < 2;
4◦ x + y < 2, xf(y) > 2. Detaǉe ove provere prepuxtamo qitaocu.

IMO ’86.6.

Dokaza²emo da je odgovor na postavǉeno pitaǌe potvrdan. Uoqimo proizvoǉnu
pravu L paralelnu nekoj od osa koja seqe dati skup taqaka A. Neka su P1, P2,
. . . , Pk taqke skupa A∩L, numerisane u smislu rax²eǌa promenǉive koordinate.
Pove¼imo du¼ima P1 sa P2, P3 sa P4 itd. Uradimo to za svaku pravu L. Dobijamo
neki skup du¼i, pri qemu svaka od taqaka skupa A jeste kraj najvixe dve od tih
du¼i. Na taj naqin, unija tih du¼i se raspada na poligonalne linije, zatvorene
ili ne, bez zajedniqkih temena. One od ǌih koje su zatvorene sastavǉene su od
parnog broja du¼i, zato xto su im bilo koje dve susedne stranice me±usobno
normalne.

Obojimo temena svake poligonalne linije naizmeniqno crveno i belo; to je
mogu²e zbog upravo dokazane parnosti ciklova. Ako je preostala bilo koja taqka
u A koja ne pripada nijednoj od du¼i, obojimo je proizvoǉno. Takvo bojeǌe
zadovoǉava sve uslove zadatka.

IMO ’87.1.

Svakoj permutaciji skupa Sn pridru¼imo ure±enu n-torku (e1, e2, . . . , en) tako
da je ei = 1 ako je i fiksna taqka te permutacije, a ei = 0 ako nije (1 6 i 6 n).
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Tada postoji pn(k) takvih n-torki koje imaju taqno k koordinata jednakih 1, pa
je zato tra¼eni zbir

n∑
k=0

kpn(k)

ustvari broj svih pojavǉivaǌa jedinice u svim dobijenim n-torkama (kojih
ima n!). Me±utim, za svako i, 1 6 i 6 n, postoji (n − 1)! permutacija skupa
Sn koje imaju fiksnu taqku i, dakle onih kod kojih je ei = 1. Zato postoji taqno
n · (n− 1)! = n! jedinica u svim n-torkama, xto dokazuje tvr±eǌe zadatka.
Napomena. Primenom formule ukǉuqivaǌa-iskǉuqivaǌa mo¼e se dokazati (v.

npr. [7]) da je

pn(k) =
n!
k!

(
1− 1

1!
+

1
2!
− · · ·+ (−1)n−k 1

(n− k)!

)
.

Zato iz dobijenog rezultata sledi da je

n∑
k=1

n!
(k − 1)!

(
1− 1

1!
+

1
2!
− · · ·+ (−1)n−k 1

(n− k)!

)
= n!,

xto se mo¼e i direktno proveriti.

IMO ’87.2.
Oznaqimo sa E i F preseke stranice BC

sa du¼ima KN i MN , a sa P drugi presek
te stranice sa krugom opisanim oko (tetiv-
nog) qetvorougla AKLM . (Pretpostavimo,
xto nije ograniqavaǌe opxtosti, da je, kao
na slici 6, taqka P izme±u B i L.) Tada je
]BCN = ]BAN i ]MAL = ]MPL (pe-
riferijski uglovi). Kako je jox ]BCN =
]MAL (jer je AL simetrala ugla BAC),
to je ]MPL = ]BCN , pa je PM ‖ NC.
Na sliqan naqin se dokazuje i KP ‖ BN .
Dakle, qetvorouglovi BKPN i NPMC su
trapezi, pa je PBKE = PNPE i PPNF =
PCFM , odakle sledi PABC = PAKNM .

Sl. 6

IMO ’87.3.

Kako je x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n = 1, na osnovu Koxi-Xvarcove nejednakosti va¼i

|x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn| 6
√

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n ·
√

n =
√

n.

Zbog toga svi zbirovi oblika a1x1 + a2x2 + · · · + anxn za koje je ai ∈ {0, 1, . . . ,
k − 1}, i = 1, 2, . . . , n, moraju pripadati intervalu [0, (k − 1)

√
n] du¼ine
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(k − 1)
√

n. Kako tih zbirova ima kn, to bar dva od ǌih moraju imati razli-

ku ne ve²u od
(k − 1)

√
n

kn − 1
. Zato postoje ai ∈ {0,±1,±2, . . . ,±(k − 1)}, i = 1, 2,

. . . , n, takvi da je

|a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn| 6 (k − 1)
√

n

kn − 1
.

IMO ’87.4.

Pretpostavimo da takva funkcija postoji. Tada je za sve n ∈ N0

f(n + 1987) = f
(
f(f(n))

)
= f(n) + 1987.

Odatle se induktivno dobija da je

f(n + 1987k) = f(n) + 1987k za sve n, k ∈ N0.

Neka je a proizvoǉan element skupa {0, 1, 2, . . . , 1986} i neka je

f(a) = 1987q + r, q, r ∈ N0, r 6 1986.

Tada je f(f(a)) = a + 1987 i f(f(a)) = f(1987q + r) = f(r) + 1987q, pa je

a + 1987 = f(r) + 1987q.

Zbog a 6 1986, jasno je da mora biti q ∈ {0, 1}. U sluqaju q = 0 dobijamo f(a) = r
i f(r) = a+1987, pa ne mo¼e biti a = r. Sliqno, za q = 1 imamo f(a) = 1987+r
i f(r) = a, pa opet ne mo¼e biti a = r. Na taj naqin, skup {0, 1, 2, . . . , 1986} sa
neparnim brojem elemenata raspada se na parove (a, r), takve da je a 6= r i

f(a) = r i f(r) = a + 1987 ili f(r) = a i f(a) = r + 1987,

xto je kontradikcija.
Dakle, funkcija sa opisanim svojstvima ne postoji.

IMO ’87.5.

Pokaza²emo da sve uslove zadatka zadovoǉavaju taqke

Ai(i, i2), i = 1, 2, . . . , n.

Da je povrxina svakog od trouglova AiAjAk, 1 6 i < j < k 6 n, racionalan
broj sledi iz

PAiAjAk
=

1
2
[(j − i)(k2 − i2)− (j2 − i2)(k − i)].

Doka¼imo da je svako od rastojaǌa AiAj , 1 6 i < j 6 n, iracionalan broj. Kada
bi neko od tih rastojaǌa bilo racionalno, tada bi zbog

AiAj =
√

(j − i)2 + (j2 − i2)2 = (j − i)
√

1 + (j + i)2

postojao racionalan broj p/q, (p, q) = 1, za koji je

1 + (j + i)2 =
p2

q2
.

No, tada bi p2/q2 bio prirodan broj, tj. va¼ilo bi q2 | p2, pa i q | p. No, zbog
(p, q) = 1, to bi znaqilo da je q = 1, pa bi 1 + (j + i)2 bio kvadrat prirodnog
broja, xto je naravno nemogu²e.
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IMO ’87.6.

Neka je f(x) = x2 + x + n. Oznaqimo sa k najmaǌi prirodan broj za koji je
f(k) slo¼en broj. Pretpostavimo da je k 6 n− 2. Dokaza²emo da je k 6

√
n/3.

Neka je p najmaǌi prost delilac broja f(k). Imamo da je p2 6 f(k). Doka¼imo
da je k < p. Pretpostavimo suprotno: neka je k > p. Neka je k ≡ r (mod p),
0 6 r < p. Tada je f(r) ≡ f(k) ≡ 0 (mod p) i p 6 k 6 n− 2 < f(r). Sledi da je
f(r) slo¼en broj, a to je protivno pretpostavci o minimalnosti broja k. Dakle
k < p. Kako je f(p− k − 1) ≡ 0 (mod p) i f(p − k − 1) = p + 2p(p − k − 1) +
(f(k) − p2) > p, to je f(p − k − 1) slo¼en broj (p = k + 1 i f(k) = p2 povlaqi
n = f(k)− k2− k = (k + 1)2− k2− k = k + 1, xto je protivno pretpostavci da je
k 6 n− 2). Zbog pretpostavke o minimalnosti broja k imamo da je k 6 p− k− 1,
odnosno da je 2k + 1 6 p. Iz 4k2 + 4k + 1 = p2 6 f(k) = k2 + k + n sledi da je
3k2 < n. Posledǌa nejednakost je oqigledno ekvivalentna sa nejednakox²u koju
treba dokazati.

IMO ’88.1.

(a) Neka je: O centar datih krugova; ϕ = ]OPA; GD preqnik ve²eg kruga koji
sadr¼i taqku P ; M , N , U , V redom sredixta du¼i PA, BC, AB, AC, sl. 7.
Tada je

Σ = BC2 + CA2 + AB2(1)

= (BP + PC)2 + PC2 + PA2 + PB2 + PA2

= 2(PA2 + PB2 + PC2 + PB · PC),

PA = 2r cos ϕ,(2)

PB = BN − PN =
√

R2 − r2 cos2 ϕ− r sin ϕ,(3)

PC = PN + NC = BN + PN =
√

R2 − r2 cos2 ϕ + r sin ϕ,(4)

PB · PC = GP · PD = R2 − r2.(5)

Zameǌuju²i u jednakosti (1) vredno-
sti iz jednakosti (2)–(5), dobijamo da je
Σ = 6R2 + 2r2. Prema tome, razmatrani
zbir je konstantan, tj. ne zavisi od ugla
ϕ.

(b) Neka prava koja je paralelna sa
BC i sadr¼i taqku A seqe ve²i krug u
taqkama B1 i C1. Tada su qetvorouglovi
BPAB1 i CPAC1 pravougaonici. Sre-
dixte U dijagonale BA je i sredixte
dijagonale PB1 pravougaonika BPAB1.

Zato je
−→
PU = 1

2

−→
PB1 i sliqno

−→
PV =

1
2

−→
PC1.

Sl. 7



IMO ’88.2 Rexeǌa zadataka 43

Na osnovu toga zakǉuqujemo da je tra¼eni skup taqaka homotetiqan sa ve²im
od datih krugova u odnosu na centar homotetije P i sa koeficijentom homotetije
1/2.

IMO ’88.2.

Dokaza²emo da je takvo oznaqavaǌe mogu²e ako i samo ako je n paran broj.
Dokaz dajemo u nekoliko koraka:

1◦ Doka¼imo prvo da iz uslova zadatka sledi da je svaki element skupa B
sadr¼an u taqno dva od skupova Ai. Prvo primetimo da za svako j ∈ {1, 2, . . . , 2n+
1} va¼i jednakost:

(1) Aj =
⋃
i 6=j

(Ai ∩Aj).

Zaista, trivijalno sledi da skup Aj sadr¼i uniju na desnoj strani jednakosti
(1), a qiǌenica da je Aj sadr¼an u toj uniji sledi iz uslova (v). Pretpostavimo
da je neki element a ∈ B sadr¼an u tri od skupova Ai, recimo A1, A2, A3, tj.
a ∈ A1∩A2∩A3. Tada iz uslova (b) sledi da svaki od skupova (A1∩A2)∪(A1∩A3),
A1∩A4, A1∩A5, . . . , A1∩A2n+1 sadr¼i taqno jedan element. Sada iz jednakosti
(1) dobijamo da skup A1 sadr¼i najvixe 2n− 1 elemenata, xto je kontradikcija
sa uslovom (a).

2◦ Pretpostavimo da elementi skupa B mogu biti oznaqeni nulama i jedinica-
ma tako da va¼e uslovi zadatka. Doka¼imo da je onda n paran broj. Definixemo
matricu M tipa 2n × 2n qiji su elementi nule i jedinice na slede²i naqin.
U preseku i-te vrste i j-te kolone pixemo broj kojim je oznaqen jedini element
skupa Ai ∩ Aj , ako je i 6= j i i, j ∈ {1, 2, . . . , 2n}. Na glavnoj dijagonali redom
u vrstama zapisujemo brojeve kojima su oznaqeni jedinstveni elementi skupova
A1 ∩ A2n+1, A2 ∩ A2n+1, A2n ∩ A2n+1. Iz pretpostavki zadatka i tvrdjeǌa do-
kazanog pod taqkom 1◦ sledi da svaka vrsta matrice M sadr¼i taqno n nula.
Dakle, matrica M sadr¼i taqno 2n2 nula. Primetimo da je ukupan broj nula u
matrici M paran i da je ta matrica simetriqna (u odnosu na glavnu dijagona-
lu). Prema tome, van glavne dijagonale ima paran broj nula, pa sledi da i na
glavnoj dijagonali ima paran broj nula. Kako su brojevi na glavnoj dijagonali
pridru¼eni elementima skupa A2n+1 i medju ǌima ima n nula, to sledi da je n
paran broj.

3◦ Pretpostavimo da je n = 2k, gde je k prirodan broj. Doka¼imo da je mogu²e
elemente skupa B oznaqiti nulama i jedinicama, tako da je taqno n elemenata
svakog od skupova Ai oznaqeno nulom. Neka je Q matrica tipa 4× 4 data sa

Q =




0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 1 0
1 0 0 1


 ,
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i M matrica tipa 2n× 2n data sa

M =




Q Q . . . Q
Q Q . . . Q
. . . . . . . . . . . .
Q Q . . . Q


 .

(U svakoj vrsti i svakoj koloni Q se pojavǉuje k puta.) Ako oznaqavaǌe elemenata
skupa B nulama i jedinicama definixemo pomo²u matrice M kao u taqki 2◦, onda
za to oznaqavaǌe va¼i navedeni uslov.

IMO ’88.3.

Iz uslova zadatka lako izraqunavamo vrednosti funkcije f za prvih nekoliko
prirodnih brojeva. Dobijamo:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

f(n) 1 1 3 1 5 3 7 1 9 5 13 3 11 7 15 1 17

Prime²ujemo da za nekoliko prvih vrednosti k va¼e jednakosti f(2k) = 1,
f(2k − 1) = 2k − 1, f(2k + 1) = 2k + 1 i opxtije, ako je:

n = c0c1 . . . ck =
k∑

i=0

ci2i,

gde c0, c1, . . . , ck ∈ {0, 1}, binarni zapis broja n, onda je

f(n) = ckck−1 . . . c1c0 =
k∑

i=0

ci2k−i.

Drugim reqima, ako broj n predstavimo u binarnom zapisu, onda broj f(n) do-
bijamo tako xto binarne cifre broja n zapixemo u obrnutom redosledu. Ovo
tvrdjeǌe dokazujemo indukcijom. S obzirom da je f(2n) = n, to je dovoǉno raz-
motriti neparne vrednosti n.

Ako je n = 4m + 1 =
k∑

i=0

ci2i, gde je c0 = 1 i c1 = 0, onda je m =
k∑

i=2

ci2i−2 i

2m + 1 = 1 +
k∑

i=1

ci2i−1. Koriste²i induktivnu pretpostavku dobijamo

f(2m + 1) = 2k−1 +
k∑

i=2

ci2k−1−(i−1) = 2k−1 +
k∑

i=2

ci2k−i,

f(m) =
k∑

i=2

ci2k−i,

f(4m + 1) = 2f(2m + 1)− f(m) = 2k + 2
k∑

i=2

ci2k−i −
k∑

i=2

ci2k−i

= 2k +
k∑

i=2

ci2k−i =
k∑

i=0

ci2k−i.
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Ako je n = 4m + 3 =
k∑

i=0

ci2i, gde je c0 = 1, c1 = 1, onda je m =
k∑

i=2

ci2i−2 i

2m + 1 = 1 +
k∑

i=2

ci2i−1 i

f(n) = f(4m + 3) = 3f(2m + 1)− 2f(m)

= 2k + 2k−1 +
k∑

i=2

ci2k−i =
k∑

i=0

ci2k−i.

Prema tome, zadatak se svodi na odredjivaǌe broja prirodnih brojeva iz skupa
{1, 2, . . . , 1988} koji imaju palindromni binarni zapis. Primetimo da prirodnih
brojeva, koji imaju palindromni binarni zapis sa 2m cifara, ima 2m−1. Pri-
rodnih brojeva, koji imaju palindromni binarni zapis sa 2m − 1 cifara, ima
takodje 2m−1. S obzirom da je 210 < 1988 < 211 = 2048, to sledi da je broj pri-
rodnih brojeva koji su maǌi od 2048 i koji imaju palindromni binarni zapis,
jednak (1 + 1) + (2 + 2) + (4 + 4) + (8 + 8) + (16 + 16) + 32 = 94. Medju ǌima su
taqno dva broja ve²a od 1988 = 111110001002 (proverite to), pa na osnovu toga
sledi da je tra¼eni broj jednak 92.

IMO ’88.4.

Skup rexeǌa date nejednaqine po x dat je sa S =
70⋃

i=1

(i, xi], gde je i < xi <

i + 1 < xi+1, za i ∈ {1, 2, . . . , 69}, a x1, x2, . . . , x70 su nule polinoma

5
70∏

j=1

(x− j)− 4
70∑

k=1

k
∏

j 6=k

(x− j).

Zbir nula tog polinoma jednak je
70∑

j=1

j +
4
5

70∑
k=1

k, odakle sledi da je zbir du¼ina

intervala (qija unija predstavǉa skup rexeǌa) jednak

70∑
i=1

(xi − i) =
4
5

70∑
k=1

=
4
5
· 70 · 71

2
= 1988.

IMO ’88.5.

Uvedimo slede²e oznake: a = BC, b =
CA, c = AB, h = AD; k1 krug upisan u
trougao ABD; k2 krug upisan u trougao
ADC; O1 i O2 redom centri krugova k1

i k2; r1 i r2 redom polupreqnici krugo-
va k1 i k2; E i F taqke dodira kruga k1

redom sa AB i AD; G i M taqke dodira
kruga k2 redom sa AD i AC; N podno¼je
normale iz O1 na AC i P podno¼je nor-
male iz O2 na O1N , sl. 8.

Sl. 8
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Tada va¼e slede²e jednakosti:

O1N = EA = AF = h− r1,

O1P = O1N − PN = O1N −O2M = h− r1 − r2,(1)

O2P = MN = AM −AN = AG− r = h− r2 − r1.(2)

Iz (1) i (2) sledi da je O1P = O2P , a odatle sledi da je ]O1O2P = 45◦,
]O2LM = 45◦ i ML = O2M = r2. Prema tome, AL = AM + ML = AG + r2 =
h− r2 + r2 = h. Sliqno dokazujemo da je i AK = h. Konaqno dobijamo:

S

T
=

ah

h2
=

a

h
=

a2

ah
=

a2

bc
=

b2 + c2

bc
> 2.

IMO ’88.6.

Pretpostavimo da je
a2 + b2

ab + 1
= k prirodan broj. Tada je

(1) a2 − kab + b2 = k.

Pretpostavimo da broj k nije potpun kvadrat. Tada je k > 2.
(a) Prvo primetimo da ako za proizvoǉan par (a, b) celih brojeva va¼i (1),

onda su brojevi a i b istog znaka. Zaista, nijedan od ǌih nije jednak nuli (jer
k nije potpun kvadrat), a iz uslova ab < 0 sledilo bi a2 − kab + b2 > k.

(b) Razmotrimo sada par (a, b), gde je a > b > 0, koji predstavǉa minimalno
rexeǌe jednaqine (1). Tada je b < a, jer za a = b dobijamo da va¼i jednakost
(2 − k)a2 = k, a to nije mogu²e, jer je (2 − k)a2 6 0. Razmotrimo jednakost
(1) kao kvadratnu jednaqinu po a. Ona ima dva rexeǌa: a i a1. Pri tome je
a+a1 = kb, odakle sledi da je a1 ceo broj. Poxto je aa1 > 0, to je a1 > 0. Daǉe
je aa1 = b2 − k i

a1 =
b2 − k

a
<

a2 − 1
a

< a.

Prema tome, par brojeva (a1, b) zadovoǉava jednaqinu (1) i va¼i 0 < a1 < a
i 0 < b < a, xto je kontradikcija sa pretpostavkom da par (a, b) predstavǉa
minimalno rexeǌe.

IMO ’89.1.

Rexeǌe Radeta Todorovi²a. Podelimo najpre skup {1, 2, . . . , 351} na 117 dis-
junktnih troqlanih skupova

A′i = {i, i+175, 353−2i}, i = 1, . . . , 59; i A′i = {i, i+58, 470−2i}, i = 60, . . . , 117,

u svakom od kojih je zbir elemenata 528. Zatim, svaki od skupova

{3 · 117 + 1, . . . , 5 · 117}, {5 · 117 + 1, . . . , 7 · 117}, . . . , {15 · 117 + 1, . . . , 17 · 117}
podelimo na 117 dvoqlanih podskupova. Za skup

Bk = {(2k + 1) · 117 + 1, . . . , (2k + 3) · 117}, k = 1, . . . , 7,
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neka su to podskupovi

B
(k)
i = {(2k + 1) · 117 + i, (2k + 3) · 117− (i− 1)}, i = 1, . . . , 117.

Zbir elemenata u svakom od tih podskupova je (4k + 4) · 117 + 1.
Tra¼enu podelu skupa {1, 2, . . . , 17 · 117} sada qine skupovi

Ai = A′i ∪B
(1)
i ∪ · · · ∪B

(7)
i , i = 1, . . . , 117.

Svaki od ǌih ima 17 elemenata i zbir tih elemenata u svakom od ǌih je isti.
Napomena. Na sliqan naqin se dokazuje tvr±eǌe: skup {1, 2, . . . , n} mo¼e da

se razlo¼i na k-elementne podskupove kojima su zbirovi elemenata jednaki ako
i samo ako su k i n iste parnosti i k | n.

IMO ’89.2.

(i) Doka¼imo najpre da je OA1 = A1A0, gde je O centar upisanog kruga trougla
ABC.

Zaista, kako je ]A1OB =
1
2
]A+

1
2
]B i ]OBA1 =

1
2
]B+

1
2
]A = ]AOB, tro-

ugao OA1B je jednakokraki (OA1 = A1B). Me±utim, ]A1A0B = 90◦ − ]A1OB,
]A1BA0 = 90◦ − ]OBA1, pa je A1B = A1A0.

Koriste²i relaciju OA1 = A1A0 dobijamo da je POA1B = PA0A1B. Po-
navǉaju²i ovaj postupak za xest trouglova koji imaju zajedniqko teme O i sabi-
raju²i dobijene relacije dobijamo jednakost

PA0B0C0 = 2PAC1BA1CB1 .

Sl. 9 Sl. 10
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(ii) Neka je H ortocentar trougla ABC i neka su X, Y i Z taqke simetriqne
taqki H u odnosu na stranice trougla (one pripadaju opisanom krugu). Kako je
A1 sredixte luka BC, to je PBA1C > PBXC . Zato je

PAC1BA1CB1 > PAZBXCY = 2(PBHC + PCHA + PAHB) = 2PABC ,

xto, na osnovu dokazanog pod (i), dokazuje nejednakost

PA0B0C0 > 4PABC .

IMO ’89.3.

Pretpostavimo, suprotno tvr±eǌu zadatka, da je k > 1
2

+
√

2n. Uoqimo proiz-
voǉnu taqku P iz S. Kako postoji bar k taqaka u S na jednakom rastojaǌu od P ,

to postoji bar
(

k

2

)
taqaka A, B ∈ S, takvih da je AP = BP . Kako je to taqno

za svako P ∈ S, to zakǉuqujemo da postoji bar n

(
k

2

)
parova taqaka A, B ∈ S za

koje va¼i: na simetrali du¼i AB le¼i (bar jedna) taqka iz S.
S druge strane, va¼i

n

(
k

2

)
= n

k(k − 1)
2

> n

2

(√
2n +

1
2

)(√
2n− 1

2

)

=
n

2

(
2n− 1

4

)
= n

(
n− 1

8

)
> n(n− 1) = 2

(
n

2

)
.

Kako je
(

n

2

)
broj svih mogu²ih parova A, B (sa A, B ∈ S), mora postojati par

A, B sa P1, P2, . . . , Pm ∈ S, m > 2, tako da je APi = BPi za i = 1, 2, . . . , m.
Te taqke P1, P2, . . . , Pm su kolinearne, suprotno pretpostavci (i).

IMO ’89.4.

Pretpostavimo da je potrebno konstruisati qetvorougao ABCD sa svojstvima
opisanim u zadatku za razne vrednosti h. Neka je AD = R i BC = r. Konstru-
iximo najpre 4ABP sa stranicama qije su du¼ine AB = R + r, AP = R + h i
BP = r + h, a zatim krugove k1(A,R), k2(B, r) i k3(P, h) (svaki od ovih krugova
oqigledno dodiruje spoǉa ostala dva). Taqke C i D sada moraju pripadati kru-
govima k1 i k2, tako da je CD tangenta kruga k3. Odatle je jasno da je najve²a
vrednost za h za koju je konstrukcija mogu²a ona kada je CD ujedno tangenta
krugova k1 i k2, xto je ekvivalentno sa uslovom da su uglovi kod C i D pravi
(na slici su u tom sluqaju te taqke oznaqene sa C0 i D0). Dokaza²emo da u tom
sluqaju va¼i

(∗) 1√
h

=
1√

AD0

+
1√
BC0

.

Jasno je da odatle sledi nejednakost data u zadatku.
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Sl. 11

Da bismo dokazali (∗), oznaqimo sa M podno¼je normale iz P na CD. Tada je

CD =
√

(R + r)2 − (R− r)2 = 2
√

Rr,

CD = CM + MD =
√

(r + h)2 − (r − h)2 +
√

(R + h)2 − (R− h)2

= 2
√

rh + 2
√

Rh,

pa je √
Rr =

√
rh +

√
Rh,

xto je ekvivalentno sa (∗).

IMO ’89.5.

Prvo rexeǌe. Za dato n ∈ N izaberimo k = (n + 1)!2 + 1. Doka¼imo da
nijedan od brojeva k + 1, k + 2, . . . , k + n nije stepen prostog broja.

Za svako j za koje je 1 6 j 6 n broj 1 + j je pravi delilac broja k + j.
Pretpostavimo da je za neko takvo j ispuǌeno k + j = pα, gde je p prost, a α
prirodan broj. Onda je za neko β, 1 6 β < α, ispuǌeno 1 + j = pβ . Ali tada
pβ+1 | (n + 1)!2 i pβ+1 | pα, tj. pβ+1 | k − 1 i pβ+1 | k + j, pa pβ+1 | 1 + j, xto je
kontradikcija.
Drugo rexeǌe. Neka su pj , qj , j = 1, 2, . . . , n, 2n razliqitih prostih broje-

va. Prema kineskoj teoremi o ostacima [2] sistem kongruencija

x + j ≡ 0 (mod pjqj), j = 1, 2, . . . , n,

ima rexeǌe. Broj k koji je rexeǌe ovog sistema kongruencija zadovoǉava dati
uslov.

IMO ’89.6.

Prvo rexeǌe. Za dva razliqita elementa x, y ∈ {1, 2, . . . , 2n} kaza²emo da
su blizanci ako je |x−y| = n. Za permutaciju (x1, x2, . . . x2n) skupa {1, 2, . . . , 2n}
kaza²emo da je tipa Pk (k = 0, 1, . . . , n) ako |xi − xi+1| = n va¼i za taqno k
vrednosti indeksa i, tj. ako u ǌoj ima k parova susednih blizanaca. Na taj
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naqin u permutacijama tipa P0 svi blizanci su razdvojeni, u permutacijama
tipa P1 postoji taqno jedan par susednih blizanaca itd. Oznaqimo sa fn(k) broj
permutacija skupa {1, 2, . . . , 2n} tipa Pk, k = 0, 1, . . . , n. U ovim terminima
tvr±eǌe zadatka koje dokazujemo glasi: permutacija tipa P0 ima maǌe nego svih
ostalih permutacija skupa {1, 2, . . . , 2n}, tj. fn(0) < fn(1) + · · ·+ fn(n). Ili, s
obzirom da je fn(0) + fn(1) + · · ·+ fn(n) = (2n)!, treba da doka¼emo

pn =
fn(0)
(2n)!

<
1
2
,

tj. da je verovatno²a pn da proizvoǉno izabrana permutacija skupa {1, 2, . . . , 2n}
nema susednih blizanaca, maǌa od

1
2
.

Neka je (x1, x2, . . . x2n) permutacija tipa P0. Uklonimo iz ǌe element x2n i
ǌegovog blizanca. Preostaje permutacija od 2n−2 elementa (n−1 parova), i to
ili tipa P0 (bez susednih blizanaca), ili tipa P1, pri qemu je jedini par su-
sednih blizanaca prethodno bio razdvojen ukloǌenim elementom. Kako x2n mo¼e
uzeti 2n vrednosti i kako, u prvom sluqaju, ǌegov blizanac mo¼e imati bilo
koje od 2n−2 mesta, dok je u drugom sluqaju ǌegovo mesto odre±enom preostalom
P1-permutacijom od 2n− 2 elemenata, to va¼i slede²a rekurentna formula

(1) fn(0) = 2n[(2n− 2)fn−1(0) + fn−1(1)].

Neka je sada (x1, x2, . . . x2n) permutacija tipa P1 i neka je (xj , xj+1) ǌen jedini
par susednih blizanaca. Izdvajaju²i taj par dobijamo permutaciju od 2n − 2
elemenata, i to ponovo tipa P0 ili tipa P1, pri qemu je jedini par susednih
blizanaca prethodno bio razdvojen izdvojenim parom. Par (xj , xj+1) se bira
izme±u n parova blizanaca i, zbog poretka, za to imamo 2n mogu²nosti. U prvom
sluqaju taj par mo¼e imati bilo koju od 2n−1 pozicija, dok je u drugom sluqaju
ǌegova pozicija odre±ena preostalom P1-permutacijom od 2n−2 elemenata. Zato
je

(2) fn(1) = 2n[(2n− 1)fn−1(0) + fn−1(1)].

Oduzimaju²i (1) od (2) dobijamo

fn(1) = fn(0) + 2nfn−1(0).

U ovoj relaciji zamenimo n sa n− 1 i uvrstimo to u (1). Dobijamo

(3) fn(0) = 2n[(2n− 1)fn−1(0) + (2n− 2)fn−2(0)],

za n > 2. Uzimaju²i u obzir da je, po definiciji, pn =
fn(0)
(2n)!

, iz (3) se jedno-
stavno izvodi slede²a veza

pn = pn−1 +
pn−2

(2n− 3)(2n− 1)
.

Odatle je

pn − pn−1 <
1

(2n− 3)(2n− 1)
=

1
2

(
1

2n− 3
− 1

2n− 1

)
.
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Kako je p1 = 0, dobijamo

pn =
n∑

k=2

(pk − pk−1) <
1
2

n∑
k=2

(
1

2k − 3
− 1

2k − 1

)
=

1
2

(
1− 1

2n− 1

)
<

1
2
,

xto je i trebalo dokazati.
Napomena. Primenom formule ukǉuqivaǌa-iskǉuqivaǌa mo¼e se pokazati da

je broj permutacija u kojima ima susednih blizanaca

fn(1) + · · ·+ fn(n) =

21

(
n

1

)
(2n−1)!−22

(
n

2

)
(2n−2)!+23

(
n

3

)
(2n−3)!−· · ·+(−1)n−12n

(
n

n

)
(2n−n)!,

a zatim da je navedeni izraz maǌi od
1
2
(2n)!.

Drugo rexeǌe. Za dva broja x, y ∈ {1, 2, . . . , 2n} re²i ²emo da su blizanci
ako je |x− y| = n. Oznaqimo sa A skup permutacija skupa {1, 2, . . . , 2n} u kojima
se nijedan par blizanaca ne nalazi na susednim mestima, a sa B skup preostalih
permutacija razmatranog skupa. Neka je f : A → B preslikavaǌe definisano na
slede²i naqin: ako je (x1, x2, . . . , x2n) ∈ A i ako je xk, k > 2, blizanac od x1,
onda je

f(x1, x2, . . . , xk−1, xk, . . . , x2n) = f(x2, . . . , xk−1, x1, xk, . . . , x2n).

Preslikavaǌe f je 1–1 i nije na. Sledi |A| < |B|.

Sl. 12

IMO ’90.1.

Prvo primetimo da je ]CEF = ]DEG = ]EMD i ]ECF = ]MAD. Iz
ovih jednakosti dobijamo da je 4CEF ∼ 4AMD, sl. 12, a iz sliqnosti tih
trouglova sledi da je:

(1)
CE

EF
=

AM

MD
.
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Daǉe, primetimo da je ]ECG = ]EBD i ]CGE = ]CEF−]GCE = ]EMD−
]MBD = ]BDM . Iz ovih jednakosti sledi da je 4CGE ∼ 4BDM , a iz
sliqnosti trouglova dobijamo da je:

(2)
GE

CE
=

MD

MB
.

Koriste²i jednakosti (1) i (2) i uslov
AM

AB
= t, dobijamo:

GE

EF
=

MD

MB
· AM

MD
=

AM

MB
=

t ·AB

(1− t)AB
=

t

1− t
.

IMO ’90.2.

Neka je S skup tetiva datog kruga qiji krajevi pripadaju skupu E i imaju
slede²e svojstvo: krajevi svake od tih tetiva dele krug na dva luka, tako da je-
dan od ǌih sadr¼i taqno n taqaka skupa E (razliqitih od krajeva luka). Du¼i
koje pripadaju skupu S jesu stranice jednog ili vixe poligona upisanih u dati
krug. (Svaki od tih poligona mo¼emo nacrtati polaze²i od proizvoǉnog ǌego-
vog temena i biraju²i za slede²e teme uvek (n + 1)-vu taqku skupa E, broje²i
od prethodnog temena u izabranom smeru na krugu.) Odredimo broj upisanih po-
ligona. U tom ciǉu primetimo da je 2(n + 1)− (2n− 1) = 3, odakle sledi da je
NZD (2n− 1, n + 1) = NZD (2n− 1, 3).

(a) Ako broj 2n− 1 nije deǉiv sa 3, onda je NZD (2n− 1, n + 1) = 1 i tada je
broj upisanih poligona jednak 1. U ovom sluqaju minimalna vrednost broja k sa

datim svojstvom jednaka je
[
2n− 1

2

]
+ 1 = n.

(b) Ako je broj 2n − 1 deǉiv sa 3, onda je NZD (2n − 1, n + 1) = 3. U ovom

sluqaju je broj upisanih poligona jednak 3, savki od ǌih ima
2n− 1

3
temena, a

minimalna vrednost broja k je

3 ·
[
1
2
· 2n− 1

3

]
+ 1 = n− 1,

jer medju k obojenih taqaka mora biti vixe od polovine temena jednog od tih
poligona.

IMO ’90.3.

(a) Doka¼imo, prvo, slede²u lemu:
Neka su a, b i p prirodni brojevi. Ako p | 2a − 1 i p | 2b − 1, onda

p | 2NZD (a,b) − 1.
Tvrdjeǌe leme ekvivalentno je tvrdjeǌu: NZD (2a − 1, 2b − 1) = 2NZD (a,b) − 1.

Pri tome, NZD (a, b) mo¼e se odrediti pomo²u Euklidovog algoritma. Ako je a >
b, onda je NZD (a, b) = NZD (a − b, b). Ponavǉaju²i ovaj postupak na brojevima
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a− b i b dobijamo na kraju da je NZD (a, b) = NZD (d, 0) = d. Istovremeno

NZD (2a − 1, 2b − 1) = NZD (2a − 2b, 2b − 1)

= NZD (2b(2a−b − 1), 2b − 1)

= NZD (2a−b − 1, 2b − 1).

Ponavǉaju²i postupak na brojevima 2a−b − 1 i 2b − 1 dobijamo da je

NZD (2a − 1, 2b − 1) = NZD (2NZD (a,b) − 1, 0) = 2NZD (a,b) − 1.

(b) Ako je n paran broj, onda broj 2n + 1 nije deǉiv sa n2. Pretpostavimo da
za neparan broj n > 3 va¼i n | 2n + 1 i neka je p najmaǌi prost delilac broja n.
Tada je p takodje neparan broj i va¼i

(1) p | (2n + 1)(2n − 1) = 22n − 1.

Na osnovu male Fermaove teoreme dobijamo i slede²u relaciju:

(2) p | 2p−1 − 1.

S obzirom da je najmaǌi prost delilac broja n jednak p, to sledi da je

(3) NZD (2n, p− 1) = 2.

Na osnovu dokazane leme iz relacija (1), (2) i (3) zakǉuqujemo da p | 22 − 1 = 3,
tj. p = 3. Prema tome, n = 3m za neki prirodan broj m. Ako je m = 1, onda je

n = 3 i s obzirom da je
23 + 1

32
= 1, to sledi da je n = 3 jedno rexeǌe zadatka.

(v) Doka¼imo da drugih rexeǌa nema. Oznaqimo sa q najmaǌi prost delilac
broja m. Razmotrimo prvo sluqaj q = 3. Tada je n = 3k · m1, gde je k > 2, a
brojevi m1 i 3 su uzajamno prosti. Ako je broj 2n + 1 deǉiv sa n2, onda je on
deǉiv i sa 32k. Koriste²i qiǌenicu da je n neparan broj, dobijamo:

2n + 1 = 1 + (−1 + 3)n = 1 +
n∑

i=0

(
n

i

)
(−1)n−i3i

= 1 + (−1) + 3n−
(

n

2

)
32 + · · ·+

(
n

i

)
(−1)n−i3i + · · ·+ 3n.

Iz ove jednakosti sledi da je broj 3n = 3k+1m1 deǉiv sa 3k+2, xto je u kontra-
dikciji sa uslovom da su m1 i 3 uzajamno prosti brojevi. Razmotrimo sada
sluqaj q > 5. S obzirom da su brojevi 22n − 1 i 2q−1 − 1 deǉivi sa q, to
na osnovu leme sledi da je i broj 2NZD (2n,q−1) − 1 deǉiv sa q. Pri tome,
d = NZD (2n, q − 1) = NZD (6m, q − 1) ∈ {2, 6}, jer je q najmaǌi prost deli-
lac broja m. Ne mo¼e biti d = 2 jer tada broj 22 − 1 = 3 nije deǉiv sa q > 5.
Za d = 6 dobijamo 2d − 1 = 26 − 1 = 63, odakle sledi da je q = 7. Iz uslova
da je broj 23 − 1 deǉiv sa 7, sledi da je broj 2n − 1 = 23m − 1 deǉiv sa 7, a
broj 2n + 1 = (2n − 1) + 2 nije deǉiv sa 7, pa prema tome ni sa n. Time je dokaz
zavrxen.
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IMO ’90.4.

(a) Neka je f : Q+ → Q+ funkcija, takva da za sve x, y ∈ Q+ va¼i jednakost

(1) f(x f(y)) =
f(x)

y
.

Doka¼imo da je funkcija f injekcija, tj. 1–1 preslikavaǌe. Neka je f(y1) = f(y2)
za neke brojeve y1, y2 ∈ Q+. Koriste²i tu pretpostavku i jednakost (1) dobijamo

f(y1)
y2

= f(y1 f(y2)) = f(y1 f(y1)) =
f(y1)

y1
,

odakle sledi da je y1 = y2, tj. f je 1–1 preslikavaǌe. Za y = 1 iz jednakosti (1)
dobijamo da za sve y ∈ Q+ va¼i jednakost

(2) f(f(y)) =
1
y
.

Iz (2) dobijamo da za svako y ∈ Q+ va¼i

(3) f

(
1
y

)
= f(f(f(y))) =

1
f(y)

.

Ako u jednakosti (1) stavimo y = f

(
1
t

)
, dobijamo

f

(
x f

(
f

(
1
t

)))
=

f(x)
f(1

t )
,

odakle, koriste²i (2) i (3), dobijamo da za sve brojeve x, t ∈ Q+ va¼i jednakost

(4) f(xt) = f(x) f(t).

(b) Pretpostavimo da za funkciju f : Q+ → Q+ va¼e jednakosti (2) i (4) za

sve pozitivne racionalne argumente. Tada je
f(x)

y
= f(x) f(f(y)) = f(x f(y)),

tj. funkcija f zadovoǉava funkcionalnu jednaqinu (1).
(v) Preostaje da konstruixemo funkciju f : Q+ → Q+ za koju va¼e uslovi (2)

i (4). Neka je p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, p4 = 7, p5, p6, . . . niz prostih brojeva.
Definixemo f(1) = 1 i

f(pk) =
{

pk+1, ako je k neparan broj,

p−1
k−1, ako je k paran broj.

Za n = pk1
1 pk2

2 . . . pkm
m , gde su k1, k2, . . . , km nenegativni celi brojevi, definixemo

f(n) = f(pk1
1 pk2

2 . . . pkm
m ) = (f(p1))k1(f(p2))k2 . . . (f(pm))km

i konaqno za svaki pozitivan racionalan broj
m

n
, gde su m i n prirodni bro-

jevi, definixemo f

(
m

n

)
=

f(m)
f(n)

. Qitaocu ostavǉamo da proveri da za ovako

definisanu funkciju f : Q+ → Q+ va¼e uslovi (2) i (4).
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IMO ’90.5.

Oznaqimo sa SA skup svih vrednosti n0 za koje igraq A ima pobedniqku stra-
tegiju. Doka¼imo prvo slede²u lemu:
Neka su m i s prirodni brojevi takvi da va�i:
(1) m 6 1990, s 6 1990;
(2) {m,m + 1, . . . , 1990} ⊂ SA;
(3) Za svaki prost delilac p broja s va�i nejednakost s/pr > m, gde je r

prirodan broj takav da je broj s deǉiv sa pr, ali nije deǉiv sa pr+1.
Tada svi prirodni brojevi n0 za koje va�i nejednakost

√
s 6 n0 < m(6

s/pr < s) tako�e pripadaju skupu SA.

Zaista, ako je
√

s 6 n0 < m, onda igraq A mo¼e izabrati broj n1 = s. Onda
igraq B bira broj n2, za koji prema uslovima zadatka va¼i m 6 s

pr
6 n2 < s 6

1990. S obzirom da n2 ∈ {m,m + 1, . . . , 1990}, to je igra dobijena za igraqa A.
Primetimo da je 452 = 2025 > 1990. Odatle sledi da {45, 46, . . . , 1990} ⊂

SA. Za brojeve m = 45 i s = 420 = 22 · 3 · 5 · 7 va¼e uslovi (1), (2) i (3)
prethodno dokazane leme. S obzirom da je

√
420 = 21 < 45, to zakǉuqujemo da

{21, 22, . . . , 44} ⊂ SA. Primeǌuju²i ponovo dokazanu lemu na brojeve m = 21
i s = 168 = 23 · 3 · 7, dobijamo da {13, 14, . . . , 20} ⊂ SA. Primeǌuju²i lemu na
brojeve m = 13 i s = 105 = 3·5·7, dobijamo {11, 12} ⊂ SA. Konaqno, primeǌuju²i
lemu na brojeve m = 11 i s = 60 = 22 · 3 · 5, dobijamo da {8, 9, 10} ⊂ SA. Ako je
n0 > 1990, onda postoji prirodan broj r > 7, takav da je 2r ·32 < n0 6 2r+1 ·32 <
n2

0. Za broj n2 koji bira igraq B va¼i 8 6 n2 < n0. Ponavǉaju²i postupak
igraq A mo¼e posti²i da za neko k va¼i 8 6 n2k 6 1990, qime je sveo igru
na za sebe dobijenu poziciju. Prema tome, za svaki broj n0 > 8 igraq A ima
pobedniqku strategiju.

Razmotrimo sluqaj n0 6 5. S obzirom da proizvod tri razliqita prosta broja
ima najmaǌu vrednost 2 · 3 · 5 = 30 > 52, to igraq A mora da izabere broj oblika
n1 = prqs, gde je p prost broj, a q prost broj ili jedinica, pr > qs i r > 1, s > 1.
Tada igraq B mo¼e izabrati broj n2 tako da va¼i n2 = qs =

n1

pr
<
√

n1 6 n0.

Pri tome, ili je n2 = 1 ili za nekoliko poteza igraq B bira broj n2k = 1.
Ako je n0 ∈ {6, 7} igraq A bira broj n1 = 30 = 2·3·5 ili broj n1 = 42 = 2·3·7,

a kao odgovor igraq B bira broj n2 = 6. Posle toga igraqi A i B naizmeniqno
biraju brojeve 30 i 6. U protivnom, igraq koji odstupi od navedenog pravila
dozvoǉava protivniku da dodje u poziciju koja je za ǌega dobijena.

IMO ’90.6.

Neka je O centar pravilnog 1990-ugla A1A2 . . . A1990. Oznaqimo:
→
e 1 =

−→
OA1,

→
e 2 =

−→
OA2, . . . ,

→
e 1990 =

−→
OA1990. Neka je (a1, a2, . . . , a1990) permutacija brojeva

12, 22, . . . , 19902. Pretpostavimo da va¼i jednakost

(1) a1
→
e 1 + a2

→
e 2 + · · ·+ a1990

→
e 1990 =

→
0 .
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Neka je B1 proizvoǉna taqka u ravni i B2, . . . , B1990 taqke odredjene sa:

(2)
−→

B1B2 = a1
→
e 1,

−→
B2B3 = a2

→
e 2, . . . ,

−→
B1989B1990 = a1989

→
e 1989.

Iz (1) i (2) dobijamo
−→

B1990B1 = −(a1
→
e 1 +a2

→
e 2 + · · ·+a1989

→
e 1989) = a1990

→
e 1990,

na osnovu qega daǉe zakǉuqujemo da je
−→

B1B2 +
−→

B2B3 + · · ·+
−→

B1989B1990 +
−→

B1990B1 =
→
0 ,

tj. B1B2 . . . B1990 je 1990-ugao qije du¼ine stranica su 12, 22, . . . , 19902 u nekoj
permutaciji. Prema tome, zadatak se svodi na pridru¼ivaǌe brojeva 12, 22, . . . ,
19902 temenima pravilnog A1A2 . . . A1990-ugla, tako da va¼i jednakost (1).

Razbijmo skup temena 1990-ugla A1A2 . . . A1990 na 199 podskupova, pri qemu te-
mena svakog od tih podskupova predstavǉaju temena pravilnog desetougla. Neka
je D1D2 . . . D10 jedan od tih desetouglova. Ostalih 198 desetouglova dobijaju se

rotacijom desetougla D1D2 . . . D10 za uglove
2πk

199
, gde je k ∈ {1, 2, . . . , 198}. Skup

brojeva {12, 22, . . . , 19902} takodje razbijamo na 199 podskupova: {12, 22, . . . , 102},
{112, 122, . . . , 202}, . . . , {19812, 19822, . . . , 19902}. Brojeve jednog podskupa pri-
dru¼ujemo temenima jednog desetougla. Temenima desetougla D1D2 . . . D10 pri-
dru¼ujemo brojeve skupa {12, 22, . . . , 102} na slede²i naqin:

(D1, 12), (D2, 82), (D3, 32), (D4, 102), (D5, 52),
(D6, 22), (D7, 72), (D8, 42), (D9, 92), (D10, 62),

Oznaqimo
→
v 0 = (12 ·

−→
OD1 + 22 ·

−→
OD6) + (82 ·

−→
OD2 + 72 ·

−→
OD7)

+ (32 ·
−→

OD3 + 42 ·
−→

OD8) + (102 ·
−→

OD4 + 92 ·
−→

OD9)

+ (52 ·
−→

OD5 + 62 ·
−→

OD10).

S obzirom da su D1 i D6, D2 i D7, D3 i D8, D4 i D9, D5 i D10 parovi di-
jametralno suprotnih taqaka kruga opisanog oko 1990-ugla A1A2 . . . A1990, to
dobijamo:

→
v 0 = 3 ·

−→
OD6 + 7 ·

−→
OD8 + 11 ·

−→
OD10 + 15 ·

−→
OD2 + 19 ·

−→
OD4.

Ako temena desetougla D1D2 . . . D10 oznaqimo brojevima tako xto brojeve 12, 22,
. . . , 102 zamenimo brojevima (10k +1)2, (10k +2)2, . . . , (10k +10)2 i na analogan
naqin definixemo vektor

→
v k, onda koriste²i jednakost

(10k + n + 1)2 − (10k + n)2 = 20k + 2n + 1 = 20k + (n + 1)2 − n2,

dobijamo da je

→
v k = 3 ·

−→
OD6 + 7 ·

−→
OD8 + 11 ·

−→
OD10 + 15 ·

−→
OD2 + 19 ·

−→
OD4

+ 20k · (
−→

OD2 +
−→

OD4 +
−→

OD6 +
−→

OD8 +
−→

OD10).
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Primetimo da je zbir
−→

OD2 +
−→

OD4 +
−→

OD6 +
−→

OD8 +
−→

OD10 jednak nula vektoru (jer
taj zbir ostaje isti ako se svi vektori zarotiraju oko taqke O za ugao 2π/5).
Prema tome, va¼i jednakost

→
v 1 =

→
v .

Oznaqimo temena desetougla D1D2 . . . D10 brojevima 12, 22, . . . , 102 na opisani
naqin. Zatim za svako k ∈ {1, 2, . . . , 198} oznaqimo temena tog istog desetougla
brojevima (10k+1)2, (10k+2)2, . . . , (10k+10)2 zameǌuju²i broj n2 sa (10k+n)2

(n ∈ {1, 2, . . . , 10}) pa zarotiramo tako oznaqeni desetougao za ugao 2kπ/199. Na
taj naqin smo svakom od temena polaznog 1990-ugla pridru¼ili jedan od brojeva
12, 22, . . . , 19902. Rotacijom vektora

→
v k za ugao 2πk/199 dobija se vektor

→
v ′k.

Pri tome va¼i jednakost

(3)
→
v ′0 +

→
v ′1 + · · ·+→

v ′198 =
→
0 ,

jer zbir na levoj strani jednakosti (3) ostaje isti ako se svi vektori zarotiraju
za ugao 2π/199 oko taqke O. Taj zbir je upravo jednak zbiru na levoj strani
jednakosti (1) za opisano pridru¼ivaǌe brojeva 12, 22, . . . , 19902 temenima datog
1990-ugla, pa je time dokaz zavrxen.

IMO ’91.1.

(a) Prvo primetimo da va¼e jednakosti
BA′

A′C
=

c

b
i BA′ + A′C = a. Iz ovih

jednakosti dobijamo da je BA′ =
ac

b + c
. Daǉe je

AA′

AI
=

AI + IA′

AI
= 1 +

IA′

AI
= 1 +

BA′

AB
= 1 +

1
c
· ac

b + c
=

a + b + c

b + c
.

Prema tome, va¼i jednakost

(1)
AI

AA′
=

b + c

a + b + c
.

Analogno dokazujemo da va¼e i jednakosti:

(2)
BI

BB′ =
a + c

a + b + c
,

CI

CC ′
=

a + b

a + b + c
.

Koriste²i jednakosti (1) i (2) i nejednakost izmedju aritmetiqke i geometrijske
sredine, dobijamo da je

AI

AA′
· BI

BB′ ·
CI

CC ′
6

[
1
3

(
AI

AA′
+

BI

BB′ +
CI

CC ′

)]3

=
1
27

(
b + c

a + b + c
+

c + a

a + b + c
+

a + b

a + b + c

)3

=
8
27

.
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(b) Za nenegativne brojeve x, y, u, v va¼i slede²e tvrdjeǌe: ako je x+y = u+v
i |x − y| < |u − v|, onda je x3 + y3 < u3 + v3. Neka za stranice a, b i c datog
trougla va¼i a > b > c. Koriste²i formulisano tvrdjeǌe za qetiri nenegativna
broja, dobijamo slede²e nejednakosti:

a3 + b3 <

(
a + b + c

2

)3

+
(

a + b− c

2

)3

,(3)

(
a + b− c

2

)3

+ c3 <

(
a + b + c

2

)
+ 03.(4)

Sabiraju²i nejednakosti (3) i (4) dobijamo da je

(5) a3 + b3 + c3 < 2
(

a + b + c

2

)3

=
1
4
(a + b + c)3.

Koriste²i jednakosti (1) i (2), nejednakost (5) i identitet (a + b + c)3 − a3 −
b3 − c3 = 3(a + b)(b + c)(c + a), dobijamo

AI

AA′
· BI

BB′ ·
CI

CC ′
=

3(a + b)(b + c)(c + a)
3(a + b + c)3

=
(a + b + c)3 − a3 − b3 − c3

3(a + b + c)3

>
(a + b + c)3 − (a + b + c)3/4

3(a + b + c)3
=

1
4
.

IMO ’91.2.

Neka su a1, a2, . . . , ak svi prirodni brojevi maǌi od prirodnog broja n ∈
{7, 8, 9, . . . } i neka je a2 − a1 = a3 − a2 = · · · = ak − ak−1 > 0. Oznaqimo sa p
najmaǌi prost broj koji nije delilac broja n. Tada je a1 = 1, a2 = p, ak = n− 1
i

(1) a2 − a1 = p− 1, a3 − a2 = p− 1, . . . , ak − ak−1 = p− 1.

(a) Pretpostavimo da je p > 3. Sabiraju²i jednakosti (1) dobijamo da je
ak − a1 = (k − 1)(p− 1), tj. n− 2 = (k − 1)(p− 1), odakle sledi da

(2) p− 1 | n− 2.

Neka je q proizvoǉan prost delilac broja p − 1. Tada iz relacije (2) sledi
q | n− 2. Kako je p najmaǌi prost broj koji nije delilac broja n i q prost broj
maǌi od p, to sledi da q | n. Sada iz q | n − 2 i q | n dobijamo q | 2, tj. q = 2.
Kako je q proizvoǉan prost delilac broja p− 1, to zakǉuqujemo da je p− 1 = 2l,
tj. p = 2l + 1 za neki prirodan broj l > 2. S obzirom da je p prost broj, to je
l = 2m za neki prirodan broj m. Prema tome, p = 22m

+1. Daǉe, iz pretpostavke
p > 3 sledi 3 | n. Osim toga,

p3 = a1 + 2(p− 1) = 1 + 2(p− 1) = 2p− 1 = 22m+1 + 1,

odakle sledi da 3 | p3. Prema tome, broj 3 je zajedniqki delilac brojeva p3 i n,
xto je kontradikcija. Zakǉuqujemo da p ∈ {2, 3}.



IMO ’91.4 Rexeǌa zadataka 59

(b) Neka je p = 2. Tada je n neparan broj i va¼e jednakosti k = n−1 i a1 = 1,
a2 = 2, . . . , an−1 = n−1, tj. svi prirodni brojevi maǌi od n su uzajamno prosti
sa n. Prema tome, u ovom sluqaju n je prost broj.

(v) Neka je n = 3. Tada 2 | n i {a1, a2, . . . , ak} = {1, 3, . . . , n− 1}. Prema tome,
svi neparni brojevi maǌi od n su uzajamno prosti sa n. Odatle sledi da je broj
n jednak nekom stepenu broja 2.

IMO ’91.3.

Neka je Ap skup brojeva deǉivih sa p i koji su elementi skupa S. Na osnovu
formule ukǉuqivaǌa i iskǉuqivaǌa dobijamo

|A2 ∪A3 ∪A5 ∪A7| = |A2|+ |A3|+ |A5|+ |A7| − |A6| − |A10| − |A14|
− |A15| − |A21| − |A35|+ |A30|+ |A42|+ |A70|+ |A105| − |A210|

= 140 + 93 + 56 + 40− 46− 28− 20− 18− 13− 8 + 9 + 6 + 4 + 2− 1
= 216.

Na osnovu Dirihleovog principa sledi da svaki petoqlani podskup skupa A2 ∪
A3 ∪A5 ∪A7 sadr¼i bar dva broja iz jednog od skupova A2, A3, A5, A7, a ta dva
broja nisu uzajamno prosti. Zato je n > 216. Doka¼imo da je n = 217.

Prvo primetimo da skup A2 ∪ A3 ∪ A5 ∪ A7 sadr¼i proste brojeve 2, 3, 5, 7 i
jox 212 slo¼enih brojeva. Skup S \ A sadr¼i taqno osam slo¼enih brojeva. To
su brojevi: 112, 11 ·13, 11 ·17, 11 ·19, 11 ·23, 132, 13 ·17 i 13 ·19. Prema tome skup
S sadr¼i taqno 212 + 8 = 220 slo¼enih brojeva, jedinicu i 59 prostih brojeva.

Neka je A podskup skupa S takav da va¼i |A| = 217. Pretpostavimo da u
skupu A ne postoji pet brojeva koji su uzajamno prosti u parovima. Tada skup S
sadr¼i najvixe qetiri broja koji nisu slo¼eni i najmaǌe 213 slo¼enih brojeva.
Kako skup S sadr¼i taqno 220 slo¼enih brojeva, to skup S \A sadr¼i najvixe 7
slo¼enih brojeva. Zato skup S \ A sadr¼i elemente iz najvixe 7 od slede²ih 8
petoqlanih skupova:

{2 · 23, 3 · 19, 5 · 17, 7 · 13, 11 · 11}, {2 · 29, 3 · 23, 5 · 19, 7 · 17, 11 · 13},
{2 · 31, 3 · 29, 5 · 23, 7 · 19, 11 · 17}, {2 · 37, 3 · 31, 5 · 29, 7 · 23, 11 · 19},
{2 · 41, 3 · 37, 5 · 31, 7 · 29, 11 · 23}, {2 · 43, 3 · 41, 5 · 37, 7 · 31, 13 · 17},
{2 · 47, 3 · 43, 5 · 41, 7 · 37, 13 · 19}, {2 · 2, 3 · 3, 5 · 5, 7 · 7, 13 · 13}.

Prema tome, bar jedan od tih 8 skupova je petoqlani podskup skupa A, a ǌegovih
pet elemenata su brojevi uzajamno prosti u parovima. Zato je n = 217.

IMO ’91.4.

Numerisa²emo ivice grafa na slede²i naqin. Neka je V0 proizvoǉno teme
grafa. Proizvoǉnu ivicu qiji je kraj V0 numerixemo brojem 1. Kre²u²i se po
ivici 1 dolazimo do drugog temena grafa. Oznaqimo to teme sa V1. Iz temena V1

polazi bar jox jedna ivica grafa. Tu ivicu oznaqimo sa 2. Kre²u²i se po ivici
dva dolazimo do slede²eg temena grafa. Iz ǌega polazi bar jox jedna ivica.
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ǋu oznaqimo sa 3. Na taj naqin nastavǉamo numerisaǌe ivica grafa sve dok je
to mogu²no. Ako sve ivice nisu numerisane, onda iz nekog temena na putaǌi koja
se sastoji od numerisanih ivica polazi bar jedna ivica koja nije numerisana
(u protivnom graf ne bi bio povezan). Proizvoǉnu takvu ivicu numerixemo
najmaǌim prirodnim brojem koji prethodno nije upotrebǉen u numeraciji ivica,
a zatim kre²u²i se po toj ivici do ǌenog drugog kraja nastavǉamo numerisaǌe
kao i u prethodnom sluqaju sve dok je to mogu²no. Ponavǉaju²i opisani postupak
na kraju ²emo numerisati sve ivice grafa.

Doka¼imo da za ovo numerisaǌe va¼i navedeni uslov. Neka je V proizvoǉno
teme grafa. Ako je V = V0, onda je jedna ivica sa krajem V numerisana brojem 1,
pa je zato NZD brojeva kojima su numerisane sve ivice koje polaze iz temena V
jednak 1. Ako je V 6= V0, onda uoqimo onu od ivica sa krajem V koja je numerisana
najmaǌim prirodnim brojem. Ako je ta ivica numerisana brojem k > 1, onda iz
naqina numerisaǌa sledi da je jedna od ivica sa krajem V numerisana brojem
k + 1. S obzirom da je NZD (k, k + 1) = 1, to sledi da je i NZD svih brojeva
kojima su numerisane ivice sa krajem V jednak 1.

IMO ’91.5.

Prvo rexeǌe. Uvedimo slede²e oznake: ]CAB = α, ]ABC = β,
]BCA = γ, ]PAB = x, ]PBC = y, ]PCA = z. Za uglove trougla α, β i
γ va¼e slede²e nejednakosti:

sinα sin β sin γ 6
(√

3
2

)3

,(1)

ctg α + ctg β + ctg γ >
√

3.(2)

Na osnovu sinusne teoreme dobijamo:

(3)
PA

PB
=

sin(β − y)
sin x

,
PB

PC
=

sin(γ − z)
sin y

,
PC

PA
=

sin(α− x)
sin z

.

Mno¼eǌem jednakosti (3) dobijamo

(4)
sin(α− x) sin(β − y) sin(γ − z)

sin x sin y sin z
= 1.

Primetimo da je

sin(α− x)
sin x

= sin α(ctg x− ctg α),

sin(β − y)
sin y

= sin β(ctg y − ctg β),

sin(γ − z)
sin z

= sin γ(ctg z − ctg γ).

Koriste²i ove jednakosti iz (4) dobijamo da je

(5) (ctg x− ctg α)(ctg y − ctg β)(ctg z − ctg γ) =
1

sin α sinβ sin γ
.
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Koriste²i nejednakost izmedju aritmetiqke i geometrijske sredine iz (5) dobi-
jamo

(6)
1

sin α sin β sin γ
6

(
ctg x + ctg y + ctg z − ctg α− ctg β − ctg γ

3

)3

.

Koriste²i nejednakost (1), iz (6) dobijamo da je

(7) ctg x + ctg y + ctg z − ctg α− ctg β − ctg γ > 2
√

3.

Konaqno, koriste²i (2) i (7) dobijamo ctg x + ctg y + ctg z > 3
√

3. Prema tome,
bar jedan od brojeva ctg x, ctg y, ctg z nije maǌi od

√
3. Odatle sledi da bar

jedan od uglova x, y, z nije ve²i od 30◦.

Drugo rexeǌe (Predrag Tanovi²). Neka su A1, B1, C1 preseqne taqke pra-
vih PA, PB, PC sa, redom, stranicama BC, CA, AB. Pretpostavimo da je
svaki od uglova PAB, PBC, PCA ve²i od 30◦ i oznaqimo PA = x, PB = y,
PC = z. Tada je: PC1 >

x

2
, PB1 >

z

2
, PA1 >

y

2
. S druge strane,

PC1

PC + PC1
+

PA1

PA + PA1
+

PB1

PB + PB1
=

PC1

CC1
+

PA1

AA1
+

PB1

BB1
= 1.

Kako funkcija
t

p + t
raste, dobijamo

1 >

x

2
z +

x

2

+

y

2
x +

y

2

+

z

2
y +

z

2

=
x

2z + x
+

y

2x + y
+

z

2y + z
.

Dokaza²emo da posledǌa nejednakost ne mo¼e da va¼i ni za jednu trojku pozi-
tivnih realnih brojeva (x, y, z).

Prema Jensenovoj nejednakosti imamo:

x

x + y + z
· 1
2z + x

+
y

x + y + z
· 1
2x + y

+
z

x + y + z
· 1
2y + z

>

> 1
1

x + y + z

(
x(2z + x) + y(2x + y) + z(2y + z)

) =
1

x + y + z
.

Znaqi,
x

2z + x
+

y

2x + y
+

z

2y + z
> 1.
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IMO ’91.6.

Doka¼imo da za proizvoǉne prirodne brojeve p i q va¼i nejednakost

(1) |q
√

2− p| > 1
4q

.

Ako za prirodne brojeve p i q va¼i nejednakost p < (4−√2)q, onda je

|q
√

2− p| = |q√2− p| · (q√2 + p)
q
√

2 + p
=
|2q2 − p2|
q
√

2 + p
>

1
4q

.

Ako za prirodne brojeve p i q va¼i nejednakost p > (4−√2)q, onda je

|q
√

2− p| = p− q
√

2 > (4−
√

2)q − q
√

2 = (4− 2
√

2)q > 1 >
1
4q

.

Neka je xn = 4(n
√

2 − [n
√

2]), za n ∈ {0, 1, 2, . . . }. Tada za svaki broj n ∈
{0, 1, 2, . . . } va¼i xn ∈ [0, 4], tj. niz (xn) je ograniqen. Osim toga za brojeve
i > j > 0, na osnovu nejednakosti (1), dobijamo

|xi−xj | · (i− j) = 4 · |(i− j)
√

2− ([i
√

2]− [j
√

2]) · (i− j) > 4 · 1
4(i− j)

· (i− j) = 1.

Sada lako sledi da i za proizvoǉne razliqite nenegativne cele brojeve i i j
va¼i nejednakost |xi − xj | · |i− j| > 1.

IMO ’92.1.

Neka je

F (p, q, r) =
pqr − 1

(p− 1)(q − 1)(r − 1)
, 1 < p < q < r,

gde su p, q, r celi brojevi. Kako je

F (p, q, r) =

= 1 +
1

p− 1
+

1
q − 1

+
1

r − 1
+

1
(q − 1)(r − 1)

+
1

(r − 1)(p− 1)
+

1
(p− 1)(q − 1)

,

F (p, q, r) opada po svakom od argumenata. Ako je F (p, q, r) ceo broj, onda su
brojevi p, q i r iste parnosti. Zaista, ako je neki od brojeva p, q i r neparan,
onda je broj (p − 1)(q − 1)(r − 1) paran, odakle sledi da je broj pqr − 1 paran,
a to povlaqi da su brojevi p, q i r neparni. Ako je F (p, q, r) ceo broj i ako su
brojevi p, q i r parni, onda je F (p, q, r) neparan broj.

Ako je p > 4, onda je 1 < F (p, q, r) 6 F (4, 6, 8) = 104/48 < 2, pa F (p, q, r) ne
mo¼e biti ceo broj. Dakle p 6 3.

Neka je p = 2. Tada je 1 < F (2, q, r) 6 F (2, 4, 6) = 47/15 < 4. Sledi da je
F (2, q, r) = 3. Ovo je ekvivalentno sa (q − 3)(r − 3) = 5. Posledǌa jednakost
va¼i ako i samo ako je q = 4 i r = 8.

Neka je p = 3. Tada je 1 < F (3, q, r) 6 F (3, 5, 7) = 104/48 < 3. Sledi da je
F (3, q, r) = 2. Ovo je ekvivalentno sa (q − 4)(r − 4) = 11. Posledǌa jednakost
va¼i ako i samo ako je q = 5 i r = 15.

Zakǉuqujemo da zadatak ima dva rexeǌa: (p, q, r) = (2, 4, 8) i (p, q, r) = (3, 5, 15).
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IMO ’92.2.

Rexeǌe Vladimira Bo¼ina. Iz f(f(y)) = y + f(0)2 sledi da je f bijekcija.
Pretpostavimo da postoji x za koje je f(x) 6= x. Razmatra²emo dva sluqaja.

Neka je f(x) > x. Tada postoji takvo y da je f(x) = x + f(y)2. Sledi da
je f(x) = f(f(x) + y2). Korix²eǌem injektivnosti funkcije f odavde dobijamo
da je x = f(x) + y2. Ovo povlaqi x > f(x), xto je kontradikcija sa polaznom
pretpostavkom.

Neka je f(x) < x. Tada postoji takvo y da je x = f(x) + y2. Sledi da je
f(x) = f(f(x) + y2) = x + f(y)2. Ovo povlaqi f(x) > x, xto je kontradikcija sa
polaznom pretpostavkom.

Dakle, mora biti f(x) = x za svako x. Lako se proverava da ova funkcija
zadovoǉava datu funkcijsku jednaqinu.

IMO ’92.3.

Prvo rexeǌe. Neka su obojene 33 du¼i, tj. neka samo 3 du¼i nisu obojene.
Mo¼emo odabrati 3 taqke tako da svaka od neobojenih du¼i ima bar jedan od
krajeva u jednoj od izabranih taqaka. To znaqi da su svake 2 od preostalih 6
taqaka povezane obojenom du¼i. Prema poznatom rezultatu, me±u tih 6 taqaka
postoje 3 koje su povezane du¼ima obojenim istom bojom.

Slika 13 pokazuje da se mogu obojiti 32 du¼i tako da stranice nijednog tro-
ugla ne budu obojene istom bojom. (Pune linije predstavǉaju crvene du¼i, a
isprekidane plave).

Najmaǌi broj n koji zadovoǉava postavǉeni uslov je n = 33.

Sl. 13 Sl. 14

Drugo rexeǌe. Koristi²emo dve poznate teoreme iz teorije grafova:
Teorema (Ramsey). Neka su k i l prirodni brojevi. Postoji prirodan broj n

koji ima slede²e svojstvo: ako su grane kompletnog grafa K(n) obojene plavom
i crvenom bojom, onda postoji podgraf K(k) qije su grane obojene plavom bojom,
ili postoji podgraf K(l) qije su grane obojene crvenom bojom.

Najmaǌi prirodan broj koji ima dato svojstvo obele¼avamo sa r(k, l).
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Teorema (Turan). Neka prost graf G ima n qvorova i m grana.
a) Ako G ne sadr¼i podgraf K(k), onda je

m 6
(

n

2

)
− r

(
q + 1

2

)
− (k − 1− r)

(
q

2

)
,

gde je q koliqnik a r ostatak koji se dobija prilikom deǉeǌa broja n brojem
k − 1.

b) Ako je

m =
(

n

2

)
− r

(
q + 1

2

)
− (k − 1− r)

(
q

2

)
,

G ne sadr¼i podgraf K(k) ako i samo ako ǌegov komplement ima k−1 komponentu,
od kojih su ǌih r kompletni grafovi reda q + 1, dok su preostalih k − 1 − r
kompletni grafovi reda q.

Uvodimo oznaku

t(n, k) =
(

n

2

)
− r

(
q + 1

2

)
− (k − 1− r)

(
q

2

)
.

Pomo²u prethodne dve teoreme mo¼emo da izvedemo teoremu koja predstavǉa uo-
pxteǌe rezultata dobijenog rexavaǌem datog zadatka:

Teorema. Neka su n, k i l prirodni brojevi, takvi da je t(n, r(k, l)) <

(
n

2

)
.

Ako je grafu K(n) obojeno t(n, r(k, l)) + 1 grana plavom i crvenom bojom, onda
postoji podgraf K(k) qije su grane obojene plavom bojom, ili postoji podgraf
K(l) qije su grane obojene crvenom bojom. Postoji takvo bojeǌe t(n, r(k, l)) grana
grafa K(n) plavom i crvenom bojom, da nijednom podgrafu K(k) nisu sve grane
obojene plavom bojom i da nijednom podgrafu K(l) nisu sve grane obojene crvenom
bojom.

Dokaz. Neka je t(n, r(k, l))+1 grana kompletnog grafa reda n obojeno plavom i
crvenom bojom. Prema Turanovoj teoremi postoji kompletan podgraf reda r(k, l)
qije su sve grane obojene. Prema Remzijevoj teoremi taj podgraf ima podgraf
K(k) qije su grane obojene plavom bojom, ili ima podgraf K(l) qije su sve grane
obojene crvenom bojom. Time je dokazano prvo tvr±eǌe teoreme.

Neka su grane grafa K(r(k, l)−1) obojene plavom i crvenom bojom, tako da nije-
dan podgraf K(k) nema sve grane obojene plavom bojom i da nijedan podgraf K(l)
nema sve grane obojene crvenom bojom. Qvorove ovog grafa ²emo obele¼avati sa
vj , j = 1, 2, . . . , r(k, l)− 1, a eij ²e biti oznaka za granu koja povezuje qvorove vi

i vj , 1 6 i, j 6 r(k, l)− 1, i 6= j. Neka su q i r koliqnik i ostatak koji se dobi-
jaju deǉeǌem broja n brojem r(k, l)− 1. Skup qvorova grafa K(n) razlo¼imo na
r(k, l)− 1 podskupova Vj , tako da r od ǌih sadr¼e po q + 1 qvor, a da preostalih
r(k, l)− 1− r sadr¼e po q qvorova. Grane koje povezuju qvorove iz skupova Vi i
Vj , 1 6 i, j 6 r(k, l) − 1, obojimo bojom grane eij grafa K(r(k, l) − 1). Lako je
pokazati da ²e na taj naqin biti obojeno t(n, r(k, l)) grana grafa K(n), a da pri
tom ne postoji podgraf K(k) qije su sve grane obojene plavom bojom i ne postoji
podgraf K(l) qije su sve grane obojene crvenom bojom. Time je dokaz teoreme
kompletiran.
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Na osnovu prethodne teoreme zakǉuqujemo da je broj koji se tra¼i u zadatku
jednak t(9, r(3, 3)) + 1 = t(9, 6) + 1 = 33.

IMO ’92.4.

Oznaqimo sa T taqku dodira prave l i kruga c, sa T ′ taqku simetriqnu taqki
T u odnosu na M i sa S taqku kruga c koja je dijametralno suprotna taqki T ,
sl. 14. Neka je PQR trougao opisan oko kruga c, takav da mu temena Q i R
le¼e na pravoj l i to tako da je taqka M sredixte du¼i QR. Krug cp spoǉa
upisan u trougao PQR, koji dodiruje stranicu QR i produ¼etke preostale dve
stranice, dodiruje pravu l u taqki T ′. Tangenta kruga c u taqki S paralelna je
pravoj l. Zato homotetija sa centrom u taqki P koja preslikava krug c u krug cp

preslikava taqku S u taqku T ′. Sledi da su taqke P , S i T ′ kolinearne. Dakle
taqka P pripada otvorenoj polupravoj H, koja le¼i na pravoj ST ′, polazi iz
taqke S i ne sadr¼i taqku T ′. Nije texko dokazati da svaka taqka poluprave H
zadovoǉava uslov zadatka. Prema tome, tra¼eni skup taqaka je poluprava H.

IMO ’92.5.

Prvo rexeǌe. Neka je

S(x) = { (y, z) | (x, y, z) ∈ S },
Sy(x) = { z | (x, z) ∈ Sy },
Sz(x) = { y | (x, y) ∈ Sz }.

Imaju²i u vidu da je S(x) ⊂ Sx i S(x) ⊂ Sy(x)× Sz(x), dobijamo

|S| = ∑
x
|S(x)| 6 ∑

x

√|Sx| |Sy(x)| |Sz(x)| =
√
|Sx|

∑
x

√|Sy(x)| |Sz(x)|

6
√
|Sx|

√∑
x
|Sy(x)|

√∑
x
|Sz(x)| =

√
|Sx|

√
|Sy|

√
|Sz| =

√
|Sx| |Sy| |Sz|.

Drugo rexeǌe. Neka je

S(y, z) = {x | (x, y, z) ∈ S },
Sy(z) = {x | (x, z) ∈ Sy },
Sz(y) = {x | (x, y) ∈ Sz }.

Imaju²i u vidu da je S(y, z) ⊂ Sy(z), S(y, z) ⊂ Sz(y), dobijamo

|S| = ∑
(y,z)∈Sx

|S(y, z)| 6
√ ∑

(y,z)∈Sx

1
√ ∑

(y,z)∈Sx

|S(y, z)|2

6
√
|Sx|

√ ∑
(y,z)

|Sy(z)| |Sz(y)| =
√
|Sx|

√∑
z
|Sy(z)|∑

y
|Sz(y)|

=
√
|Sx|

√
|Sy| |Sz| =

√
|Sx| |Sy| |Sz|.
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IMO ’92.6.

Prvo rexeǌe. a) Pretpostavimo da se broj n2 mo¼e predstaviti kao zbir
k = n2 − 13 kvadrata prirodnih brojeva: n2 = x2

1 + x2
2 + · · · + x2

k. Onda se 13
mo¼e predstaviti kao zbir brojeva oblika x2 − 1, x ∈ N:

13 = n2 − k = (x2
1 − 1) + (x2

2 − 1) + · · ·+ (x2
k − 1).

Lako je videti da je to nemogu²e, tj. da se 13 ne mo¼e predstaviti kao zbir
brojeva 0, 3, 8, 15, . . . . Zato je S(n) 6 n2 − 14.

b) Doka¼imo da je S(13) = 132 − 14 = 155. Ako je neki broj predstavǉen u
obliku zbira k kvadrata od kojih je jedan paran, onda mo¼emo da ga predstavimo
u obliku zbira k + 3 kvadrata tako xto sabirak koji je kvadrat parnog broja
razbijemo na qetiri kvadrata: (2x)2 = x2+x2+x2+x2 . Polaze²i od jednakosti

132 = 82 + 82 + 42 + 42 + 32,

broj 132 mo¼emo predstaviti kao zbir k kvadrata prirodnih brojeva za k =
5, 8, 11, . . . , 155. Sliqno, iz

132 = 82 + 82 + 42 + 42 + 22 + 22 + 12

dobijamo reprezentaciju broja 132 u obliku zbira k = 7, 10, 13, . . . , 154 kvadrata
prirodnih brojeva, a iz

132 = 82 + 82 + 42 + 32 + 32 + 22 + 12 + 12 + 12

dobijamo reprezentaciju broja 132 u obliku zbira k = 9, 12, 15, . . . , 153 kvadrata
prirodnih brojeva. Preostalo je jox da poka¼emo da se 132 mo¼e predstaviti
kao zbir k = 2, 3, 4, 6 kvadrata prirodnih brojeva:

132 = 122 + 52 = 122 + 42 + 32 = 112 + 42 + 42 + 42 = 122 + 32 + 22 + 22 + 22 + 22.

v) Neka je S(n) = n2−14 za neko n > 13. Dokaza²emo da je S(2n) = (2n)2−14.
Ako n2 mo¼e da se predstavi kao zbir k kvadrata prirodnih brojeva, polaze²i
od

(2n)2 = (2x1)2 + (2x2)2 + · · ·+ (2xk)2,

razbijaǌem parnih kvadrata dobijamo reprezentaciju broja n2 u obliku zbira
k, k + 3, . . . , 4k kvadrata. Znaqi da se broj (2n)2 mo¼e predstaviti kao zbir k
kvadrata prirodnih brojeva, za 1 6 k 6 4n2−62. Ako je 4n2−63 6 k 6 4n2−14,
onda je 14 6 4n2 − k 6 63 6 4 · 132 − 63 6 k. Lako je dokazati da se svaki broj
m > 14 mo¼e predstaviti kao zbir k > m brojeva oblika x2− 1, x ∈ N. Ako ovu
qiǌenicu primenimo na 4n2 − k, dobijamo

4n2 − k = (x2
1 − 1) + (x2

2 − 1) + · · ·+ (x2
k − 1),

a odavde
4n2 = x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

k.

Iz prethodnog razmatraǌa sledi da je S(n) = n2 − 14 za n = 2s · 13.
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Drugo rexeǌe. Koristi²emo poznatu teoremu o predstavǉaǌu prirodnog
broja u obliku zbira qetiri kvadrata.
Teorema (Lagrange). Svaki prirodan broj mo¼e da se predstavi kao zbir

qetiri kvadrata celih brojeva.
To znaqi da se svaki prirodan broj mo¼e predstaviti kao zbir ne vixe od

qetiri kvadrata prirodnih brojeva.
Teorema. Prirodan broj mo¼e da se predstavi kao zbir pet kvadrata priro-

dnih brojeva, izuzev u sluqaju kada je jednak jednom od slede²ih brojeva: 1, 2,
3, 4, 6, 7, 9, 10, 12, 15, 18, 33.

Dokaz. Po±imo od toga da se 169 mo¼e predstaviti kao zbir k = 1, 2, 3, 4
kvadrata prirodnih brojeva,

169 = 132 = 122 + 52 = 122 + 42 + 32 = 112 + 42 + 42 + 42.

Ako je m > 169, onda je m = (m − 169) + 169. Prema Lagran¼ovoj teoremi
prirodan broj m− 169 mo¼e da se predstavi kao zbir k 6 4 kvadrata prirodnih
brojeva. Preostaje da se 169 predstavi kao zbir 5−k kvadrata prirodnih brojeva.
Ako je m 6 169 neposredno se proverava da se m mo¼e predstaviti kao zbir pet
kvadrata prirodnih brojeva, izuzev u dvanaest izuzetih sluqajeva.
Teorema. Neka je k > 6. Prirodan broj m > k mo¼e da se predstavi kao

zbir k kvadrata prirodnih brojeva, izuzev ako je m jednak jednom od slede²ih
brojeva: k + 1, k + 2, k + 4, k + 5, k + 7, k + 10 i k + 13.

Dokaz. Ako je m = k + 28, onda je

m = 32 + 32 + 22 + 22 + 22 + 22 + 12 + · · ·+ 12.

Ako je m > k i m 6= k + 1, k + 2, k + 4, k + 5, k + 7, k + 10, k + 13, k + 28, onda je
m− k +5 6= 1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 12, 15, 18, 33. Prema prethodnoj teoremi, broj m−
k + 5 mo¼e da se predstavi kao zbir kvadrata pet prirodnih brojeva. Preostaje
da se ovoj reprezentaciji doda k − 5 kvadrata broja 1. Ako je m ∈ {k + 1, k +
2, k + 4, k + 5, k + 7, k + 10, k + 13, k + 28}, onda je m − k ∈ {1, 2, 4, 5, 7, 10, 13}.
Lako je videti da se u tom sluqaju broj m − k ne mo¼e predstaviti kao zbir
brojeva oblika x2 − 1, x ∈ N. Stoga se ni broj m ne mo¼e predstaviti kao zbir
k kvadrata prirodnih brojeva.

Iz prethodne dve teoreme sledi da se svaki prirodan broj m > 19, m 6=
33, mo¼e predstaviti kao zbir k kvadrata prirodnih brojeva za svako k =
5, 6, . . . ,m − 14. Svaki od brojeva 169t2, t ∈ N, mo¼e da se predstavi kao zbir
k = 1, 2, 3, 4 kvadrata prirodnih brojeva. Sledi da je S(13t) = 169t2 − 14 za
svako t ∈ N.

IMO ’93.1.

Prvo rexeǌe. Pretpostavimo da je f(x) = xn + 5xn−1 + 3 = g(x) · h(x), gde
su g(x) i h(x) polinomi sa celim koeficijentima i stepena ne maǌeg od 1. Iz
uslova f(0) = 3 sledi da je g(0) ·h(0) = 3, odakle dobijamo da je jedan od brojeva
|g(0)| i |h(0)| jednak 1. Ne umaǌuju²i opxtost razmatraǌa mo¼emo pretpostaviti
da je |g(0)| = 1. Neka je g(x) = xk + a1x

k−1 + · · · + ak. Doka¼imo da je k > 1.
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Zaista, ako je k = 1, tj. g(x) = x+a1, onda zbog |g(0)| = 1 dobijamo da je |a1| = 1.
Odatle sledi da je g(1) = 0 ili g(−1) = 0, xto je u kontradikciji sa qiǌenicom
da je f(1) 6= 0 i f(−1) 6= 0. Neka su α1, α2, . . . , αk sve nule polinoma g(x). Tada
je g(x) = (x− α1)(x− α2) . . . (x− αk) i

(1) g(0) = (−1)kα1α2 . . . αk.

Kako su α1, α2 . . . , αk takodje i nule polinoma f(x) to sledi da je

(2) αn−1
j (αj + 5) = −3, za sve j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Iz (1) i (2) dobijamo slede²u jednakost

(3) |(α1 + 5)(α2 + 5) . . . (αk + 5)| = 3k.

Daǉe dobijamo: 3 = f(−5) = g(−5)h(−5) = (α1 + 5)(α2 + 5) . . . (αk + 5)h(−5). S
obzirom da su f , g, h polinomi sa celim koeficijentima, to sledi da je

(4) |g(−5)| = |(α1 + 5)(α2 + 5) . . . (αk + 5)| ∈ {1, 3},

Iz (3) i (4) sledi da je 3k ∈ {1, 3}, xto je u kontradikciji sa prethodno izvedenom
posledicom k > 1.
Drugo rexeǌe. Tvr±eǌe ovog zadatka je posledica dva relativno poznata

stava.
Stav 1. Neka je f(x) = anxn + an−1x

n−1 + · · · + a0 polinom s celobrojnim
koeficijentima za koji postoji prost broj p koji zadovoǉava slede²a tri uslova:

a) p | ai, i = 0, 1, . . . ,m, m < n,
b) p2 - a0,
v) p - an.

Tada bar jedan prost qinilac polinoma f(x) nad Z[x] ima stepen ve²i od m.
Dokaz. Jedan od prostih qinilaca polinoma f(x) ima slobodan qlan deǉiv sa

p. Neka je to g(x) = bkxk +bk−1x
k−1 + · · ·+b0. Zbog v) imamo da je k > 0. Neka je

h(x) = clx
l+cl−1x

l−1+· · ·+c0 koliqnik polinoma f(x) i g(x). Iz p | b0 i p2 - b0c0

( = a0) sledi da p - c0. Neka je i 6 k najmaǌa vrednost indeksa za koju p - bi.
Kako je ai = bic0 + bi−1c1 + · · · + b0ci i kako su na desnoj strani ove jednakosti
svi sabirci sem prvog deǉivi sa p, to p - ai. Na osnovu a) zakǉuqujemo da je
i > m. Kako je k > i to je tim pre k > m.
Napomena. Ako je m = n− 1, prethodni stav se svodi na Ejzenxtajnov krite-

rijum za ireducibilnost polinoma sa celobrojnim koeficijentima.
Stav 2. Polinom f(x) sa celobrojnim koeficijentima nema celobrojnih ko-

rena ako su f(0) i f(1) neparni brojevi.
Dokaz. Pretpostavimo da je a ∈ Z koren polinoma f(x). Neka je r ostatak

koji se dobija deǉeǌem broja a sa 2. Tada je f(a) ≡ f(r) (mod 2). S druge
strane imamo da je f(a) paran broj ( = 0) i da je f(r) neparan broj (r ∈ {0, 1}).
Kontradikcija!
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Na osnovu stava 1, m = n − 2 i p = 3, zakǉuqujemo da je stepen jednog od
prostih qinilaca polinoma f(x) ve²i od n− 2. Na osnovu stava 2 zakǉuqujemo
da polinom f(x) nema celobrojnih korena, a samim tim nema ni faktora stepena 1.
Sledi da je f(x) prost polinom.

IMO ’93.2.

Prvo rexeǌe. Neka je ]DAC = α i ]DBC = β. Tada je α + β = 90◦.
Oznaqimo ]ADC = δ1 i ]CDB = δ2, sl. 15.

Sl. 15

Neka je Fk1,δ1
D kompozicija rotacije oko taqke D za ugao δ1 i homotetije sa

centrom D i koeficijentom k1, tako da va¼i

Fk1,δ1
D (D) = D, Fk1,δ1

D (C) = A, Fk1,δ1
D (B) = E.

Neka je Fk2,−δ2
D kompozicija rotacije oko taqke D za ugao −δ2 i homotetije sa

centrom D i koeficijentom k2, tako da va¼i

Fk2,−δ2
D (D) = D, Fk2,−δ2

D (C) = B, Fk2,−δ2
D (A) = E1.

Tada su taqke D, E i E1 kolinearne i va¼i

AD

DE
=

CD

BD
,

BD

DE1
=

CD

AD
.

Iz ovih jednakosti sledi da je
AD ·BD

CD
= DE = DE1, tj. taqke E i E1 se

poklapaju. Osim toga, ]AEB = α + β = 90◦. Daǉe, trouglovi BED i CAD su
sliqni, odakle sledi da je BE : BD = AC : CD, tj.

(1) AC ·BD = CD ·BE

Iz sliqnosti trouglova ADE i CDB dobijamo AD : AE = CD : BC, tj.

(2) AD ·BC = CD ·AE.
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Iz jednakosti (1) i (2) dobijamo da je AC2 · BD2 + AD2 · BC2 = CD2 · BE2 +
CD2 ·AE2 = CD2(BE2+AE2) = CD2 ·AB2, odakle uz korix²eǌe uslova zadatka

dobijamo jednakost 2 ·AC2 ·BD2 = AB2 · CD2. Konaqno je
AB · CD

AC ·BD
=
√

2.

(b) Tvrdjeǌe sledi iz qiǌenice da je ugao izmedju tangente i tetive jednak
periferijskom uglu nad tom tetivom.
Drugo rexeǌe. Nije texko pokazati da je uslov ]ADB = ]ACB + 90◦

ekvivalentan uslovu: krugovi opisani oko trouglova ABC i ABD su uzajamno
ortogonalni. Razmatrajmo inverziju u odnosu na krug sa centrom u taqki D i
polupreqnikom r (r je proizvoǉno). Neka se taqke A, B i C preslikavaju u taqke
A′, B′ i C ′. Krug opisan oko trougla ABC preslikava se u krug opisan oko
trougla A′B′C ′ a krug opisan oko trougla ABD preslikava se u pravu A′B′.
Kako su krugovi opisani oko trouglova ABC i ABD ortogonalni, to ²e krug
opisan oko trougla A′B′C ′ i prava A′B′ biti ortogonalni. Dakle A′ i B′ su
dijametralno suprotne taqke kruga opisanog oko trougla A′B′C ′, odnosno ugao
kod temena C ′ trougla A′B′C ′ je prav. Prave A′C ′ i B′C ′ preslikavaju se u
krugove opisane oko trouglova ACD i BCD. Sledi da su ovi krugovi uzajamno
ortogonalni. Na osnovu Pitagorine teoreme imamo da je

(A′B′)2 = (A′C ′)2 + (B′C ′)2.

Imaju²i u vidu da je

A′B′ =
r2 ·AB

AD ·BD
, A′C ′ =

r2 ·AC

AD · CD
, B′C ′ =

r2 ·BC

BD · CD
,

dobijamo da je
(AB · CD)2 = (AC ·BD)2 + (BC ·AD)2.

Odavde i iz pretpostavke AC ·BD = AD ·BC nije texko izvesti
AB · CD

AC ·BD
=
√

2.

IMO ’93.3.

Za n = 1 igra je trivijalno zavrxena. Za n = 2 igra se mo¼e zavrxiti, na
primer, na slede²i naqin:

• •
• • −→

•
• −→

•

Sl. 16

Uoqimo slede²u pomo²nu kombinaciju:

• •
•
• −→

•
•
• −→

• •

−→

•

Sl. 17
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Ova kombinacija omogu²ava da se sa table uklone tri figure koje stoje u
poǉima koja formiraju pravougaonik 3×1, pri qemu se koristi jox jedna figura
i jedno slobodno poǉe. Za svako n > 4 kvadrat (n+3)×(n+3) mo¼e se primenom
navedene kombinacije redukovati na kvadrat n × n, sl. 18. Time je dokazano da
se igra mo¼e zavrxiti za svaki prirodan broj n koji nije deǉiv sa 3.

Sl. 18

Neka je u svako poǉe kvadrata 3k × 3k postavǉena figura. Pretpostavimo
da se igra mo¼e igrati tako da (na beskonaqnoj tabli) ostane samo jedna figu-
ra. To poǉe na koje ostaje figura numerixemo sa 1, a zatim beskonaqnu tablu
numerixemo kao na slici 19.

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1

2 3 1 2 3 1 2 3 1 2

3 1 2• 3• 1• 2• 3• 1• 2 3

1 2 3• 1• 2• 3• 1• 2• 3 1

2 3 1• 2• 3• 1• 2• 3• 1 2

3 1 2• 3• 1• 2• 3• 1• 2 3

1 2 3• 1• 2• 3• 1• 2• 3 1

2 3 1• 2• 3• 1• 2• 3• 1 2

3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1

Sl. 19
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Svaki raspored figura na tabli zovemo pozicija. Nazovimo karakteristikom
pozicije zbir brojeva kojima su numerisana poǉa na kojima stoje figure. Razmo-
trimo kako se meǌa karakteristika pozicije posle svakog odigranog poteza. Ako
u nekom potezu figura sa poǉa 1 preskaqe poǉe 2 i dolazi na poǉe 3, pri qemu se
uklaǌa figura sa poǉa 2, onda je promena karakteristike jednaka −1−2+3 = 0.
Ostale mogu²nosti za promenu karakteristike su: −1−3+2 = −2, −2−1+3 = 0,
−2− 3 + 1 = −4, −3− 1 + 2 = −2, −3− 2 + 1 = −4. U svim sluqajevima karak-
teristika se meǌa za paran broj. Karakteristika poqetne pozicije je 18k2 (jer
je zbir brojeva kojima su numerisana poǉa bilo kog kvadrata 3× 3 jednaka 18),
a karakteristika zavrxne pozicije jednaka je 1. Medjutim, polaze²i od pozicije
qija je karakteristika paran broj i promenom te karakteristike uvek za paran
broj, ne mo¼e se dobiti jedinica. Kontradikcija.
Napomena. Na 26. Me±urepubliqkoj matematiqkoj olimpijadi [8], koja je odr-

¼ana 1992. godine, bio je postavǉen slede²i zadatak:
Na beskonaqnoj xahovskoj tabli le¼i nekoliko figura. U jednom potezu dopu-

xteno je (ukoliko je to mogu²e) ,,preskoqiti“ bilo kojom figurom preko figure
koja stoji na susednom poǉu (susednim se smatraju poǉa koja imaju zajedniqku
stranicu), i stati na slede²e slobodno poǉe. Pri tom se ,,preskoqena“ figura
skida sa table. Koji najmaǌi broj figura mo¼e ostati na tabli, ako su na po-
qetku figure bile postavǉene u obliku pravougaonika m × n (m > 2, n > 2),
okru¼enog slobodnim poǉima?
Odgovor. 2, ako je mn deǉivo sa 3; 1 u protivnom sluqaju.

IMO ’93.4.

Neka je ω ograniqena figura u ravni. Sa d(ω) i w(ω) ²emo oznaqavati dija-
metar i xirinu figure ω. Koristi²emo slede²a dva svojstva funkcija d i w.

a) Ako su ω i ω′ dve ograniqene ravne figure i ako je ω ⊂ ω′, onda je d(ω) 6
d(ω′) i w(ω) 6 w(ω′).

b) Ako je ω trougao, onda je d(ω) jednako ǌegovoj najdu¼oj stranici, a w(ω) je
jednako najmaǌoj visini tog trougla, tj. m(ω).

Iz b) sledi da za trougao ω va¼i m(ω) = 2S(ω)/d(ω). Neka se taqka X nalazi
unutar trougla ABC ili na ǌegovom rubu. Tada je

m(ABX) + m(BCX) + m(CAX) =
2S(ABX)
d(ABX)

+
2S(BCX)
d(BCX)

+
2S(CAX)
d(CAX)

> 2S(ABX)
d(ABC)

+
2S(BCX)
d(ABC)

+
2S(CAX)
d(ABC)

> 2(S(ABX) + S(BCX) + S(CAX))
d(ABC)

=
2S(ABC)
d(ABC)

= m(ABC).
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Neka se taqka X nalazi izvan trougla ABC, unutar ugla BAC. Oznaqimo sa
Y taqku preseka du¼i AX i BC. Ovaj sluqaj mo¼emo svesti na prethodni:

m(ABX) + m(BCX) + m(CAX) > m(ABY ) + m(BCY ) + m(CAY ) > m(ABC).

Neka se taqka X nalazi izvan trougla ABC, unutar ugla koji je unakrsan uglu
BAC. Tada je

m(ABX) + m(BCX) + m(CAX) > m(BCX) > m(ABC).

Izdiskutovali smo sve bitno razliqite pozicije taqke X u odnosu na trougao
ABC.

IMO ’93.5.

Prvo rexeǌe. Neka je α = (
√

5 + 1)/2 i g : R → R funkcija odredjena
jednakox²u g(x) = αx. S obzirom da je α2 − α − 1 = 0, to za svaki prirodan
broj n va¼i jednakost g(g(n))− g(n)− n = 0. Definixemo funkciju f : N → N
pomo²u jednakosti

f(n) =
[
g(n) +

1
2

]
.

Doka¼imo da funkcija f ima tra¼ena svojstva.
(a) S obzirom da je α > 1, to dobijamo g(n+1) = α·(n+1) > αn+1 = g(n)+1, pa

na osnovu definicije funkcije f lako dobijamo da je f strogo rastu²a funkcija.
(b) Primetimo da je 2 < α + 1/2 < 3. Odatle sleddi da je f(1) = 2.
(v) Iz definicija funkcija g i f sledi da za svaki prirodan broj n va¼i

nejednakost |f(n) − g(n)| < 1/2 i da je f(f(n)) − f(n) − n ceo broj. Na osnovu
toga i slede²ih relacija

|f(f(n))− f(n)− n| =
= |g(g(n))− g(n)− n− g(g(n)) + f(f(n))− f(n) + g(n)|
= | − g(g(n)) + f(f(n))− f(n) + g(n)|
= | − g(g(n)) + f(f(n))− f(n) + g(n)|
= |g(g(n))− g(f(n)) + g(f(n))− f(f(n)) + f(n)− g(n)|
= |(α− 1)(g(n)− f(n)) + g(f(n))− f(f(nn)|
6 (α− 1)|g(n)− f(n)|+ |g(f(n))− f(f(n))|
6 1

2
(α− 1) +

1
2

=
α

2
< 1,

sledi da za svaki prirodan broj n va¼i jednakost f(f(n)) = f(n) + n.
Drugo rexeǌe. Da²emo kompletnu analizu rexeǌa razmatranog problema

iz koje ²e proiza²i konstruktivni postupak kojim se mo¼e dobiti svako rexeǌe.
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Pod Fibonaqijevom rekurentnom jednaqinom podrazumeva²emo Fn+2 =
Fn+1 + Fn, a za rastu²i niz prirodnih brojeva ²emo re²i da je Fibonaqijev
ukoliko je on rexeǌe Fibonaqijeve rekurentne jednaqine. (Napomiǌemo da se
obiqno pod Fibonaqijevim nizom podrazumeva ono rexeǌe Fibonaqijeve reku-
rentne jednaqine koje zadovoǉava uslov F1 = F2 = 1.) Za Fibonaqijev niz F ′

²emo re²i da se prepli²e sa Fibonaqijevim nizom F ukoliko postoji k > 1,
takvo da je Fk+n−1 < F ′n < Fk+n, n > 1. Nije texko dokazati da se Fibonaqijev
niz F ′ prepli²e sa Fibonaqijevim nizom F ako i samo ako postoji k > 1 takvo
da je Fk < F ′1 < Fk+1 < F ′2 < Fk+2. Ukoliko se Fibonaqijev niz F ′ prepli²e
sa Fibonaqijevim nizom F nizovi F ′n − Fk+n−1 i Fk+n − F ′n, monotono rastu za
n > 2 (poqetna dva qlana svakog od ovih nizova su pozitivni a svaki od ǌih
zadovoǉava Fibonaqijevu rekurentnu jednaqinu). Ako ovi nizovi rastu za n > 1
re²i ²emo da se Fibonaqijev niz F ′ pravilno prepli²e sa Fibonaqijevim ni-
zom F . Prema tome Fibonaqijev niz F ′ se pravilno prepli²e sa Fibonaqijevim
nizom F ako i samo ako postoji k > 1 takvo da je 0 < F ′1 − Fk 6 F ′2 − Fk+1 i
0 < Fk+1 − F ′1 6 Fk+2 − F ′2.

Neka je f : N → N rastu²a funkcija koja zadovoǉava datu funkcijsku jednaqi-
nu. Svaki iterativni niz (m, f(m), f(f(m)), . . . ) je Fibonaqijev. Oznaqimo sa
F 1 onaj iterativni niz qiji je poqetni qlan m1 = 1. Oznaqimo sa m2 prirodan
broj koji se ne nalazi me±u qlanovima ovog niza. Neka je F 2 iterativni niz qiji
je poqetni qlan m2. Oznaqimo sa m3 najmaǌi prirodan broj koji se ne pojavǉuje
me±u qlanovima nizova F 1 i F 2. Neka je F 3 iterativni niz qiji je poqetni qlan
m3. Nastavǉaǌem ovog postupka dobijamo niz Fibonaqijevih nizova takvih da je
svaki prirodan broj qlan taqno jednog od ǌih. Nije texko dokazati da se svaki
od ovih nizova pravilno prepli²e sa svim svojim prethodnicima. Zaista, ako je
1 6 i < j i ako je F i

k < F j
1 < F i

k+1, onda je

F j
1 − F i

k = 1 + |{n | F i
k < n < F j

1 }| = 1 + |{f(n) | F i
k < n < F j

1 }|
6 1 + |{n | F i

k+1 < n < F j
2 }| = F j

2 − F i
k+1,

F i
k+1 − F j

1 = 1 + |{n | F j
1 < n < F i

k+1}| = 1 + |{f(n) | F j
1 < n < F i

k+1}|
6 1 + |{n | F j

2 < n < F i
k+2}| = F i

k+2 − F j
2 .

Neka je F 1, F 2, F 3, . . . familija Fibonaqijevih nizova takvih da se svaki
od ǌih prepli²e sa svim svojim prethodnicima i da je svaki prirodan broj
qlan taqno jednog od ǌih. Nije texko pokazati da postoji jedinstvena funkcija
f : N → N za koju su razmatrani Fibonaqijevi nizovi iterativni nizovi. Ta
funkcija je monotono rastu²a i zadovoǉava datu funkcijsku jednaqinu.

Neka je F 1 Fibonaqijev niz qija su prva dva qlana 1 ( = m1) i 2. Tada je
m2 = 4 najmaǌi prirodan broj koji nije qlan niza F 1. Fibonaqijev niz F 2

qija su prva dva qlana 4 i 6 (ili 4 i 7) pravilno se prepli²e sa F 1. Neka
je F 1, F 2, . . . , F k familija Fibonaqijevih nizova takvih da se svaki od ǌih
pravilno prepli²e sa svim svojim prethodnicima i da je prvi qlan mi niza F i,
i = 1, 2, . . . , k, najmaǌi prirodan broj koji nije qlan nijednog od nizova F 1, F 2,
. . . , F i−1. Neka je mk+1 najmaǌi prirodan broj koji nije qlan nijednog od nizova
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F 1, F 2, . . . , F k. Postoji Fibonaqijev niz F k+1 kome je mk+1 prvi qlan i koji
se pravilno prepli²e sa svakim od nizova F 1, F 2, . . . , F k. Takav je, na primer,
Fibonaqijev niz qiji je drugi qlan jednak F i

j+1 + 1, gde je F i
j = mk+1 − 1.

Na osnovu napred izlo¼enog zakǉuqujemo da postoji niz Fibonaqijevih nizova
F 1, F 2, F 3, . . . takav da se svaki od ǌih prepli²e sa svim svojim prethodnicima
i da je prvi qlan mk niza F k najmaǌi prirodan broj koji nije qlan nijednog
od nizova F 1, F 2, . . . , F k−1. Svaki prirodan broj je qlan taqno jednog od ǌih.
Funkcija f : N → N kojoj su razmatrani Fibonaqijevi nizovi iterativni nizovi
je monotono rastu²a i zadovoǉava datu funkcijsku jednaqinu.

IMO ’93.6.

Prvo rexeǌe. Svako staǌe lampi L0, L1, . . . , Ln−1 oznaqimo vektorom
v = (v0, v1, . . . , vn−1), gde je

vk =
{

0, ako je lampa Lk ugaxena,

1, ako je lampa Lk upaǉena.

Poqetno staǌe, kada su po uslovu zadatka sve lampe upaǉene, oznaqeno je vekto-
rom e = (1, 1, . . . , 1). Delovaǌe operacije Sj dato je sa

(v0, v1, . . . , vn−1)
Sj7−→ (v0, v1, . . . , vj−1, vj−1 + vj , vj+1, . . . , vn−1),

gde se sabiraǌe koordinata vektora vrxi po modulu 2.
(a) Za dokaz ovog tvrdjeǌa dovoǉno je dokazati da postoji prirodan broj r, ta-

kav da je SrSr−1 . . . S1S0e = e. Oznaqimo sa R operaciju koja vektor
(v0, v1, . . . , vn−1) prevodi u vektor (v1, v2, . . . , vn−1, v0). Tada je Sj = R−1S0R

j i

SrSr−1 . . . S1S0 = (R−rS0R
r)(R−r+1S0R

r−1) . . . (R−2S0R
2)(R−1S0R)S0

= R−rS0(RS0)r = R−r−1(RS0)r+1.

Prema tome, uslov SrSr−1 . . . S1S0e = e, ekvivalentan je sa (RS0)r+1e = e. S
obzirom da postoji ukupno 2n razliqitih staǌa lampi (jer svaka od n lampi mo¼e
biti ugaxena ili upaǉena), to u nizu e, RS0e, (RS0)2e, (RS0)3e, . . . ima jednakih
qlanova. Drugim reqima postoje prirodni brojevi m i n, takvi da je m < n i
(RS0)me = (RS0)ne. Tada za r = n−m− 1 va¼i (RS0)r+1e = (RS0)n−me = e.

(b) Vektoru v = (v0, v1, . . . , vn−1) pridru¼imo polinom

P (x) = vn−1x
n−1 + v0x

n−2 + · · ·+ vn−4x
2 + vn−3x + vn−2.

Poxto je RS0v = R(vn−1 + v0, v1, . . . , vn−1) = (v1, v2, . . . , vn−1, vn−1 + v0), to
sledi da je vektoru RS0v pridru¼en polinom

Q(x) = (vn−1 + v0)xn−1 + v1x
n−2 + · · ·+ vn−3x

2 + vn−2x + vn−1.
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Primetimo da je Q(x) ≡ xP (x) (mod xn− xn−1− 1). Na osnovu toga sledi da je
uslov (RS0)re = e ekvivalentan sa xr ≡ 1 (mod xn − xn−1 − 1). Nadaǉe ²e znak
≡ uvek oznaqavati kongruenciju po modulu xn − xn−1 − 1. Ako je n = 2k, onda je

(1) xn2 ≡ (xn)n ≡ (xn−1 + 1)n ≡ xn2−n + 1,

jer su svi binomni koeficijenti reda 2k, osim prvog i posledǌeg, parni. Kori-
ste²i (1) dobijamo

1 ≡ xn2 − xn2−n ≡ xn2−n(xn − 1) ≡ xn2−n · xn−1 ≡ xn2−1.

Prema tome, posle n2 − 1 koraka sve lampe ²e ponovo biti upaǉene.
(v) Neka je n = 2k + 1. Tada, sliqno kao u prethodnom sluqaju, dobijamo

xn2−1 ≡ (xn+1)n−1 ≡ [x(xn−1 + 1)]n−1 ≡ (xn + x)n−1 ≡ xn(n−1) + xn−1,

jer je broj n − 1 jednak stepenu broja 2, pa su svi binomni koeficijenti reda
n − 1, osim prvog i posledǌeg, parni, tj. jednaki nuli po modulu 2. Daǉe je
xn2−1−xn(n−1) ≡ xn−1, tj. xn2−n(xn−1− 1) ≡ xn−1. Sada nalazimo da je xn2−n ·
xn ≡ xn−1 i konaqno xn2−n+1 ≡ 1. Prema tome, za n = 2k + 1 sve lampe ²e biti
upaǉene posle n2 − n + 1 koraka.
Drugo rexeǌe.
a) Trenutno staǌe mo¼emo kodirati n-torkom x = (x0, x1, . . . , xn−1), gde je

xj = 0 ako je lampa Lj iskǉuqena, odnosno xj = 1 ako je lampa Lj ukǉuqena. Ope-
racije Sj su injektivne: staǌe nastalo posle operacije Sj jednoznaqno odre±uje
staǌe koje je postojalo pre toga. Qlanovi niza (Sn−1 · · ·S1S0)k(1, 1, . . . , 1), k > 0,
pripadaju konaqnom skupu. Zato ²e postojati dva jednaka qlana u ovom nizu. Neka
je

(Sn−1 · · ·S1S0)l(1, 1, . . . , 1) = (Sn−1 · · ·S1S0)k(1, 1, . . . , 1),

gde je 0 6 k < l. Tada je

(Sn−1 · · ·S1S0)m(1, 1, . . . , 1) = (1, 1, . . . , 1),

gde je m = l − k > 0. Dakle posle mn opisanih operacija sve lampe ²e biti
ponovo ukǉuqene.

b) Neka je niz matrica Uk, k > 1, zadat sa U1 = [0],

Uk+1 =




1

Uk

... Uk

1
1 . . . 1 0 0 . . . 0

0

Uk

... 0
0




, k > 1.

Uk je kvadratna matrica reda 2k − 1.
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Mo¼e se pokazati metodom matematiqke indukcije da za svako k qlanovi ma-
trice 



1 1 . . . 1 1
1 1
... Uk

...
1 1
1 1 . . . 1 0




zadovoǉavaju uslov uij = ui−1,j + ui,j−1 (podrazumeva se aritmetika iz Z2).
Prilikom izvo±eǌa induktivnog koraka, dovoǉno je dokazati da dato svojstvo
imaju qetiri podmatrice (b) reda 2k + 1 smextene u uglovima matrice (a) reda
2k+1 + 1. 



1 1 . . . 1 1 1 . . . 1 1
1 1 1
... Uk

... Uk

...
1 1 1
1 1 . . . 1 0 0 . . . 0 1
1 0 1
... Uk

... 0
...

1 0 1
1 1 . . . 1 1 1 . . . 1 0




(a)



1 1 . . . 1 1
1 1
... Uk

...
1 1
1 1 . . . 1 0







1 1 . . . 1 1
1 1
... Uk

...
1 1
0 0 . . . 0 1







1 1 . . . 1 0
1 0
... Uk

...
1 0
1 1 . . . 1 1







0 0 . . . 0 1
0 1
... 0

...
0 1
1 1 . . . 1 0




(b)
Za prve tri od ove qetiri matrice ovo svojstvo se dokazuje primenom induktivne
pretpostavke a za qetvrtu se direktno proverava.

Razmatrajmo matricu

Xk =




1 . . . 1 1
1

Uk 1
1

1 . . . 1 0




Nije texko videti da je i-ta vrsta ove matrice (0 6 i 6 2k = n) staǌe koje
nastaje posle i-tog ciklusa primene opisanih operacija. U momentu pre nego
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xto je izvrxena posledǌa operacija n-tog ciklusa staǌe je opisano n-torkom
(1, 1, . . . , 1). Dakle posle n2 − 1 operacija sve lampe ²e biti ukǉuqene.

v) Za k = 1 tvr±eǌe mo¼e neposredno da se proveri.
Neka je niz matrica Vk, k > 2, zadat sa

V2 =




1 0
1 1
1 1


 , Vk+1 =




1 0
0 0

Vk

...
... Vk

0 0
1 . . . 1 1 1 0 . . . 0

1 0
0 0

Vk

...
... 0

0 0




, k > 2.

Vk je matrica dimenzija (2k − 1)× (2k − 2).
Mo¼e se pokazati metodom matematiqke indukcije da za svako k > 2 qlanovi

matrice



1 1 1 . . . 1 1 1
1 0 1 0
0 0 0 0
...

... Vk

...
...

0 0 0 0
0 0 1 . . . 1 1 1




zadovoǉavaju uslov vij = vi−1,j +vi,j−1 (podrazumeva se aritmetika iz Z2). Pri-
likom izvo±eǌa induktivnog koraka, dovoǉno je dokazati da dato svojstvo imaju
qetiri podmatrice (b) reda (2k + 1)× (2k + 2) smextene u uglovima matrice (a)
reda (2k+1 + 1)× (2k+1 + 2).




1 1 1 . . . 1 1 1 1 . . . 1 1 1
1 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0
...

... Vk

...
... Vk

...
...

0 0 0 0 0 0
0 0 1 . . . 1 1 1 0 . . . 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
...

... Vk

...
... 0

...
...

0 0 0 0 0 0
0 0 1 . . . 1 1 1 1 . . . 1 1 1




(a)
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1 1 1 . . . 1 1 1
1 0 1 0
0 0 0 0
...

... Vk

...
...

0 0 0 0
0 0 1 . . . 1 1 1







1 1 1 . . . 1 1 1
1 0 1 0
0 0 0 0
...

... Vk

...
...

0 0 0 0
1 1 0 . . . 0 0 0







0 0 1 . . . 1 1 1
0 0 1 0
0 0 0 0
...

... Vk

...
...

0 0 0 0
0 0 1 . . . 1 1 1







1 1 0 . . . 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
...

... 0
...

...
0 0 0 0
1 1 1 . . . 1 1 1




(b)

Za prve tri od ove qetiri matrice ovo svojstvo se dokazuje primenom induktivne
pretpostavke a za qetvrtu se direktno proverava.

Razmatrajmo matricu

Yk =




1 1 . . . 1 1 1
0 1 0
0 0 0
... Vk

...
...

0 0 0
0 1 . . . 1 1 1




.

Nije texko videti da je i-ta vrsta ove matrice (0 6 i 6 2k = n − 1) staǌe koje
nastaje posle i-tog ciklusa primene opisanih operacija. Staǌe koje nastaje kada
se izvrxi n − 1 ciklus i jox jedna operacija opisano je n-torkom (1, 1, . . . , 1).
Dakle posle n2 − n + 1 operacija sve lampe ²e biti ukǉuqene.
Tre�e rexeǌe. Dokaz tvr±eǌa pod a) isti je kao u prethodnom rexeǌu.

Sa B(n) ²emo oznaqavati skup eksponenata u binarnom zapisu broja n. Dokaze
tvr±eǌa pod b) i v) ²emo izvesti korix²eǌem poznatog stava: Binomni koefi-

cijent
(

m

k

)
je neparan broj ako i samo ako je B(k) ⊂ B(m). U aritmetici

prstena Z2 u kojoj ²emo nadaǉe raditi ovo tvr±eǌe glasi:
(

m

k

)
= 1 ako i samo ako je B(k) ⊂ B(m).

b) Indukcijom ²emo dokazati da je staǌe j-te lampe posle i-tog ciklusa ope-

racija, 0 6 i 6 n = 2k, jednako
(

i + j + 1
i

)
. Neka je i = 0. Na poqetku su sve

lampe ukǉuqene, a
(

j + 1
0

)
= 1, j = 0, 1, . . . , n − 1. Dakle za i = 0 tvr±eǌe

va¼i. Neka je i > 0. Razmatra²emo dva sluqaja. Prvo razmatrajmo sluqaj j = 0.
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Posle i − 1 ciklusa operacija staǌe lampe L0 je
(

i

i− 1

)
, a staǌe lampe Ln−1

je
(

i + n− 1
i− 1

)
= 1. Imamo da je staǌe lampe L0 posle i-tog ciklusa operacija

jednako
(

i

i− 1

)
+

(
i + n− 1

i− 1

)
= i+1 =

(
i + 1

i

)
. Sada razmatrajmo sluqaj j > 0.

Staǌe lampe Lj posle i − 1 ciklusa operacija je
(

i + j

i− 1

)
, a staǌe lampe Lj−1

posle i-tog ciklusa operacija jednako je
(

i + j

i

)
. Staǌe lampe Lj posle i-tog

ciklusa operacija bi²e
(

i + j

i− 1

)
+

(
i + j

i

)
=

(
i + j + 1

i

)
. Time je dokaz induk-

cijom zavrxen. Staǌe posle n2 − 1 operacija odre±eno je vrednostima slede²ih

binomnih koeficijenata:
(

n + 1
n

)
,

(
n + 2

n

)
, . . . ,

(
2n− 1

n

)
,

(
2n− 1
n− 1

)
. Svi su

jednaki 1. Dakle posle n2 − 1 operacija sve ²e lampe biti ukǉuqene.
v) Indukcijom ²emo dokazati da je staǌe j-te lampe posle i-tog ciklusa ope-

racija, 0 6 i 6 n− 1 = 2k, jednako
(

i + j + 2n− 3
i

)
. Neka je i = 0. Na poqetku

su sve lampe ukǉuqene, a
(

j + 2n− 3
0

)
= 1, j = 0, 1, . . . , n − 1. Dakle za i = 0

tvr±eǌe va¼i. Neka je i > 0. Razmatra²emo dva sluqaja. Prvo razmatrajmo

sluqaj j = 0. Posle i − 1 ciklusa operacija staǌe lampe L0 je
(

i + 2n− 4
i− 1

)
, a

staǌe lampe Ln−1 je
(

i + 3n− 5
i− 1

)
. Imamo da je staǌe lampe L0 posle i-tog ci-

klusa operacija jednako
(

i + 2n− 4
i− 1

)
+

(
i + 3n− 5

i− 1

)
=

(
i + 2n− 3

i

)
(1 + 1 = 0

za i = 1, 0 + 0 = 0 za i > 1). Sada razmatrajmo sluqaj j > 0. Staǌe lampe

Lj posle i− 1 ciklusa operacija je
(

i + j + 2n− 4
i− 1

)
, a staǌe lampe Lj−1 posle

i-tog ciklusa operacija jednako je
(

i + j + 2n− 4
i

)
. Staǌe lampe Lj posle i-tog

ciklusa operacija bi²e

(
i + j + 2n− 4

i− 1

)
+

(
i + j + 2n− 4

i

)
=

(
i + j + 2n− 3

i

)
.

Time je dokaz indukcijom zavrxen. Staǌe posle n − 1 ciklusa operacija od-

re±eno je vrednostima slede²ih binomnih koeficijenata:
(

3n− 4
n− 1

)
,
(

3n− 3
n− 1

)
,

. . . ,
(

4n− 6
n− 1

)
,

(
4n− 5
n− 1

)
. Prvi je jednak 0 a ostali su jednaki 1. Znaqi da

²e posle n2 − n operacija lampa L0 biti iskǉuqena a da ²e ostale lampe biti
ukǉuqene. Posle n2 − n + 1 operacija sve lampe ²e biti ukǉuqene.
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IMO ’94.1.

Mo¼emo pretpostaviti da je a1 > a2 > · · · > am. Doka¼imo da je ai+am+1−i >
n + 1 za 1 6 i 6 m. Pretpostavimo da je za neko i, ai + am+1−i 6 n. Tada je
ai < ai +am < ai +am−1 < · · · < ai +am−i+1 6 n. Sledi da su i brojeva ai +am,
ai + am−1, . . . , ai + am−i+1 razliqiti me±u sobom i da je svaki od ǌih jednak
jednom od i − 1 brojeva a1, a2, . . . , ai−1, a to je nemogu²e. Na osnovu dokazane
nejednakosti imamo da je

2(a1 + a2 + · · ·+ am) = (a1 + am) + (a2 + am−1) + · · ·+ (am + a1) > m(n + 1),

odnosno
a1 + a2 + · · ·+ am

m
> n + 1

2
.

IMO ’94.2.

Neka je OQ ⊥ EF . Qetvorouglovi OEBQ i OCFQ su tetivni. Zato je
]OEQ = ]OBQ = ]OCQ = ]OFQ. Sledi da je 4OEQ ∼= 4OFQ, a odatle
da je QE = QF , sl. 20.

Neka je QE = QF . Oznaqimo sa E′ i
F ′ projekcije taqaka E i F na pravu BC.
Kako je 4QEE′ ∼= 4QFF ′ (QE = QF ,
]EQE′ = ]FQF ′, ]QE′E = ]QF ′F ),
to je EE′ = FF ′ i QE′ = QF ′. Ka-
ko je 4BEE′ ∼= 4CFF ′ (EE′ = FF ′,
]EBE′ = ]FCF ′, ]BE′E = ]CF ′F ),
to je BE′ = CF ′. Dakle du¼ E′F ′ je je-
dnaka du¼i BC, a Q je ǌeno sredixte.
Sledi E′Q = BM , pa zato du¼i E′M i
BQ imaju zajedniqko sredixte. ǋihova
zajedniqka simetrala prolazi kroz sre-
dixte S du¼i OE. Kako je SQ = SO =
SE (= SB), to je ugao OQE prav, tj
OQ ⊥ EF .

Sl. 20

IMO ’94.3.

Prvo rexeǌe. (a) Oznaqimo sa g(k) broj elemenata skupa {1, 2, . . . , k} qija
binarna reprezentacija sadr¼i taqno tri jedinice. Oqigledno je da je g(k)
neopadaju²a funkcija i da je f(k) = g(2k)− g(k). Dakle

f(k + 1)− f(k) = (g(2k + 2)− g(k + 1))− (g(2k)− g(k))

= (g(2k + 2)− g(2k))− (g(k + 1))− g(k)).

Kako 2k + 2 i k + 1 u binarnoj reprezentaciji imaju isti broj jedinica, to
je f(k + 1) − f(k) = 1 ili 0 u zavisnosti od toga da li 2k + 1 ima u binarnoj
reprezentaciji taqno tri jedinice ili ne. Sledi da f(k) ne²e preskoqiti nijedan
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prirodan broj. Kako je g(2n) = g(2n−1) =
(

n

3

)
, to je f(2n) = g(2n+1)− g(2n) =

(
n + 1

3

)
−

(
n

3

)
=

(
n

2

)
. Dakle funkcija f(k) je neograniqena odozgo. Sledi da

je skup ǌenih vrednosti jednak skupu svih nenegativnih brojeva. Zato za svaki
prirodan broj m jednaqina f(k) = m ima bar jedno rexeǌe.

(b) Pretpostavimo da jednaqina f(k) = m ima jedinstveno rexeǌe. To je
ispuǌeno ako i samo ako je f(k +1)− f(k) = 1 i f(k)− f(k− 1) = 1. Prvi uslov
je zadovoǉen ako i samo ako 2k+1 ima u binarnoj reprezentaciji tri jedinice, tj.
ako i samo ako k ima u binarnoj reprezentaciji dve jedinice. Isto treba da va¼i
i za k− 1. To je mogu²e ako i samo ako broj k− 1 ima u binarnoj reprezentaciji
bar 3 cifre, pri qemu su prva i posledǌa cifra jedinice, a ostale su nule.
Drugim reqima, k = 2n + 2 za neko n > 2. Sada imamo

f(2n + 2) = g(2n+1 + 4)− g(2n + 2) = 1 + g(2n+1)− g(2n) = 1 +
(

n

2

)
.

Sledi da jednaqina f(k) = m ima jedinstveno rexeǌe ako i samo ako je m =

1 +
(

n

2

)
za neko n > 2.

Drugo rexeǌe. Oznaqimo sa b(k) broj jedinica u binarnoj reprezentaciji
prirodnog broja k. Ako se ima u vidu da je b(2k+2) = b(k+1) i b(2k+1) = b(k)+1,
lako se dobija da je

f(k + 1)− f(k) =
{

1, za b(k) = 2,
0, za b(k) 6= 2.

Odavde i iz f(1) = 0 sledi da je

f(k) = | {x | 1 6 x < k, b(x) = 2} |.

Tvr±eǌe taqke (a) sledi iz qiǌenice da je skup prirodnih brojeva koji u binar-
nom sistemu imaju taqno dve jedinice beskonaqan.

Kako je funkcija f neopadaju²a, zadatak pod (b) ²emo rexiti ako odredimo
vrednosti f(k) za one prirodne brojeve k koji zadovoǉavaju uslov f(k − 1) <
f(k) < f(k + 1). Ovaj uslov je ekvivalentan sa b(k − 1) = b(k) = 2 i bi²e
zadovoǉen ako i samo ako broj k u binarnom sistemu ima oblik 10 . . . 010, tj. ako
i samo ako je k = 2n + 2 za neko n > 2. Prirodan broj x < k zadovoǉava uslov
b(x) = 2 ako i samo ako u binarnom sistemu ima ne vixe od n cifara ili ima

oblik 10 . . . 001 (n+1 cifra). Takvih brojeva ima m =
(

n

2

)
+1. Dakle, jednaqina

f(k) = m ima taqno jedno rexeǌe ako i samo ako m mo¼e da se predstavi u obliku

m =
(

n

2

)
+ 1 za neko n > 2.
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IMO ’94.4.

Prvo rexeǌe. Ako je m = n, imamo da je
n3 + 1
mn− 1

=
n3 + 1
n2 − 1

= n +
1

n− 1
.

Vrednost ovog izraza je ceo broj ako i samo ako je n = 2.

Neka je m > n. Ako je n = 1, onda je
n3 + 1
mn− 1

=
2

m− 1
. Vrednost ovog izraza

ja ceo broj ako i samo ako je m = 2 ili m = 3. Neka je n > 2. Kako je n3 + 1 ≡ 1

(mod n) i mn− 1 ≡ −1 (mod n), to je
n3 + 1
mn− 1

= kn − 1 za neki prirodan broj

k. Iz kn − 1 <
n3 + 1
n2 − 1

= n +
1

n− 1
dobijamo da je (k − 1)n < 1 +

1
n− 1

6 2.

Dakle k = 1, pa je n3 +1 = (mn−1)(n−1). Odavde dobijamo da je m =
n2 + 1
n− 1

=

n + 1 +
2

n− 1
, a to ²e biti ceo broj ako i samo ako je n = 2 ili n = 3. U oba

sluqaja je m = 5.
Neka je m < n. Kako su mn− 1 i m3 uzajamno prosti i kako je

(mn− 1)(m2n2 + mn + 1) = m3n3 − 1 = m3(n3 + 1)− (m3 + 1),

to mn − 1 deli n3 + 1 ako i samo ako mn − 1 deli m3 + 1. Zato ovaj sluqaj
mo¼emo rexiti na sliqan naqin kao i prethodni.

Zadatak ima devet rexeǌa: (2, 2), (2, 1), (3, 1), (5, 2), (5, 3), (1, 2), (1, 3), (2, 5)
i (3, 5).

Drugo rexeǌe. Neka je
n3 + 1
mn− 1

= l. Odavde dobijamo da je l+1 = lmn−n3,

odakle sledi da je l + 1 deǉivo sa n. Neka je l = kn − 1. Nadaǉe tra¼imo
prirodne brojeve k, m i n koji zadovoǉavaju uslov n3 + 1 = (kn − 1)(mn − 1),
odnosno

(1) n2 − kmn + k + m = 0.

Kako je n(km− n) = k + m, to je km− n > 0. Uslov (1) je ekvivalentan sa

(2) (k − 1)(m− 1) + (n− 1)(km− n− 1) = 2.

Primetimo da su n−1, km−n− 1, k− 1 i m−1 nenegativni celi brojevi. Zato
je (k − 1)(m− 1) 6 2 i (n− 1)(km− n− 1) 6 2. Razlikova²emo tri sluqaja.

Neka je (k − 1)(m − 1) = 0 i (n − 1)(km − n − 1) = 2. Prva jednakost je
ekvivalentna sa k = 1 ili m = 1. Iz druge jednakosti sledi da je jedan od
brojeva n− 1 i km− n− 1 jednak 2 a drugi 3, odakle sabiraǌem dobijamo da je
km = 5. Sledi da je k = 1 i m = 5 ili k = 5 i m = 1. Druga jednakost se svodi
na (n− 1)(4− n) = 2, pa je zato ekvivalentna sa n = 2 ili n = 3.

Neka je (k − 1)(m − 1) = 1 i (n − 1)(km − n − 1) = 1. Ove dve jednakosti su
ekvivalentne sa k = m = n = 2 (prime²ujemo da je u tom sluqaju km−n−1 = 2).
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Neka je (k − 1)(m − 1) = 2 i (n − 1)(km − n − 1) = 0. Prva jednakost je
ekvivalentna sa k = 2 i m = 3 ili k = 3 i m = 2. Druga jednakost se svodi na
(n− 1)(5− n) = 0, pa je zato ekvivalentna sa n = 1 ili n = 5.

Zadatak ima devet rexeǌa: (1, 2), (1, 3), (5, 2), (5, 3), (2, 2), (2, 1), (2, 5), (3, 1)
i (3, 5).

IMO ’94.5.

Prvo rexeǌe. Uslov (ii) povlaqi da jednaqina f(x) = x ima najvixe tri
rexeǌa: jedno u (−1, 0), jedno jednako 0 i jedno u (0, +∞). Pretpostavimo da
je f(u) = u za neko u ∈ (−1, 0). Stavǉaju²i x = y = u u uslov (i), dobijamo
f(u2 + 2u) = u2 + 2u. Kako je 0 < u + 1 < 1, u2 + 2u = (u + 1)2 − 1 tako±e
pripada (−1, 0). Dakle u2 + 2u = u, a to povlaqi da je u = −1 ili u = 0, te
da stoga u /∈ (−1, 0). Pretpostavka da je f(v) = v za neko v ∈ (0,+∞) vodi u
sliqnu kontradikciju. Kako je f(x + (1 + x)f(x)) = x + (1 + x)f(x) za svako
x ∈ S, to je x + (1 + x)f(x) = 0, pa je f(x) = − x

1 + x
. Preostaje da proverimo

da ova funkcija zadovoǉava date uslove. Oqigledno je da
f(x)

x
= − 1

1 + x
raste

na (−1, 0) i (0, +∞). Za x, y ∈ S imamo da je

y + (1 + x)f(x) = y − x(1 + y)
1 + x

=
y − x

1 + x

i

f(x + (1 + x)f(y)) = f

(
x− y

1 + y

)
= −

x− y

1 + y

1 +
x− y

1 + y

=
y − x

1 + x
.

Drugo rexeǌe. Rexi²emo opxtiji problem:
Na²i sve funkcije f : S → S koje zadovoǉavaju uslov (i) i uslov
(iii) f je ograniqena na nekom podintervalu od S.
Uslov (i) je ekvivalentan sa

f((x + 1)(f(y) + 1)− 1) = (y + 1)(f(x) + 1)− 1, x, y ∈ S,

odnosno sa

f(x(f(y − 1) + 1)− 1) = y(f(x− 1) + 1)− 1, x, y ∈ (0, +∞).

Smenom g(x) = f(x− 1) + 1 prethodna funkcijska jednaqina se svodi na

(1) g(xg(y)) = yg(x), x, y ∈ (0, +∞).

Problem se svodi na problem odre±ivaǌa onih rexeǌa funkcijske jednaqine (1)
koja su ograniqena na bar jednom podintervalu intervala (0, +∞). Ako u (1)
stavimo x = 1, dobijamo da je

(2) g(g(y)) = yg(1) za y ∈ (0, +∞).



IMO ’95.1 Rexeǌa zadataka 85

Pomo²u (2) dobijamo da je

g(1)g(1) = g(g(g(1))) = g(g(1)) = g(1).

Odavde, imaju²i u vidu g(1) > 0, dobijamo g(1) = 1. Uslov (2) se svodi na

(3) g(g(y)) = y za y ∈ (0, +∞).

Na osnovu (3) i (1) imamo da je g(xy) = g(xg(g(y))) = g(x)g(y). Dakle (1) i (3)
povlaqe

(4) g(xy) = g(x)g(y) za x, y ∈ (0, +∞).

Funkcijska jednaqina (4) se, kao xto je poznato, rexava tako xto se smenom h(x) =
ln(g(exp(x))) svede na Koxijevu funkcijsku jednaqinu. ǋena rexeǌa koja imaju
svojstvo da su ograniqena na nekom intervalu su stepene funkcije g(x) = xa. Pri
tom je uslov (3) zadovoǉen za a = −1 i a = 1. Lako je proveriti da su funkcije
g0 i g1, koje su definisane sa g0(x) = −x i g1(x) = x na (0, +∞), rexeǌa
funkcijske jednaqine (1). Odgovaraju²e funkcije f0(x) = − x

1 + x
i f1(x) = x su

rexeǌa funkcijske jednaqine (i) koja zadovoǉavaju uslov (iii).
Funkcija f1(x) = x ne zadovoǉava uslov (ii). Dakle postoji taqno jedna funk-

cija koja zadovoǉava uslove (i) i (ii). To je funkcija f0(x) = − x

1 + x
.

IMO ’94.6.

Neka je A skup prirodnih brojeva oblika q1q2 · · · qq1 , gde su q1 < q2 < · · · < qq1

prosti brojevi. Drugim reqima

A = {2×3, 2×5, 2×7, . . . }∪{3×5×7, 3×5×11, . . . }∪{5×7×11×13×17, . . . }∪· · ·
Za proizvoǉan beskonaqan skup S = {p1, p2, p3, . . . } prostih brojeva p1 < p2 <
p3 < · · · , postavǉeni uslov zadovoǉavaju brojevi k = p1, m = p1p2 · · · pk i
n = p2p3 · · · pk+1.

IMO ’95.1.

Prvo rexeǌe. Neka prava AM seqe pravu XY u taqki Q i neka prava DN
seqe pravu XY u taqki R, sl. 21. Trouglovi AZQ i PZC su sliqni (zaxto?).
Sledi da je ZA : ZQ = ZP : ZC, a odavde ZQ = ZA · ZC/ZP . Ako imamo u
vidu da je ZA ·ZC = ZX ·ZY (potencija) dobijamo da je ZQ = ZX ·ZY/ZP . Na
sliqan naqin mo¼e da se dobije da je ZR = ZX ·ZY/ZP . Kako taqke Q i R le¼e
sa iste strane taqke Z kao i taqka P , i kako je ZQ = ZR, to se one poklapaju.
Drugo rexeǌe. Neka prava AM seqe pravu XY u taqki Q i neka prava DN

seqe pravu XY u taqki R. Prave MP i MQ su simetrale uglova kod temena M
trougla MXY . Zato su taqke P i Q harmonijski spregnute sa taqkama X i Y .
Na sliqan naqin mo¼e da se doka¼e da su taqke P i R harmonijski spregnute sa
taqkama X i Y . Sledi da se taqke Q i R poklapaju.
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IMO ’95.2.

Prvo rexeǌe. Neka je x = 1/a, y = 1/b i z = 1/c. Tada je xyz = 1 i

1
a3(b + c)

+
1

b3(c + a)
+

1
c3(a + b)

=
x2

y + z
+

y2

z + x
+

z2

x + y
.

Na osnovu Koxijeve nejednakosti imamo da je

[(y + z) + (z + x) + (x + y)]
(

x2

y + z
+

y2

z + x
+

z2

x + y

)
> (x + y + z)2.

Odavde sledi

x2

y + z
+

y2

z + x
+

z2

x + y
> 3

2
· x + y + z

3
> 3

2
3
√

xyz =
3
2
.

Jednakost va¼i ako i samo ako je x = y = z = 1, tj. ako i samo ako je a = b = c = 1.

Drugo rexeǌe (§or±e Mili²evi²). Ova nejednakost mo¼e da se doka¼e
pomo²u slede²e teoreme:
Teorema (Muirhead). Neka je x n-torka pozitivnih brojeva i neka su α i β

n-torke realnih brojeva koji zadovoǉavaju uslove:

α1 + α2 + · · ·+ αk > β1 + β2 + · · ·+ βk, k = 1, 2, . . . , n− 1,

α1 + α2 + · · ·+ αn = β1 + β2 + · · ·+ βn.

Tada je Tα(x) > Tβ(x), pri qemu je

Tα(x) =
∑
π

xα1
π1

xα2
π2
· · ·xαn

πn
,

gde se sumiraǌe vrxi po svim permutacijama π skupa {1, 2, . . . , n}.
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Neka je a = x3, b = y3 i c = z3. Tada je xyz = 1, pa je data nejednakost
ekvivalentna slede²oj homogenoj nejednakosti

1
x9(y3 + z3)

+
1

y9(z3 + x3)
+

1
z9(x3 + y3)

> 3
2x4y4z4

.

Posle osloba±aǌa od razlomaka dobijamo ekvivalentnu nejednakost

T(12,12,0)(x, y, z) + 2T(12,9,3)(x, y, z) + T(9,9,6)(x, y, z)

> 3T(11,8,5)(x, y, z) + T(8,8,8)(x, y, z).

Ona je zadovoǉena jer je na osnovu Mjurhedove teoreme

T(12,12,0)(x, y, z) > T(11,8,5)(x, y, z),

T(12,9,3)(x, y, z) > T(11,8,5)(x, y, z),

T(9,9,6)(x, y, z) > T(8,8,8)(x, y, z).

Tre�e rexeǌe. Funkcija f : (0, +∞)3 ×R → R definisana sa

f(x, y, z, t) =
xt

y + z
+

yt

z + x
+

zt

x + y
.

konveksna je po t. Ako je xyz = 1, onda va¼e slede²e tri nejednakosti:

f(x, y, z,−1/2) 6 3/2, f(x, y, z, 1) > 3/2, f(x, y, z,−2) > 3/2.

Zaista

f

(
x, y, z,−1

2

)
=

1√
x (y + z)

+
1√

y (z + x)
+

1√
z (x + y)

6 1√
x · 2√yz

+
1√

y · 2√zx
+

1√
z · 2√xy

=
3
2
,

f(x, y, z, 1) =
x

y + z
+

y

z + x
+

z

x + y
=

x + y + z

y + z
+

x + y + z

z + x
+

x + y + z

x + y
− 3

=
1
2
[(y + z) + (z + x) + (x + y)]

(
1

y + z
+

1
z + x

+
1

x + y

)
− 3

> 9
2
− 3 =

3
2
,

a kako je f(x, y, z,−t) = f(1/x, 1/y, 1/z, t− 1), za xyz = 1, to je

f(x, y, z,−2) = f

(
1
x

,
1
y
,
1
z
, 1

)
> 3

2
.

Sledi da je f(x, y, z, t) > 3/2, ako je xyz = 1 i t 6 −2 ili t > 1.
Napomena. Mo¼e se dokazati da za −2 < t < 1 ne postoji pozitivan broj koji

minorira funkciju f(x, y, z, t) na skupu trojki pozitivnih brojeva (x, y, z) koje
zadovoǉavaju uslov xyz = 1.
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Qetvrto rexeǌe (§or±e Dugoxija). Funkcija g : R × (0, +∞) → R defi-
nisana sa g(u, v) = u2/v je konveksna. Neka je x = 1/a, y = 1/b i z = 1/c. Tada
je xyz = 1, pa imamo

1
a3(b + c)

+
1

b3(c + a)
+

1
c3(a + b)

=
x2

y + z
+

y2

z + x
+

z2

x + y

= g(x, y + z) + g(y, z + x) + g(z, x + y) > 3g

(
x + y + z

3
,
2(x + y + z)

3

)

=
3
2
· x + y + z

3
> 3

2
3
√

xyz > 3
2
.

IMO ’95.3.

Za je n = 4 uslove zadatka zadovoǉavaju temena kvadrata A1, A2, A3 i A4 i
brojevi p1 = p2 = p3 = p4 = 1/6. Dokaza²emo da nikojih pet taqaka u ravni ne
zadovoǉavaju uslove zadatka.

Pretpostavimo da pet taqaka u ravni A1, A2, A3, A4 i A5 i pet realnih brojeva
p1, p2, p3, p4 i p5 zadovoǉavaju uslove zadatka. Ako je AiAjAkAl konveksan
qetvorougao, onda je S(AlAiAj) + S(AjAkAl) = S(AiAjAk) + S(AkAlAi), xto
povlaqi pi + pk = pj + pl. Ako taqka Al le¼i unutar trougla AiAjAk, onda je
S(AiAjAk) = S(AiAjAl) + S(AjAkAl) + S(AkAiAl), xto povlaqi pi + pj + pk +
3pl = 0. Razmatra²emo tri sluqaja.

Prvo pretpostavimo da je konveksan omotaq razmatranog skupa taqaka petougao
A1A2A3A4A5. Qetvorouglovi A1A2A3A4 i A1A2A3A5 su konveksni. Zato je
p1 + p3 = p2 + p4 i p1 + p3 = p2 + p5 xto povlaqi p4 = p5. Odavde dobijamo da je
S(A1A2A4) = S(A1A2A5), a odatle da je A1A2 ‖ A4A5. Na sliqan naqin mo¼emo
dobiti da je A2A3 ‖ A4A5. Sledi da su taqke A1, A2 i A3 kolinearne, xto je
protivno pretpostavci.

Sl. 22

Daǉe, pretpostavimo da je konveksan omotaq razmatranog skupa taqaka qetvo-
rougao A1A2A3A4. Mo¼emo pretpostaviti da taqka A5 le¼i unutar trougla
A3A4A1. Qetvorouglovi A1A2A3A4 i A1A2A3A5 su konveksni, a to nas vodi u
istu kontradikciju do koje smo doxli u prvom sluqaju.
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Na kraju, pretpostavimo da je konveksan omotaq razmatranog skupa taqaka tro-
ugao A1A2A3. Taqke A4 i A5 le¼e unutar trougla A1A2A3. Zato je p1 + p2 +
p3 +3p4 = p1 +p2 +p3 +3p5, xto povlaqi p4 = p5. To vodi u istu kontradikciju
do koje smo doxli u prethodna dva sluqaja.

IMO ’95.4.

Prvo rexeǌe. Drugi uslov je ekvivalentan sa

(2xi − xi−1)(xixi−1 − 1) = 0,

odakle sledi da je xi = xi−1/2 ili xi = 1/xi−1 za i = 1, 2, . . . , 1995. Dokaza²emo
metodom matematiqke indukcije po i > 0 da je xi = 2kixεi

0 , za neko ki ∈ Z, |ki| 6 i,
i εi = (−1)ki+i. Za i = 0 tvr±eǌe va¼i ako se uzme da je ki = 0. Neka tvr±eǌe
va¼i za i− 1, i > 0. Ako je xi = xi−1/2 stavimo da je ki = ki−1 − 1 i εi = εi−1,
a ako je xi = 1/xi−1 stavimo da je ki = −ki−1 i εi = −εi−1. U oba sluqaja bi²e
|ki| 6 i, i εi = (−1)ki+i. Dakle, x0 = x1995 = 2kxε

0, gde je k ∈ Z, |k| 6 1995, i
ε = (−1)k+1995. Ako bi bilo ε = 1 onda bi k bilo neparno i x0 = 2kx0, xto je
nemogu²e. Dakle imamo da je ε = −1, xto povlaqi da je k parno. Sledi da je
k 6 1994 i da je x0 = 2kx−1

0 . Odavde dobijamo da je x2
0 6 21994, tj. da je x0 6 2997.

Niz zadat sa xi = 2997−i za i = 0, 1, 2, . . . , 1994 i x1995 = 2997 zadovoǉava uslove
zatatka. Dakle, maksimalno x0 je 2997.

Drugo rexeǌe. Drugi uslov je ekvivalentan sa

(2xi − xi−1)(xixi−1 − 1) = 0,

odakle sledi da je xi = xi−1/2 ili xi = 1/xi−1 za i = 1, 2, . . . , 1995. Doka¼imo
da bar jedan qlan niza mora biti jednak 1. Pretpostavimo da to nije taqno. Tada
svi qlanovi niza le¼e u skupu (0, 1) ∪ (1,+∞), koji mo¼e da se predstavi kao
unija disjunktnih intervala

· · · ∪
[
1
8
,
1
4

)
∪

[
1
4
,
1
2

)
∪

[
1
2
, 1

)
∪ (1, 2] ∪ (2, 4] ∪ (4, 8] ∪ · · ·

Obojimo ove intervale naizmeniqno crnom i belom bojom. Uzastopni qlanovi
niza xi pripadaju intervalima suprotnih boja. Kako je 1995 neparan broj, x0

i x1995 pripadaju intervalima razliqitih boja, a to je protivno pretpostavci
da su oni jednaki. Dakle za neko k ∈ Z, 0 6 k 6 1995, xk = 1. Neka je
ti = | log2 xi|. Lako je videti da je ti − ti−1 ∈ {−1, 0, 1}. Kako je tk = 0, to
je t0 6 k i t1995 6 1995 − k. Jedan od brojeva k i 1995 − k nije ve²i od 997.
Dakle t0 = t1995 6 997, odakle sledi da je x0 6 2997. Niz zadat sa xi = 2997−i za
i = 0, 1, 2, . . . , 1994 i x1995 = 2997 zadovoǉava uslove zadatka. Dakle, maksimalno
x0 je 2997.

IMO ’95.5.

Primetimo da su BCD i EFA jednakostraniqni trouglovi. Qetvorougao
ABDE je deltoid, a prava BE je ǌegova osa simetrije. Neka su C ′ i F ′ taqke
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simetriqne taqkama C i F u odnosu na pravu BE. Trouglovi ABC ′ i DEF ′ su
jednakostraniqni, a taqke G i H le¼e na ǌihovim opisanim krugovima. Prema
poznatoj posledici Ptolemejeve teoreme, AG + GB = C ′G i DH + HE = HF ′.
Odavde sledi da je

CF = C ′F ′ 6 C ′G + CH + HF ′ = AG + GB + GH + DH + HE.

IMO ’95.6.

Prvo rexeǌe. Umesto skupa {1, 2, . . . , 2p}, razmatra²emo skup M =
{0, 1, . . . , 2p − 1}. Neka je K = {0, 1, . . . , p − 1} i L = {p, p + 1, . . . , 2p − 1};
M = K ∪L. Ako je A ⊂ M , sa |A| i σ(A) ²emo oznaqavati broj elemenata skupa
A i ǌihov zbir. Oznaqimo sa Cp familiju p-elementnih podskupova skupa M .
Preslikavaǌe T : Cp → Cp definixemo sa

T (A) = {x + 1 | x ∈ A ∩K } ∪ (A ∩ L),

gde podrazumevamo sabiraǌe po modulu p. Ovo preslikavaǌe oqigledno ima dve
fiksne taqke: K i L. Neka je A ∈ Cp \ {K, L}. Ako je k = |A ∩ K|, onda je
1 6 k 6 p− 1. Kako je

σ(T i(A)) = σ(A) + ik, i = 0, 1, . . . , p− 1,

brojevi σ(T i(A)), i = 0, 1, . . . , p−1, formiraju potpun sistem ostataka po modulu
p. Zato su skupovi

A, T (A), T 2(A), . . . , T p−1(A)

razliqiti me±u sobom i taqno jedan od ǌih ima zbir elemenata deǉiv sa p.
Sledi da se orbite preslikavaǌa T koje ne sadr¼e fiksne taqke K i L, sastoje
od po p skupova od kojih jedan ima zbir elemenata deǉiv sa p. Primetimo da je
σ(K) ≡ σ(L) ≡ 0 (mod p). Iz prethodnih qiǌenica sledi da je tra¼eni broj
jednak

1
p

[(
2p

p

)
− 2

]
+ 2.
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Drugo rexeǌe. Umesto skupa {1, 2, . . . , 2p}, razmatra²emo skup M =
{0, 1, . . . , 2p − 1}. Ako je A ⊂ M , sa |A| i σ(A) ²emo oznaqavati broj eleme-
nata skupa A i ǌihov zbir. Uvodimo oznake

ak = | {A ⊂ M | |A| = k, p | σ(A) } |,
bk = | {A ⊂ M | |A| = k, p | σ(A), 0 /∈ A } |,
ck = | {A ⊂ M | |A| = k, p | σ(A), 0 ∈ A } |,

gde je k = 1, 2, . . . , p.
Neka je T (A) = {x + 1 | x ∈ A}, za A ⊂ M , gde se podrazumeva sabiraǌe po

modulu 2p. Tada je

σ(T i(A)) = σ(A) + ik, i = 0, 1, . . . , 2p− 1,

gde je k = |A|. Neka je k < p. Ako je T (A) = A, onda skupovi

A, T (A), T 2(A), . . . , T p−1(A)

formiraju jednu orbitu preslikavaǌa T , i me±u ǌima taqno jedan ima zbir
elemenata deǉiv sa p. Ako je T (A) 6= A, onda skupovi

A, T (A), T 2(A), . . . , T 2p−1(A)

formiraju jednu orbitu preslikavaǌa T , i me±u ǌima taqno dva imaju zbir
elemenata deǉiv sa p. Iz prethodne dve qiǌenice i

| {A ⊂ M | |A| = k } | =
(

2p

k

)

sledi da je ak =
1
p

(
2p

k

)
, k = 1, 2, . . . , p− 1.

Neka je C(A) = M \ A, za A ⊂ M , |A| = p. Imamo da p | σ(C(A)) ako i samo
ako p | σ(A). Odavde i iz qiǌenice da taqno jedan od skupova A i C(A) sadr¼i
0 sledi da je bp = cp.

Slede²e qiǌenice se lako dokazuju:

b1 = c1 = 1;
ak = bk + ck, k = 1, 2, . . . , p;
ck = bk−1, k = 1, 2, . . . , p;

uz dodatnu definiciju b0 = 1.
Niz bk odre±ujemo rexavaǌem rekurentne jednaqine

bk + bk−1 =
1
p

(
2p

k

)
, k = 0, 1, . . . , p− 1; b0 = 1.

Iz

bk − (−1)k =
k∑

i=1

(−1)k−i[bi + bi−1] =
1
p

k∑
i=1

(−1)k−i

(
2p

i

)

=
1
p

k∑
i=1

(−1)k−i

[(
2p− 1

i

)
+

(
2p− 1
i− 1

)]
=

1
p

[(
2p− 1

k

)
− (−1)k

]
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sledi da je

bk =
1
p

[(
2p− 1

k

)
− (−1)k

]
+ (−1)k

za k = 1, 2, . . . , p− 1. Ova jednakost va¼i i za k = 0. Kako je ck = bk−1, to je

ck =
1
p

[(
2p− 1
k − 1

)
+ (−1)k

]
− (−1)k

za k = 1, 2, . . . , p. Odavde i iz prethodnih relacija mo¼emo na²i ap:

ap = bp + cp = 2cp =
2
p

[(
2p− 1
p− 1

)
− 1

]
− 2 =

1
p

[(
2p

p

)
− 2

]
+ 2.

Tre�e rexeǌe (Ngo Dac Tuan). Oznaqimo sa Sk, k = 1, 2, . . . , p, familiju
k-elementnih podskupova skupa {1, 2, . . . , 2p}. Oznaqimo sa Mk, k = 1, 2, . . . , p,
familiju p-elementnih multiskupova koji sadr¼e po k razliqitih elemenata sku-
pa {1, 2, . . . , 2p}, od kojih se najvixe jedan pojavǉuje vixe od jedanput, i kojima
je zbir svih p elemenata deǉiv sa p. Neka je k < p. Za X ∈ Sk oznaqimo sa
s zbir elemenata skupa X. Kako kongruencija (p− k)x + s ≡ 0 (mod p) ima ta-
qno dva rexeǌa u skupu {1, 2, . . . , 2p}, to se skup X mo¼e na taqno dva naqina
dopuniti do multiskupa Y ∈ Mk ∪Mk+1. Svaki multiskup Y ∈ Mk mo¼e da se
dobije dopuǌavaǌem taqno jednog skupa iz Sk. Ako je k < p − 1, svaki multi-
skup Y ∈ Mk+1 mo¼e da se dobije dopuǌavaǌem taqno jednog skupa iz Sk. Svaki
multiskup Y ∈ Mp mo¼e da se dobije dopuǌavaǌem taqno p skupova iz Sp−1. Iz
ovih qiǌenica sledi da je

|Mk|+ |Mk+1| = 2|Sk| = 2
(

2p

k

)
, k = 1, 2, . . . , p− 2;

|Mp−1|+ p|Mp| = 2|Sp−1| = 2
(

2p

p− 1

)
.

Lako je videti da je |M1| = 2p. Na osnovu ovih relacija imamo da je

p|Mp| − 2p = p|Mp|+ |Mp−1|+
p−2∑
k=1

(−1)k[|Mk+1|+ |Mk|]

= 2
p−1∑
k=1

(−1)k

(
2p

k

)
= 2

p−1∑
k=1

(−1)k

[(
2p− 1

k

)
+

(
2p− 1
k − 1

)]

= 2
[(

2p− 1
p− 1

)
−

(
2p− 1

0

)]
=

(
2p

p

)
− 2,

odakle sledi

|Mp| = 1
p

[(
2p

p

)
− 2

]
+ 2.

Ovo je broj koji je trebalo na²i.
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Qetvrto rexeǌe (Roberto Dvornicich, Nikola½ Nikolov). Neka je ω =

cos
2π

p
+ i sin

2π

p
. Imamo da je

2p∏
i=1

(x− ωi) =
(

p∏
i=1

(x− ωi)
)2

= (xp − 1)2 = x2p − 2xp + 1.

Upore±ivaǌem koeficijenata uz xp dobijamo da je

2 =
∑

16i1<···<ip62p

ωi1+···+ip =
p−1∑
i=0

aiω
i,

gde je ai broj p-elementnih podskupova {i1, i2, . . . , ip} od {1, 2, . . . , 2p} za koje je

i1 + i2 + · · ·+ ip ≡ i (mod p).

Kako je 1 + x + · · ·+ xp−1 minimalni polinom za ω nad Q, sledi da je

(a0 − 2) +
p−1∑
i=1

aix
i = const · (1 + x + · · ·+ xp−1).

Odavde dobijamo da je a0 − 2 = a1 = a2 = · · · = ap−1, xto, zajedno sa

a0 + a1 + a2 + · · ·+ ap−1 =
(

2p

p

)

povlaqi da je a0 =
1
p

[(
2p

p

)
− 2

]
+ 2.

Peto rexeǌe. Razmatra²emo polinom

F (x, y) =
∑

cksx
kys = (1 + xy)(1 + xy2) · · · (1 + xy2p),

gde je cks broj k-elementnih podskupova skupa {1, 2, . . . , 2p} kojima je zbir ele-
menata jednak s. Broj koji treba da odredimo jednak je

∑
p|s

cks. Neka je ω =

cos
2π

p
+ i sin

2π

p
. Tada je

p−1∑
i=0

ωsi =
{

p, za p | s,
0, za p - s.

Zbog toga je
p−1∑
i=0

F (x, ωi) =
∑

cksx
k

p−1∑
i=0

ωsi = p
∑
p|s

cksx
k,

pa je zato koeficijent uz xp u ovoj sumi jednak p
∑
p|s

cps. S druge strane, kako je

F (x, ωi) =
p∏

j=1

(1 + xωij) =
(

p−1∏
j=0

(1 + xωij)
)2

=
{

(1 + xp)2, za j 6= 0,
(1 + x)2p, za j = 0,
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to je
p−1∑
i=0

F (x, ωi) = (p− 1)(1 + xp)2 + (1 + x)2p,

pa je zato koeficijent uz xp u ovoj sumi jednak 2(p− 1) +
(

2p

p

)
. Upore±ivaǌem

ova dva rezultata dobijamo da je tra¼eni broj jednak

1
p

[(
2p

p

)
− 2

]
+ 2.

BMO ’84.1.

Prvo rexeǌe. Nejednakost data u zadatku mo¼e se, s obzirom na uslov
n∑

k=1

ak = 1, zapisati u obliku

(1)
n∑

k=1

ak

2− ak
> n

2n− 1
.

Kako je
ak

2− ak
=

ak − 2 + 2
2− ak

= 2
1

2− ak
− 1, ta nejednakost je ekvivalentna sa

2
n∑

k=1

1
2− ak

− n > n

2n− 1
,

tj. sa
n∑

k=1

1
2− ak

> n2

2n− 1
.

Ovu, pak, nejednakost dobijamo ako na brojeve 2− ak > 0, k = 1, 2, . . . , n, prime-
nimo nejednakost izme±u harmonijske i aritmetiqke sredine:

n
n∑

k=1

1
2− ak

6 1
n

n∑
k=1

(2− ak) =
2n− 1

n
.

Drugo rexeǌe (Predrag Tanovi²). Funkcija f(x) =
x

2− x
je konveksna na

[0, 1], pa se nejednakost (1) mo¼e dobiti primenom Jensenove nejednakosti:

1
n

n∑
k=1

ak

2− ak
=

1
n

n∑
k=1

f(ak) > f

(
1
n

n∑
k=1

ak

)
= f

(
1
n

)
=

1
2n− 1

.

BMO ’84.2.

Prvo rexeǌe. Dokaza²emo da su qetvorouglovi ABHAHB, BCHBHC ,
CDHCHD i DAHDHA paralelogrami, odakle ²e slediti da su qetvorouglovi
ABCD i HAHBHCHD me±usobno centralno simetriqni (u odnosu na zajedniqko
sredixte S dijagonala AHA, BHB, CHC i DHD tih paralelograma).
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Koristi²emo slede²u poznatu qiǌenicu: Ako je O sredixte opisanog kruga, a
H ortocentar trougla XY Z i X1 sredixte stranice Y Z, tada je XH = 2 OX1

(i, naravno, XH ‖ OX1), sl. 24.
Primeǌena na trouglove BCD i ABC, sl. 25, ova qiǌenica ima za neposre-

dnu posledicu da je DHA = AHD i DHA ‖ AHD, xto znaqi da je qetvorougao
DAHDHA paralelogram. Sliqno se dokazuje da su i ostala tri navedena qetvo-
rougla paralelogrami.

Sl. 24 Sl. 25

Primetimo da se specijalni sluqajevi kad su, na primer, uglovi ]ADC i
]ABC pravi (i prema tome B = HD) mogu razmotriti na jox jednostavniji
naqin, xto prepuxtamo qitaocu.
Drugo rexeǌe.
Lema. Ako su O i H centar opisanog kruga i ortocentar trougla ABC, onda

je
−−→
OH =

−→
OA +

−→
OB +

−→
OC.

Dokaz. Neka je H taqka qiji je vektor polo¼aja u odnosu na O dat sa
−−→
OH =−→

OA +
−→
OB +

−→
OC. Tada je

−→
HA · −→BC = (

−→
OB +

−→
OC)(

−→
OB −−→OC) = OB2 −OC2 = 0.

Sledi HA ⊥ BC. Na sliqan naqin se dokazuje da je HB ⊥ CA i HC ⊥ AB.
Dakle H je ortocentar trougla ABC.

Neka su ~a, ~b, ~c, ~d, ~ha, ~hb, ~hc i ~hd vektori polo¼aja taqaha A, B, C, D, HA,
HB, HC i HD u odnosu na taqku O. Imamo da je

~ha = ~b + ~c + ~d, ~hb = ~a + ~c + ~d, ~hc = ~a +~b + ~d, ~hd = ~a +~b + ~c.

Neka je S taqka qiji je vektor polo¼aja u odnosu na taqku O dat sa ~s =
1
2
(~a + ~b + ~c + ~d). Kako je ~ha − ~s = −(~a − ~s), taqke HA i A su simetriqne u

odnosu na taqku S. Daǉe zakǉuqujemo kao u prvom rexeǌu.

BMO ’84.3.

Neka je 5m = ak . . . a0. Treba dokazati da je za neko n i za neke cifre ak+1,
. . . , al ispuǌeno 5n = al . . . ak . . . a0, xto je ekvivalentno sa

(1) 5n − 5m ≡ 0 (mod 10k+1).
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Pri tom je jasno da je k + 1 6 m. Prema tome je 5n − 5m deǉivo sa 5k+1 za sve
n > m. Dakle, da bismo dokazali (1), jox samo treba da poka¼emo da postoji
n > m tako da je 5n − 5m deǉivo sa 2k+1, tj. da je

5n−m − 1 ≡ 0 (mod 2k+1).

Kako su 5 i 2k+1 uzajamno prosti brojevi, na osnovu Ojlerove teoreme je

5ϕ(2k+1) − 1 ≡ 0 (mod 2k+1),

pa je dovoǉno uzeti n = m + ϕ(2k+1).

BMO ’84.4.

Prvo rexeǌe. Ako od polovine zbira sve tri jednaqine oduzmemo drugu
jednaqinu dobi²emo da je

ax =
1
2
[(x− y)2 + (x− z)2 − (y − z)2] = (x− y)(x− z).

Na sliqan naqin mo¼emo da dobijemo da je

by = (y − x)(y − z), cz = (z − x)(z − y).

Ako je, na primer, x > y > z, onda je by 6 0 i cz > 0. Dakle imamo da je y > z
i y 6 0 6 z. Sledi da je y = z = 0. Iz ax = x2 sledi da je x = 0 ili x = a.
Dobili smo dva rexeǌa datog sistema: (0, 0, 0) i (a, 0, 0). Razmatraǌem drugih
rasporeda brojeva x, y i z na realnoj pravoj dobi²emo jox dva rexeǌa: (0, b, 0)
i (0, 0, c).

Dati sistem ima qetiri realna rexeǌa: (0, 0, 0), (a, 0, 0), (0, b, 0) i (0, 0, c).
Drugo rexeǌe. Na²i ²emo sva rexeǌa datog sistema jednaqina u skupu

kompleksnih brojeva pod pretpostavkom da su a, b i c kompleksni brojevi.
Ako je a = b = c = 0 rexeǌa datog sistema jednaqina su trojke jednakih

brojeva (t, t, t), t ∈ C.
Neka je jedan od brojeva a, b i c razliqit od 0. Neka je, na primer, c 6= 0.

Uvodimo smenu x = z + u, y = z + v. Dati sistem jednaqina se transformixe u

(1)





a(z + u) + b(z + v) = (u− v)2

b(z + v) + cz = v2

cz + a(z + u) = u2

Ako od prve jednaqine sistema (1) oduzmemo drugu i tre²u, posle sre±ivaǌa do-
bi²emo cz = uv. Eliminacijom nepoznate z iz druge i tre²e jednaqine dobijamo

(2)

{
(bc + (b + c)u− cv)v = 0

(ac + (a + c)v − cu)u = 0
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Skup rexeǌa sistema jednaqina (2) jednak je uniji skupova rexeǌa slede²a qe-
tiri sistema jednaqina
(3){

v = 0
u = 0

,

{
v = 0

cu− (a + c)v = ac
,

{
cv − (b + c)u = bc

u = 0
,

{
cv − (b + c)u = bc

cu− (a + c)v = ac
.

Rexeǌa prva tri od ova qetiri sistema jednaqina su (0, 0), (a, 0) i (0, b). Deter-
minanta posledǌeg sistema jednaqina jednaka je bc+ca+ab. Ako je bc+ca+ab 6= 0,
onda on ima jedinstveno rexeǌe (−c,−c). Ako je bc + ca + ab = 0, jednaqine ovog
sistema su ekvivalentne a drugi i tre²i sistem jednaqina su ǌegove posledice.
Posledǌi sistem u tom sluqaju ima beskonaqno mnogo rexeǌa koja se mogu dati
u parametarskom obliku (ct, b + (b + c)t), t ∈ C.

Na osnovu prethodnog nije texko dati kompletnu diskusiju datog sistema je-
dnaqina.

a) Ako je bc+ca+ab 6= 0, rexeǌa datog sistema jednaqina su: (0, 0, 0), (a, 0, 0),
(0, b, 0) i (0, 0, c).

b) Ako je bc + ca + ab = 0 i ako nije a = b = c = 0, dati sistem jednaqina
ima beskonaqno mnogo rexeǌa. Ako je, na primer, c 6= 0, rexeǌa su (0, 0, 0) i
((b + c)(1 + t)t, (b + (b + c)t)(1 + t), (b + (b + c)t)t), t ∈ C.

v) Ako je a = b = c = 0 dati sistem jednaqina ima beskonaqno mnogo rexeǌa:
(t, t, t), t ∈ C.

BMO ’85.1.

Kako je
−→
OD =

1
2
(
−→
OA +

−→
OB), to je

−→
OE =

1
3
(
−→
OA +

−→
OC +

−→
OD)

=
1
6
(3
−→
OA +

−→
OB + 2

−→
OC),

sl. 26. Daǉe je

−→
CD =

−→
OD −−→OC

=
1
2
(
−→
OA +

−→
OB − 2

−→
OC).

Sl. 26
Koriste²i da je OA = OB = OC, skalarnim mno¼eǌem prethodnih relacija

dobijamo da je

−→
OE · −→CD =

1
12

(4
−→
OA · −→OB − 4

−→
OA · −→OC) =

1
3
−→
OA · (−→OB −−→OC) =

1
3
−→
OA · −→CB.

Zato je
OE ⊥ CD ⇐⇒ OA ⊥ CB ⇐⇒ AB = AC.
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BMO ’85.2.

Oznaqimo x = sin a, y = sin b, z = sin c, t = sin d. Dovoǉno je dokazati da
je, na primer, x ∈ [0, 1/2]. Koriste²i da je cos 2a = 1 − 2x2, cos 2b = 1 − 2y2,
cos 2c = 1− 2z2 i cos 2d = 1− 2t2, iz datih relacija dobijamo da je

(∗)
x + y + z + t = 1,

x2 + y2 + z2 + t2 6 1
3
.

Primenom nejednakosti izme±u aritmetiqke i kvadratne sredine sledi da je

y + z + t

3
6

√
y2 + z2 + t2

3
, tj.

(y + z + t)2

3
6 y2 + z2 + t2.

Koriste²i relacije (∗) sada dobijamo

1
3

> x2 + (y2 + z2 + t2) > x2 +
(y + z + t)2

3
= x2 +

(1− x)2

3
,

odakle sre±ivaǌem 2x2 − x > 0, xto i znaqi da je 0 6 x 6 1
2
.

BMO ’85.3.

Doka¼imo najpre slede²e pomo²no tvr±eǌe.
Lema. Ako su p i q uzajamno prosti prirodni brojevi, tada je pq najve²i

prirodan broj koji se ne mo¼e prikazati u obliku

pa + qb, a, b ∈ N.

Treba dokazati: 1◦ broj pq se ne mo¼e predstaviti u navedenom obliku;
2◦ svaki broj n > pq se mo¼e tako prikazati.

1◦ Pretpostavimo, suprotno tvr±eǌu, da postoje prirodni brojevi a i b, takvi
da je pq = pa + qb. Kako su p i q uzajamno prosti, odatle sledi da p | b i q | a.
Pri tom je b 6= p (inaqe bi bilo a = 0) i, sliqno, a 6= q. Zato je p < b i q < a,
pa je

pq = pa + qb > pq + pq = 2pq,

xto je nemogu²e.
2◦ Neka je n > pq. Neka je (a0, b0) proizvoǉno celobrojno rexeǌe Diofantove

jednaqine pa + qb = n (ono postoji jer su p i q uzajamno prosti). Opxte rexeǌe
te jednaqine je dato sa

a = a0 + qt, b = b0 − pt, t ∈ Z.

Izaberimo t tako da je 0 < a 6 q. Tada je t 6 q − a0

q
i

b = b0 − p
q − a0

q
=

a0p + b0q − pq

q
=

n− pq

q
> 0,

qime je dokazano da se broj n mo¼e reprezentovati na opisani naqin.
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Napomena. Dokazana lema se mo¼e uopxtiti na sluqaj vixe prirodnih brojeva
p1, p2, . . . , pn, uzajamno prostih u parovima. Sluqaj n = 3 je bio jedan od
zadataka na IMO ’83 (v. [1]).

Stavǉaju²i u dokazanom tvr±eǌu a = 19 i b = 85 zakǉuqujemo da je 19 · 85 =
1615 najve²i prirodan broj koji je, pod uslovima datim u zadatku, obojen zeleno,
tj. da su sve ve²e celobrojne taqke crvene. S druge strane, oqigledno je da su svi
celi brojevi maǌi od 19 + 85 = 104 zeleni, pri qemu je sama taqka 104 crvena.
Dakle, jedini broj koji bi mogao da zadovoǉava uslove zadataka jeste

A =
1615 + 104

2
=

1719
2

.

Doka¼imo da broj A zaista ima osobinu da su svake dve celobrojne taqke, koje
su u odnosu na ǌega simetriqne, raznobojne. Jasno je da je to dovoǉno uqiniti
za taqke n i 1719− n, gde je n ∈ Z, 104 < n < 1615.

Pretpostavimo da to nije sluqaj, tj. da su za neko takvo n navedene taqke isto
obojene i razmotrimo dve mogu²nosti.

1◦ Taqke n i 1719 − n su crvene. Tada postoje prirodni brojevi a1, a2, b1 i
b2, takvi da je

n = 19a1 + 85b1, 1719− n = 19a2 + 85b2.

Sabiraju²i dobijamo 1719 = 19(a1 + a2) + 85(b1 + b2), odakle, redukovaǌem po
modulu 85, sledi 19(a1 + a2) ≡ 19 (mod 85), odnosno a1 + a2 ≡ 1 (mod 85). Kako
su a1 i a2 prirodni, dobijamo a1+a2 > 86, odakle je 1719 > 19 ·86+85 ·2 = 1804,
xto je kontradikcija.

2◦ Taqke n i 1719−n su zelene. Sliqno kao u dokazu Leme, izaberimo rexeǌa
(a1, b1) i (a2, b2) Diofantovih jednaqina 19a + 85b = n, odnosno 19a + 85b =
1719−n za koja su a1, odnosno a2 najmaǌi mogu²i prirodni brojevi; za ǌih tada
va¼i i a1 6 85, a2 6 85. U ovom sluqaju brojevi b1 i b2 moraju biti nepozitivni
(jer su navedene taqke zelene). Iz 1719 = 19(a1 + a2) + 85(b1 + b2), kao pod
1◦, sledi da je a1 + a2 ≡ 1 (mod 85), xto u ovom sluqaju daje a1 + a2 = 86 i,
zamenom u prethodnu jednaqinu, b1 + b2 = 1. Posledǌe je, me±utim, nemogu²e,
zbog nepozitivnosti brojeva b1 i b2.

Time je pokazano da taqka A =
1719

2
zadovoǉava uslove zadatka.

BMO ’85.4.

Razmotrimo slede²a dva sluqaja.
(a) Svake dve osobe govore bar jedan zajedniqki jezik. Proizvoǉna osoba A

govori s preostala 1984 qoveka nekim jezikom iz skupa od datih pet jezika, tako

da postoji jezik koji govori bar
[
1984

5

]
> 200 uqesnika kongresa.

(b) Postoje dve osobe A i B koje ne govore zajedniqkim jezikom. Tada, na osnovu
uslova zadtaka, svaki od preostala 1983 uqesnika govori zajedniqkim jezikom sa
bar jednom od osoba A i B. Prema tome, bar 992 uqesnika govore s jednom od
te dve osobe, recimo sa A. To znaqi da A govori istim jezikom s jox bar 199
uqesnika, jer bi u protivnom mogao govoriti s najvixe 5 · 188 < 992 ǉudi. Ta
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grupa ǉudi zajedno s osobom A qini tra¼enih 200 uqesnika koji govore istim
jezikom.

BMO ’86.1.

Oznaqimo sa O i R centar i polupreqnik opisanog kruga trougla ABC. Ko-
riste²i relacije DF = IF − r, EG = IG − r i IF · IG = R2 − IO2 (potencija
taqke u odnosu na krug), sl. 27, zakǉuqujemo da je nejednakost DF ·EG > r2 koju
dokazujemo ekvivalentna nejednakosti

FG 6 R2 −OI2

r
.

Ako iskoristimo Ojlerovu formulu IO2 = R(R − 2r) za rastojaǌe izme±u cen-
tara opisanog i upisanog kruga, posledǌu nejednakost mo¼emo transformisati
u ǌoj ekvivalentnu oqiglednu nejednakost FG 6 2R.

Sl. 27

BMO ’86.2.

Neka je σ(O,R) sfera opisana oko datog tetraedra. Koriste²i svojstvo po-
tencije taqke u odnosu na sferu (analogno odgovaraju²em svojstvu potencije u
odnosu na krug koje je korix²eno u prethodnom zadatku), dobijamo da je

OE2 = R2 −AE ·BE

i sliqno za taqke F , G, H, K i L. Iz relacija datih u zadatku onda sledi da
je OE = OF = OG = OH = OK = OL, tj. da navedene taqke le¼e na sferi sa
centrom O i polupreqnikom

√
R2 −AE ·BE.

BMO ’86.3.

Primetimo najpre da iz uslova zadatka sledi da su svi brojevi an 6= 0. Iz
date rekurentne veze proizlazi da za sve n ∈ N va¼i

a2
n + a2

n+1 + c

anan+1
=

a2
n +

(
a2

n + c

an−1

)2

+ c

an
a2

n + c

an−1

=
a2

n−1 + a2
n + c

an−1an
,
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odakle indukcijom sledi da je izraz
a2

n + a2
n+1 + c

anan+1
konstantan (ne zavisi od n)

i vrednost mu je
a2 + b2 + c

ab
– oznaqimo tu konstantu sa k. Tada je

(1) an+1 =
a2

n + c

an−1
=

a2
n−1 + a2

n + c

an−1an
an − an−1 = kan − an−1, n > 2.

Pretpostavimo da su brojevi a, b, k celi. Iz prethodne relacije neposredno
sledi da su svi brojevi an celi.

Obrnuto, neka su za sve n ∈ N brojevi an celi. Tada su a1 = a i a2 = b celi,
a

k =
a2 + b2 + c

ab
=

a +
b2 + c

a
b

=
a1 + a3

a2

racionalan broj, k =
p

q
, p ∈ Z, q ∈ N, (p, q) = 1. Relacija (1) mo¼e se napisati

u obliku pan = qan−1 + qan+1. Stavǉaju²i u ǌoj redom n = 2, 3, . . . , dobija se
da q | an za n > 2, zatim da q2 | an za n > 3, q3 | an za n > 4 itd. Dakle, qα | an

za sve n > α + 1. Sada iz c = an+1an−1 − a2
n, n > 2, sledi da je c ceo broj i da

q2α | c za svako α ∈ N, xto je mogu²e jedino za q = 1. Dakle, k =
a2 + b2 + c

ab
je

ceo broj.

BMO ’86.4.

(a) Oznaqimo sa P zajedniqku vrednost povrxina trouglova TAB, TBC i
TCA. Daǉe, neka prava AT seqe stranicu BC u A′, pri qemu je BA′ = a1,
A′C = a2 i neka su P1 i P2 povrxine trouglova BA′T i A′CT , sl. 28. Trouglovi
ABA′ i AA′C imaju zajedniqku visinu, pa je

a1

a2
=

PABA′

PAA′C
=

P + P1

P + P2
.

Sliqno je
a1

a2
=

PBA′T

PA′CT
=

P1

P2
.

Kombinovaǌem prethodnih relacija dobija se P1 = P2 i a1 = a2. Dakle je AA′

te¼ixna du¼; analogno va¼i za ostala temena, pa je T te¼ixte trougla ABC.
Pretpostavimo da trougao ABC nije jednakostraniqan. Neka je, na primer,

AB < AC. Taqka A le¼i sa one strane simetrale du¼i BC sa koje i taqka B.
Taqke A i T le¼e sa iste strane simetrale du¼i BC. Zato je i taqka T bli¼a
taqki B nego taqki C: TB < TC. Prema tome, AT +AB +TB < AT +AC +TC,
a to je protivno pretpostavci da trouglovi ABT i ACT imaju jednake obime.
Dakle trougao ABC je jednakostraniqan.

(b) Lako se proverava da taqka T ne pripada nijednoj od pravih AB, BC, CA,
a tako±e nijednom od sektora oznaqenih sa I na slici 29. Pretpostavimo zato da



102 Balkanske matematiqke olimpijade BMO ’87.1

Sl. 28 Sl. 29

ona, na primer, ima polo¼aj kao na toj slici i oznaqimo sa D presek pravih BT
i AC. Iz

PBCD + PTDC = PTAD + PABD = PTDC + PTAD

sledi PBCD = PTAD i PTDC = PABD. Odatle je BD · CD = AD · TD i
BD · AD = CD · TD. Iz te dve relacije lako dobijamo BD = DT i AD =
CD, tj. ABCT je paralelogram. Koriste²i jednakost obima dobijamo da su
dijagonale tog paralelograma jednake, tj. u pitaǌu je pravougaonik i trougao
ABC je pravougli.

BMO ’87.1.

Stavǉaju²i y = 0 u datu relaciju dobijamo

(1) f(x) = f(x)f(a) + f(0)f(a− x).

Specijalno, za x = 0 je
1
2

=
1
2
f(a) +

1
2
f(a), odakle f(a) =

1
2
. Iz (1) sledi i

f(x) = f(a− x) za sve x. Ako se to zameni u datu relaciju, ona postaje

(2) f(x + y) = 2f(x)f(y).

Sada je
1
2

= f(a) = 2f(x)f(a − x) = 2[f(x)]2, pa je f(x) = ±1
2
. Na osnovu (2),

me±utim, f(x) = 2f
(x

2

)2
> 0 za svako x, pa zakǉuqujemo da je f(x) =

1
2

za sve
x ∈ R.

BMO ’87.2.

Prvo rexeǌe. Funkcija f(t) =
√

t + 1 +
√

t− 1 je rastu²a i za svako t > 1
va¼i nejednakost f(t) > f(1) =

√
2. Odavde sledi da je

0 < b− a =
2√

x + 1 +
√

x− 1
+

2√
y + 1 +

√
y − 1

=
2

f(x)
+

2
f(y)

6 2
√

2 < 3.

Kako su a i b neuzastopni celi brojevi, to je b− a = 2.
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Kvadriraǌem datih relacija dobija se

a2 = x− 1 + y − 1 + 2
√

xy − x− y + 1, b2 = x + 1 + y + 1 + 2
√

xy + x + y + 1.

Oznaqimo x + y = s i xy = p. Tada, korix²eǌem dokazane jednakosti b = a + 2,
sledi

a2 + 2− s = 2
√

p− s + 1 > 0, a2 + 4a + 2− s = 2
√

p + s + 1.

odakle se kvadriraǌem i oduzimaǌem dobija da je

a3 + 2a2 + 2a = (a + 1)s 6 (a + 1)(a2 + 2).

Sledi da je a2 6 2 i, kako je a prirodan broj, a = 1. Odatle daǉe lako dobijamo
s = 5/2, p = 25/16 i x = y = 5/4.
Drugo rexeǌe. Rexi²emo ekvivalentan problem: Ako je

u + v = a,
√

u2 + 2 +
√

v2 + 2 = b,

gde su u, v ∈ R, u, v > 0 i a, b ∈ Z, b− a > 1, onda je b = a + 2 i u = v =
1
2
.

Funkcija g : [0,+∞) → R zadata sa g(t) =
√

t2 + 2 je konveksna. Iz

b = g(u) + g(v) 6 g(a) + g(0) =
√

a2 + 2 +
√

2 < a + 2
√

2 < a + 3

sledi da je b = a + 2. Iz a + 2 6
√

a2 + 2 +
√

2 dobijamo

2−
√

2 6
√

a2 + 2− a =
2√

a2 + 2 + a
,

a odatle
√

a2 + 2 + a 6 2 +
√

2. Nije texko zakǉuqiti da je a = 1. Raqunaǌem
se dobija da je

2f

(
u + v

2

)
= f(u) + f(v) = 3.

Na osnovu Jensenove nejednakosti sledi u = v. Dakle u = v =
1
2
.

BMO ’87.3.

Prvo rexeǌe. Neposredno se proverava da je funkcija

f(x) =
sin23 x

cos48 x

strogo rastu²a na intervalu (0, π/2). Kako je, po pretpostavci, f(α/2) = f(β/2),
to mora biti α = β, odakle je AC/BC = 1.
Drugo rexeǌe. Neka je α 6= β, na primer, 0 < α < β < π. Tada je

0 < sin
α

2
< sin

β

2
, 0 < cos

β

2
< cos

α

2
.

Sledi

sin23 α

2
cos48

β

2
< sin23 β

2
cos48

α

2
.

Kontradikcija! Dakle α = β, pa je AC/BC = 1.
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BMO ’87.4.

Rexeǌe Radeta Todorovi²a. Ako sa k3 oznaqimo krug nastao preslikavaǌem
kruga k1 homotetijom s centrom A i koeficijentom 2, onda, budu²i da je k1

sadr¼ao sredixte du¼i AC, k3 ²e se²i k2 u C. Centar O3 kruga k3 je na pravoj
odre±enoj preqnikom O1A kruga k1. Uoqimo trouglove AO1O2 i AO2O3. Zbog
]O1AO2 = ]O2AO3 i O1A : AO2 = 1 :

√
2 =

√
2 : 2 = AO2 : AO3, oni su

sliqni (sa koeficijentom 1 :
√

2), pa je i O2O3 =
√

2 O1O2 = 2
√

2. Dakle, u
trouglu AO2O3 imamo sve stranice, pa se ǌegova povrxina P4AO2O3 =

√
7/2

dobija pomo²u Heronove formule. Kako je AC dvostruka visina iz temena A tog
trougla, sledi

AC = 2 · 2P4AO2O3

O2O3
= 2 ·

√
7

2
√

2
=
√

7√
2
.

Sl. 30

BMO ’88.1.

Koristi²emo standardne oznake za stranice trougla: a = BC, b = CA i c =
AB. Pretpostavimo da je a > b. U tom sluqaju taqka L pripada du¼i AM , sl.
31. Iz uslova S(LMC)/S(ABC) = 1−√3/2 dobijamo da je LM/AB = 1−√3/2.
Imaju²i to u vidu na²i ²emo a/b:

a

b
=

LB

AL
=

LM + MB

AM − LM
=

LM

AB
+

MB

AB
AM

AB
− LM

AB

=

(
1−

√
3

2

)
+

1
2

1
2
−

(
1−

√
3

2

) =
3−√3√

3− 1
=
√

3.

Iz uslova S(HMC) : S(ABC) = 1 : 4 sledi da je H sredixte du¼i AM . Neka
je h visina iz temena C trougla ABC. Kako je

HB2

AH2
=

a2 − h2

b2 − h2
=

(a

b

)2
−

(
h

b

)2

1−
(

h

b

)2 , to je
3−

(
h

b

)2

1−
(

h

b

)2 = 9.
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Sl. 31

Odavde se lako dobija da je h/b =
√

3/2. Sledi da je ]A = 60◦. Trougao
AMC je jednakostraniqan. Zato je MA = MB = MC. Sledi da je ]C = 90◦.
Sada nije texko izraqunati da je ]B = 30◦.

BMO ’88.2.

Prvo rexeǌe.
Lema. Neka je P polinom dve promenǉive sa kompleksnim koeficijentima.
a) Ako je P (t, t) = 0, onda je polinom P deǉiv sa x− y.
b) Ako je P (t,−t) = 0, onda je polinom P deǉiv sa x + y.
Dokaz. Tvr±eǌe o deǉeǌu polinoma sa ostatkom glasi: ako su F i G dva po-

linoma jedne promenǉive nad nekim poǉem i ako je G 6= 0, onda postoje polinomi
Q i R takvi da je F = GQ + R i da je pri tom deg R < deg G ili R = 0. Ako
se proanalizira dokaz ovog tvr±eǌa, vide²e se da ono va¼i i pod pretpostav-
kom da su F i G polinomi nad nekim integralnim domenom ukoliko je najstariji
koeficijent u polinomu G delilac jedinice. Polinom P dve promenǉive x i y
mo¼e da se shvati kao polinom po jednoj promenǉivoj x nad prstenom polinoma
po promenǉivoj y. Polinom P mo¼e da se podeli polinomom x−y. Tom prilikom
se dobija koliqnik Q, polinom dve promenǉive x i y, i ostatak R. Ako polinom
R nije 0 onda je on stepena nula po promenǉivoj x. Drugim reqima, R je polinom
jedne promenǉive y. Dakle polinom P mo¼e da se predstavi u obliku

P (x, y) = (x− y)Q(x, y) + R(y).

Ako pretpostavimo da je P (t, t) = 0, iz gorǌe jednakosti dobijamo da je R = 0
(dovoǉno je u ǌu uvrstiti x = y = t). Time smo dokazali tvr±eǌe leme pod a).
Tvr±eǌe pod b) mo¼e da se doka¼e na sliqan naqin.

Konstatujmo nekoliko trivijalnih qiǌenica. Ako dva polinoma zadovoǉavaju
datu jednaqinu, onda i ǌihov proizvod i koliqnik zadovoǉavaju datu jednaqinu
(naravno, koliqnik dva polinoma ne mora biti polinom). Konstante 0 i 1 zado-
voǉavaju datu jednaqinu. Polinomi prvog stepena x − y i x + y zadovoǉavaju
datu jednaqinu.

Neka polinom P razliqit od 0 zadovoǉava datu jednaqinu. Ako stavimo da je
a = x, b = 0, c = y i d = 0, dobijamo da je

P (x, 0)P (y, 0) = P (xy, 0).
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Odavde nije texko zakǉuqiti da je P (x, 0) = xm za neko m > 0. Ako stavimo da
je a = t, b = 0, c = x i d = y dobijamo da je

tmP (x, y) = P (t, 0)P (x, y) = P (tx, ty).

Dakle polinom P je homogen.
Neka polinom P razliqit od 0 zadovoǉava datu jednaqinu. On se mo¼e pred-

staviti u obliku

P (x, y) = (x + y)k(x− y)lQ(x, y), k, l > 0,

gde je Q polinom koji je razliqit od 0 i nije deǉiv polinomima x + y i x − y.
Polinom Q tako±e zadovoǉava datu jednaqinu. On je homogen polinom. Oznaqimo
ǌegov stepen sa m. Ako stavimo a = x, b = y, c = y = 1, dobijamo

Q(x, y)Q(1, 1) = Q(x + y, x + y) = (x + y)mQ(1, 1).

Kako je polinom Q homogen i nije deǉiv sa x− y, to je Q(1, 1) 6= 0. Sledi da je
Q(x, y) = (x + y)m za neko m > 0. Kako polinom Q nije deǉiv sa x + y, to je
m = 0. Dakle Q(x, y) = 1, a P (x, y) = (x + y)k(x− y)l.

Prema tome skup polinoma koji zadovoǉavaju datu jednaqinu sastoji se od nula
polinoma i polinoma oblika P (x, y) = (x + y)k(x− y)l, k, l > 0.
Drugo rexeǌe. Neka je P polinom dve promenǉive. Uvodimo polinom Q dve

promenǉive sa

Q(x, y) = P

(
x + y

2
,
x− y

2

)
.

Polinom P mo¼emo izraziti preko polinoma Q:

P (a, b) = Q(a + b, a− b).

Ovo sledi iz qiǌenice da je a + b = x i a− b = y ekvivalentno sa (x + y)/2 = a
i (x− y)/2 = b. Dokaza²emo da polinom P zadovoǉava jednaqinu

(1) P (a, b)P (c, d) = P (ac + bd, ad + bc),

ako i samo ako polinom Q zadovoǉava jednaqinu

(2) Q(x, y)Q(u, v) = Q(xu, yv).

Pretpostavimo da polinom Q zadovoǉava (2). Stavimo da je a+b = x, a−b = y,
c + d = u i c − d = v. Imamo da je (ac + bd) + (ad + bc) = (a + b)(c + d) = xu
i (ac + bd) − (ad + bc) = (a − b)(c − d) = yv. Zato va¼i P (a, b) = Q(x, y),
P (c, d) = Q(u, v) i P (ac+ bd, ad+ bc) = Q(xu, yv). Sada je oqigledno da polinom
P zadovoǉava (1).

Pretpostavimo da polinom P zadovoǉava (1). Stavimo da je (x + y)/2 = a,
(x− y)/2 = b, (u + v)/2 = c, (u− v)/2 = d. Kako je a + b = x, a− b = y, c + d = u
i c − d = v, kao i u prethodnom sluqaju va¼e jednakosti Q(x, y) = P (a, b),
Q(u, v) = P (c, d) i Q(xu, yv) = P (ac+ bd, ad+ bc). Sada je oqigledno da polinom
Q zadovoǉava (2).
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Lako je videti da nula polinom zadovoǉava (2). Neka je Q polinom koji je
razliqit od nule i koji zadovoǉava jednaqinu (2). Ako u (2) stavimo y = v = 1,
dobijamo

Q(x, 1)Q(u, 1) = Q(xu, 1).

Odavde nije texko izvesti da je Q(x, 1) = xk, za neki ceo broj k > 0. Na sliqan
naqin mo¼e da se poka¼e da je Q(1, y) = yl, za neki ceo broj l > 0. Sledi da je

Q(x, y) = Q(x, 1)Q(1, y) = xkyl,

gde su k, l > 0. Lako se proverava da svaki polinom ovog tipa zadovoǉava jedna-
qinu (2).

Prema tome skup polinoma koji zadovoǉavaju jednaqinu (1) sastoji se od nula
polinoma i polinoma oblika P (x, y) = (x + y)k(x− y)l, k, l > 0.

U kǌizi [6] formulisan je problem analogan prethodnom: Na²i sve polinome
P tri promenǉive, takve da je

(3) P (a, b, c)P (d, e, f) = P (ad + bf + ce, ae + bd + cf, af + be + cd).

Hipoteza autora kǌige [6] je da su tra¼eni polinomi nula polinom i polinomi
oblika

P (x, y, z) = (x + y + z)k(x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx)l,

gde su k i l nenegativni celi brojevi. Da²emo kompletno rexeǌe ovog problema.
Neka je P polinom tri promenǉive. Uvodimo polinom Q tri promenǉive sa

Q(x, y, z) = P

(
x + y + z

3
,
x + yω2 + zω

3
,
x + yω + zω2

3

)
,

gde je ω = (−1 + i
√

3)/2 (ω2 + ω + 1 = 0, ω3 = 1). Polinom P mo¼emo izraziti
preko polinoma Q:

P (a, b, c) = Q(a + b + c, a + bω + cω2, a + bω2 + cω).

Ovo sledi iz qiǌenice da je

a + b + c = x, a + bω + cω2 = y, a + bω2 + cω = z

ekvivalentno sa

x + y + z

3
= a,

x + yω2 + zω

3
= b,

x + yω + zω2

3
= c.

Dokaza²emo da polinom P zadovoǉava jednaqinu (3) ako i samo ako polinom Q
zadovoǉava jednaqinu

(4) Q(x, y, z)Q(u, v, w) = Q(xu, yv, zw).



108 Balkanske matematiqke olimpijade BMO ’88.2

Pretpostavimo da polinom Q zadovoǉava (4). Stavimo da je

a + b + c = x, a + bω + cω2 = y, a + bω2 + cω = z,

d + e + f = u, d + eω + fω2 = v, d + eω2 + fω = w.

Imamo da je

(ad + bf + ce) + (ae + bd + cf) + (af + be + cd)

= (a + b + c)(d + e + f) = xu,

(ad + bf + ce) + (ae + bd + cf)ω + (af + be + cd)ω2

= (a + bω + cω2)(d + eω + fω2) = yv,

(ad + bf + ce) + (ae + bd + cf)ω2 + (af + be + cd)ω

= (a + bω2 + cω)(d + eω2 + fω) = zw.

Zato va¼i

P (a, b, c) = Q(x, y, z), P (d, e, f) = Q(u, v, w),

P (ad + bf + ce, ae + bd + cf, af + be + cd) = Q(xu, yv, zw).

Sada je oqigledno da polinom P zadovoǉava (3). Pretpostavimo da polinom P
zadovoǉava (3). Stavimo da je

x + y + z

3
= a

x + yω2 + zω

3
= b,

x + yω + zω2

3
= c,

u + v + w

3
= d

u + vω2 + wω

3
= e,

u + vω + wω2

3
= f.

Kako je

a + b + c = x, a + bω + cω2 = y, a + bω2 + cω = z,

d + e + f = u, d + eω + fω2 = v, d + eω2 + fω = w,

kao i u prethodnom sluqaju va¼e jednakosti

Q(x, y, z) = P (a, b, c), Q(u, v, w) = P (d, e, f),

Q(xu, yv, zw) = P (ad + bf + ce, ae + bd + cf, af + be + cd).

Sada je oqigledno da polinom Q zadovoǉava (4). Lako je videti da nula polinom
zadovoǉava (4). Neka je Q polinom koji je razliqit od nule i koji zadovoǉava
jednaqinu (4). Ako u (4) stavimo y = z = v = w = 1, dobijamo

Q(x, 1, 1)Q(u, 1, 1) = Q(xu, 1, 1).

Odavde nije texko izvesti da je Q(x, 1, 1) = xk, za neki ceo broj k > 0. Na
sliqan naqin mo¼e da se poka¼e da je Q(1, y, 1) = yl, za neki ceo broj l > 0, i da
je Q(1, 1, z) = zm, za neki ceo broj m > 0. Sledi da je

Q(x, y, z) = Q(x, 1, 1)Q(1, y, 1)Q(1, 1, z) = xkylzm,
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gde su k, l,m > 0. Lako se proverava da svaki polinom ovog tipa zadovoǉava
jednaqinu (4).

Prema tome skup polinoma koji zadovoǉavaju datu jednaqinu sastoji se od nula
polinoma i polinoma oblika

P (x, y, z) = (x + y + z)k(x + yω + zω2)l(x + yω2 + zω)m, k, l,m > 0.

Kao xto vidimo, hipoteza autora kǌige [6] je taqna ukoliko se razmatraju samo
polinomi sa realnim koeficijentima. U opxtem sluqaju ona nije taqna.

BMO ’88.3.

Oznaqimo sa Aij sredixte du¼i AiAj , 1 6 i, j 6 4, i 6= j. Kako je
A12A13A34A24 paralelogram, to je

A12A
2
34 + A13A

2
24 = 2 A12A

2
24 + 2 A12A

2
13,

xto zajedno sa A12A24 =
1
2

A1A4 i A12A13 =
1
2

A2A3, daje

A12A
2
34 + A13A

2
24 =

1
2

A1A
2
4 +

1
2

A2A
2
3.

Na sliqan naqin dokazujemo da je

A12A
2
34 + A14A

2
23 =

1
2

A1A
2
3 +

1
2

A2A
2
4,

A13A
2
24 + A14A

2
23 =

1
2

A1A
2
2 +

1
2

A3A
2
4.

Sabiraǌem ove tri jednakosti i deǉe-
ǌem zbira sa 2 dobijamo da je

A12A
2
34 + A13A

2
24 + A14A

2
23 =

P

4
.

Sl. 32

Neka je, na primer, A12A34 najkra²a od tri du¼i koje spajaju sredixta naspra-

mnih ivica tetraedra A1A2A3A4. Tada je A12A
2
34 6 P

12
, tj. A12A34 6 1

2

√
P

3
.

Rastojaǌe pravih A1A2 i A3A4 nije ve²e od A12A34, pa tim pre nije ve²e od
1
2

√
P

3
. Rastojaǌe paralelnih ravni koje sadr¼e prave A1A2 i A3A4 jednako je

rastojaǌu izme±u te dve prave, pa prema tome nije ve²e od
1
2

√
P

3
. Tetraedar

A1A2A3A4 le¼i izme±u te dve ravni.
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BMO ’88.4.

Prvo rexeǌe. Neka an i an+1 zadovoǉavaju postavǉene uslove. Primetimo
da 3 | ak za neparno k. Zaista, ako je k neparan prirodan broj, onda je

ak = 2k + 49 ≡ (−1)k + 49 ≡ 48 ≡ 0 (mod 3).

Kako je jedan od brojeva an i an+1 deǉiv sa 3 i kako su oba neparni, najmaǌi
me±u brojevima p, q, r i s jednak je 3. Dakle p = 3. Neka je x = q − p = s − r.
Tada je an = p(p + x) i an+1 = r(r + x). Iz an+1 = 2an − 49 < 2an imamo da je
r(r + x) < 2p(p + x), a kako je p + x < r + x, odavde dobijamo da je r < 2p = 6.
Sledi da je r = 5. Iz an+1 = 2an−49 dobijamo 5(5+x) = 6(3+x)−49, a odavde
x = 56. Konaqno iz 2n + 49 = 3(3 + 56) = 177 dobijamo da je n = 7. Kako je
a7 = 177 = 3 · 59 i a8 = 305 = 5 · 61, tra¼eni qlanovi niza su a7 i a8.
Drugo rexeǌe. Neka an i an+1 zadovoǉavaju postavǉene uslove. Kao i u

prvom rexeǌu najpre pokazujemo da je p = 3. Neka je y = r − p = s − q. Iz

r = y + 3 i s = y + q = y +
2n + 49

3
dobijamo

(y + 3)
(

y +
2n + 49

3

)
= 2n+1 + 49,

a odavde
(3− y)2n = 3y2 + 58y.

Da bi leva strana ove jednakosti bila pozitivna, mora biti y < 3. Da bi desna
strana ove jednakosti bila paran broj, y mora biti parno. Sledi da je y = 2.
Iz 2n = 128 dobijamo da je n = 7. Kako je a7 = 177 = 3 · 59 i a8 = 305 = 5 · 61,
tra¼eni qlanovi niza su a7 i a8.

BMO ’89.1.

Prvo doka¼imo da je n paran broj. Pretpostavimo suprotno: neka je n neparan
broj. Tada su svi delioci broja n neparni, pa su zato d1, d2, d3 i d4 neparni.
Sledi da je n = d2

1 + d2
2 + d2

3 + d2
4 paran, xto je protivno polaznoj pretpostavci.

Kako je n paran broj, to je d2 = 2. Iz jednakosti 12 + 22 + d2
3 + d2

4 = n sledi da
je jedan od brojeva d3 i d4 paran a drugi neparan. Razmatra²emo dva sluqaja:

Prvi sluqaj: d3 = 2a, a > 1. Kako je a delilac broja n maǌi od d3, to je
a = 2. Dakle d3 = 4. Kako je n = 12 + 22 + 42 + d2

4 = 21 + d2
4, to n nije deǉivo

sa 4 = d3. Kontradikcija!
Drugi sluqaj: d4 = 2a, a > 1. Kako je a < d4 i a | n, to je a = d2 = 2 ili

a = d3. U prvom sluqaju bilo bi d4 = 4, d3 = 3 i n = 12 + 22 + 32 + 42 = 30.
Kako 4 - 30, ovaj sluqaj otpada. Preostaje da je a = d3. U tom sluqaju imamo da
je n = 12 + 22 + d2

3 + 4d2
3 = 5(1 + d2

3). Kako d3 | n i kako su brojevi d3 i 1 + d2
3

uzajamno prosti, to je d3 = 5. Sledi da je d4 = 10 i n = 12 +22 +52 +102 = 130.
Lako je proveriti da su 1, 2, 5 i 10 qetiri najmaǌa delioca broja 130.

Jedini broj koji zadovoǉava dati uslov je 130.
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BMO ’89.2.

Prvo rexeǌe. Prvo doka¼imo jednu lemu koja daje ocenu korena polinoma:
Lema 1. Apsolutne vrednosti korena polinoma anxn + an−1x

n−1 + · · · + a0

maǌe su od 1 + m, gde je m = max
06k<n

|ak/an|.
Dokaz. Neka je |x| > 1 + m. Tada imamo

|anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0| > |anxn|

∣∣∣∣1 +
an−1

anx1
+

an−2

anx2
+ · · ·+ a0

anxn

∣∣∣∣

> |anxn|
(

1−
∣∣∣∣
an−1

anx1

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
an−2

anx2

∣∣∣∣− · · · −
∣∣∣∣

a0

anxn

∣∣∣∣
)

> |anxn|
(

1− m

|x|1 −
m

|x|2 − · · · −
m

|x|n
)

> |anxn|
(

1− m

|x| − 1

)
> 0.

Pretpostavimo da je P (x) = Q(x)R(x), gde su Q i R polinomi sa celobrojnim
koeficijentima. Neka su xi, i = 1, 2, . . . , k, koreni polinoma Q. Svi oni su ujedno

koreni polinoma P , pa su zato maǌi od 1+9/2 < 9. Kako je Q(x) = b
k∏

i=1

(x−xi),

gde je b najstariji koeficijent polinoma Q, to je

|Q(10)| = |b|
∣∣∣∣

k∏
i=1

(10− xi)
∣∣∣∣ > |b|

k∏
i=1

(10− |xi|) > 1.

Na sliqan naqin mo¼e da se doka¼e da je |R(10)| > 1. Kako je P (10) =
Q(10)R(10), P (10) nije prost broj. Kontradikcija!
Drugo rexeǌe. Dokaza²emo tvr±eǌe zadatka bez pretpostavke da je an > 1.
Lema 2. Neka je koliqnik an−1/an pozitivan realan broj. Koreni polino-

ma anxn + an−1x
n−1 + · · · + a0 qiji su realni delovi pozitivni, po apsolutnoj

vrednosti su maǌi od (1 +
√

1 + 4m)/2, gde je m = max
06k<n

|ak/an|.

Dokaz. Ako je Re x > 0, onda je Re
1
x

> 0. Ako je osim toga |x| >
(1 +

√
1 + 4m)/2, tada imamo

|anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0| > |anxn|

∣∣∣∣1 +
an−1

anx1
+

an−2

anx2
+ · · ·+ a0

anxn

∣∣∣∣

> |anxn|
(∣∣∣∣1 +

an−1

anx1

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
an−2

anx2

∣∣∣∣− · · · −
∣∣∣∣

a0

anxn

∣∣∣∣
)

> |anxn|
(

1− m

|x|2 − · · · −
m

|x|n
)

> |anxn|
(

1− m

|x|2 − |x|
)

> 0.

Pretpostavimo da je P (x) = Q(x)R(x), gde su Q i R polinomi sa celobrojnim
koeficijentima. Neka su xi, i = 1, 2, . . . , k, koreni polinoma Q. Svi oni su ujedno
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koreni polinoma P , pa su zato ǌihovi realni delovi maǌi od (1+
√

1 + 4 · 9)/2 <
9,5. Kako su svi koeficijenti polinoma Q nenegativni, to je Q(9) > 1. Kako je

Q(x) = b
k∏

i=1

(x− xi), gde je b najstariji koeficijent polinoma Q, to je

|Q(10)/Q(9)| =
k∏

i=1

|(10− xi)/(9− xi)| > 1.

Sledi da je |Q(10)| > |Q(9)| > 1. Na sliqan naqin mo¼e da se doka¼e da je
|R(10)| > 1. Kako je P (10) = Q(10)R(10), P (10) nije prost broj. Kontradikcija!

BMO ’89.3.

Oznaqimo sa S, S0, S1 i S2 povrxine
trouglova ABC, AB1C1, AB1G i AC1G.
Visine koje odgovaraju stranici AB1

trouglova AB1C i AB1G odnose se kao
3 : 1. Sledi da je S(AB1C) = 3S1. Na
sliqan naqin mo¼e da se doka¼e da je
S(AC1B) = 3S2. Iz

S(BB1GC1) = S(AC1B)− S1 − S2

= 2S2 − S1,

S(CC1GB1) = S(AB1C)− S1 − S2

= 2S1 − S2

Sl. 33

sledi da je

S(BB1GC1) + S(CC1GB1) = S1 + S2.

Nejednakost koju dokazujemo ekvivalentna je sa S1 + S2 > 4
9
S. Kako je S1 =

1
3
S(AB1C) =

1
3
· AB1

AB
S, S2 =

1
3
S(AC1B) =

1
3
· AC1

AC
S,

AB1 ·AC1

AB ·AC
=

S0

S
i

S0 > S1 + S2, to je

S1 + S2 =
1
3

(
AB1

AB
+

AC1

AC

)
S > 2S

3

√
AB1 ·AC1

AB ·AC
=

2S

3

√
S0

S

> 2S

3

√
S1 + S2

S
> 2

3

√
S(S1 + S2).

Iz nejednakosti S1+S2 > 2
3

√
S(S1 + S2) nije texko dobiti S1+S2 > 4

9
S. Jedna-

kost va¼i ako i samo ako je prava l paralelna sa BC i prolazi kroz te¼ixte G.
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BMO ’89.4.

Neka je F familija troqlanih podskupova skupa {1, 2, . . . , n}, takva da je |A∩
B| 6 1 za A,B ∈ F , A 6= B. Svaki A ∈ F ima

(
3
2

)
= 3 dvoqlana podskupa,

pri tom A,B ∈ F , A 6= B, nemaju zajedniqkih dvoqlanih podskupova. Prema
tome ukupan broj dvoqlanih podskupova sadr¼anih u skupovima iz F jednak je

3|F|. Broj dvoqlanih podskupova skupa {1, 2, . . . , n} jednak je
(

n

2

)
=

n(n− 1)
2

.

Sledi da je 3|F| 6 n(n− 1)
2

, tj. |F| 6 n(n− 1)
6

. Kako je F proizvoǉna familija

skupova sa zadatim svojstima, to je f(n) 6 n(n− 1)
6

.
Neka je

F0 = { (x, y, z) | x, y, z ∈ {1, 2, . . . , n}, x 6= y 6= z 6= x, x + y + z ≡ 0 (mod n) }.
Lako je videti da familija skupova F0 zadovoǉava postavǉene uslove. Odre-
dimo broj ǌenih elemenata c. Oznaqimo sa a broj rexeǌa kongruencije 3x ≡ 0
(mod n), a sa b broj rexeǌa kongruencije 2x + y ≡ 0 (mod n), x 6= y. Ima-
mo da je a = 1 ako 3 - n, i da je a = 3 ako 3 | n. Broj rexeǌa kongruencije
2x + y ≡ 0 (mod n) jednak je n (za svako x postoji taqno jedno y koje zadovoǉava
ovu kongruenciju). Pri tom ǌih a zadovoǉava uslov x = y, a ǌih b zadovoǉava
uslov x 6= y. Sledi da je b = n − a. Broj rexeǌa kongruencije x + y + z ≡ 0
(mod n) jednak je n2 (za svako x i svako y postoji taqno jedno z koje zadovoǉava
ovu kongruenciju). Pri tom su a rexeǌa trojke jednakih brojeva, 3b rexeǌa su
trojke brojeva od kojih su dva me±usobno jednaka a tre²i je razliqit od ǌih, a
6c rexeǌa su trojke razliqitih brojeva. Dakle n2 = a + 3b + 6c = 6c + 3n− 2a.

Odavde dobijamo da je c =
n2 − 3n + 2a

6
=

[
n2 − 3n + 6

6

]
. Kako je f(n) > c, to

je f(n) >
[
n2 − 3n + 6

6

]
. Ovo je boǉa ocena od one koja se tra¼i u zadatku.

BMO ’90.1.

Prvo rexeǌe. Neka je rn ostatak koji se dobija deǉeǌem an sa 11. Ako se
ima u vidu da je

(1) rn+2 ≡ (n + 3)rn+1 + (n + 2)rn (mod 11),

nije texko izraqunati prvih 11 qlanova niza (rn):

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

rn 1 3 9 0 10 4 6 0 1 0 0

Metodom matematiqke indukcije mo¼e da se doka¼e da je rn = 0 za n > 10.
Pri tom se koristi rekurentna veza (1) i qiǌenica da je r10 = r11 = 0. Prema
tome deǉivi su sa 11 qlanovi niza sa indeksima n = 4, n = 8 i n > 10.
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Drugo rexeǌe. Prvo ²emo rexiti datu rekurentnu jednaqinu. Ona je ekvi-
valentna sa

an+2 − an+1 = (n + 2)(an+1 − an), n > 1,

tj. sa an − an−1 = n(an−1 − an−2), n > 3. Odavde dobijamo da je

an − an−1 = n(n− 1) · · · 3(a2 − a1) = n!,

za n > 2, a odavde da je

an − a1 =
n∑

j=2

(aj − aj−1) =
n∑

j=2

n!,

za n > 2. Konaqno an =
n∑

j=1

n!, n > 1.

Za k > 10 imamo da je k! deǉivo sa 11. Zato je an ≡ a10 (mod 11). Da
bismo zavrxili rexeǌe zadatka dovoǉno je da odredimo koji su qlanovi niza
(an) deǉivi sa 11 za n = 1, 2, . . . , 10. Lako je utvrditi da su to a4, a8 i a10.
Prema tome deǉivi su sa 11 qlanovi niza sa indeksima n = 4, n = 8 i n > 10.

BMO ’90.2.

Kako je

ak =
∑

16i,j6n
i+j=k

ij,

to je

2n∑

k=n+1

ak =
2n∑

k=n+1

∑

16i,j6n
i+j=k

ij =
∑

16i,j6n
i+j>n

ij

=
n∑

i=1

n∑
j=n+1−i

ij =
n∑

i=1

i
∑

j=n+1−i

j

=
n∑

i=1

i · 1
2
i(2n + 1− i) =

2n + 1
2

n∑
i=1

i2 − 1
2

n∑
i=1

i3

=
2n + 1

2
· n(n + 1)(2n + 1)

6
− 1

2

(
n(n + 1)

2

)2

=
1
24

n(n + 1)[2(2n + 1)2 − 3n(n + 1)]

=
1
24

n(n + 1)(5n2 + 5n + 2).
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BMO ’90.3.

Prvo ²emo dokazati jednu teoremu.
Teorema. Visine oxtrouglog trougla su simetrale unutraxǌih uglova trou-

gla qija su temena podno¼ja tih visina.
Dokaz. Neka je ABC oxtrougli trougao. Oznaqimo sa A′ podno¼je visine

iz temena A, a sa Y i Z taqke simetriqna taqki A′ u odnosu na prave AC i
AB, sl. 34. Nije texko pokazati da du¼ Y Z preseca du¼i AC i AB (za to je
bitna pretpostavka da su uglovi trougla ABC oxtri). Oznaqimo sa B′ i C ′

taqke u kojima du¼ Y Z preseca du¼i AC i AB. Prave AC i AB su simetrale
spoǉaxǌih uglova kod temena B′ i C ′ trougla A′B′C ′, pa je zato prava AA′

simetrala unutraxǌeg ugla kod temena A′ trougla A′B′C ′. Kako je prava BC
ortogonalna na pravoj AA′, to je ona simetrala spoǉaxǌeg ugla kod temena A′

trougla A′B′C ′. Prave BA i BC su simetrale spoǉaxǌih uglova kod temena
C ′ i A′ trougla A′B′C ′, pa je zato prava BB′ simetrala unutraxǌeg ugla kod
temena B′ trougla A′B′C ′. Kako su prave BB′ i CA simetrale unutraxǌeg i
spoǉaxǌeg ugla kod temena B′ trougla A′B′C ′, to su one uzajamno ortogonalne,
tj. BB′ je visina trougla ABC. Na sliqan naqin mo¼e da se poka¼e da je CC ′

simetrala unutraxǌeg ugla kod temena C ′ trougla A′B′C ′ i visina trougla
ABC.

Sl. 34 Sl. 35

Napomena. U prethodnom dokazu nije korix²ena teorema po kojoj se visine
trougla seku u jednoj taqki. Ta teorema se mo¼i dobiti kao posledica upravo
dokazane teoreme i jox jedne teoreme koja je sliqna prethodnoj a odnosi se na
tupougli trougao.
Rexeǌe zadatka. Prema prethodnoj teoremi, ortocentar H trougla ABC je

centar kruga upisanog u trougao A1B1C1, tj. centar kruga opisanog oko trougla
A2B2C2. Kako je A1B2 = A1C2, to je B2C2 ⊥ AA1, pa je zato B2C2 ‖ BC. Na
sliqan naqin mo¼e da se doka¼e da je C2A2 ‖ CA i A2B2 ‖ AB. Trouglovi ABC
i A2B2C2 imaju paralelene stranice, pa su zato homotetiqni. Homotetija koja
preslikava trougao ABC u trougao A2B2C2 preslikava Ojlerovu pravu trougla
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ABC u Ojlerovu pravu trougla A2B2C2. Zato su Ojlerove prave trouglova
ABC i A2B2C2 paralelne me±u sobom, a kako obe prolaze kroz taqku H, to se
one poklapaju.

BMO ’90.4.

Neka je f : N → A funkcija koja zadovoǉava uslov: ako je |i − j| prost broj,
onda je f(i) 6= f(j). Razmatrajmo brojeve 1, 3, 6 i 8. Razlika svaka dva od ǌih
je prost broj. Sledi da su f(1), f(3), f(6) i f(8) razliqiti me±u sobom. Zato
je |A| > 4.

Neka je A = {0, 1, 2, 3} i neka je f(x) ostatak koji se dobija deǉeǌem prirodnog
broja x sa 4. Ako je f(i) = f(j), onda je |i − j| slo¼en broj, jer je deǉiv sa 4.
Dakle funkcija f zadovoǉava dati uslov.

Tra¼eni broj je 4.

BMO ’91.1.

Neka su α, β i γ uobiqajene oznake za uglove trougla ABC, sl. 35. Kako je
]AOB = 2γ, i kako je OA = OB, to je ]OAB = ]OBA = 90◦ − γ. Sledi
]AKL = ]BNP = γ, a odavde ]MKN = ]MNK = γ. Dakle MK = MN =
KL. Trouglovi ALK i PBN su sliqni (jednaki su im odgovaraju²i uglovi).
Zato je AK : KL = PN : NB. Trouglovi AKM i MNB su sliqni (]AKM =

]MNB, ]KMA =
1
2
]AOM = ]ABM = ]NBM). Zato je AK : KM =

MN : NB. Iz KL = KM , AK : KL = PN : NB i AK : KM = MN : NB
sledi da je MN = NP . Dakle KN je sredǌa linija trougla MLP . Zato je
]MLP = ]MKN = γ.

BMO ’91.2.

Povrxina trougla je data Heronovom formulom:

S =
√

s(s− a)(s− b)(s− c),

gde su a, b i c stranice i s poluobim tog trougla. Ako bi bilo s − a = 4n4,
s−b = 4n2, s−c = 1, gde je n prirodan broj, bilo bi s = 4n4+4n2+1 = (2n2+1)2,
pa bi povrxina trougla bila ceo broj: S = 4n3(2n2 + 1). To je ispuǌeno ako je
a = 4n2 + 1, b = 4n4 + 1 i c = 4n2(n2 + 1). Kako je

(4n + 1, 4n2) = 1, (4n2 + 1, n2 + 1) = ((4n2 + 4)− 3, n2 + 1) = (3, n2 + 1) = 1,

a i c su uzajamno prosti brojevi. Sledi da je zadovoǉen uslov (i).
Preostaje nam da ispitamo da li su visine trougla celi brojevi. Imamo da je

ha =
8n3(2n2 + 1)

4n2 + 1
, hb =

8n3(2n2 + 1)
4n4 + 1

, hc =
2n(2n2 + 1)

n2 + 1
.

Nije texko pokazati da se prva dva razlomka ne mogu skratiti, te da zato ha i
hb nisu celi brojevi, a da se tre²i razlomak mo¼e skratiti samo sa 2 i to u
sluqaju kada je n neparan broj, te da je zato hc ceo broj samo za n = 1. Prema tome
razmatrani trougao zadovoǉava sve uslove zadatka ako je n > 2. Odavde sledi
da postoji beskonaqno mnogo trouglova koji zadovoǉavaju postavǉene uslove.
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BMO ’91.3.

Prvo rexeǌe. Neka ja A1A2A3A4A5A6 razmatrani pravilni xestougao.
Neka su Bi, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, taqke u kojima se seku prave Ai−1Ai i Ai+1Ai+2,
i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 (pri tom podrazumevamo da je Ai+6 = Ai), sl. 36. Opisani
poligon je sadr¼an u dvanaestouglu A1B1A2B2A3B3A4B4A5B5A6B6. Daǉe, neka
su li, i = 2, 4, 6, prave koje sadr¼e temena Ai, i = 2, 4, 6, i ne prolaze kroz
unutraxǌost opisanog poligona i neka su Ci i Di, i = 2, 4, 6, taqke u kojima
prave li seku prave Ai−2Ai−1 i Ai+1Ai+2. Opisani poligon je sadr¼an u poligonu
A1C2D2A3C4D4A5C6D6. Trouglovi A2A3D2 i A2B1C2 su podudarni. Zato je

S(A1A2C2) + S(A2A3D2) = S(A1A2B1) =
1
6
H.

Na sliqan naqin se pokazuje da je

S(A3A4C4) + S(A4A5D4) = S(A3A4B3) =
1
6
H,

S(A5A6C6) + S(A6A1D6) = S(A5A6B5) =
1
6
H.

Sledi da je

P 6 S(A1C2D2A3C4D4A5C6D6) = S(A1A2A3A4A5A6) + S(A1A2C2)+

+ S(A2A3D2) + S(A3A4C4) + S(A4A5D4) + S(A5A6C6) + S(A6A1D6) =

= H +
1
6
H +

1
6
H +

1
6
H =

3
2
H.

Jednakost ²e va¼iti ako i samo ako se opisani poligon poklapa sa poligonom
A1C2D2A3C4D4A5C6D6. Posledǌi poligon ²e biti konveksan ako i samo ako
se poklapa sa jednim od trouglova B1B3B5 i B2B4B6. Prema tome jednakost
²e va¼iti ako i samo ako se opisani poligon poklapa sa jednim od trouglova
B1B3B5 i B2B4B6.

Sl. 36 Sl. 37
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Drugo rexeǌe. Neka ja A1A2A3A4A5A6 razmatrani pravilni xestougao.
Daǉe, neka su li, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, prave koje sadr¼e temena Ai i ne prolaze kroz
unutraxǌost opisanog poligona, neka su Mi, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, taqke u kojima se
seku prave li i li+1, i neka je ϕi = ]MiAiAi+1, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, sl. 37. Oqigledno
je 0 6 ϕi 6 π

3
za i = 1, 2, 3, 4, 5, 6. Ako je a stranica xestougla A1A2A3A4A5A6,

onda je

S(AiAi+1Mi) =
a2

2
· sin ϕi sin(π

3 − ϕi+1)
sin(ϕi + π

3 − ϕi+1)
=

a2

2
· 1
ctg ϕi + ctg(π

3 − ϕi+1)

6 a2

8
[tg ϕi + tg(π

3 − ϕi+1)].

za i = 1, 2, 3, 4, 5, 6. Jednakost va¼i ako i samo ako je ϕi = π
3 − ϕi+1. Opisani

poligon je sadr¼an u xestouglu M1M2M3M4M5M6. Zato je

P 6 S(M1M2M3M4M5M6) = S(A1A2A3A4A5A6) +
6∑

i=1

S(AiAi+1Mi)

6 H +
a2

8

6∑
i=1

[tg ϕi + tg(π
3 − ϕi+1)] = H +

a2

8

6∑
i=1

[tg ϕi + tg(π
3 − ϕi)]

6 H +
a2

8
· 6 tg

π

3
= H +

3a2
√

3
4

=
3
2
H.

Jednakost va¼i ako i samo ako je ϕi = π
3−ϕi+1 i ϕi ∈ {0, π

3 } za i = 1, 2, 3, 4, 5, 6,
tj. ako i samo ako je ϕ1 = ϕ3 = ϕ5 = 0 i ϕ2 = ϕ4 = ϕ6 = π

3 ili ϕ1 = ϕ3 = ϕ5 = π
3

i ϕ2 = ϕ4 = ϕ6 = 0. Prema tome jednakost ²e va¼iti ako i samo ako se opisani
poligon poklapa sa jednim od trouglova koji su odre±eni pravim A1A2, A3A4,
A5A6 i A6A1, A2A3, A4A5.
Napomena. Na sliqan naqin mo¼e da se doka¼e slede²e tvr±eǌe:
Pravilan 2n-tougao je upisan u konveksnu figuru ω. Ako je H povrxina 2n-

tougla i P povrxina figure ω, onda je

P 6
(

1 +
1

4 cos π
n

)
H.

BMO ’91.4.

Pretpostavimo da postoji funkcija f : {1, 2, . . . } → {0, 1, 2, . . . } koja zado-
voǉava postavǉene uslove. Funkcija g : {1, 2, . . . } → {1, 4, 7, . . . } zadata sa g(x) =
3f(x)+1 je bijekcija i zadovoǉava uslov g(xy) = g(x)g(y) za proizvoǉne priro-
dne brojeve x i y. Neka su p, q i r prirodni brojevi koje funkcija g preslikava
u 4, 10 i 25. Oni su prosti zato xto se nijedan od brojeva 4, 10 i 25 ne mo¼e
predstaviti kao proizvod dva broja iz {1, 4, 7, . . . }. Kako je 4 · 25 = 102, to je
pr = q2. Kontradikcija!
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BMO ’92.1.

(a) Prvo doka¼imo slede²e pomo²no tvrdjeǌe:
Ako su a i b uzajamno prosti prirodni brojevi, k najmaǌi prirodan broj za

koji va�i ak ≡ 1 (mod b) i n proizvoǉan prirodan broj za koji va�i an ≡ 1
(mod b), onda va�i k | n.

Neka je n = pk + r, gde je p nenegativan ceo broj i 0 6 r < k. Tada je
ar ≡ (ak)p · ar ≡ apk+r ≡ an ≡ 1 (mod b), odakle sledi da je r = 0, tj. k | n.

(b) Daǉe, primetimo da je 1992 = 23 · 3 · 83 i

(1) A(m,n) = (m− 1)m3(m + 1)
(
m34n+1 − 1

)
.

Lako se proverava da za svaki prirodan broj m va¼i 23 · 3 | (m− 1)m3(m + 1).
Prema tome, broj A(m,n) deǉiv je sa 1992 ako i samo ako je deǉiv sa 83.

(v) Neka je n prirodan broj, takav da 83 | A(m,n) va¼i za svaki prirodan broj
m. Doka¼imo da je n neparan broj.

Ako 83 | A(m,n) za svaki prirodan broj m, onda 83 | A(2, n), a odatle sledi

(2) 83 | 234n+1 − 1.

Neka je k najmaǌi prirodan broj za koji va¼i 83 | 2k−1, tj. 2k ≡ 1 (mod 83). Na
osnovu tvrdjeǌa dokazanog pod (a) i relacije (2) sledi da k | 34n + 1. Odredimo
broj k. Na osnovu male Fermaove teoreme sledi da je 282 ≡ 1 (mod 83), pa, opet
na osnovu tvrdjeǌa dokazanog pod (a), zakǉuqujemo da k | 82, tj. k ∈ {1, 2, 41, 82}.
Lako se proverava da va¼i:

21 6≡ 1 (mod 83), 22 6≡ 1 (mod 83),

241 = 2 · (210)4 = 2 · 10244 ≡ 2 · 284 ≡ 82 (mod 83),

pa sledi da je k = 82 i, prema tome, 82 | 34n + 1, tj. 34n ≡ −1 (mod 82). Kako je
34n = 81n ≡ (−1)n (mod 82), to sledi da je n neparan broj.

(g) Neka je n neparan broj. Tada za svaki prirodan broj m va¼i 83 | A(m,n).
Ako je m = 1 ili 83 | m, onda tvrdjeǌe sledi neposredno iz (1). Razmotrimo
jox sluqaj kada je m prirodan broj ve²i od 1 i koji nije deǉiv sa 83. Kako je 83
prost broj, u tom sluqaju su brojevi m i 83 uzajamno prosti, pa na osnovu male
Fermaove teoreme dobijamo m82 ≡ 1 (mod 83). Daǉe, koriste²i pretpostavku da
je n neparan broj, dobijamo 34n +1 = 81n +1n = 82 ·(81n−1−81n−2 + · · ·−81+1),
i konaqno

m34n+1 = (m82)81
n−1−81n−2+···−81+1 ≡ 1 (mod 83).

BMO ’92.2.

Primeǌuju²i nejednakost izmedju aritmetiqke i geometrijske sredine na bro-
jeve 12, 22, . . . , n2, dobijamo

(1)
12 + 22 + · · ·+ n2

n
> n

√
(n!)2.

Zameǌuju²i u nejednakosti (1) zbir 12 + 22 + · · · + n2 sa n(n + 1)(2n + 1)/6,
dobijamo (n+1)(2n+1)/6 > n

√
(n!)2. Stepenuju²i ovu nejednakost n-tim stepenom

i imaju²i u vidu da je (n+1)(2n+1) = 2n2+3n+1, dobijamo da je (2n2+3n+1)n >
6n(n!)2.
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BMO ’92.3.

Va¼i slede²i niz relacija:

PABC

PDEF
=

PABD + PACD

PDEF
=

PABD

PDEF
+

PACD

PDEF
(1)

=
AB ·AD · sin]FAD

DE · EF · sin ]DEF
+

AC ·AD · sin ]DAE

DF · EF · sin ]DFE

=
AB ·AD

DE · EF
+

AC ·AD

DF · EF
=

AD

EF

(
AB

DE
+

AC

DF

)

> 2 · AD

EF
·
√

AB ·AC

DE ·DF
.

Daǉe, iz jednakosti ]BAC+]EDF = 2π, dobijamo da je sin]BAC = sin ]EDF
i

(2)
PABC

PDEF
=

AB ·AC · sin ]BAC

DE ·DF · sin ]EDF
=

AB ·AC

DE ·DF
.

Koriste²i (1) i (2) dobijamo

PABC

PDEF
> 2 · AD

EF
·
√

PABC

PDEF
,

odakle lako i neposredno sledi nejednakost koju treba dokazati. Jednakost va¼i
ako i samo ako je D sredixte stranice BC.

BMO ’92.4.

Dokaza²emo da za svaki prirodan broj n va¼i jednakost

(1) f(n) =
[
n

2

]
+

[
n

3

]
−

[
n

6

]
+ 1.

Neka je A skup parnih prirodnih brojeva ne ve²ih od n i B skup prirodnih

brojeva ne ve²ih od n i deǉivih sa 3. Skup A ∪ B sadr¼i
[
n

2

]
+

[
n

3

]
−

[
n

6

]

elemenata. Svaki troqlani podskup skupa A∪B sadr¼i dva parna broja ili dva
broja deǉiva sa 3. Odatle sledi

(2) f(n) >
[
n

2

]
+

[
n

3

]
−

[
n

6

]
+ 1.

Za dokaz jednakosti (1) dovoǉno je jox dokazati obrnutu nejednakost:

(3) f(n) 6
[
n

2

]
+

[
n

3

]
−

[
n

6

]
+ 1.

Doka¼imo prvo slede²u lemu:
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Neka je k prirodan broj. Za svaki izbor 5 brojeva iz skupa C =
{k, k + 1, k + 2, k + 3, k + 4, k + 5} me�u izabranim brojevima postoje tri koji
su uzajamno prosti u parovima.

Zaista, postoji neparan broj x takav da va¼i x, x + 2, x + 4 ∈ C i pri tome su
x, x + 2, x + 4 u parovima uzajamno prosti brojevi. Neka je y ∈ {x + 1, x + 3}
broj koji nije deǉiv sa 3. Tada su brojevi x, x + 2, x + 4, y uzajamno prosti u
parovima. Primetimo daǉe da ako iz skupa C izaberemo 5 elemenata, onda se
medju ǌima nalaze bar tri od brojeva x, x+2, x+4, y, tj. izabrana su tri broja
koji su uzajamno prosti u parovima.

Nejednakost (3) dokazujemo indukcijom sa n na n + 6. Prvo proveravamo da ta
nejednakost va¼i za n ∈ {3, 4, . . . , 8}.

Poxto su 1, 2, 3 u parovima uzajamno prosti brojevi, to je f(3) 6 3 i f(4) 6 4,
tj. nejednakost (3) va¼i za n = 3 i n = 4.

Doka¼imo da je f(5) 6 4 = [5/2]+ [5/3]− [5/6]+1. Ako je izabran broj 1 i tri
od brojeva 2, 3, 4, 5, onda su izabrani brojevi 1, 2, 3 ili 1, 4, 5, tj. izabrana su
tri u parovima uzajamno prosta broja. Ako su izabrani brojevi 2, 3, 4, 5 onda
su 3, 4, 5 u parovima uzajamno prosti medju izabranim brojevima.

Nejednakost f(6) 6 5 = [6/2] + [6/3]− [6/6] + 1 sledi iz dokazane leme.

Doka¼imo da je f(7) 6 5 = [7/2] + [7/3] − [7/6] + 1. Zaista, ako je izabrano
pet od brojeva 2, 3, . . . , 7, onda iz dokazane leme sledi da medju ǌima ima tri u
parovima uzajamno prosta broja. Ako je izabran broj 1 i qetiri od brojeva 2, 3,
. . . , 7, onda su osim jedinice izabrana jox dva broja koji su uzastopni, pa oni
sa jedinicom qine trojku u parovima uzajamno prostih brojeva.

Doka¼imo da je f(8) 6 6 = [8/2] + [8/3] − [8/6] + 1. Ako je izabrano pet
od brojeva 3, 4, . . . , 8, onda iz dokazane leme sledi da medju ǌima ima tri u
parovima uzajamno prosta broja. Ako su izabrana qetiri od brojeva 3, 4, . . . , 8
i brojevi 1, 2, onda su od brojeva 3, 4, . . . , 8 izabrana dva uzastopna broja koji
zajedno sa jedinicom qine trojku uzajamno prostih brojeva u parovima.

Pretpostavimo da nejednakost (3) va¼i za neki prirodan broj n > 3 i doka¼imo
da ta nejednakost va¼i za broj n+6. Ako oznaqimo g(n) = [n/2]+[n/3]−[n/6]+1,
onda lako dokazujemo da va¼i jednakost g(n+6) = g(n)+4. Razmotrimo podskup
A skupa {1, 2, . . . , n+6} takav da je |A| = g(n+6). Ako je |A∩{n+1, n+2, . . . , n+
6}| > 5, onda na osnovu dokazane leme sledi da skup A sadr¼i tri uzajamno prosta
broja u parovima. U suprotnom sluqaju skup A sadr¼i bar g(n + 6) − 4 = g(n)
elemenata skupa {1, 2, . . . , n} i na osnovu induktivne hipoteze medju ǌima postoje
tri broja koji su uzajamno prosti u parovima. Time je dokazano da nejednakost
(3) va¼i za svaki prirodan broj n > 3.
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BMO ’93.1.

Iz jednakosti (1) i (2) dobijamo

a2 + b2 + c2 + d2 + e2 + f2 = 2(a + b + c + d + e + f) = 20.

Koriste²i nejednakost izmedju kvadratne i aritmetiqke sredine dobijamo

a2 + b2 + c2 + d2 + e2

5
>

(
a + b + c + d + e

5

)2

,

odakle sledi 5(a2+b2+c2+d2+e2) > (a+b+c+d+e)2. Kako je a+b+c+d+e =
10−f i a2 + b2 + c2 +d2 +e2 = 20−f2, to daǉe dobijamo 5 · (20−f2) > (10−f)2.
Posledǌa nejednakost je ekvivalentna sa 6f2 − 20f 6 0, tj. 0 6 f 6 10/3. Lako
je videti da za a = b = c = d = e = 4/3 va¼i f = 10/3. Prema tome, maksimalna
vrednost broja f pri datim uslovima jednaka je 10/3.

BMO ’93.2.

Neka je A skup svih monotonih brojeva sa ne vixe od 1993 cifre i B skup svih
nizova du¼ine 1993 koji imaju slede²i oblik

00 . . . 0︸ ︷︷ ︸ 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸ 22 . . . 2︸ ︷︷ ︸ . . . 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸

i sadr¼e bar jedan qlan razliqit od nule. (U nekim nizovima mogu se po-
javǉivati samo neke, a ne sve cifre.) Nizovi takvog oblika su 1993-kombina-
cije sa ponavǉaǌem elemenata 0, 1, . . . , 9, pa je broj elemenata skupa B jednak(

1993 + 10− 1
10− 1

)
− 1. Izmedju skupova A i B postoji bijekcija, pa sledi da je i

broj elemenata skupa A jednak
(

2002
9

)
− 1.

BMO ’93.3.

Prvo rexeǌe. Neka su M , N taqke u kojima prave AΓ, BΓ, respektivno,
seku krug C, sl. 38. Tada je O1O2 ‖ OM i O1O2 ‖ ON . Prema tome, taqke M , D,
O, N su kolinearne i trougao ABD je trougao qija su temena podno¼ja visina
trougla MNP , gde je P presek pravih AN i BM . Poxto je taqka O sredixte
du¼i MN , to taqke A, O, D i B pripadaju Ojlerovom krugu trougla MNP . Na
osnovu toga sledi ]O1OO2 = ]AOB = ]ADB.
Drugo rexeǌe. Zajedniqka tangenta krugova C i C1 u taqki A, zajedniqka

tangenta krugova C i C2 u taqki B i zjedniqka tangenta krugova C1 i C2 u taqki
Γ seku se u jednoj taqki. (Doka¼ite to!) Oznaqimo tu taqku sa S, sl. 39. Tada
va¼e slede²e jednakosti

]SAO = ]SDO = ]SBO = 90◦.

Zato taqke S, A, D, O i B pripadaju krugu sa preqnikom SO, pa odatle sledi
]O1OO2 = ]AOB = ]ADB.
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Sl. 38 Sl. 39

BMO ’93.4.

Za m = p jednaqina (3) prima oblik
xp + yp

2
=

(
x + y

2

)p

i ima beskonaqno

mnogo rexeǌa oblika (x, x), gde je x pozitivan ceo broj.
Obrnuto, pretpostavimo da jednaqina (3) ima rexeǌe (x, y), gde su x i y po-

zitivni celi brojevi. Ako je x = y, onda (3) prima oblik xp = xm, odakle
sledi m = p. Razmotrimo sada sluqaj x 6= y. Dovoǉno je jox pokazati da u
tom sluqaju jednakost (3) dovodi do kontradikcije. Zaista, za x 6= y dobijamo

x2 + y2 > 2
(

x + y

2

)2

i

xn+1 + yn+1 =
x + y

2
(xn + yn) +

x− y

2
(xn − yn) >

x + y

2
(xn + yn),

odakle induktivno dobijamo da za svaki ceo broj n > 2 va¼i nejednakost xn+yn >

2
(

x + y

2

)n

. Kako za brojeve x i y po pretpostavci va¼i jednakost (3), to sledi

(
x + y

2

)m

=
xp + yp

2
>

(
x + y

2

)p

,

pa odatle dobijamo m > p. Neka je (x, y) = d, x = ud, y = vd, gde je (u, v) = 1.
Tada jednakost (3) prima oblik

(4) up + vp = 2dm−p

(
u + v

2

)m

.

Ako x 6≡ y (mod 2), onda je u + v neparan broj i va¼i (u + v)m | up + vp, a
to je kontradikcija, jer je m > p. Prema tome, u i v su oba neparni brojevi.
Pretpostavimo da je u + v = 2αt, gde je α > 1 i t neparan broj. U tom sluqaju,
za p = 2 imamo

(5) u2 + v2 = (2αt− v)2 + v2 = 22αt2 − 2α+1tv + 2v2,
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a za p > 3 dobijamo

up + vp = (2αt− v)p + vp
(6)

= 2αt

[
(2αt)p−1 −

(
p

1

)
(2αt)p−2v + · · · −

(
p

p− 2

)
2αtvp−2 + pvp−1

]
,

gde je pvp−1 neparan broj. Iz jednakosti (5) i (6) sledi da stepen broja 2 u
kanonskoj reprezentaciji broja up + vp nije ve²i od α. Kako je stepen dvojke u
desnoj strani jednakosti (4) ve²i ili jednak (α− 1)m + 1, to sledi nejednakost

(7) (α− 1)m + 1 6 α.

Kako je m > p > 2, to iz nejednakosti (7) sledi α = 1. Prema tome, u + v = 2t,
gde je t neparan broj i t > 3, a jednakost (4) prima oblik

(8) (2t− u)p + up = 2dm−ptm.

Poxto je (u, v) = 1, to sledi da je i (u, t) = 1, pa iz jednakosti (8) sledi da je
p 6= 2. Prema tome, p je neparan broj, a jednakost (8) prima oblik

(9) (2t)p −
(

p

1

)
(2t)p−1u + · · · −

(
p

p− 2

)
(2t)2up−2 + 2ptup−1 = 2dm−ptm.

jednakost (9) mo¼emo zapisati u slede²em pogodnijem obliku:

(10) 2ptp−1 −
(

p

1

)
(2p−1tp−2 + · · · −

(
p

2

)
4tup−2 + 2pup−1 = 2dm−ptm−1.

Iz jednakosti (10) sledi da t | p. Prema tome, t = p > 3. Poxto je p prost broj,

to sledi p |
(

p

2

)
. Zato su svi sabirci u jednakosti (10), razliqiti od 2pup−1,

deǉivi sa p2, a sabirak 2pup−1 nije deǉiv sa p2. Kontradikcija.

BMO ’94.1.

Neka je ABC tra¼eni trougao i neka su D i E taqke na pravoj AB, tako da je
PD ‖ AC i PE ⊥ AB, slika 40. Oznaqimo AP = p, AD = d, PE = h i DB = x.
Du¼i p, d i h su date, a zadatak je da se konstruixe du¼ x.

Iz uslova PD ‖ AC, sledi da je 4ABC ∼ 4DBP . Koriste²i tu qiǌenicu i
oznaqavaju²i povrxinu trougla XY Z sa SXY Z , dobijamo

(d + x)2

x2
=

AB2

DB2
=

SABC

SDBP
=

p2

xh/2
=

2p2

xh
,

i sledstveno tome

(1) x2 − 2
p2 − dh

h
x + d2 = 0.
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Oznaqimo b =
p2 − dh

h
. Tada se jednaqina (1) mo¼e zapisati u slede²em obliku

(2) x2 − 2bx + d2 = 0.

Ako su x1 i x2 rexeǌa jednaqine (2), onda je x1 + x2 = 2b i x1x2 = d2.

Konstrukcija. Prvo konstruixemo du¼ b =
p2 − dh

h
=

p2

h
−d. Zatim konstru-

ixemo du¼ MN = 2b i krug k sa preqnikom MN . Konstruixemo pravu s tako
da je s ‖ MN i da je rastojaǌe izmedju s i MN jednako d. Neka je S preseqna
taqka prave s i kruga k. Konstruixemo pravu t koja sadr¼i taqku S i normalna
je na pravu MN . Neka je T preseqna taqka pravih t i MN . Tada, du¼i MT i
NT mogu biti uzete za du¼ x.

Zaista, iz konstrukcije sledi da je 4SMT ∼ 4NST i MT : ST = ST : TN .
Daǉe dobijamo da je

MT · TN = ST 2 = d2, MT + TN = MN = 2b.

Prema tome, x1 = MT , x2 = TN . Primetimo da zadatak ima dva rexeǌa ako je
d < b, tj. 2dh < p2, odnosno jedno rexeǌe ako je 2dh = p2.

Sl. 40 Sl. 41

BMO ’94.2.

Prvo rexeǌe (Miroslav Treml). Neka su x1, x2, x3, x4 nule datog polinoma.
Pretpostavimo da su bar dve od ǌih, na primer x1 i x2, celi brojevi. Na osnovu
Vietove teoreme dobijamo

x1x2x3x4 = m,(1)

x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4 = 11,(2)

x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4 = 1993 + m,(3)

x1 + x2 + x3 + x4 = 1994.(4)

Jednakosti (2) i (3) mogu se zapisati u obliku:

(x1 + x2)x3x4 + x1x2(x3 + x4) = 11,(5)

x1x2 + (x1 + x2)(x3 + x4) + x3x4 = 1993 + m.(6)
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Iz jednakosti (4) sledi da je x3 +x4 ceo broj. Koriste²i tu qiǌenicu dobijamo
iz (6) da je x3x4 takodje ceo broj. Razmotrimo slede²a dva sluqaja:

Sluqaj 1. Bar jedan od brojeva x1 i x2 je paran. Pretpostavimo, na primer,
da je x1 paran broj. Iz (1) sledi da je m paran broj. Iz (5) sledi da je svaki
od brojeva x1 + x2 i x3x4 neparan. Koriste²i ove qiǌenice dobijamo iz (6) da
je x3 + x4 paran broj, a iz (4) sledi da je x3 + x4 neparan broj. Kontradikcija.

Sluqaj 2. Brojevi x1 i x2 su oba neparni. Iz (4) sledi da je x3 + x4 paran
broj, a iz (5) sledi da je x3 + x4 neparan broj. Kontradikcija.
Drugo rexeǌe. Dokaza²emo vixe nego xto se tra¼i u zadatku: dati poli-

nom se ne mo¼e predstaviti kao proizvod dva kvadratna trinoma s celobrojnim
koeficijentima.

Pretpostavimo da je

x4 − 1994x3 + (1993 + m)x2 − 11x + m = (x2 − px + q)(x2 − rx + s),

gde su p, q, r i s celi brojevi. Upore±ivaǌem koeficijenata uz iste potencije
promenǉive x na levoj i desnoj strani ove jednakosti dobijamo

p + r = 1994,(1)

pr + q + s = 1993 + m,(2)

ps + qr = 11,(3)

qs = m.(4)

Iz (1) sledi da su p i r iste parnosti. Iz (3) sledi da p i r ne mogu biti parni.
Dakle p i r su neparni. Ako imamo u vidu tu qiǌenicu, iz (3) dobijamo da su q
i s suprotne parnosti. Leva strana u (4) je parna. Sledi da je m paran. Sada
mo¼emo izvesti zakǉuqak da je leva strana u (2) parna a desna neparna, a to je
nemogu²e. Dakle polazna pretpostavka da se dati polinom mo¼e predstaviti kao
proizvod dva kvadratna trinoma s celobrojnim koeficijentima nije taqna.
Tre�e rexeǌe. Jednaqinu

x4 − 1994x3 + (1993 + m)x2 − 11x + m = 0

reximo po m:

m =
x4 − 1994x3 + 1993x2 − 11x

x2 + 1
= −x2 + 1994x− 1992− 1983x− 1992

x2 + 1
.

Postavǉa se pitaǌe za koje celobrojne vrednosti promenǉive x izraz (1983x −
1992)/(x2 + 1) ima celobrojnu vrednost. Iz x > 1983 sledi da je 0 < (1983x −
1992)/(x2 +1) < 1, a iz x 6 −1985 sledi da je −1 < (1983x− 1992)/(x2 +1) < 0.
Dakle dovoǉno je ispitati samo konaqno mnogo sluqajeva: −1984 6 x 6 1982.
Uz pomo² kompjutera nije texko zakǉuqiti da (1983x − 1992)/(x2 + 1) uzima
celobrojnu vrednost samo za x = 0. U tom sluqaju je m = 0, pa se dati polinom
svodi na

x4 − 1994x3 + 1993x2 − 11x = x(x3 − 1994x2 + 1993x− 11).

Lako je pokazati da polinom x3 − 1994x2 + 1993x− 11 nema celobrojnih korena.
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BMO ’94.3.

Prvo rexeǌe. Za svaku permutaciju (a1, a2, . . . , an) brojeva 1, 2, . . . , n
razmotrimo zbir

S(a1, a2, . . . , an) =
n−1∑
k=1

|ak+1 − ak|+ |a1 − an|.

Taj zbir se mo¼e predstaviti u obliku

S(a1, a2, . . . , an) =
n∑

k=1

εk(ak+1 − ak) =
n∑

k=1

(εk−1 − εk)ak,

gde je εk ∈ {−1, 1} i an+1 = a1, ε0 = εn. Oznaqimo bk = εk−1 − εk za k ∈
{1, 2, . . . , n}. Tada se zbir S(a1, a2, . . . , an) mo¼e predstaviti u obliku

S(a1, a2, . . . , an) =
n∑

k=1

bk · k,

gde je bk ∈ {−2, 0,+2} i b1 + b2 + · · · + bn = 0. Prema tome, brojevi +2 i −2
pojavǉuju se jednak broj puta medju bk-ovima. Sledi da je

S(a1, a2, . . . , an) = 2(x1 + x2 + · · ·+ xm)− 2(y1 + y2 + · · ·+ ym),

gde su x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , ym razliqiti brojevi iz {1, 2, . . . , n}. Lako je
ustanoviti da se maksimalna vrednost izraza 2(x1 + x2 + · · ·+ xm)− 2(y1 + y2 +

· · ·+ ym) dosti¼e kada je m =
[
n

2

]
i

{x1, x2, . . . , xm} = {n, n− 1, . . . , n−m + 1},
{y1, y2, . . . , ym} = {1, 2, . . . ,m},

a ta maksimalna vrednost je 2m(n−m). Sada, razmotrimo slede²u permutaciju

brojeva 1, 2, . . . , n: a2k−1 = n −m + k i a2k = k za k 6
[
n

2

]
= m, i, ako je n

neparan broj, an = m+1. Za tu permutaciju va¼i S(a1, a2, . . . , an) = 2m(n−m)
i |a1−an| = 1. Prema tome, tra¼eni maksimum zbira S(a1, a2, . . . , an)−|a1−an|
jednak je

2
[
n

2

](
n−

[
n

2

])
− 1,

tj.
n2 − 2

2
ako je n paran broj, odnosno

n2 − 3
2

ako je n neparan broj.
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Drugo rexeǌe. Neka je

S(a1, a2, . . . , an) =
n−1∑
k=1

|ak+1 − ak|+ |a1 − an|,

gde je (a1, a2, . . . , an) permutacija brojeva 1, 2, . . . , n. Daǉe, neka su Ak, k =
1, 2, . . . , n, taqke realne prave sa koordinatama ak, k = 1, 2, . . . , n, respektivno.
S(a1, a2, . . . , an) je du¼ina zatvorene poligonalne linije A1A2 . . . An. Ako je
k <

n

2
, odseqak [k, k + 1] pokriva najvixe 2k segmenata posmatrane poligonalne

linije. Zaista, svaki segment koji pokriva odseqak [k, k + 1] mora imati jedan
kraj u skupu {1, 2, . . . , k}, a svaka taqka je kraj taqno dva segmenta. Na sliqan
naqin zakǉuqujemo da u sluqaju

n

2
6 k < n broj segmenata koji pokrivaju odseqak

[k, k + 1] nije ve²i od 2(n− k). Sledi da za n = 2m va¼i

S(a1, a2, . . . , an) 6 2[1 + 2 + · · ·+ (m− 1) + m + (m− 1) + · · ·+ 2 + 1] = 2m2,

a za n = 2m + 1 va¼i

S(a1, a2, . . . , an) 6 2[1 + 2 + · · ·+ m + m + · · ·+ 2 + 1] = 2m(m + 1).

Ove dve nejednakosti mo¼emo zapisati u jedinstvenom obliku

S(a1, a2, . . . , an) 6 2m(n−m), gde je m =
[n

2

]
.

Vrednost razmatrane sume nije ve²a od 2m(n−m)−1. Ova vrednost se dosti¼e,
na primer, za permutaciju zadatu sa a2k−1 = n−m+k i a2k = k, k = 1, 2, . . . , m
i an = m + 1 ako je n neparan broj. Prema tome, tra¼eni maksimum jednak je
2

[n

2

] (
n−

[n

2

])
− 1.

BMO ’94.4.

Prvo rexeǌe. Neka je A lice iz skupa od n ǉudi, za koji va¼e uslovi
zadatka. Oznaqimo sa a1, a2, . . . , ap sve poznanike lica A, a sa u1, u2, . . . , uq

sva lica koja ne poznaju osobu A. Postoji bijekcija izmedju skupa {u1, u2, . . . , uq}
i skupa svih parova (ai, aj), gde je 1 6 i 6 p, 1 6 j 6 p i i 6= j. Zaista, poxto su
ai i aj poznanici lica A, to se oni medjusobno ne poznaju (ako bi se poznavali,
onda bi (A, ai, aj) bila trojka poznanika, kakva ne postoji saglasno uslovima
zadatka). Sledi da postoji lice B koje poznaje i ai i aj istovremeno. Lice B
ne poznaje A (ako B poznaje A, tada su (A, B, ai) i (A,B, aj) trojke poznanika,
xto je nemogu²e).

Obrnuto, ako B ne poznaje A, tada saglasno uslovima zadatka postoje taqno dve
osobe ai i aj koje su poznanici i A i B istovremeno. Par (ai, aj) korespondiramo
licu B. Ova korespondencija je injektivna. Zaista, ako su (ai, aj) i (ak, al)
razliqiti parovi koji su korespondirani istoj osobi B koja ne poznaje A, tada
medju ai, aj , ak, al postoje najmaǌe tri razliqita poznanika lica A i B, xto je
nemogu²e. Na osnovu prethodno reqenog zakǉuqujemo da je

q =
p(p− 1)

2
i prema tome n =

p(p− 1)
2

+ p + 1.
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Dakle, p2 + p − 2(n − 1) = 0 i ta jednaqina ima taqno jedno pozitivno rexeǌe.
Prema tome, broj p je isti za sve qlanove datog skupa od n ǉudi. Daǉe dobijamo:

ako je p = 1, onda je n = 2;
ako je p = 2, onda je n = 4;
ako je p = 3, onda je n = 7;
ako je p = 4, onda je n = 11;
ako je p = 5, onda je n = 16; itd.

Razmotrimo sluqaj p > 3. Sledi da postoje dve osobe a1 i a2 koje se ne poznaju
medjusobno. Na osnovu uslova zadatka postoje taqno dve osobe u1 i u2 koje su
poznanici para (a1, a2). Imamo slede²i graf:

Sl. 42

U svakom vrhu postoje jox p − 2 stranice grafa. Dakle, ima najmaǌe
4(p − 2) + 4 = 4(p − 1) stranica. Daǉe dobijamo da je n > 4(p − 1), xto ne
va¼i za p = 3 i p = 4. Sluqaj p = 5 (n = 16) ima konkretnu realizaciju. To
pokazuje primer skupa od 16 ǉudi {1, 2, . . . , 16}, gde su svi parovi poznanika sle-
de²i parovi: (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 10), (2, 13), (2, 15), (2, 16), (3, 9),
(3, 12), (3, 14), (3, 16), (4, 8), (4, 11), (4, 14), (4, 15), (5, 7), (5, 11), (5, 12), (5, 13),
(6, 7), (6, 8), (6, 9), (6, 10), (7, 14), (7, 15), (7, 16), (8, 12), (8, 13), (8, 16), (9, 11),
(9, 13), (9, 15), (10, 11), (10, 12), (10, 14), (11, 16), (12, 15), (13, 14). Prema tome,
odgovor je n = 16.
Drugo rexeǌe. Neka je a jedna osoba iz skupa ǉudi koji zadovoǉava uslove

zadatka. Neka ona ima r poznanika: a1, a2, . . . , ar. Oqigledno je da se svake
dve osobe ai i aj , 1 6 i < j 6 r, me±usobno ne poznaju i da imaju taqno jednog
zajedniqkog poznanika aij razliqitog od a. Nikoje dve osobe aij se ne poznaju,
jer bi u protivnom postojala osoba koja ima tri zajedniqka poznanika sa a. Skup
osoba aij , 1 6 i < j 6 r, poklapa se sa skupom osoba koje ne poznaju a. Sledi

da je n = 1 + r +
(

r

2

)
, a odavde je r =

√
8n− 7− 1

2
. Dakle, svake dve osobe iz

razmatranog skupa imaju isti broj poznanika. Za r = 2 imamo da je n = 4. Neka
je r > 3. Poznanici osobe a12 su a1, a2 i jox r− 2 osobe iz skupa koji se sastoji

od
(

r − 2
2

)
osobe aij , 3 6 i < j 6 r. Sledi da je r − 2 6

(
r − 2

2

)
, a odavde da je

r > 5 i n > 16. Skup od 16 osoba {a, a1, a2, . . . , a5, a1,2, a1,3, . . . , a4,5} me±u kojima
se poznaju slede²i parovi:
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1. (a, a1), 1 6 i < j 6 5;
2. (ai, aij), (aj , aij), 1 6 i < j 6 5;
3. (aij , akl), 1 6 i < j 6 5, 1 6 k < l 6 5, {i, j} ∩ {k, l} = ∅,

zadovoǉava uslove zadatka. Prema tome, rexeǌe zadatka je n = 16.

BMO ’95.1.

Operacija ∗ je dobro definisana i va¼i jednakost (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z).
Dokaza²emo indukcijom da za svaki neparan broj n > 3 va¼i jednakost

(1) f(n) = 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ · · · ∗ n =
n(n + 1)− 2
n(n + 1) + 2

.

Za n = 3 neposrednim proveravaǌem dobijamo da je

f(3) = 2 ∗ 3 =
2 + 3

1 + 2 · 3 =
5
7

=
3 · 4− 2
3 · 4 + 2

.

Pretpostavimo da jednakost (1) va¼i za neki neparan broj n > 3. Tada za broj
n + 2 dobijamo:

f(n + 2) = f(n) ∗ (n + 1) ∗ (n + 2) =
n(n + 1)− 2
n(n + 1) + 2

∗ 2n + 3
n2 + 3n + 3

=

n2 + n− 2
n2 + n + 2

+
2n + 3

n2 + 3n + 3

1 +
n2 + n− 2
n2 + n + 2

· 2n + 3
n2 + 3n + 3

=
n4 + 6n3 + 9n2 + 4n

n4 + 6n3 + 13n2 + 8n

=
(n + 2)(n + 3)− 2
(n + 2)(n + 3) + 2

.

Prema tome, jednakost (1) va¼i za svaki neparan broj n > 3, pa sledi da je

f(1995) =
1995 · 1996− 2
1995 · 1996 + 2

=
1991009
1991011

.

BMO ’95.2.

Prvo ²emo dokazati da su C, A i L kolinearne taqke. Oznaqimo ]ACO1 = α
i ]AFO2 = β. Tada je ]AO1O2 = 2α, ]AO2O1 = 2β i 2α + 2β = 90◦. Daǉe je
]CAO2 +]O2AL = 90◦+α+]O2AL. Kako je ]AO2L = 2]ABL = 2α, to sledi
da je ]CAO2 + ]O2AL = 90◦+ α + 90◦−α = 180◦, tj. taqke C, A i L pripadaju
istoj pravoj. Analogno dokazujemo da i taqke F , A i K pripadaju istoj pravoj,
sl. 43.
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Sl. 43

Iz jednakosti ]MAN + ]MBN = α + 90◦ + β + β + α = 180◦ sledi da
je qetvorougao ABMN tetivan. Primeǌuju²i Menelajevu teoremu na trougao
MCE i pravu KAF , odnosno trougao NDF i pravu LAC dobijamo da je

KM

KE
· AC

AM
· EF

CF
= 1,

LN

LD
· AF

AN
· CD

CF
= 1.

Daǉe dobijamo
KM

KE
· AC

AM
· 2r2 =

LN

LD
· AF

AN
· 2r1, odnosno

r2

r1
=

LN

LD
· AF

AN
· KE

KM
·

AM

AC
. Poxto je AMBN tetivan qetvorougao, to je ]AMN = ]ABN = α, pa

sledi da je MN ‖ EF i konaqno
r2

r1
=

LN

LD
· KE

KM
.

BMO ’95.3.

Lako se dobija da su x1 = b2 + 1 i x2 = a2 − b2 − a rexeǌa date jednaqine.
Oqigledno je da su x1 i x2 pozitivni celi brojevi i da x1 nije potpun kvadrat.

Pretpostavimo da postoje pozitivni celi brojevi a i b, takvi da je a > b, a+b
paran broj i a2− b2− a = c2, za neki pozitivan ceo broj c. Poxto je a + b paran

broj, to sledi da su m =
a + b

2
i n =

a− b

2
pozitivni celi brojevi. Tada je

4mn−m− n = a2 − b2 − a = c2 i

(4m− 1)(4n− 1) = 4(4mn−m− n) + 1 = (2c)2 + 1.

Sada dobijamo da zbir (2c)2 + 12 ima prost delilac p oblika p = 4k− 1, odakle
sledi da p deli broj 1, xto je kontradikcija.

Koristili smo slede²u teoremu:
Ako je prost broj p delilac zbira u2 + v2, gde su u i v celi brojevi, onda

je p delilac svakog od brojeva u i v.
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BMO ’95.4.

Broj parova taqaka iz skupa S jednak je

a0 + a1 + a2 + a3 =
(

n2

2

)
=

(n− 1)n2(n + 1)
2

.

Broj kvadrata iz T qije su stranice jednake k i paralelne su koordinatnim
osama jednak je (n−k)2. Svaki od ǌih sadr¼i k−1 kvadrata qija temena le¼e na
ǌegovim stranicama i qije stranice nisu paralelne koordinatnim osama. Prema
tome, broj svih kvadrata iz T jednak je

n−1∑
k=1

k(n− k)2 =
n−1∑
j=1

(n− j)j2 = n
n−1∑
j=1

j2 −
n−1∑
j=1

j3 =
(n− 1)n2(n + 1)

12
.

S druge strane, imaju²i u vidu da temena jednog kvadrata odredjuju 6 parova
taqaka iz S, dobijamo da je broj svih kvadrata iz T jednak (a1 + 2a2 + 3a3)/6.
Prema tome, va¼e jednakosti

a1 + 2a2 + 3a3 =
(n− 1)n2(n + 1)

2
= a0 + a1 + a2 + a3.

odakle dobijamo da je a0 = a2 + 2a3.
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