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MEBYHAPOIHE N GAJIKAHCKE
MATEMATHNYRKE OJIMMIINJA JIE

Mebynapomue maremaruuke omumuujane (IMO) oxp:kasajy ce on 1959. roaune, npsa
je onpxana y Pymynuju. Ha muma ce y pemaBamy MaTeMaTHUKAX 33TaTAKA TAKMITUE
MJIAY MAaTeMaTUIapU-CPENHOMIKONLY U3 BeIUKOr Opoja 3eMadba (IOCJehbiX [OIUHA
npeko 70). Pamu ce mecr 3anmaraka 3a nsa gaHa. HajycmemHujuM TagMmuapuMa ce
IOMIesbyjy HArpaze, mpBa, apyra u rpehia, kao u noxsase. YKynas 6poj HArPaIa je OKO
noJsoBuHE Opoja CBUX TakMHUUYapa, a OJHOC Opoja mpBux, apyrux u trpehux marpama je
opubmmrao 1: 2 : 3.

Jyrocnasuja yuecrsyje ma MMO ox 1963. roauie u Hamm TakMUYApU Cy Ha HEKAM
Ol TUX OJIUMIHjaa OCTBAPUIM BEOMa 3amaskeHe pesynrare. [loMennMmo mpBe Harpaze
®panna Hamapa 1963, B. Bapra Joxeba u Muonpara sKuskosuha 1974, Muanena
Hecmuha 1982. u Pamera Tomoposuha 1989. romume.

[Ipsa Bankancka marematuuka onmvmujana (BMO) oxpxkama je y T'pukoj 1984. ro-
nuue. Ha w0 yuecrByje Behuna Gankanckux 3emama (Jyrocnasuja ox 1987). Taxmu-
ueme ce oxpsxkaBa Ha HaumH kao u MO, cem mTo Tpaje jeman maH u pale ce YeTUPU
3a/IaTKA.

Sanany u pememna cBux 3axaraka ca UMO 1959-1985. objasimenu cy y 36uprum

Mehynapoone mamemamuure oaumnujade, Martepujanu 3a Miane MareMaTudape,
cecka 11 (apyro msmame), Ipymrso Maremaruuapa Cpbuje 1986.

Y 0BOj 30upIM Cy JaTH 3aJally U pellera ca CBUX ABaHaecT mocan onp:kanux BMO
(1984-1995), kao u MO y tum roguaama.

Y mamem majemo mpersen ydemha jyrocsOBEHCKMX MIaIUX MaTeMaTwdyapa Ha IOMe-
HYTAM TaKMUYEHUMA.

1984 (VMO — Yexocmnosauka, BMO — I'puka)

Poman Lproswex Huxona Jlaxuh
Awnopej Adyjena Anexcandap Maprosuh
Anexcandap 3oposuh Ypow Cemar

Ha UMO cy Tpehe marpame ocojuiu:
Anopej yjena, Poman Aproswer, Anexcandap Maprosuh nu Huxona Jlaxuh.
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1985 (MIMO — ®uncka, BMO — Byrapcka)

Mapxo Bojunosuh Mapxo Janxosuh
Topawn T'ozuh BLobaw Huxoauh
Poman Lproswer Cawo [Iepocku

Ha UMO cy tpehe marpame ocojuiu:

Poman Jprnoswex n Cawo [epocku.

1986 (VMO — Homcra, BMO — Pymynuja)

IIpedpaz Anmuh Huxona Pywxyy
Lomazoj Kosavesuh Joace Pabvum
Oausepa Musenrxosuh Sopar Ypmwa

Ha MO cy tpehe marpame ocojuiu:

Joace Pabvuy u Jomaeoj Kosavesuh.

1987 (MO - Ky6a, BMO — I'puxa)

Hebojwa Bacumesuh Oausepa Munenxosuh
IIpeodpae Januuuh Anexcandpa Cmumaruh
Baado Kewen Paoe Todoposuh

Ha UMO cy ocojuiu:

Paoe Todoposuh — npyry marpany;

Baado Kewen, Hebojwa Bacumwesuh u Anexcanopa Cmumanuh — tpehe narpaze.
Ha BMO cy ocBojuimu:

Paode Toooposuh u Baado Kewemn — npse HArpame;

Hebojuwa Bacumwesuh u Ilpedpae Januuuh — npyre marpame;

Onusepa Munenxosuh u Aaexcandpa Cmumanuh — tpehe Harpame.

1988 (VMO — Aycrpamuja, BMO — Kumnap)

Mupan Boacuvesuh Anexcandpa Cmumanuh
Pacmxo Mapunrxosuh Paode Todoposuh
Tomanc Carusrur Pucme Ixpexoscku

Ha MO cy tpehe marpame ocojuiu:

Paoe Todoposuh, Pacmxo Mapunkosuh, Tomanc Causnux u Pucme Illkpexoscku.
Ha BMO cy ocBojuiu:

Paode Todoposuh — npBy HArpauy;

Baado Kewen u Mupan Doacuuesuh — npyre Harpame;

Anexcandpa Cmumanuh, Pacmxo Mapunxosuh u Pucme Illxkpexoscrku — tpehe
Harpage.
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1989 (MMO — Hemauka, BMO — Jyrocaasuja)

Anopej Buagan Hebojua Huxonuh
IIpedpaz I'prosuh Muanena Padnosuh
Pacmxo Mapunxosuh Paode Todoposuh

Ha IMO cy ocBojuiu:

Paode Todoposuh — npsy marpany (Makcumasnau moryhiu 6poj moema);

Pacmxo Mapunxosuh, Hebojwa Huxoauh u Ipedpaz I'pxosuh — npyre Harpame;
Muanena Paowosulh — tpehy marpany.

Ha BMO cy ocBojuimm:

Paoe Todoposuh, Pacmrxo Mapunxosuh u Musena Padnosuh — npse uwarpame;
Andpej Buagan u Ipedpmae I'prosuh — npyre Harpame;

Hebojuwa Huxoauh — tpehy marpamy.

1990 (MMO — Kuna, GMO — Byrapcka)

Hean Anuh Bawa dywuh
Baadumup Baamuh Aanen Ceaumbezosuh
Weop Horunka Mupocaase Hlurosuh

Ha UIMO cy ocBojuiu:

Mupocaas Hluroeuh — npyry marpany;

Baadumup Baamuh u Ueop Josunka — tpehe narpane,
oK je Mean Anuh moxeasbed.

Ha BMO cy ocBojuiu:

Wzop Jorunra — TpBY HATpaLy;

Hean Anuh, Baadumup Baamuh, Aaen Ceaumbezosuh u Mupocaas Iunosuh —
ZIpYyre HAIPAJE;
Bawa lywuh — tpehy marpamy.

1991 (MO — lIsencka, BMO — Pymynuja)

Baaoumup Baamuh Jlapxo Mapurose
Weop Horunka Epucmuna Pozane
Maaden Jlaydanosuh Tomaxnc [ledurruk

Ha MO cy ocsojuiu:

Heop Jloaunxa u Maaden Jlayoanosuh — npyre Harpame;

Baaoumup Baamuh, Tomanc Lledurwurx n Kpucmuwna Pozane — tpehe marpane.
Ha BMO cy ocBojuiru:

Maaden Jlaydanosuh — npBy HArpamy;

Heop Horunra u apxo Mapuroe — mpyre Harpame;

Baadumup Baamuh u Tomaxnc Iedusrnux — tpehe marpane.
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1992 (MO - Pycuja, BMO — I'puxka)

Baadumup Boacun Maaden Jlaydanosuh
Ueop Horunxa Ilemap Mapxosuh
Panxo Jasuh Beaubop Turwmop

Ha UIMO cy ocBojuiu:
Hzop loaunra nu Baadumup Boxwcun — npyre Harpame;

Maaden Jlaydawosuh, Beaubop Tuwmop, Pawxo Jlasuh u Ilemap Maprosuh —
tpehe marpame.

Ha BMO cy ocBojuru:
Heop Hdoaunka, Maaden Jlaydawosuh u Beaubop Tunmop — mnpBe HArpae;
Baadumup Loncun, Hemap Maprosuh u Panxo Jlasuh — npyre Harpafe.

1993 (MMO — Typcra, BMO — Kunap)

Hebojwa I'sozdenosuh Aapxo Ocmojuh
Ilemap Banuh Hea Cmaspos
Baaoumup Huxoauh Lpazarn Cmesanosuh

Ha MUMO wnama ekuna muje yuectBosasia, a Ha bMO cy ocojumu:

Zpazan Cmesanosuh — npBy Harpany;

Iemap Banuh, dapxo Ocmojuh u Hebojwa I'sozdenosuh — npyre Harpame;
Baadumup Huxoauh u Uea Cmaspoe — tpehe narpase.

1994 (MMO — Xourkour, BMO — Jyrocuasuja)

Muanena asudosuh Bophe Epmunuh
Heop Hpuh Heop Canom
Becna Kadenbype Mupocaas Tpemana

Ha MIMO nama eknna Huje ydyectBosasa, a Ha bMO cy ocBojunn:
Mupocaas Tpems — Apyry HArpaLy;
Muanena lasudosuh u Becna Kadeabype — tpehe narpase.

1995 (MO — Kanazna, BMO — Byrapcka)

BHophe Epmunuh HWzop Canom
Bophe Muauhesuh Mupocaas Tpema
Buxmop Poszeuh Lopuc Hlobom

Ha VMIMO marpane cy ocBojuin:

Mupocaas Tpema n Bophe Musuhesuh — npyre narpamue;

Hzop Canom, Gopuc Illobom u Bophe Kpmunuh — tpehie marpane,
1ok je Buxmop Poseuh moxBasmew.

Ha BMO wuarpane cy ocBojuiu:

Bbophe Musuhesuh u Mupocaae Tpema — npBe Harpame;

Lopuc llobom — npyry Harpany;

Buxmop Poszeuh u Heop Cansom — tpehe marpame.



SAIJAIIN CA MEBHBYHAPOJIIHUX
MATEMATUUYERUX OJIMMIINJA ITA

MO 84

. Hexra cy x, y u z HeHeraTUBHU peaHU OPOjeBU 3a KOje BAKU jeTHAKOCT T+yY+2z = 1.
IlokazaTu HEjeTHAKOCT

7
0<xy+yz+za:—2xyz<2—7.

(CP Hemauxka)

. Hahu jenan map npupomsux 6Gpojesa a, b 3a Koje BasKu:
(1) npoussox ab(a + b) Huje memus ca 7;
(2) 6poj (a +b)" —a” — b7 memms je ca 7.

(Xonanmuja)
. Y paBuu cy gare mse pasiumuure tauke O u A. 3a cBaky Tauky X Te paBHU,
pazmuuury on O, ozuaunmo ca «(X ) Beauuuny yriaa AOX uspaskeny y paaujaHuMa
(0 < a(X) < 2w, yrao ce mepu ox kpaka AQ y cMepy CYIPOTHOM OJ Ka3aJjbKe Ha
a(X)
ox
[TpermocraBuMO ma je cBaka Tauka y paBHU 000jeHa je IHOM OX KOHAUHO MHOTO 60ja.
Ilokazatu na noctoju Tauka Y y pasuu 3a kojy je a(Y) > 0, raksa na ce Ha Kpyry
C(Y) manasu Tauka 060jeHa ucTom 6ojoM kKao u Y.

cary). Osmaummo ca C'(X) gpyr ca menrpom O u nomympeunukoM OX +

(Pymynmja)
. Hera je ABCD kouBekcan 4eTBOpOyrao, Takas aa je npasa C'D TaHreHTa Ha KPyT
ca mujamerpom AB. Ilokaszatu na je mpaBa AB TaHreHTa Ha KPYr Ca IUjaMeTPOM
CD axo u camo ako cy npase BC u AD mnapanenne.

(Pymynuja)
. Osmaunmmo ca d 30up Oy:kuHA CBUX AMjaroHAJa PABHOT KOHBEKCHOT IIOJUTOHA Ca N
Temena (n > 3), a ca p mweros obum. lokasatu na je

n—3<27;l< [g} {n—;—l} — 2.

(Momrronuja)
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. Heka cy a, b, ¢, d venapuu nenu 6pojeBu 3a koje Baske ciaenehu ycaosu:
(H0<a<b<c<d;
(2) ad = bc;
(3) a+d = 2%, b+ c=2™ 3a mexe mpupomme 6pojese k u m.
Hokazaru na je a = 1.
(TTomcka)

MO ’85

. Kpyr uma cpenumre ma crpamunu AB koHBeKCHOT TeTuBHOT yeTBOpoyria ABCD.
[Ipeocrase Tpu crpanune xomupyjy taj kpyr. Hokasaru na je AD + BC = AB.

(B. Bpuranuja)
. Hera je m mpupoman Opoj, k meo 6poj ysajamuo mpoctr can, 1 < k< n—1u
M =1{1,2,...,n—1}. Cparu enement u3 M o6ojeH je jensom on xse 6oje — GesoMm
WM TIJIABOM — TAKO Ja BaKMU:
(1) 3a cBako i € M, ©pojesu i, n — i UMajy jeamaky 00jy;
(2) 3a cBako i € M, i # k, Gpojesu 4, |i — k| nmajy jemnary 6ojy.
Iloxa3zatn na cBu eneMmeHTH 13 M umajy jenHaky 00jy.

(AyCTpaija)

. 3a mommom P ¢ memo6pojauM koedummjertuva ag + a1x + agx? + - - + apzk ca
w(P) je o3nauen 6poj Koe(UIMjeHATa a; KOjU Cy HeMapHW. 3a CBakW HCHCTATHBAH
neo 6poj ¢ mexka je Q;(z) = (14 x)'. Hokasatu na ako neau Gpojesu iy, ia, ... , in
3a10BosbaBajy yeaoB 0 < 41 < ig < - -+ < iy, TAAA je

w(Qi, + Qi + -+ Qi) = w(Qiy).
(Xonanmuja)
. Hat je ckyn M roju ce cacroju ox 1985 paznuuurtux npupoxnsux 6pojesa. Hujeman
oxn mux Hema mpoctor menwona Beher ox 26. lokaszatu ma ce u3 ckyma M wmory
u3abpatu vetupu MehycobHO pasznuumra Opoja UMju je MPOM3BOJI YETBPTU CTENEH
1esor 6poja.
(Mosnroauja)

. Iaru cy rpoyrao ABC u kpyr ca nearpom O koju canpsxu tauke A u C u ceve mysxu
AB u BC jom y paznuuutuM taukama K u N, pecuekrusHo. Kpyrosu ommcanu
oxo tpoyraosa ABC n K BN umMajy TavyHO ABe 3ajeqauuke tauke B u M.
Hoxazaru na je yrao OM B mpas.

(CCCP)

. 3a cBaku peasaH O6poj 1 Ae(QuUHUIIE C€ HU3 X1, T2, .. , L, ... HTOMONY

1
Tp4+1 = Tp <$n+) zan=1,23,...
n

IlokazaTu ma mocTOju jedHA W CaMO jelHa BPEIHOCT T1, TAKBA 14 BaKU
0<zp, <xpy1 <1 3acBako n.

(IlIBemcka)
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. Hexka je d npuponau 6poj paznuuur ox 2, 5, 13. Horazaru na ce y cryny {2,5,13,d}
Mory u3abparu aBa pasaumunuTa 0poja a u b Tako na ab—1 Huje KBaapaT 1esor Opoja.
(CP Hemauxa)

. Y pasuu je nat tpoyrao AjAsAs u rauka Py. Osmaumvmo Ay = Ag_3 3a cBaku
npuponan 6poj s > 4. Komcrpyummmo uums tauara Py, Py, P, ... Tako ma ce
Ttauka Pjy1 mobuja poranmjom tauxe Pj 3a 120° y cMmepy Kazamke HA CATy OKO
rauke Apy1 (K =0, 1,2, ... ). Iorazatu na ako je Piggg = Py, Tama Tpoyrao
Ay As A3 Mopa OUTH jeTHAKOCTPAHUUAH.

(Kuma)

. CBakoM TeMeHy MPaBUJIHOT METOYTJIA je IPUAPY:KEH eo OPoj, Tako aa je 30up CcBUX
OpojeBa mosuTuBaH. AKO TpuMa y3aCTOIHUM TeMEHUMa OAroBapajy OpojeBu x, y, z
uy < 0, tana ce Bpum cieneha oneparnuja: 6pojeBu ., y, 2 ce 3aMeBY]y ca T + ¥,
—y, 24y, pecuexTuBHO. TaxBa omepanuja ce BPIM y3aCTOIHO CBe IOK je Oap jeman
on ner Opojesa HeratuBan. OnpemuTy Aa JU Ce OBaj HPoUec 0DABE3HO 3aBPIIABA Y
KOHAUHO MHOT'O KOPakKa.

(Hemaura ITP)

. Heka cy A, B cycenna TeMeHa IPABUIHOT N-TOYIJIa uuju je nerrap tauka O, n > 5.
Tpoyrao XY Z, nonynapan ca OAB, mocraBibeH je y MOUETKY TAKO Ha CE TAuKe
X, Y, Z nonymapajy ca O, A, B, pecnektusno. 3atum ce Tpoyrao XY Z wpefie
y paBHU N-TOYTJa, TAKO ma TeMmeHa Y u Z ocTajy HA pydy n-toyria, a X ocraje
yHyTap mera. KakBy ¢urypy ommcyje tauka X kan Y jemsoMm obube meo pyb n-
Toyraa’

(3paen)

. Hahwu cBe ¢yurumje f medunucane Ha CKymy HEHETaTHBHMX DeaJHUX OpojeBa, ca
HEHETaTUBHUM DEAJHUM BPEJHOCTUMA, TAKO Aa BAKMU:

(i) flzf(W)lf(y) = f(z +y) 3a cBe 2, y > 0;
(i) £(2) = 0;
(ili) f(xz) #03acBe 0 <z < 2.
(B. Bpurannja)

. Ilar je kOHAUAH CKYI Tayaka y PaBHU, TAKO Ja CBaKa MMa MEJIODPOjHE KOODIUHATE.
Ia nu je moryhe obojuru Heke Tauke TOI CKyIa LPBEHOM, a CBe IpeocTaje OeIoMm
60joM, Tako na 3a cBaky npasy L mapadsesny OUIo K0joj KOOPAMHATHO] OCH, PA3JIAKA
u3mehy Gpoja Genux u npsenux Tavaka Ha L Oyme —1, 0 muu 17 Ob6pasmoxuru.

(Hemaura I1P)

MO ’87

. Heka je S, = {1,2,...,n}. Ossaunmo ca p, (k) 6poj nepmyranuja ckyna S, koje
nMajy tauno k ¢ukcamx tavaka (k > 0, n > 1). Ilorazatu ma je

éo kpn (k) = nl.
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[[Tepmymayuja cxyna S, je Oujexnmja ckyma S, Ha camor ceGe. Kaxkemo ma je j
Purcra mawka nepmytamuje f axo je f(j) = 7.]

(CP Hemauxka)
. Kpo3 teme A omrpoyrior tpoyria ABC mnoByueHa je cumeTpasa yria, Koja cede
crpauuny BC' y rauku L, a onucanu kpyr tpoyrana ABC' y taukama A u N. U3 L
cy ma AB, omaocuo AC, cuymrene nopmase LK, onnocao LM (upu uemy K € AB,
M € AC). Iokasatu na je nospmmaa dersopoyriaa AKNM jensaka moBpmvHu
tpoyraa ABC.

(CCCP)
. Hera cy 1, T2, ... , T, peamnu 6pojesn 3a Koje je 3 +x3+- - -+22 = 1. JlokasaTu
a 3a CBakW mpupomaH O6poj k > 2 mocroje meau O6pojesu ai, ag, ... , Ay KOjU HUCY
ceu jemnaru 0, TakBu na Bawu |a;| < k—13ai=1,2,... ,nmn
(k=1)vn

larz1 + agza + -+ 4 anxy| < ]

(CP Hemauxka)

. Hokazaru ma me nocroju ¢pyurnuja f: Ng — No 3a kojy je f(f(n)) = n+ 1987 3a
csakun n € Ng. [No ={0,1,2,...}]
(Bujernam)

. IlokazaTu ma 3a cBaku mpupozan 6poj n > 3 y paBHEM TOCTOjU N TayaKa, TAKBUAX 1A
je:
(a) ynamenoct usmely 6umio koje [IBe Tauke MPANMOHAJIHA U
(6) cBake Tpu tauke oxpeblyjy Henmeremepucanu Tpoyrao (Tj. HEKOIUHEADHE CY) U
Taj TPOYrao MMa PAINMOHAIHY TOBPIIVHY.
(Hemaura ITP)

. Ilar je mpupomar 6poj n, n > 2. IokasaTtu ma ako je 6poj k? + k + n mpocr 3a
cBaru meo 6poj k koju 3amoBomasa 0 < k < /n/3, Tama je k% + k + n mpoct 3a
cBagu 1eo 6poj k takas ma je 0 < k< n— 2.

(CCCP)

MO ’88

. Y paBHE Cy JaTa IBa KOHIEHTpUYHa Kpyra moaynpeunuka R u r (R > r). Hexra je
P ¢ukcupana Tauka Ha MameM KpyTy, a Tauka B Heka ce kpehe mo sehiem kpyry.
[TpaBa BP ceue Behu kpyr jom y Tauku C'. Hopmana | wa BP kpo3 P cede Mamu
kpyr jom y A (ako je | ranrenTta Ha Kpyr y Tauku P, cmarpamo xa je A = P).
(i) Hahu ckyn cBux Bpemmoctu uspaza BC? + CA? + AB?.
(ii) Hahu cryn cBux cpemumra nysxu ADB.

(JTykcembypr)
. Heka je n mpupoman 6poj u mera cy Ap, As, ..., Ag,i1 TOACKYIOBU HEKOT CKYyTIa
B. TlpermoctaBumo ma:
(a) cBarm A; uMa TauHO 2N eNEMEHATA,
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(6) carm A; N A; (1 <i<j<2n+1) caapxu TauHo jenaH eleMeHT U
(B) cBaku enemenT u3 B jecre esement Gap ABajy Ckymosa A;.
3a koje BpeJHOCTH Opoja m MOKEMO CBAKOM €JIEMEHTY CKyla B IpuApyRATH jenaH
ox 6pojesa 0 miau 1 HA TakaB HAUMH Ja 3a CBAKU CKyIn A; OPOj HETOBUX €JIeMEHATA
KojuMa je mpuapyskena () M3HOCU TAUHO N7

(YexocmoBauka)

. Oymruuja f nepuHucana je Ha CKyIy OPUPOTHUX OpOjeBa ca

3a cee mpuponre O6pojese n. Omppemutu Opoj mpupoIHUX OpojeBa M, MABUX KU
jenmakux 1988, 3a koje je f(n) =n.
(B. Bpuranuja)

. IlokazaTu ma je CKym CBUX peaJHUX OpojeBa T 3a Koje je

0k
=1z —k

5
>
4

YHUja MUCjYHKTHAX IOJIYOTBODEHUX MHTEPBAJA, YUju 30up ay:xuHa u3nocu 1988.
(Mpcka)
. Hera je ABC tpoyrao ¢ npasum yriaom kon A, a D moxuoxje sucune u3 A. IIpasa
KOja TMpOJIa3u Kpo3 CpeaumTa Kpyrosa ymucanux y tpoyraose ABD u ACD ceue

crpanune AB u AC y raukama K u L. Axo je S, omaocuo T', moBpmuHa Tpoyria
ABC, omnocuo AK L, nokaszatu na je S > 2T.

(I'puxra)
. Hexa cy a u b mpuponsu 6pojesu, TaxBu 1a je a® +b? memuso ca ab+ 1. IokasaTu
2 12
a‘+b
na je + KBa,IpaT HEKOT IeJor Opoja.
ab+1
(CP Hemauxa)
MO ’89
. Hokazaru na ce ckyn {1,2,...,1989} Mmoske mpencTaBUTU KAO MUCjyHKTHA YHUja
cBojux moxackynosa A; (i =1,2, ..., 117) rako na:

(i) cBaku A; canpsxu 17 enemenara;
(ii) 36up cBUX eneMeHaTa CBAKOT OJ CKymoBa A; je uCTH.
(Puummsn )

. Y omrpoyriom tpoyray ABC cumerpaia yHyTpaumer yria kol A cede omucanu
kpyr jom y tauku A;. Tauke By u Cy medunwmmy ce camuno. Hera je Ag rauka
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npeceka npase AA; ca cumerpasama cnosammsux yraosa kon B u C. Tauke By u
Co ne¢puuumy ce camuso. Iokazarn:
(i) mospmmma Tpoyraa AgBoCy je jemHaka IBOCTPYKO] MOBDIIMHKM MECTOYTIA
AClBAchl;
(i) nospmuna tpoyraa AgBoCy je HajMame yeTupu myTta Behia o1 MOBpLIIUHE TDPO-
yraa ABC.
(Aycrpaanja)
. Heka cy n u k npupomuu GpojeBu u Heka je S CKym O n TAuaka y PaBHU, TAKBUX
na:
(i) HuKOje TP Tauke U3 S HUCY KOJIMHEADHE U
(ii) 3a cBaky rauky P € S mocroju Gap k Tauaka y S Koje Cy HA MOMjeTHAKOM
pactojamy ox P.
Hoxkazaru na je k < % +2n.
(Xonamauja)
. Hera je ABC D kouBekcan ueTBOpOyrao, Takas aa 3a crpauuie AB, AD, BC Baxu
AB = AD + BC. llpernoctaBuMo na MOCTOju Tauka P yHyTap TOr 4eTBOPOyTiIa
Ha pacrojamy h on mpase C'D, raksa ma je AP = h+ AD u BP = h + BC.

Hokazatu na je
1 1

> —— 4+ .
vh~ VAD BC

5~

(Ucnann)

. IlokazaTu ma 3a cBaku MPUPOJAH OPOj N MOCTOjU N Y3aCTOMHUX TIPUPOIHUX OPOjeBa
O] KOjuX HUjeJaH HUje Ie0 CTEemeH IpoCcTor Opoja.

(e xmcka)
. 3a mepmyrammjy (z1,Z2,...,%T2,) ckyma {1,2,...,2n} kKaxkeMo JA WMa CBOJCTBO
P axo je |x; — x;41| = n Gap 3a meko ¢ € {1,2,...,2n — 1}. Iokasatu za, 3a

IpPOU3BOJLHO M, MMa BHUIIE IepMyTanuja KOje MMajy CBOjCTBO P HEro OHUX Koje ra
HEMAjy.
(Tlomcka)

MO ’90

. Teruse AB u C'D kpyra ceky ce y Tauku E yuyTap xpyra. Heka je M yuyTpamma
Tauyka nysxku B u Hera TamrenTa y taukm F Kpyra ommcaHor oko tpoyria DEM
ceue mpase BC u AC' y F u G, pecuektusuo. Wspasutu omwoc EG : EF y
¢ynrmmju on t = AM : AB.

(Vunuja)

. Heka je n > 3 u mera je E ckym ox 2n — 1 pasmuuuTux Tavaka Ha Kpyry. Tpeba
TauHo k oI TUX Tayaka 00OjuTH I[PHO. 3a TakBO DOjeme KaskeMo na je ,, moOpo‘ ako
mocToju 0ap jelaH map HMPHUX Tadyaka, TAKaB Ja YHYTPAMLOCT jeIHOT OJ JIYKOBA
Kpyra muMa oxpebenux camap:xku TayHo n tadaka u3 F. Hahu majmamy BpemmocT
O6poja k 3a Kojy je cBako TakBO Oojeme ckyma F mobpo.

(YexocmoBauxka)
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. OmpemuTu cBe mpuponse Gpojese n > 1 3a koje paskm n? | 2" + 1.
(Pymynuja)
. Hexa je Q7 crym cBuX HO3MTMBHMX paIMOHAJHUX Opojesa. Komcrpymcatu Gap
jemuy ¢ymxmmjy f: QT — QT raksy ma je

f(z)
faf(y) =——
Y
3a ce x, y € Q.
(Typcka)
. Ilar je mpupomau 6poj ng > 1. Urpauun A u B Gupajy npupomaue 6pojese ni, no,
ng, ... HAM3MEHUYHO mpema cienehum mpasuinmMa.
3uajyhu ngk, urpau A Gupa npousBosbal 6pOj Nogt1 38 KOJU je Nok < Noktr1 < ngk.
n
3uajyhu nog41, urpau B 6upa mpousBosban 6poj Noky2 38 KOjH je k4L osurusan
N2k+2

cTeneH IpocTor Opoja.
Urpau A nobuja urpy axo msabepe 6poj 1990, a urpau B ako uzabepe 6poj 1.
3a koje ng: (a) A nva nobeauuury crparerujy; (6) B uma nobe HUYKy CTPATErn]y;
(B) HujemaH urpad HeMa MOGEIHUUKY CTpATerujy?’

(CP Hemaura)

. Ilokazatu ma moctoju kouBekcan 1990-yrao ca ciaeneha mBa cBojcTBa:
(a) CBU HEroBU yrIIOBU CY jeTHARY;
(6) mysume merosux crpammma cy 12,2232 ... 19902, y mexkom mopetky.
(Xonamguja)

MO 91

. Iat je rpoyrao ABC'. Hega cy A’, B/, C' Tauke npeceka cumerpada yraosa C AB,
ABC, BCA ca crparunama BC, CA, AB pecunexTuBHO 1 [ IeHTAp yIUCAHOT KPyTa
Tor tpoyriaa. IlokazaTu ma je

1 _ AI-BI-CI _ 8
4 T AA’-BB'-CC’ T 2T
(CCCP)

. Hexa je n meo 6poj, n > 6, u ay, as, ..., ax CBU IPUPOIHKN OPOjEBU KOjU CYy MABU
Ol M ¥ y3ajaMHO mpoCTU ca n. Ako je

g —ay=a3—ag =+ =ap — ap_1 > 0,

Taja je n uiau mpocT O6poj mau cremen Opoja 2. JlokazaTu.
(Pymynnja)
. Hera je S = {1,2,3,...,280}. Hahu majmamu npupoman 6poj n Takas ma CBaRU
N-eJIeMEHTHU MOJCKYI CKymna S canp:xku 5 OpojeBa 01 KOjUX CYy CBAKa [BA y3ajaMHO
IPOCTH.

(Kuma)
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4. Ilar je noesan rpad G ca k usuma. IJloka3aTu na ce mEroBe UBUIE MOTY HYMEDH-
catu cBUM OpojeBuMma 1, 2, ..., k Tako na 3a cBaku BPX v rpada KOju je CIojeH
rBHUIaMa ca bap gBa Apyra Bpxa Basxku: HajBehu 3ajemuuuku menmian cBuX O6pojesa,
KOjuMa Cy HyMepucaHe WBUIE UWjU je jelaH BpX v, jeqHak je 1.

[I'pag G ce cactoju o CKyna Tauaka Koje ce 30By 8PLo6U, 3ajeIHO Ca CKYIOM UBUYA
KOje Cmajajy Heke mapoBe pa3inMyYMTHX BPpXoBa. 3a rpad G ce kaxe 1a je nosezam
AKO 3a CBAKM IAD PA3IUUMTHUX BPX0Ba {Z, Yy} MOCTOjU HEKM HU3 BPXOBA T = Uy, V1,
V2, ..., Uy = Y TAKAB JA je CBAKM IAP BPXOBA v;, V11 (0 < ¢ < m) cuojen uBumom
n3 G

(CAL)

5. Hera je P ymyrpamma Tauka Tpoyriaa ABC. Ilokazatu ma je 6ap jemad oI yriosa
PAB, PBC, PCA vawu wiu jennax 30°.
(Ppannycka)

6. Ilat je peaman 6poj a > 1. Koucrpyucatu orpanuden GeckOHAYAH HU3 DPEATHUX
6pojeBa xg, T1, T2, ... TAKAB Ja HEjETHAKOCT

|z — |- i —j[* 21

Ba:KW 3a CBaKMU Map pa3auuuTux Opojesa i, j.
[Beckomauan HM3 peajHmx OpPOjeBa Xg, L1, T, ... J€ 02ZPaANU4EN AKO TOCTOJU
roncranta C Taksa 1a je |x;| < C 3a cBaku i > 0.]

(Xonanmuja)

MO 92

1. Hahu cBe meme 6pojese a, b, ¢, TakBe ga je 1 < a < b < ¢ u ma je 6poj abc — 1
nemwus 6pojeM (a —1)(b—1)(c —1).
(H. 3enann)

2. Hahwu cse ¢pyrrmuje f: R — R, takse na je f(z2 + f(y)) =y + (f(x))? 3a cse x,
y u3 R.
(Vunnja)

3. Y mpocropy je mato 9 Tavaka, Of KOjUX HUKOje UETUPH HE J€ke Y jeIHO] PABHIUL.
Caake zmBe Tauke cy noBesane nomohy aysxu. Ilysk Moske Outy 060jeHa MIABOM MM
pBeHOM DOjoM, MM MOKe OUTH ocTaBibeHa Heobojena. Hahu najuamy Bpemanoct n,
TaKBYy [a IIPU IPOU3BOJLHOM 00jemy M OY:KU IIOCTOJU TPOYTAO Uhje Cy CBe CTPAHUIE
obojerne nctom 6OjoM.

(Kuna)

4. Y paBHU Cy maTH Kpyr ¢, npaBa [ koja nomupyje ¢ m tauka M mua [. Hahw cryn
cBux tauvaka P koje 3amoBosbaBajy crnemehu ycios: moctoje e tauke @ u R ma [,
takBe na je M cpemummre mysxu QR u ma je ¢ ynucanu kpyr tpoyria PQR.

(Ppanmycka)
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. Hexa je Oxyz npaBoyriu KOOpAMHATHU CUCTEM Y IPOCTOPY, S KOHAUAH CKYI TAUAKA
y mpoctopy u Sz, Sy, S, CKyIOBM OPTOrOHAJHUX IIPOjeKIMja CBUX Tavyaka u3 S Ha
pasan Oyz, Ozz, Ozy pecuextusno. Jlokasatu ga je |S|* < |Sy| - |Sy| - ]S

(Uraauja)

. 3a cBaku npupogas 6poj n ca S(n) osznaunmo HajBehim nmpupoman Gpoj, Takas na
3a cBako mesto k, 1 < k < S(n), 6poj n? Mome Outw mpeacTaBibeH y 06IMKy 36mupa
k kBagpara mpupoaHuUX Opojesa.

(a) Hokazatu ma je S(n) < n? — 14 3a csaro n > 4.
(6) Hahu mpuponan 6poj n, Takas na je S(n) = n? — 14.
(8) Hokazatu na mocroju GECKOHAUHO MHOIO IPUPOAHUX OpOjeBa 7, TAKBUX Aa je
S(n) =n? — 14.
(B. Bpuranuja)

MO 93
. Hera je n > 1 mpupogau 6poj u
f(x)=a"+52""" +3.

Iokazatu ma ce f(x) He MOKe IpeNCTABATY KAO IPOU3BOJ ABA HOJNMHOMA Ca LENO-
OpOjHMM KOe(pUIMjeHTIMa CTeleHa HajMame 1.
(Mpcka)
. Hat je omrpoyrau rpoyrao ABC u Tauka D yuyTap mera, Taksa na je L ADB =
£LACB+90°u AC - BD = AD - BC.
B-CD
(a) Mspauynaru 10 BD
(6) Hokaszatu ma cy TaHrente Ha omucane kpyrose tpoyriaosa ACD u BCD 'y
raukn D mebycobrHO HOpMAHE.
(B. Bpuranuja)
. Ha 6eckomauroj maxoBckoj Tabmm urpa ce cienehia urpa: Y modetky je n? seToHa
nopebano Ha Tabau y jemHOM n X n KBAIpaTy, TaKO Oa CBAKH KETOH 3ay3UMa IO
jemHo moise. JemaH moTe3 y WIPU CACTOJU Ce Y TOME I Ce jelaH KeTOH IPeMeCTU
Yy XOPU3OHTAJHOM WJIM BEPTUKAJHOM IPABIy IPEKO KETOHA KOjU Ce HAJA3U HA CY-
cemHOM TOMY Ha ciaenehe mome, mon yciaoBoMm ma oHO Huje 3ay3ero. IIpeckouenu
’KETOH Ce IPU TOMe CKUAa ca rabie.
Onpenntu cBe BpeasocTu O6poja n 3a Koje ce 0Ba UI'Pa MO/KE 3aBPIIUTH TAKO Aa HA
TabJM OCTaHe TAYHO jeNaH KETOH.
(Puncka)

. Axo cy P, Q u R raure jenme pasuu, osznauummo ca m(PQR) najkpally Bucumy
tpoyriaa PQR (upu tom je m(PQR) = 0 ako cy P, QQ u R xomuneapue). Axo cy
nmare tauke A, B u C, nokazaru ma 3a CBaky Tauky X IHUXOBE DABHU BAKU

m(ABC) < m(ABX) + m(AXC) + m(X BC).

(BJP Makenouuja)
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. Ucnurarn na nu nocroju dpyurmmja f: N — N 3a kojy Baskm:
71y =2,
f(f(n))=f(n)+nzaceenecNu
f(n) < f(n+1)3acseneN.
(Hemauxa)
. Hera je n > 1 mpuponau 6poj u ueka je n mammu Lg, Ly, ..., L,_1 mopeharo tum
pemom mo kpyry. Cpaka mamma Moxe OMTH yK/bYUEHA WIM HCKbydeHA. VI3Bomm ce
Hu3 onepamuja So, S1, ... , Si, ... , IpH Yemy onepanuja S; MOKe Ja IPOMEHI CaMo
crame naMmne L u neduuume ce Ha cienehu Haumn: ako je mamma Lj_q ykmbydeHa,
crame Jamne L; ce Mema, a ako HHUje, cTame Jamne L; ocraje ucro. Jlamme cy
HyMepucane mo monyiy n, tj. L1 = L,_1, Lo = Ly, L1 = L1 uta. Y mouetky
cy cBe mamme ykJbydere. Jlokazarm:
(a) ITocroju mpuponan 6poj M (n) Takas ma cy nocae M(n) omepanuja cBe naMie
MIOHOBO YKJbYYeHe.
(6) Axo je 6poj n obmmka 2% Tama cy mocie n? — 1 omepanuja cBe JaMIe yKbydeHe.
(B) Ako je n obmuka 2F+1, Taga cy moce n? —n-+1 omepamnmja cBe JaMIe yEbydeHe.
(Xonanguja)

MO 94

. Heka cy m u n npuponsu GpojeBu u HEKA CY G1, G2, ... , Gy PA3NAYATH €IEMEHTH
ckyma {1,2,...,n} TakBu ma Kamrox je a; + a; < n 3a Heke i, j, 1 < i < j < m,
taga nocroju k, 1 < k < m, 3a koju je a; + a; = aj. Hoxazatu na je

ap+ax+ -+ anm >n+1
m -2 7

(Ppanunycka)
. Heka je ABC jemnarokparu tpoyrao ca AB = AC. Ilpernocrasumo na:
(i) M je cpemumre nysku BC u O je Tauka npase AM 3a kojy je OB HOpMaJHO
Ha AB;
(ii) @ je mpoussomHa Tauka my:xu BC pasmuauura on B u C;
(iii) F opunazma mpasoj AB u F unpunana npasoj AC rtako ma cy tauke F, @
u F paznuuure u KonImHEapHe.
Hokazaru na je OQ mopmanuo Ha EF ako u camo ako je QF = QF.
(Jepmenuja — Aycrpanuja)
. 3a csaku mpupoman 6poj k meka f(k) osmauasa Gpoj emememara cryma {k + 1,
k+2,...,2k} unja penpesentanuja y 6a3m ¢ OCHOBOM 2 MMa TAYHO TPU jeJMHUILE.
(a) Ilorkasatu na 3a CBakM NpUpoOIaH Opoj m mocToju 0ap jemaH NPUPOAAH 6DO)
k takas ma je f(k) =m.
(6) OnpenuTu cBe npupoaHe GpojeBe M 3a Koje mocroju tadso jemuo k ca f(k) = m.
(Pymynuja)
n®+1

. Onpemuru cBe mapose (m,n) TpupomHUX OPOjeBa 3a Koje je 1
mn —

eo 6poj.
(Aycrpasnja)
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. Hera je S cryn cBux peannux Gpojesa crporo Behux om —1. Hahu cee ¢yurmumje
f: S — S koje zamoBosmasajy cnemeha msa ycuaosa:
(i) flz+ f(y) +2f(y) =y + f(x) +yf(z) 3a cre 2, y € S;
x
(ii) — cTporo pacre Ha cBakoM o uHTepBata —1 < x < 0u 0 < z.
x
(B. Bpuranuja)
. Hokazatu ma moctoju ckyn A mpupoaaux G6pojesa ca ciemnehiuM CBOjCTBOM: 3a Mpo-
13BOJmAH DECKOHAUAH CKYI S mpocTux GpojeBa mocToje nBa mpupoaHa 6poja m € A

un ¢ A ox Kojux je CBakU Npou3BoL k panuunTux eigemenara u3 S 3a Heko k > 2.
(Puncka)

MO ’95

. Heka cy A, B, C u D uetupu pasauuure Tauke jegue mpase, pacmopebhene y Tom
noperky. Kpyrosu man mujamerpuma AC u BD ceky ce y Taukama X u Y. Ilpasa
XY ceue BC' y taukn Z. Hera je P rauka nmpase XY paznuuura on Z. Ilpasa
CP ceue kpyr man aujamerpom AC' y raukama C'u M, a npaBa BP ceude Kpyr HaQ
mjamerpom BD y taukama B u N. Ilokaszatu ma ce npase AM, DN u XY ceky
y jeHOj TAuKW.

(Byrapcka)

. Hexra cy a, b u c mo3uruBHu peasnu O6pojeBu TakBu na je abc = 1. Ilokazatu na je

1 n 1 n 1 >§
ad(b+c)  b(ct+a) Sla+b)” 2

(Pycuja)
. Onpemutu cBe mene GpojeBe m > 3 3a Koje mocroje n tavaka Ay, Ao, ..., Ay 'y
paBHE U peasHn OpOjeBu 71, T, ... , I'y KOJU 33T0BOMABA]Y ciaemeha aBa ycjioBa:
(i) euroje Tpu ox tavaka Ay, Ag, ..., A, He Iexe HA jeIHO] IPABO];
(ii) 3a cBaky TpoOjry i, j, k (1 <1 < j < k < n) tpoyrao A;A;Aj uMa nospmmny
jemHaky 1; + 1 + 1}

(Yemra)
. Hahu majsehy BpemnocT xg 3a KOjy MOCTOjU HU3 MO3UTUBHUX pPeAJHUX OpojeBa g,
1, ..., T1995 KOjU 3a10BObABAjy cienelia mBa ycioBa:
(i) w0 = T1995; .
(ii) @1 + =2x;+— 3acBako i =1, 2, ..., 1995.
Ti-1 T
(Tlomcka)

. Heka je ABCDEF xoHBeKCaH MeCTOyrao KOJ Kora je

AB=BC=CD, DE=EF=FA,

£BCD = {EFA = 60°.
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Hera cy G m H mBe Tauke y yHyTpPamBOCTU ImecToyria Takse na je L AGB =
ADHE = 120°. Iora3atu na je

AG+GB+GH+DH+ HE > CF.

(H. 3enamn)

6. Heka je p memapam mpocr 6poj. Halin 6poj mogckymosa A ckyma {1,2,...,2p}
TAKBUX 14
(i) A uma TauHO p eneMeHATA,
(ii) 36up cBux enemenara u3 A nemus je ca p.
(Tlomcka)



3AIOAIIN CA BAJIKAHCEKHUX
MATEMATUNYERUX OJIMMIINJA ITA

BMO ’84

. Heka cy a1, asg, ..., a, nosutusau peannu Gpojesu (n > 2) TakBu Ha Baxku ai +
as + -+ a, = 1. Ilokazatu na je

ai a2
_|_
l+ar+as+---+a, 1l4+ar+a3+---+an

Qan n

+ - Z .
l+a1+as+--4+ap-1 2n—1

(I'puxa)
. Hera je ABCD rerusnu uersopoyrao u Ha, Hg, Hc, Hp npeceru Bucuba Tpoy-
raosa BCD, CDA, DAB u ABC pecnekrusno. [lokazatu a Cy 4eTBOPOYIJIIOBU
ABCD w HyHgHcHp monynapuu.

(Pymynuja)
. JlorasaTu ma 3a cBaku mpuUpoAaH OPOj M MOCTOJU M, 1 > M, TAKO NA CE NEeKaTHU
npuka3 Opoja 5" mobuja m3 meraqHOT Iprka3a Opoja 5™ momaBameM M3BECHOT Opoja
mudapa ¢ JeBe CTPaHe.

(Byrapcka)
. Hahu cBa peanna pemema cucrema
ax + by = (x —y)?
by + ez = (y — 2)?
cz+ax = (z —x)?,
rae ¢y a, b, ¢ 3amaTy MO3UTUBHU peasHn OPOjeBH.
(Pymynuja)

BMO ’85

. Heka je O cpemumre omucanor kpyra tpoyriaa ABC, D cpemnumre nysku AB u E
reskuinre Tpoyriaa ACD. Ilokazatu na je CD 1 OF ako u camo ako je AB = AC.
(Byrapcga)
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2. Hera cy a,b,c,d € [—7/2,7/2] Taksu ma je

sina +sinb +sinc+sind =1

10
cos 2a + cos 2b + cos 2¢ + cos 2d > 3

Ilokazatu ma je a,b,c,d € [0,7/6].
(Pymynmja)

3. Tauke peasne mpase obisura 19a + 85b, a,b € N, obojerne cy upseno, a cBe mpe-
ocraise nenobpojue tauke Ha R 3emeno. Wcmuratu ma gu mocroju tauka A € R
TakBa Ia cy cBake ase tauke B, C € Z koje cy cumerpuuse y oxHocy Ha A 06ojene
pa3suM Gojama.

(T'puxa)

4. Ha xon(pepernuju ydectsyje 1985 mymu. Y cBakoj TpodunaHOj rpynu HocTtoje 6ap
nBe 0cobe Koje TOBOpE 3ajeTHNUKUM je3MKOM. AKO CBaka 0coba TrOBOPU HAjBUIIE TIET
jesuka, norazaru ma mocroju 200 ocoba Ha KOH(PEPEHIM]U KOje TOBOPE 3ajeTHIUKIM
jEe3UKOM.

(Pymynuja)

BMO ’86

1. Tlpasa roja campsku cpemuinre | ynucanor kpyra rpoyraa ABC cede memy onucanu

kpyr y taukama F' u GG, a ymucanu kpyr y taukama D u E| npu yemy je D m3meby

I u F. Horasatu na je DF - EG > r? rne je r NONyOpeYHME yIWCAHOT KPyTa.
Kana Basku jenmaroct?

(T'puxa)

2. Heka rauke E, F, G, H, K, L npunanajy, penom, usunama AB, BC, CA, DA, BD
u DC rerpaenpa ABCD. Axo je AE-BE =BF-CF =CG-AG=DH-AH =
DK - BK = DL - CL, nokazaru ma tauke E, F', G, H, K, L npunaznajy jemaHoj
cohepu.

(Byrapcga)

3. Hus (ay,) je mepurncan ca

2
a, +c

a1 =a, ay=b U apy1 = 38 n=23,...,

n—1

rae ¢y a, b, ¢ peanau 6pojesu taksu ma je ab # 0, ¢ > 0. Ilokazatu na cy cBu
2 32
. a+b"+c .
WIAHOBY HU3a 1eau OPOjeBM aKO W caMo ako Cy a, b u — esu Opojesmu.
a

(Byrapcga)
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. Tpoyrao ABC u tauka T npunanajy jenunoj pasau Tako na tpoyriaosu T'AB, TBC),
TC A wmajy nctu o6uMm n nmospmuny. Jlokazaru na:
(a) ako je T ymyrpamma tauka tpoyraa ABC, ranma je tpoyrao ABC' jemmaxo-
CTPaHNYAH.
(6) ako T nuje ymyrpauma tauka tpoyriaa ABC, tama je tpoyrao ABC mpaso-
yTJIu.
(Pymynnja)

BMO °’87

. Heka je a peanan 6poj u f: R — R ¢yurmumja raksa na 3a cse x, y € R Baxum:

flz+y)=f@)fla—y) + f(y)fla—x)

n f(0) =1/2. Ilorazaru ma je f KOHCTaHTA.
(Jyrocnasuja)
. Heka cy > 1 m y > 1 peannn 6pojeBu 3a koje cy a = vy —1+/y—1mnu
b=+vx+1+ y—+ 1 weyzacronau nean O6pojesu. Ilokazaru ma je b = a + 2 u
r=y=>5/4

(Pymynnja)
. 3a yayrpamme yraose o u 3 tpoyraa ABC (kox A, omaocuo B) Basku
sin? & cos® é = sin?3 é cos® 2
2 2 2

Hahu omnoc AC/BC.
(Kumap)

. Kpyrosu ky u ko, ca cpemumruma O1 u O u noxynpevsuimMa 1 u V2 CEKRy ce y
raukama A u B, npu uemy je 0102 = 2. Hahu nysxuny tetuse AC wpyra kg uuje
cpemumiTe mpumaga Kpyry ki.

(Byrapcka)

BMO ’88

. Heka cy CH, CL u CM penom Bucuza, CUMETpAJa yria U TEKUIIHA Ty TPOYTJIa
ABC, rme ¢y H, L u M rauke va AB. Ogsoc nospmuna tpoyriaoBa HMC u

V3

ABC' je 1/4, nok je ommoc noppmuua tpoyraosa LMC u ABC jemmak 1 — -
Onpenru yriaose rpoyrana ABC.

(Byrapcka)
. Halin cBe nomuuome ox P(x,y) nBe npoMeHmbUBe TakBe 1a 3a CBE peajHe Opojese
a, b, ¢, d Baxkn

P(a,b)P(c,d) = P(ac+ bd,ad + bc).

(Jyrocnasuja)
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3. Ilorkasatu ma ce cBaku terpaemap A As A3 Ay moxke cmecturu uzmely mBejy mapa-

. . . 1 /P )
JeaHux paBHU umje MehycoOHO pacrojame Hmje Behe on 2\ 3 rae je

P = (A142)% + (A143)? + (A1A4)% + (A245)° + (A2A4)? + (A3Ay)”.
(Tpura)
4. Hahu cBe mapose a,, G,41 Y3aCTONHUX HeJuX OpojeBa y HU3Yy (@) AeQUHACAHOM
ca a, = 2" + 49, tako na BaxKU

ap =Ppq, Gpy1 =TS,

Tae ¢y p, q, T, S IPOCTU OPOjeBU TakBU Ta je p < ¢, r < S, q—p =38 —T.

(Pymynuja)
BMO °’89
1. Heka cy dy, ds, ..., dy cBu memmonu npuponHor 6poja n, Taksu ma je 1 = dj <
dy < --- < di =n. Hahu cBe Opojese n 3a koje je k > 4 u Baxku
d? +d3+d3+d% =n.
(Byrapcka)

2. Heka je apnan_1...a160 = apl0™ + ap_110"~1 + ... 4 10a; + ap IZexkagHN 3ammic
HeKor mpocTor 0poja. Ako je n > 1 u a, > 1, noKa3aTu ma je MOIMHOM

P(z) = apz"™ + ap_12" ' 4+ -+ ayx +ag

upenynuOuIaH, Tj. He MOXKE Ce IPUKA3ATHA Ka0 IMIPOU3BO JBA MOJMHOMA C MEeJT00PO]-
HUM KOe(UIMjeHTUMa U CTeleHa 6ap jenaH.
(Jyrocnasuja)

3. Heka je ABC tpoyrao u [ npasa koja ceue crpanune AB u AC y raukama B
u (4, pecnektuBHO, Tako na TeMe A u texxumre G tpoyrna ABC mexke y ucroj
monypasuu oapebenoj ca [. lokazaru ga je

S(BBchl) + S(CClGB1) >

O =~

S(ABO),

rae S o3nauvaBa moBpmuHy. Kana Basku jeaHaroct?
(Tpura)
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. TTocmarpajmo dpammauje F moackymosa ckyma {1,2,...,n}, n > 3, rakse ma Baxun:
(i) aro je A € F, razma |A| = 3;
(ii) ako je A€ F, B€ F, A# B, rana |[ANB| < 1.
Heka je f(n) makcumansa Bpemocr |F| 3a cse takse F. Ilokazaru zxa je

S0~ n) < f(n) < £(0? — ).

=

[ |S| o3nauasa 6poj ememenara KOHAUHOT CKyma S |.

(Pymynuja)
BMO ’90
. Hus (a,) je nar ma cremehin maunm: a1 =1, ap =3 n
ant2 = M+ 3)apnt1 — (n+ 2)ay,
3a cse mpupoaue n. Hahu cse unanose musza koju cy memusu ca 11.
(T'puxa)
. Axo je
ap + a1z + -+ agpr®™ = (x + 222 + - - + na™)?,
. n(n +1)(5n% + 5n + 2)
OOKa3aTU Ha J€ Gp41 + Apiyo + -+ Aoy = 24 .
(Byrapcka)

. INomuoxkja BUCHHA OmMTPOYJIOr HejemHakocTpauuusor tpoyriaa ABC cy Ay, By u
C1. Ako cy Ay, By u Cy momupre Tauke Kpyra ynucasor y tpoyrao Ay B1Ch, no-
kazatu na ce Ojaepose mpase tpoyraosa ABC u Ag BoCy nokmnamnajy.

[OjnepoBa mpaBa HEKOr TPOYTJIa je mpaBa oapeheHa HeroBUM OPTOLEHTPOM U CPe-
[UAITEM ONUCAHOT KPyTa.]
(Jyrocnasuja)

. Onpenntu MmuHMMAaIaH 6POj eseMeHaTa KOHAYHOT cKyma A 3a koju mocToju GpyHKIuja
f: N — A raksa na je f(i) # f(j) yroauxo je |i — j| mpoct 6poj.

(Pymynmja)

BMO 91

. Heka je M rauka ma nyry AB, koju He canp:xu Tauky C', Kpyra ONUCAHOT OKO
omrpoyrior tpoyria ABC. Hopmana koncTpyncana u3 tauke M Ha MOJyIPEUYHUK
OA ceue crpanune AB u AC penom y Taurama K, L (O je neHrap onmmcasor Kpyra).
Cuanuno, vOpMasa koucrpyucana u3z M ua moaynpeunur OB ceue crpanune AB,
BC penom y taukama N, P. Axko je KL = M N, uzpasutu £ M LP upeko yriosa
tpoyraa ABC.

(Tpura)
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. IlokazaTu na mOCTOjU DECKOHAYHO MHOTO HENOIyJapHUX TPOyTrioBa 1 TakBUX Ha:
(i) myssume cTpamuna a, b, ¢ Tpoyrna T ¢y peraTUBHO IPOCTYA MPUPOIHU OPOjEBU;
(i) nospmuma Tpoyraa T je meo Gpoj;

(iii) mujenna on Bucuua Tpoyraa T Huje ueo GpoOj.
(Jyrocnasuja)

. IIpaBunan mectoyrao noppmuue H ymuca je y KOHBEKCaH MHOrOYTrao moppmuHe P.
Hoxkazatu na je P < §H Kana Basku jemmaroct?

(Byrapcka)

. Hokazatu na me mocroju Owjernuja f: {1,2,...} — {0,1,2,...} TakBa ma je

f(mn) = f(m)+ f(n) +3f(m)f(n) 3a cee m, n > 1.
(Pymynuja)

BMO °’92

. Hera cy m u n mo3urusuu nenu 6pojesu u
3% +6 3% +4 5 3
A(m,n) =m —m —m>+m”.

Hahwu cse Gpojese n ca cojcrBoM na je 6poj A(m,n) nemus ca 1992 3a csako m.
(Byrapcka)

. ﬂOKaSaTI/I Ja 3a CBaKM IIO3UTUBAH IEO 6p0j N BaKUM:
(2n% +3n 4+ 1)" = 6™(n!)2.

(Kunap)

. Hat je tpoyrao ABC u tauke D, E, F penom Ha crpamunama BC, CA, AB
(pasamuute ox Temena). Axo je yerBopoyrao AFDE teruBaH, nokazatu 1a je

4(ADEF) _ (EFY
(AABO) S (AD) ’

rae (AXY Z) o3nauaBa noppmmny tpoyria XY Z.
(I'puxa)

. 3a cBaku neo 6poj n > 3, mahu majuamu npuponan 6poj, o3HaueH ca f(n), Koju
nma, cienehie cBOjCTBO:
3a csaku moackyn A C {1,2,...,n} roju canpsu tauno f(n) esemeHnara, MOCTOje
x, Y, z € A TAKBU J]a Cy CBaKa NBa y3ajaMHO MPOCTH OPOjeBwU.
(Pymynnja)
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BMO ’93

. Arxo cy a, b, ¢, d, e, f peannu OpojeBu 3a KOje BaKU

(1) a+b+ct+d+e+ f=10,
2) (a—12+b-12+(c-12+@d-1)*+(e-1)2+(f-1)2*=6,

OJIpeIUTH MAaKCUMAJHY BPeIHOCT Gpoja f.

(Kumap)
. HosutuBan 110 6POj ca AEIMUMATHOM PEIPE3CHTAI)jOM
an - 10N +ay_1 - 10V 4. 4 ay - 10+ ag
(a; cy mmdpe u3 [0,9]), 30Be ce ,MOHOTOH® aKo je any < any—1 < --- < ag. Ogpe-
muTu Opoj CBUX MOHOTOHUX OpojeBa ca ue Bume on 1993 mmdpe.
(Byrapcka)

. Hexa ce xpyrosu C7 u C5 ca nearpuma O u Og, PECIEKTUBHO, NOIUPY]Y CIOBA Y
rauku I'. Hexra je, mame, C kpyr ca nearpom O koju momupyje kpyrose C1 u Co y
raukama A u B, pecnekruBHo, Tako ga ce neatpu O1 u Oy Hama3e yHyTap Kpyra
C. 3ajemanuka Tanrenta y tauku I kpyrosa C1 u Cy ceue xpyr C'y Taukama K u
L. Ako je D cpemumre nysxxu K L, nokaszatu na je £01002 = LADB.

(T'puxa)

. Heka je p mpocr 6poj, a m npuponan 6poj, m > 2. Ioka3aru na jemHaduHa

2 +y? (r+ty "
3) - (2)

uma pemene (z,y) # (1,1) y ckyny mo3uTUBHUX Heaux OpojeBa aKO U CaMO aKo je
m=p.
(Pymynnja)

BMO 94

. Har je omrap yrao X AY u tauka P ymyrap mera. Koucrpyucaru (momohy mecra-
pa u Jemupa) IpaBy Koja nponasu kpo3 Tauky P u ceue xpake AX u AY pemom y
taukama B u C, Tako ga je mopmuaa Tpoyriaa ABC jemmakxa AP2.

(Kunap)

. IlokazaTu mga mOJMHOM
z — 19942 + (1993 + m)x? — 11z +m,

rmae je m 1meo OpPoj, UMa HAjBUINE jelaH IeJO0POjHA KOPEH.
(Tpura)
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3. Hexka je (a1,aq,...,a,) nepmyranuja 6pojesa 1, 2, ..., n, rae je n > 2. Uspauy-
HaTu HajBehy Moryhy BpexsocT m3pasa

n—1

> larsr — axl.
k=1
(Pymynnja)
. Hahu majmamu 6poj n > 4 3a Koju MOCTOjU CKYNm OX N JbYAW, TAKO A& CBAaKA IBA
KOjU ce NO3HAjy HeMajy 3ajeIHUUYKUX IIO3HAHWKA, & CBaKa NBA KOJU Ce He IO3HAjy
“Majy TAYHO NBA 3aj€THMYKA IO3HAHUKA.
[[TosnanctBo je cumerpuuna penauuja: axo A mosuaje B, A # B, ouna u B nosna-
je Al
(Byrapcka)

BMO °’95

. Hahwu BpemmocT m3pasa

(... (((2%3) x4) % 5) *...) % 1995,

T+
1422y

roe je T xy = 38 CBE IO3UTUBHE T U Y.

(BJP Maxenouuja)

. Heka ce xpyrosu ¢1(O1,71) u c2(O2,72), 1o > 71, cexy y Taukama A u B, npu
yemy je £01 A0 = 90°. IlpaBa 0105 ceue ¢c1 y Cu D, aco y E u F (upu yemy
je C~E-D-F). Illpasa BE ceue xpyr ¢; y K, a mpaBy AC' y M, nok npasa BD
ceue Kpyr co y L, a mpasy AF y N. Ilokazatu na je

T2 KE LN

rn KM LD
(I'puxra)

. Hera cy a u b npupoznsu 6pojesu, Taksu 1a je a > b u a+b je mapan 6poj. Horazatu
IIa Cy pellema jeTHAUnHe

22— (a* —a+ Dz - —1)— (B +1)2=0

IpUPOIHY OPOjeBU O KOjUX HUjeNaH HUje NOTIYH KBaApAaT.
(AnbGanuja)

. Heka je n npupoman 6poj u S ckyn csux Tavaka (x,y), TOe CY & U Y IPUPOIHA
opojesu, * < n, y < n. Heka je T ckym cBuX KBaapaTa umja TEMEHA IPUIANA[Y
crymy S. Osmaunmo ca ay (k > 0) 6poj maposa Tauaka u3 S Koje Cy TeMeHa TAYHO
k kBanpara u3 1. Ilokazaru ma je ag = as + 2as.

(Jyrocnasuja)



PEINTIEIHA 3AITATAKA

MO ’84.1.

N3 ycnosa 3anatka cremu 0 < z, y, 2 < 1, ma je zy > zyz, yz = TYz, 20 > TYZ,
OJlaKJIe
zy +yz + zx 2 3xyz,

INTO je jaye OX JieBe CTpaHe JaTe HejeTHaKOCTH. Basku, ycTBapw, joun jaya HejeIHAKO-
cT: 2y + Yz + 22 > 9ryz, WTO CIenu U3 HO3HATE HEjeTHAKOCTU

1 1 1
(z+y+z)(-+-+=-)=>9
Ty =z
3a x, y, z > 0, koja je cnemujanan cayuaj Komwu-IIBaprnose nejemnakocTu. 3a mDOka3
IEeCHE CTpaHe HejeHAKOCTU NajeMO BUIIE Pellema.
IIpBo pememe. Heka je x majuamu, a y majsehu ox OpojeBa x, y m z. Tama

1 1 1 1
je x < 3 <yuz < 5 N3 mejemnarocTu (3 x) (y 3> > 0 cremu ma je

1 1/2 . .
r+y— 3)=3\3" z |. Ha ocmoBy Tora mobujamo ma je

Wl =

Y <

1 /2
yz—&—zx—i—xy—Qxyzz(x—i—y)z—l—xy(l—?z)<(1—z)z—|—3(3—2) (1—22)

7T-B8z2-1)?% 7
= L
27 27

Ipyro pememe. Dap jeman ox 6pojesa x, y u z je Mmawu on 1/2. Hera je To, na
mpumep, z. Vmamo ma je

7 7
L Qryz = — — —zy(1—2
5 (yz + zx + xy) + 22Y2 57 2(x +y) — xy( 2)

> o~ (et y) - 3@+ 9= 22) = o= = 21— ) = 11— 2)(1 - 22)

27
~ (32—1)%(1—22) -0
B 108 -
Tpehe pememe. [lokazahiemo mecHy HejeIHAKOCT CTAHAADAHAM HOCTYIKOM OJ-
pebuBama ekCcTpeMHNX BPeAHOCTY (DYHKIU]ja BUIIE MPOMEHBUBUX. EimMuHanTjoM Ipo-

MEHJLUBE Z TOMONY maTor ycjaoBa modujaMo ma ce m3pa3 KOju UCIUTYjeMO CBOIA HA

g(z,y) =22y + 22y — 2® —y® — Bzy +x + v,
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npu yemy Baske orpanuuema > 0, y > 0, x +y < 1. Ha pydy Te obnactu ¢pyurnuja

g Ce€ CBOIU Ha M3pa3 TUlla T — 1'2, T€ EKCTPEMHE BPEOHOCTU MOKE €BEHTYAJJHO UMATU

caMo y TaudkaMa (;,0), (07 ;) win (;, ;) ro ce ymyrpammocTtu obracTu
TUYE, Y HO] Cy NapIUjaJHA U3BOIM (DYHKIU]E § jeTHAKA:

g, = day +2y* — 22 -3y +1,

g; = 22?4 day — 2y — 3z + 1.
NzjennavaBame TUX M3BOMA Ca HYJOM Oaje CUCTEM KOju Y YHYTPAIIHOCTH HAIIE 00Ja-

1
CTH MMa CaMoO jeTHO pPeleme — (3, 3/ Kako je ra obaacr koMnakTHa (OrpaHudYeHa u

3aTBOPEHA), TO HENPEKUIHA GYHKIUjA § HA 0] JOCTUKE CBOjY MAKCUMAJHY BPEIHOCT
7 OHA MOKe OMTHU caMo jedHa O leHUX BPETHOCTU y mobujene uyetupu Tauke. Kako je

1(30)=0(03) =0 (3) =5+ 0(33) =570
2 2 2°2 4 3°3 27 4
1o je 3aucta g(x,y) < 2—77

YerBpTo pememe. /lecna HejeIHAKOCT €KBUBAJEHTHA j€ Ca

s 27 54
o] = 70102 - 7037

rie cy kopumbieHe yobruyajeHe O3HaKe 3a CHUMeTpUUYHe (yHKUUje 01 = T + y + 2,
09 =xy +yz + zx u 03 = zyz. [lokazahemo onmruje TBpheme: Hejemmaroct

(*) o*io’ > ao109 — bos
je 3a0BOLEHA 34 CBAKY TPOjKy HEHETATMBHEX OpojeBa (X,y,2) aKko U CaMO aKo je
(**) a < 4, 9a — b < 27.

[Mocnenme nBe HEjeHAKOCTHU Cy TOCEOHU CIIyUajeBU HEjeIHAKOCTHU (*) KOju ce nobujajy
sax=y=12=0uxz =y =2=1. [pernocraBumo na cy HejemHAKOCTH ()
3am0BosbeHe. M3

ac109 — bos < ao109 — (9a — 27)o3 = a(o102 — 903) + 2703
< 4(010’2 — 903) + 270’3 = 40’10’2 - 90’3

cremu na je HejeoHAKoCT (*) NOBOJGHO AOKa3aTu 3a ciaydaj a = 4, b = 9, 1j. na je
MOBOJHHO TOKa3aTU HEjeITHAKOCT

Uf > 40109 — 903.
[Tocnenma HejeHAKOCT je €KBUBAJEHTHA Ca
z(x—y)(r—2)+yly —z)(y —2) +2(2 —2)(2 —y)

(moceban cnyuaj Ulypose mejenumaxkoctu). Heka je, na npumep, z
TOM CIIy4ajy je

>0
zy=2220Y

z(z—y)(r—2) 2yl -y)(y - 2),
2(z—z)(z—y) = 0.

W3 oBux 1Bejy HejeAHAKOCTHU CJI€OU MPETXOIHA.
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MO ’84.2.

Basxn

(a+b)" —(a" +b") = Tab[(a® + b°) + 3ab(a® + b*) + 5a*b?(a + b)]
= 7ab(a + b)(a* + 2a>b + 3a?b* + 2ab® + b*)
= 7ab(a + b)(a® + ab + b*)2.

Kaxo npoussox ab(a + b) ne tpeba na Gyne memus ca 7, ocraje na 6pojese a u b Tako
oapemvo na 6yme 73 | a® + ab + b*. Mopa ma Gyne

(a+0)?>a®+ab+b> > 7> =343,

1j. a+b > 19. Crasumo b = 1. CrangapaHuM MOCTYIKOM 3a PEIIaBale KOHIPYEHIUja
(B. mmp. [2]) mobujamo ma je a = 18 jemmo pememe Komrpyemmmje z2 +z +1 = 0
(mod 73). TIposepa mokasyje ma 6pojesu a = 18, b = 1 3am0BOMmaBajy ycaose 3aja-
TKa.

MO ’84.3.

IMocmarpajmo npoussomHa a8a kpyra R = (O,r) u S = (0,s) ca 0 <r < s < 1.
Ha kpyry R uzabepumo taury X 3a kojy je a(X) = r(s—r) —jacuo je na je C(X) = S
u0 < «a(X) < 1. Aro tBpheme 3anatka me 6u Gwio Tauno, 6oja tauke X He Gu ce
nojaBibuBasia Ha Kpyry S, ma Ou ckym cBuX 0oja KOje ce IojaBiyjy Ha Kpyry R 6uo
pa3aMuUT OJ CKyllia CBUX 0Oja KOje Ce MOjaBibyjy Ha Kpyry S.

Hakse, ako tBpheme 3amarka He Ou OWIO TAYHO, TPOM3BOJLHA ABA KPYyra MOJY-
mpevyHnKa Mamer on 1 mmasa Om pasmmumTe CKymoBe 0oja kKojuma cy obojeme. Ho,
TAKBUX KPYTroBa nMa GeCKOHAuHO, a Morylinx moackynosa (KoHauHOr) cKyma 60ja camo
KOHAUHO MHOTO. ROHTpaIUKIMja.

MO ’84.4.
Hexka je M cpemumre nyxu AB u M’ merosa mpo-

1
jerrmja ma mpaBy C'D. Tana je MM’ = §AB u B ¢
(1) » N
Papcp = Pavp + Pusce + Peup
1 1 1
= 5Papp + ;Pcap + ;CD - AB.
2 2 4 A D
Cn. 1

Heka je N cpemumre nysu CD n N’ merosa npojexmuja na AB. Tana je

(2) Pipcp = Peen + Panp + Pans
1

1 1
= —P, - —AB-NN'.
5 BCD + 5 ‘ACD + 5
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U3 (1) u (2) cnemm

1
Papp + Poap + §CD -AB = Pgcp + Pacp + AB-NN',

OZHOCHO

1
Pagp + (Papcp — Pacp) — (Papecp — Papp) — Pacp = AB (NN/ — 2CD>

n
3) 2(Papp — Paco) = AB (NN’ - 50D)

Jacuo je ma kpyr ca mujamerpom CD nomupyje mpaBy AB ako u camMo ako je
NN' = §CD. [pewma (3), Taj ycaos je exsusasentan ca Papp = Pacp. Ho, 1o je

OUMIIIEIHO UCIyH-eHO ako u caMmo ako je BC || AD.

MO °84.5.

Osnaunmmo TemeHa mator m-toyraa ca Aj, Az, ..., A, ¥ 3a CBaKO j CTaBUMO
Apyj = Aj. Hera je A;A; npoumssosna mujaronana. Yersopoyrao A;Aj1A4;A4 41
jeé KOHBEKCaH, Ia je 3aTo

AiAj+ Aip1Ajr > AiAi + AjA

) . nin—23) .
Cabupajyhu Te HejeIHAKOCTY, HAIMCAHE 38 CBAKY O[ — 5 Aujaromana n-Toyria,
nmobujamo
2d > (n — 3)p,
Tj. JIEBYy CTpaHy HaTe HejeTHAKOCTHU.
3a nujaronamy A;A; Bazm Taxobe
(1) AiAj <AAig++ Aj—lAj
u
(2) AiAj < AjAj+1 +---+ A1 A,

Axo je n memapuo, n = 2k+1, usabepumo 3a cBaxy aujaronary A;A; oHy on HejenHa-

kocru (1), (2) umja gecha crpana uma Mame cabupaka. CabupameM Tako H00UjeHHX

n(n — 3)
2

HejeHakoCT 100mjaMo

i< (k—1)2(k+2)p:]29<[721] [n;—l] _2).

Axo je n mapuo, n = 2k, 3a j = i + k Basxku Hejemnarkoct A; A1k < g; 3a ocra-

Je mujaroHalie y3mMmMo oHy on Hejenmakoctu (1), (2) umja mecHa cTpaHa MMa Mame
cabupara. Cabupame Tako H0OMjeHUX HEjeITHAKOCTHU JAaje

d<k§+(k2)2(k+1)p_k222p_§<{;} {n;rl] _2>.

Tume je n mecHa cTpaHa gaTe HejeIHAKOCTH TOKA3AHA.
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MO ’84.6.

U3 yeaosa (1) u (2) menocpenno cnemu ma je a + d > b+ ¢. 3aucra,
0<(d—b)(d—c)=d*—bd+bc—cd=d*—bd+ad—cd=d(a+d) — (b+c).

Ha ocuosy (3) mobGujamo ma je k > m.
Uz d=2"—awuc=2™—b, samenom y (2) nobujamo a(2* — a) = b(2™ — b),
OAKIIE

(4) (b+a)(b— a) = 2™ (b — 2¥"™q).

360r k > m je 2¥"™q mapam 6poj, ma Kako je b HemapaH, HAJBUIIM CTEIEH IBOjKC
KOjUM je messuBa necHa crpasa penanuje (4) je m. Hakme, (b+ a)(b— a) je memuso
ca 2™, a Huje memuBo ca 2™, omakme ciemu

(5) b+a=2"p, b—a=2",

rae je my +mo =m, m1 =1, me > 1 u pu g cy HemapHu.
Pemasajyhu cucrem (5) no a u b nobujamo

2mip 4-2M2¢q 2mip —2M2q
b=——7"—— a=—-—7-—".
2 2
Kako ¢y a n b memapuu, t0 je mqy = 1 unu mo = 1. Iloraxmmo ma je mp = 1

memoryhe. 3aucra, m3 m; = 1 cremmao 6u b—a =2""1q > 2" 1 amz b+c=2"
nb<ccremb< 2™ ! ma 6u 6uro b < b— a, mro je Hemoryhe.
Hakne, mo = 1, my = m — 1 u penauumje (5) majy

a+b=2""1p, b—a=2q
360r 2™ =b+c>a+b=2""1pmamo p < 2, Tj. p = 1. 3Haun,
(6) a+b=2""1 b—a=2q,

rae je ¢ Hemapad 0poj. 3amewmyjyhu y (4) mobujamo mocme ckpahusama ca 2™:
q=0b—2F"q. Ho, u3 (6) ciem b = 2™"2 + ¢, na je

q — 2m—2 + q _ 2k—ma’

1j. 2K=™q = 2™~2. Kako je a memapam u k > m, TO U3 TMOCICIEmE Pelamuje CIemm
a =1, mro je u Tpebaso TOKA3ATH.

Hanomena. V3 (3) u (6) maro ce monasu 1o 3akbydka 1a cy cse ueTsopke (a, b, ¢, d)
Koje 3a10BobaBajy ycaose (1), (2) u (3) obmuka

(1’ 2m71 . 1’ mel + 1’ 22m72 o 1)7

TJe je m MpOom3BOJLAH MPUPOAAH OPOj HE MamU OI 3.
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MO ’85.1.

IIpBo pememe. Heka je O cpenumre
MOMEHYTOT KPYTa, T KHEroB MOJNYIMPEUHUK U
FE u F tauke y KojuMa OH HOIUPY]je CTpaHU-
ne BC u AD, pecuekrusuo. Tana je BE =

)
rctg 8, EC = Tctg%, DF = rctgi,
FA=rctga, OB = —— OA= ——

sin 3 sin av
rie cy ca «, (3, Y 1 0 O3HAUEHU yTIIOBU Aa-
tor uerBopoyriaa ABCD. Penanmja AD+

BC = AB exBuBaleHTHA je PEIOM Ca

) y r r
r|ctga+ctg - —i—r(ctgﬂ—i—ctgf): — + —,
2 2 sina  sing

; 7+ ; 6 1l—cosa 1—cosf
ctg — +ctg - =
85T T Tdna sing
Y d a B
tg - + ctg = = tg = + tg =
cg2+cg2 g2+g2

[Mocaenma penamuja, melhyrum, nupertro caema uz a+y =7 u f+ 0 = 7.

Ipyro pememe. Hexka je O rauka ma crpanumu AB y K0joj ce cery Oucerrpuce
yraosa BC'D u CDA u ueka je G rauka crpanune AB koja 3amoBosmasa yciaoB AG =
AD. Tauke C, D, O u G nexe na jemaom kpyry (3aro mro je LDGA = £LDCO =
(180° — £LA)/2). Cnemu nma je BG = BC (3ato mro je LCGB = LCDO = (180° —
£B)/2).

MO ’85.2.

3a maro 6ojeme ckyna M usspmmMo Gojeme menor ckyna N npupogaux 6pojeBa Ha
cnenehiv HauwH:

—3a mato ¢ € M cBu OpOjeBM KOHIDYEHTHM Ca ¢ IO MOAYJIY M, Tj. CBA OpojeBm
obauka tn + i, t € N, umajy ucty 60jy Kao ;

— cBu OpojeBu obnuka tn, t € N, umajy ucry 6ojy xao 6poj k.
Horaxumo na cy tajna cBu OpojeBu

(1) k,2k, ... pk,...

jemnaro o6ojenu. IloBowHO je mokazaTu ma cy 3a cako p € N Gpojesu pk u (p+ 1)k
jemraro obojenu. Paszmorpumo ciaeneha Tpu ciayuaja.

1° Jenau on Gpojesa pk, (p + 1)k, na upumep, Heka je To pk, jecte obauka tn 3a
uexo n € N. Taza je on mo nedununuju o6ojen ucro xao k, a raxkobe je u 6poj (p+1)k
Tako o6ojeH, jep je y Tom cayuajy (p+ 1)k = k (mod n). Cayuaj (p+ 1)k = tn
pasMaTpa Ce aHaJOTHO.
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2° 3a mexro t je pk < tn < (p+1)k. Hera o3maka i ~ j 3HauM .0 1 j UMajy jenHaKy
oojy“. Tanma je

(p+Dk=tn+i~i~k—i~n—k+i~tn—k+i=pk.
3° Ba meko t je tn < pk < (p+ 1)k < (t + 1)n. Tana je
(p+k=tn+j~j~j—k~tn+j—k=pk.

Tume je nokaszano na cy csu OpojeBu obumka (1) jemnako obojenu. Heka je cana
1 € M npoumssosan. Kako cy k u n y3ajamuo nmpoctu, T0o noctoju 6poj p € M, rakas
na je pk =14 (mod n). To smaum xa u 6poj ¢ mMa ucty 6ojy kao 6pojesu obmmka (1),
na cBu ejeMentu ckyna M umajy ucrty 60jy.

MO ’85.3.

ITpBo pememe. [Ipenymramo unraony na gokaske ciaenelie jenHocraBHO noMohuO
tBpheme.
Jlema 1. Axo je m = 2° (s HeHeraTuBas meo 6poj), Tama je

Qu(z) = (1+2)" =1+ R(z) + 2™,

rae je R(x) momvHOM ca mApHAM KOe()WUIV]eHTAMA.
Opartie ce IaKo U3BOIA U
Jema 2. Axo je m = 2° u P monuHOM CTeIeHa MAmer Of M, Taja je

w(PQun) = 2w(P).

3aucra, u3 xeme 1 caemn na je P(x)Qm(x) = P(z) + P(x)R(x) + ™ P(x). lpu
ToM, nomusaomu P(x) u ™ P(x) HeMajy WjaHOBe UCTOT CTENEHA, a CBU KOE()UIUjEHTH
nosmuoma P(z)R(z) ¢y napuu. m

[Ipebumo canma Ha noka3 rphema 3amarka. O3HAUMMO ca S HAjMAmBU HEHErATUBAH
neo Opoj kKoju mMa ocobuny ma je i, < 2° = m, rzme je i1, i2, ..., iy HATA N-TOPKA
KOja 3aJ0BOJbABA yCJIOBE 3a1aTka. TBpheme NemMo moKa3aTu WHAYKIMjOM IO S.

3a s = 0 tBpheme je TpuBmjanHO, jep je y TOM cayuajy jemmua moryhuocr n = 1,
i1 =0, Q;;, =1, ma ce HejeMHAKOCT KOjy NOKA3yjeMO CBOIM HA j€ITHAKOCT

w(Q'Ll) = w(Qll) (: 1)

ITpernocrasumo cana na je TBpheme 3amaTka UCIYHEHO KAANOMA JATA 7T-TOPKA KC-
Oy®BaBa yCIoB i, < 2° = m U MOKAKUMO Na OHO BaKU U 3a OWIIO KOjy M-TOPKY KOJ
Koje je 2° < i, < 2°F!. Pasmorpmmo cremeha msa moryha ciyudaja.

1° 41 2 2° =m. Tana je

Qi(@) + -+ Qi (z) = (1+2)" + -+ (1 +2)" = Qum(x)P(z),
rge je P nomuHOM 00JIHKA

P(x) = Qi (z) +- + Qi (v),
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crernena i/, = i, —m < 2571 — 2% = 25 Ha ocroBy meme 2 umamo

(1) w(Qiy, + -+ Qi) = w(Qn P) = 2w(P).
C mpyre cTpase, Ha OCHOBY WHIYKTMBHE IPETHOCTABKE j€
(2) w(P) 2 w(Qi) = w(Qi,—m).

Hajzan, crener nonmuroMa Qi) —m je Mamu of m, na u3 Qi = Qi —m @y, TOHOBHOM
IpUMEHOM JeMe 2 nodmjaMo

(3) w(Qll) = 2w(Qi1*m)'
U3 (1), (2) u (3) caemu HejemHAKOCT KOjy JOKA3Y]jeMO.
2° 41 < 2. Tanma je
Qi (x) + -+ Qi (x)
=agtarx+ -t am 2" (1 +2)" (b + bz A A by 2™ )

m—1 ) m—1 . m—1 .
=Y ax'+ Y bja? +a2™ bjx? + R(x),
i=0 3=0 i=0

rae je R(x) monmHOM ca mapHuM KoeduuujeHTHMa (IOHOBO je MckopuuilieHa jema 1).
Wzpauynajmo 6poj memapaux koedunujenara nobujexor nmonmuoma. pyru u Tpehwu
cabupaxr y mociaeamn0] CYMU Cy IOJIMHOMY KOjU HEMAjy YIaHOBE jeIHAKOr CTemeHa. AKO
Ou HeKW OJ HemApHUX Koe(uuMjeHaTa a; OMO MOHWNITEH HemapHOmNy oaroBapajyher
koepunujenta bj, y kpajmeM 30upy Ou ce oIeT NOjaBMO HeMApHM KOEYUIUjEHT b; y
cabupry bjz/ ™. Ha taj HauuH, Baxku

m—1 .
(4) w(Qi, +---+ Qi) = w( > ai:n’).
i=0
m—1 .
Ho, momunom > a;z* je tarohe obaura
i=0

Qiy (7) + Qi (%) + -+ - + Qi (),

ca i, < m = 2%, 1a 3a mera [0 MHAYKTUBHO] MPETIOCTABIY BaKN

m—1

(5) w( Zo aixi> > w(Qy,).
i=

U3 (4) u (5) cnemu mejenmakocT u3 TBphema 3amaTka.

Tume je TBphHeme MHAYKIUjOM y TOTIYHOCTH JOKA3aHO.

Ilpyro pemteme. [lomunome hemo pazmarpartu mHan Zs. Ymecto o O6pojy Hemap-
HUX KoedunujeHara, ropopuhemo o 6pojy MoHoma y noauuoMmy. Ilora3 hemo u3Bectu
TPaHCPUHUTHOM MHIAYKIMjOM 10 1. 3a 41 = 0 TBpheme ounraenno Basku (6poj MOHOMA
y nommromy (1 + ) =1 jemnax je 1). Hera je i; > 0. Kopuctuhemo jemmaroctu

1+2)% =1 +2%7, Q422 =1 +22)7 +2(1 +2?)7.
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ITomohy mux TparchopMmumEMO CBe CAOMPKe y IOIUHOMY
Pla)=0+2)" + (1 4+z)2 4+ (1 + ).

Axo je i mapan 6poj, craBuhiemo na je iy = 2j,, a aKo je is HEmapa# 6poj, craBuhemo
na je is = 275 + 1. Pasmarpahemo Tpu ciyuaja.

Axo je i1 mapam Opoj m ako je is > i1 + 1, DOBOHO je da pa3MarpamMo Camo
MOHOMe TapHOT cTemeHa. Bpoj MoxoMa y mosmaomy (1 + )% jenmak je 6pojy MoHOMA
y mommmomy (1+22)71, a oBaj, mpeMa MHAYKTUBHOj TPETIOCTABIM, HUje Behn o 6poja
MOHOMA TAPHOT CTeneHa y noiunomy P(x).

Axo je i1 mapam Opoj u ako je is = i1 + 1, ouza je
(I+2)" + (14+2)2 = (1 +22)7 + (1 +22)7 + 2(1 + 22)7 = 2(1 + 2?)7.

Bpoj mMomoma y momuromy (1 + )% jenmak je 6pojy mMomoma y mommaomy (1 + 22)7t
a OBaj, IMpeMa WHIYKTUBHO] mpeTmocTaBmy, Huje Behim om Gpoja MOHOMA HEMAPHOT
crenena y nonunomy P(x).

Hexa je 41 memapam 6poj. Bpoj MoEOMa mapHor crenena y mommaomy (142)" jemmak
je 6pojy MOHOMA y TTONUHOMY (1+x2)j1 , 4 OBaj, IPEMa MHAYKTUBHO] IPETIOCTABIN HILj€
Belin ox Gpoja MoHOMa mapHOr cremesa y momuHoMy P(x). Bpoj MOHOMa HemapHOT
crenena y mosmaomy (1+4x)% jemmak je 6pojy moroMma y mommroMy (14 22)71, a oBaj,
mpeMa MHAYKTUBHO] IPETmOCTaBu, HUje Behu om O6poja MOHOMA HEIApHOT CTEIEHA Y
nosuaomy P(x).

Tume je moka3 3aBpiieH.

Tpehe pememe. Osznaummo ca B(m) ckyn ekcroHeHaTa y OMHADHOM 3aIUCY

opoja m. Moxke ma ce moraske na je (TZ) Hemapas 6poj ako u camo ako je B(k) C
B(m).

Koepumujent y3 ¥ vy mommmonmy
Plz)y=(1+z)"+(1+z)2+ -+ (1+a)

je Hemapam ako u camo axko je ckyn B(k) canpsan y memapsoMm Gpojy ckymoBa Bs =
B(is), s = 1,2,...,n. 3a CKym Koju je camp:kad y HemapHOM Opojy CKymoBa B,
s=1,2,...,n pehu hemo na je memapan. Ilakie, TOBOBHO je NOKA3aTU KOMOMHATOP-
Hy YMHE€HUIYy: OpPOj MOACKymoBa cKyma [ Huje Behu ox Opoja HemapHUX CKymoBa. 10
hiemo ypamuru Tako mro fiemo ckynmosuma C' C B KOpeCIOHAUPATY PA3JIUUNTE HEMap-
He crynose. Ako je ckyn C' C By memapaw, crasuliemo pa je F(C) = C. Heka cryn
C C Bj uumje menapan. Ou je caup:kan y HemapHoM 6pojy ckynoBa By, s = 2,3,...,n.
Pasmarpajmo pasnuke ckynosa Bg\ By, 2 < s < n, C C B,. Mebhy muma onabepumo
jemHy Koja mMa HemapaH OpOj KOMHWja M KOjy He CAIp:KU HUjeqHA APYyra KOja MMa TO
cBojerBo. Oznaummo je ca D. Crasumo ga je F(C) = CUD. Jlako je nokazaru za je
oBaj ckyn memapan. VI3 F(C)N By = C cnemu na je kopecnonnenuuja F unjekTusHa.
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MO ’85.4.

IIpocrux Gpojesa Mamux on 26 uma 9. 3aTo je cBaku eneMeHT T, ckyma M obnuka
9
[1p;7, raejea;; >0up; €{2,3,5,7,11,13,17,19, 23}. Ilpoussox x,;x}, je KBaapar

i=1
esIor 6poja aKko M CaMo aKo je

a;j +a;x; =0 (mod2) sacei=1,...,9.

Kako je 6poj pasmumTux meseTopkm mo Momysy 2 jemmak 2° = 512, cBakM mOACKYT
ckyma M ca bap 513 ememenara caapskahe map egemenara Yuju je TPOU3BOI KBAIPAT.
ITonazehwu ox cxyna M u enuMuHumyhu TaxBe mapoBe, HaJa3UMO

(1985 — 513)/2 = 736 > 513

PA3IUYUTUX MBOECIEMEHTHUX MOACKYNoBa on M on Kojux CBakM MMa KBaAPAT 3& MPO-
¥3BOJ] €JIeMEHATA.

Pesonyjyhn ananorno, nanasumo mehy tum kBanparuma 6ap jemnan nap (y cTBapw,
OYUTJIEHO WX MODA OUTU U BUIIE) YMjU je IMPOM3BOJ YETBPTU CTEIEH IEJIOr Opoja.

MO ’85.5.

ITpBo pememe. [IpernocraBumo, ogpehenoctu pamgu, na je maru tpoyrao ABC
omTpoyran. Y CIydajy HEOWTPOYIJIOr TPOYIJA NOKA3 je CIMUAH.

Cu. 3 Cn. 4

Heka cy S u R, pemom, cpeaumTa Kpyrosa omucanux oko tpoyriaosa ABC u K BN,
cr. 3. Axo je LACB = =, ounma je LASB = 2v. Kaxko je uerBopoyrao AKNC
TETUBHY, NMAMO

ABKN =180° — ANKA = LACN = ~.
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Ho, onna je u K NRB = 2, a u3 jennaxokpakux tpoyriosa ABS u BN R nobujamo
£ABS = ANBR =90° —~,

mro 3Haun 1a cy Tpoyraosu BT K u BQC npasoyrau (o3uaunau cvo T = BSNNK
u Q = BRNCA), ca npasum yraosuma kox T, ogaocuo Q. Cama mmamo OS 1L AC
u BR L AC, na je BR || OS u, cmuuno, BS || RO, jep je BS L NK u RO L NK.
Ha Taj mauun, uerBopoyrao OSBR je napajemorpam.

Hexka je P raura cumerpuyHa tauku B y omgnocy Ha R. Tana je u yerBopoyrao
OSRP mnapanenorpam. Tauke S u R o0e nexe Ha cumerpasu aysxu BM, ma je
SR L BM, onakne OP | BM. Hajzan, PM 1 BM (BP je upeunux kpyra), na
rauke O, P u M nexe Ha jenuoj npasoj u OM L BM, mto je u Tpebano NOKa3aTw.

Ipyro pememe. [Ipase AC, KN u BM ceky ce y tauku P, pauKaIHOM HEHTPY
tpu kpyra, ci. 4. YerBopoyrao M NCP je reruBan. Heka jer = OA = OC = OK =
ON. Nmamo ma je

BM -BP = BN - BC = OB? — 2,
PM-PB=PN-PK =0P? -2,

Cunemu ga je
OB? — OP? = BP(BM — PM) = (BM + PM)(BM — PM) = BM?* — PM?>.

Omnasge mobujamo na je OM | MB.

Tpehe pememe. Heka je P taura y kojoj ce ceky npase AC u KN. Tauke B
u P cy mse mujaromanme Tauke uyerBoporemenuka ACN K, ma cy 3ato cuperuyre y
omuocy Ha kpyr ACN K. Cnemn na je kpyr k kojem je myx BP npeuynur oproroHajian
ua kpyry ACN K. Pasmarpajmo uuBep3sujy ca nearpom y tauku B koja kpyr ACN K
npecaukasa y camor cebe. Tauke A, C, N u K npeciukasajy ce penom y tauke K,
N, C u A. llpase AC u KN upecaukasajy ce y kpyrose ABC u KBN. Cnemu na
ce tauka P mnpeciukaBa y tauky M. Kpyr k ce mpecaukaBa y npaBy [ Koja mposasu
kpo3 Tauky M um oproromanna je Ha upaBoj BP. Kako je xpyr k oproronanan Ha
kpyry ACN K, 1o je u mpasa [ oproronanua Ha kpyry ACNK. To 3nauu ma mpasa
l mposasu kpo3 tauky O. Ilakmne yrao OM B je upas.

MO ’85.6.

. 1 .
3anaTu ycioB je ekBuBasieHTan ca 1 — — < x, <1, n=1,2, ... . Heka je
n

it 000) = (0400 fulo) =z (54 3).

IloBosbHO je HOKa3aTy na MHTEPBAJU U3 HU3A

(anybp) = fi (f;l (..-fnl (<1—i,1)> )) n=1,2,...

caap/ke TAYHO jelHY 3ajeJHUUKY TauKy.
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Csara on ¢ymrumja f, je MOHOTOHO pactyha ¥ mMa WHBEP3HY (YHKIW]Y KOja je
rakohe MoHoTOHO pacryha. U3

fn(l—l):l—l, fn(l):1+l>1
n n

n

(et

. 1 .
Arojel — — <z <y <1, ouma je
n

sy ) o(eo ) ov(er D)oo

=(y—2) (:c+;) >y—u.

ciemu 1a je

1
Omasje caem ma je pecTpukmmja dyrkmmje f, ' Ha mHTEpBAT [1 - =, 1] KOHTpAKIHja.
n

[Pymrmmja f: [a,b] — [a,b] je koETPakmMja ako mocTOju KOHCTaHTA ¢, 0 < ¢ < 1, TakBa
Ia je 3a cBako &,y € [a,b] ucnymeno |f(z) — f(y)] < ¢lx — y|]
U3 oBux cBojcraBa (yHEIWMja f, caenu na vu3 (a,) MOHOTOHO pacTe, Hu3 b, MOHO-

TOHO Omaja u mpu ToM je b, — a, < —. Cuemu na warepsanu (an,b,), n=1,2, ...,
n

VMajy TavyHO jeIHYy 3ajeIHUYKY TauKy.

MO ’86.1.

IIpBo pememe. IlpernocraBmmo, cymporHOo, na je 3a cBaka nBa Opoja a, b €
{2,5,13,d}, a # b, 6poj ab — 1 nornyn keaapar. Crenujanuo, HeKa je

2d—1=2% 5d—1=y% 13d—1=2>

3a Heke mese 6pojese T, y, 2. Tama x Mopa 6utu Hemapan u 2d = 22 + 1 = 2 (mod 8),
na je u d HemapaH. 3HauW, Y U z Cy HapHU: y = 2y1, 2 = 221, Y1, 21 € 2.

Cana u3 22 — y2 = 8d cnemn (21 — y1)(21 + y1) = 2d, ma cy 6pojeBu y; u z; ucTe
MapHOCTH, IITO je KOHTPAIUKIMja, jep je d HemapaH.

Ipyro pememe. Kpanpartu nenux 6pojeBa IpuinkoM gesbema ca 16 majy ocrarke
0,1,4u9. Bpoj 2d — 1 nmpunuxoMm nemema ca 16 me moxke maru ocrarax 0 miau 4.
Ocrarak 1 naje yrommko je d = 1 (mod 16) mmu d = 9 (mod 16). Ocrarak 9 naje
ykomuko je d = 5 (mod 16) nnu d = 13 (mod 16). Axro je d = 1 (mod 16), oxna
je 13d — 1 =12 (mod 16). Ako je d =9 (mod 16), orzna je 5d — 1 = 12 (mod 16).
Axo je d =5 (mod 16), ouga je 5d — 1 = 8 (mod 16). Axo je d = 13 (mod 16),
ouga je 13d —1 = 8 (mod 16). W3 mperxomnux pasMarpama CIeId Oa jedaH Of
opojeBa 2d — 1, 5d — 1 u 13d — 1 =umje kBaapar mexor Hpoja.
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MO ’86.2.

IIpBo pememe. Heka je nata tauka Py KOOpAMHATHA MOYETAK KOMILIEKCHE DaBHU
u meka taukama A; (i = 1, 2, ... ), ommocwo P; (j = 0, 1, 2, ... ) oxarosapajy
KOMILIEKCHI OPojeBU a;, omHOCHO p;. Ilo ycnoBuMma 3amaTka Bawu

P+l = apt1 + (pk — ar+1)e, k=0,1,2,...,

. 2 .. 2w . . :
rje je € = cos ENE tsin 5 [Ipumvewyjyhu Ty penannjy Bume myrta u y3uMajyhu y

063up ma je po = 0, nobujamo
pei1 = (1 —&)(apsr + are +ap_18> +--- + alsk).

ITo mpernocrasuu je

0 = po = p19ss = (1 — €)(ai986 + a1985¢ + a1984€” + -+ + a1€1985)-

Yamuajyhu y 063up na je €2 =1 u
ay=a4=a7=-"+, GGy=0a5=0ag ="'+, QA3 =0 =09 =",

IPETXOMHA jeMHAKOCT Haje as + ase + aje? = 0, mTo ce Mako TpaschopMume y

B T .. T
az —ay; = (ag — ay) (cos 3 + ¢sin 3) .
To u 3maun ga je rpoyrao A;As Az jemHakocTpaHudas.

Ilpyro pememe. Oszmaumvo ca Ry porauujy pasBau oko Tauke Ap 3a 120° y
CMepy KpeTama Ka3ajbke Ha cary. Taury Pggg MOKEMO U3Pa3UTHU IIOMOIY OBUX poTa-
muja: Prgge = Ri9s6R19s5 - - - R1(Po). Komnosuuuja porauuja kojuma je 36up yriosa
menobpojuu ymuoxkak on 360° je tpamcmammja. Ilpema tome, R3RoR1 je Tpamcaa-
mrja. Camum TuM TpaHCiIaiuja je u cienehe npeciaukaBame: RiggeRigss - R1 =
(R3R2R1)%62. Tpamcnamuja koja mva $UECHY Tauky je KomHNmMmeHnuja. Ham 3ama-
Tak ce CBOAM HA TO Oa MCIUTaMo kamxa je R3RoRi rommmunennuja. Ilokazahemo ma
je R3RoR1 KOMHUUIEHIMja aKO U caMO ako je Tpoyrao A;AsAs jemHarocTpaHudas.
IIpernocrasumo nma je Tpoyrao Aj;AsAs jenmaxocrpanuuan. Heka je A Tauka koja je
cuMerpuuna Taukn A; y omsocy Ha cpemumre nysxu AsAs. Karo je Ri(A;) = Ay,
R2(A1) = Au R3(A) = Ay, RgReR1 uma dukcuy tauxy (to je Ap), ma je 360r
Tora kKouHnuaeHmja. llpermocraBumo cana ma je R3RoR1 rounnuaenimja. Hera je
RQ(Al) = A. Taz[a je Rg(A) = Al. Kako je A1A2 = AQA = AAg = A3A1 u
LA1A3A = LAA3A, = 120°, tpoyrao A1 As A3 je jenmakocTpaHudaH.

MO ’86.3.

IIpBo pememe. Ozmaummo GpojeBe, TPUAPYKEHE Y HEKOM TPEHYTKY TEMEHUMA
[EeTOYTJIA, Y IUKINUYHOM MOPETKY, Ca T1, Ta, L3, T4, T5 U IPUMETUMO Ia je Ty + T +
r3+x4+x5 =S > 0, jep je Taj 30up ounTo cTasHA BeInuynHA. AKO je y TOM TPEHYTKY
Gap jemam ox Tux Opojesa HeraTuBaH (Heka je, Ha IpUMeD, TO Opoj x3), Tana je Moryhie
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U3BPIINTU onepauﬂjy ONMCaHy y 33a0aTRY U IETOPKY X = (.1'1, T2,X3,T4, .’135) 3aMEHUTHU
IIETOPKOM Y = (J?l,l‘g + I3, —T3,T4 + 1‘3,1‘5). O3zaunmo o =25, Tg =1 U

ot

f(X) = f($1,$2,x3,x471'5) = (xi+1 - 1'7;,1)2
i=1

7 OIPeUMO KaKO Ce Meha Ta BeJIUUYrHA IPUINKOM BpIewkha nate onepanuje. Hamazmvo

FY) = f(X) = (w2 + w3 — 25)° + (—23 — 21)? + (24 — 22)°
+ (x5 +23)% + (21 — 24 — 23)% — (z2 — 25)2
— (w3 —21)® — (24 — 22)” — (x5 — 23)" — (31 — 24)”
= 2x3(x1 + @2 + 23 + 24 + x5) = 2235 < 0.

Ha raj mauun je f(Y) < f(X), 1j. Bpemnoctu dpyurnuje f umue crporo onanajyinu uus
HeHeraTuBHUX OpojeBa. Kako je cBaku rTakaB HU3 00aBE3HO KOHAYAH, TO 3aKJbYUYjeMO
14 Ce HPOIEC ONKCAH y 3aJATKY 3aBPHIaBa Yy KOHAYHO MHOTO KODAaKa.

Ipyro pememe (Joseph Keane). ¥ mpsom pememy ymecto ¢ymrmumje f pasma-
Tpatu GYHKIW]Y ¢ Je(pUHUCAHY Ca

5
9(X) = > |lzi| + |z + @i | + [ + Tipr + Tiga] + |2 + Tig1 + Tige + g3l
=1

(3

[okasyje ce na je g(Y) — g(X) =|S + 3] — |S — a3| > 0.

MO ’86.4.

Heka cy E, F u G Hera Tpu y3aCTOMHA TeMEHA TATOT N-TOyTJIa U Heka je y oapebe-
HOM TpeuyTky Y € FF, Z € FG. Rako ce yrnosu Y FZ u ZXY mouymyjy mo 180°,
yerBopoyrao XY F'Z je rerusau, na je LY FX = LY ZX (= 360°/n). To 3maun na
reme X mpumazna npasoj F'O, tauynuje oHoj moaympaBoj Te mpase ca modetroMm y O
Kojoj me mpunana F'. Jacuo je, mpu Tom, na je X Ha mHajBehem moryhem pacrojamy
on O y TpeHyTKy Kajma cy Y u Z momjemHako yaasmenu on F'. Jlako je uspauymaru na

je rama

1—cosZ
- ""n

. )
sin 2%
n

OX =xz,=a
rme je a ay:xuHa crpanune n-royraa. lakie,
TpaskeHa ¢urypa kojy omnucyje tayxa X je 3Be-
371a KOja Ce CACTOjU ON N OYEU Ca 3ajeTHUYIKUM
kpajem O, jeIHAKUX IyKUHA Ty, KOje Cy PAaCIo-
pebene kao Ha caunu 5.
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MO ’86.5.

Heka je ¢t > 2. Crasmajyhuy (i) =t —2u y = 2 u ysumajyhu y o63up (ii)
nobujamo 0 = f((t —2)f(2)) = f(t). 306or (iii), To 3HAUN KA Baxu

fO)=0 < t>2.

Hexka je cana 0 <y < 2u z > 0. Tana je y penanuju (i) neBa cTpana jeqHaka HyIn
ako u camo ako je xf(y) > 2, a mecHa cTpaHa je jeIHAKA HYJM aKO U CaMO aKo je
x4y = 2. Oparne 3akmpyuayjemo na je 38 0 <y < 2 u & > 0 ucoymeHo

2f(y) 22 <= z+y=2

NI, EKBUBAJICHTHO,

2
T2 = r2=22—y.
~ fy) -
L2 - . .
3at0o je —— = 2 —y. Crnemu ma je jemuna moryha ¢ymrmuja f koja 3amoBoJpaBa

ycioBe 3a0aTKa
2
f(y)— m, aKOjeO§y<2,
0, aKo je y = 2.

Ipeocraje ma ce mposepu Aa Ta (GyHKIUja 3aUCTa 3a10BoJbaBa ycuos (i) (ycmosu
(ii) u (iil) cy oumrnemno ucnymenu). To je mako yumnuru, pasmarpajyfiu ciyuajese:
Pty <2 2f(y) <22°z+y =2 2f(y) 22,3 c+y =2 2f(y) <2
4° v+ y < 2, xf(y) > 2. Herame oBe IpoBepe IPELyWTAMO UMTAOLY.

MO ’86.6.

IokazahemMo ma je OArOBOp HA MOCTABILEHO MUTAHE TOTBPAAH. Y OUMMO IPOU3BOILHY
npaBy L mapaJienHy HeKoj o1 oca Koja ceue matu ckyn tavaka A. Heka cy Pp, P,
..., P mauke ckyna ANL, uymepucare y cMUCITy pamemna IPOMEHLUBE KOO IUHATE.
Iosexumo nyswuma Py ca Py, P3 ca Py ura. Y paaumo To 3a cBaky npasy L. obujamo
HEKU CKyI Iy:KW, IPU YeMy CBaka OJ Tadyaka CKyma A jecTe Kpaj HajBuime aBe O THUX
nysku. Ha taj maumu, yHMja TUX Oy:KU Ce PAclana Ha MOJUTOHAJHE JUHUje, 3aTBOPEHE
unu He, Oe3 3ajemHnurux TemeHa. OHe O BUX KOje Cy 3aTBOPEHE CACTABILEHE Cy Of
napHOr Opoja my:KW, 3aTO IMTO Cy MM OWIO Koje ABe cycenHe crpanune mehycobmO
HODMAJIHE.

O6ojuMo TemeHA CBake MOJUIOHAJHE JIMHWje HAM3MEHHYHO LPBEHO U 0eno; To je
moryhe 360r ympaBo qokazaHe IapHOCTH HUKJIOBA. AKO je mpeocTasa OGMIIoO KOja Tavuka
y A Koja He mpumana HUjeIHO] OX IOy:kM, 0060juUMO je mpom3BoJbHO. TakBo Gojeme
3aI0BOJbABA CBE YCJOBE 33JATKA.

MO °87.1.

Csaxkoj mepMyrauuju cryna .S, npuapysxumo ypebeny n-topry (e1, e, ..., e,) Tako
na je e; = 1 ako je ¢ pukcHA Tauka Te mepmyrtamuje, a e; = 0 ako muje (1 < i < n).
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Tana mocroju p,, (k) TAKBUX N-TOPKA KOje MMajy TauHO Kk KOODIMHATA jeIHAKMX 1, ma
je 3aTo TpakeHu 30up

kZZ:O kpn(k)

ycrBapu Opoj CBUX [OjaB/bMBAKA jeNUHUNE Yy CBUM NOOUMjeHHM n-TOpkaMa (KOjux
uma n!). Mebyrum, 3a cako i, 1 < 4 < n, nocroju (n — 1)! mepmyTammja cryma
S, Koje nMajy (UKCHY Tauky ¢, JaKjIe OHUX KOX KOjux je e; = 1. 3aT0 mocToju TayHO
n-(n—1)! = n! jexuauna y cBuM n-topkaMa, mTo moKa3yje TBpheme 3amaTka.

Hanomena. IlpuvenoM dopmyie yKIbyUMBaba-UCKIbY UMBAkha MOKE Ce NOKa3aTu (B.
Hnp. [7]) ma je

n! 11 1
p"(k):k!<1_1!+2!_m+(_1) k(n—k)')

3aTo u3 HobujeHor pesysiraTa CiIemd 1a je

n n! 1 1 e 1 -
St (- nrg e ) =

IITO CE€ MOMKE U TUPEKTHO NIPOBEPUTHU.

MO °87.2.

Osnaunmo ca F u F upeceke crpanune BC
ca ay:xuma KN u M N, a ca P mpyru npecek
TE CTPAHUIE CA KPYTOM ONUCAHUM OKO (TeTHB-
uor) yersopoyria AKLM. (Ilpernocrasumo,
IITO HUje OTPAHUYABAE ONIITOCTH, N3 j€, Kao
Ha cauny 6, Tauka P uameby B u L.) Tana je
ABCN = {BAN u {MAL = {MPL (ne-
pudepujcku yraosu). Kako je jom £ BCN =
AMAL (jep je AL cumerpana yraa BAC),
10 je AMPL = ABCN, na je PM || NC.
Ha canuan mauws ce mokasyje u KP | BN.
Iaxne, versopoyrnosu BK PN u NPMC cy
Tpane3u, Iia je PBKE = PNPE n PPNF =
PCFM, OmoakKJie ciaemu PABC = PAKNM-

MO ’°87.3.

Kaxko je 23 + 23 + -+ + 22 = 1, na ocrosy Komu-IlIsapnose nejeanakoctu Basku

foa] + baal - ol < f3F + 0Bt Vi = VA

360r Tora cBu 36upoBu 06IUKA a1T1 + Gox2 + -« -+ + anT, 3a koje je a; € {0,1,...,
k—1}, ¢ =1, 2, ..., n, vopajy npunagatu uarepsany [0, (k — 1)y/n] xyxune
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(k — 1)y/n. Karo tux 36mposa mma k™, To Gap ABa 0O BUX MODPAjy MMATH Da3iu-
(k—1)vn

Fr 1
., M, TAKBU Ja j€

Ky He Behy oxn . 3aro nocroje a; € {0,+£1,+£2,...,.£(k—-1)}, i =1, 2,

k—1
la1xy + agxe + - 4 apry| < %

MO °87.4.

[IpermocraBuMo na TakBa (yHEIUja nocToju. Tazna je 3a cee n € Ny

f(n+1987) = f(f(f(n))) = f(n) + 1987.
Opnarie ce MHAYKTUBHO no0uja na je
f(n+1987k) = f(n) + 1987k 3a ce n, k € Ny.
Hexa je a mpousBoman exement ckyna {0,1,2,...,1986} u neka je
f(a) =1987q + r, q,7 € Ng, r < 1986.
Tana je f(f(a)) =a+ 1987 u f(f(a)) = f(1987q +r) = f(r) + 1987¢, na je
a+ 1987 = f(r) + 19874.
36or a < 1986, jacuo je na mopa 6utu g € {0,1}. ¥ cayuajy ¢ = 0 nobujamo f(a) = r
u f(r) = a+1987, na me moxe Gutn a = r. Canuno, 3a ¢ = 1 nmamo f(a) = 1987+
u f(r) = a, ma oner He Moke 6utn @ = r. Ha Taj mauun, ckyn {0,1,2,...,1986} ca
HemapHuM OpojeM eleMeHaTa pachala ce Ha mapose (a,r), TakBe A4 je @ # 1 U
fla)=r u f(r)=a+1987 wm f(r)y=a u f(a)=r+ 1987,

ITO je KOHTPAAUKIN]A.
Iakmre, pyHKIUja ca OMMCAHMM CBOjCTBUMA HE IIOCTOjU.

MO °87.5.
[Torazahemo ma cBe ycioBe 3aIaTKa 3a00BOJbAaBAjJy TAUuKe
Ai(i,i%), i=1,2,...,n.
Ila je mospmmmua cBakxor ox tpoyrioBa A;A;Ag, 1 < i < j < k < n, pauuoHaIau
6poj cnemu u3
Pacaya, = 5l — ) — ) = (G = 2)(k ~ )]
Joxraxumo na je cBako on pacrojama A;Aj, 1 <1 < j < n, uparmuonanan 6poj. Kana
Ou HEKO OX THUX PACTOjama OMIIO PAIMOHAJNHO, Taga Ou 3060T
Ad; =GP+ (P =2 = (= VI G+
IOCTOja0 pamuoHasan 6poj p/q, (p,q) =1, 3a roju je
2

1+(j+i)2:§—2.

Ho, Taga 6u p?/q? 6uo mpuponan 6poj, Tj. Baxmno 6u ¢> | p?, ma u q | p. Ho, 360r
(p,q) = 1, To 6w 3maummo ma je ¢ = 1, ma 6u 1 + (j + i) 6mo KBaAPAT TPUPOIHOT
6poja, mTo je HapaBHO HeMoryhe.
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MO ’87.6.

Heka je f(z) = 22 +  +n. Osmaumvo ca k HajMamu TpupoaaH O6poj 3a Koju je
f(k) cnoxen 6poj. Mpernocrasumo xa je k < n — 2. Hokazahemo xa je k < y/n/3.

Hexka je p majmamu mpoct memmtan 6poja f(k). Vmamo ma je p? < f(k). Horasmvo
na je k < p. Ilpermocrasumo cymporso: Heka je k > p. Hera je k = r (mod p),
0<r<p Tamaje f(r)=f(k)=0 (modp) up <k <n—2< f(r). Cremn na je
f(r) cnoxen 6poj, a TO je MPOTUBHO MPETIOCTABIM O MUHAMAIHOCTH 6poja k. akie
k<p Kakoje f(p—k—1) =0 (modp)u f(p—k—1)=p+2p(p—k—1)+
(f(k) —p?) > p, 10 je f(p—k — 1) cmomen 6poj (p = k+ 1 u f(k) = p? mosnaun
n=fk)—k*—k=(k+1)2?—k?>—k=Fk+1, mTo je IPOTMBHO MPETIOCTABIM 12 je
k < n—2). 360r npernocraBke 0 MUHUMAJIHOCTY Opoja k mmamo ma je k < p—k—1,
omocHO ma je 2k + 1 < p. U3 4k? + 4k + 1 =p? < f(k) = k> + k + n crem ma je
3k? < n. Ilocnemma HejeIHAKOCT je OUMTIIENHO eKBUBAJCHTHA Ca HejenHakomhy Kojy
Tpeba moKaszaTu.

MO °88.1.

(a) Hexka je: O uenrap natux kpyrosa; ¢ = £OPA; GD upeunuk seher kpyra koju
canp:ku tauky P; M, N, U, V pemnom cpemumra nysxu PA, BC, AB, AC, cn. 7.
Tana je

(1) Y = BC?+ CA? + AB?
= (BP + PC)*+ PC? + PA®? + PB? + PA?
=2(PA? + PB? + PC? + PB - PC),

(2) PA =2rcosy,

(3) PB=BN — PN =+/R? —r2cos? p — rsinp,

(4) PC =PN+ NC=BN+ PN =+/R? —1r2cos? p + rsinp,
(5) PB-PC=GP-PD=R*—r%

Samemyjyhu y jemmakoctu (1) Bpemmo-
cru u3 jemmaroctu (2)—(5), nobujamo na je
¥ = 6R? 4 2r2. IIpeMa TOMe, pa3MATPAHK
30Up je KOHCTAHTaH, Tj. HE 3aBUCU OJ] YIJIa
®.

(6) Heka mpaBa Koja je mapaJenHa ca
BC u campsxu tauky A ceue Behim kpyr y
rauykama By u C;. Tana cy ueTBOpoyrioBu
BPAB; u CPAC, npasoyraouuiu. Cpe-
mmmre U mmjaromane BA je u cpenumrre
mujaronase PBj npasoyraonuka BPAB;.

3aro je PU = %PBl 7 CIUYHO ﬁ/ =
1pCy,
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Ha ocmoBy Tora 3akmyuyjemo ma je Tpa)KeHU CKYT Tavyaka XOMOTETUYAH ca BehnuM
Ol TaTUX KPYrOBa Yy OJHOCY HA I[EHTap XoMoTeTuje P u ca Koe(uImjeHToM XOMOTeTHje

1/2.

MO ’88.2.

Ioraszaliemo ma je TakBo O3HauaBame MOryhe ako W caMo ako je n mapaH Opoj.
Iloka3 majeMo y HEKOJMKO KOpaka:

1° JlokasxkmMO IpPBO na M3 yCJIOBa 3aaTKa CIEIM Ia je CBAKUA €JIEMEHT ckyma B
caap:KaH y TauHo aBa ox ckymoBa A;. IIpso npumerumo 1a 3a cBako j € {1,2,...,2n+
1} Basku jenmaroct:

(1) A; = U (AN A4)).
i#£]

3aucTa, TPUBHjAIHO CIENM A3 CKYI A, Caupu YHHU]y Ha OECHO] CTPAHU jeIHAKOCTH
(1), a unmennna na je A; canpwxaH y TOj yHUjH clenu u3 yciaosa (B). IIpermocraBumo
Ia je HeKU eneMeHT a € B campskan y tpu on ckymosa A;, permumo Ajp, As, As, Tj.
a € A1NAsNA;. Tamaus yenosa (6) cinemn ma csaku on ckynosa (A1NAg)U(A1NA3),
A1NAg, A1NAs, ..., A1N A, canpsxku Tauno jenan eqeMent. Cana U3 jeIHAKOCTH
(1) mobujamo ma ckym A; caxpsu HajBume 2n — 1 enxeMeHara, MTO je KOHTPAIUKIU)A
ca ycnoBoM (a).

2° IIpernocTaBUMO & €JIEMEHTH CKyTa B Mory OUTH O3HAUEHM HyJIaMa U jeTUHUIA-
Ma TaKO [a Ba:Ke yCJIOBU 3aJaTka. Jloka:xnMo aa je onga n napas 6poj. ledunumenmo
vatpuny M Tuma 2n X 2n 4nju Cy eJeMeHTH HyJie W jeIUuHUIe Ha ciaenenu HauuH.
Y mpecery i-Te BPCTE W j-Te KOJOHE mumeMo OpOj KOjuM je O3HAUEH jeIUHU €JIEMEHT
ckyma A; N Aj, ako je i # jui,j € {1,2,...,2n}. Ha rmasroj oujaronaim pemom
y BpcTaMa 3ammcyjeMo OpojeBe KOjuMa Cy O3HAUECHU jeIMHCTBEHU €JIEMEHTU CKYIOBa
Ay N Agpi1, Ao N Aoy, Aap N Agpiq. U3 mpernocraBku 3a1aTka U TBPAjemA IO~
Ka3aHOr MOX Ta4ykoM 1° ciexm ma cBaka Bpcra Marpure M camp:Ku TAYHO N HYJA.
IHaxne, marpuna M canpsu tauno 2n? myna. IIpuvermMo ma je ykyman Gpoj Hysa y
marpumu M mapaw u ma je Ta MaTpuna cuMeTpuuHa (y OJZHOCY HA TJIABHY AWjarOHa-
ay). Ilpema ToMe, BaH IJIaBHE AWjarOHAJE MMa MapaH OpOj HyJa, a CJACOA O3 U Ha
[JIABHOj IUjaroHajy UMa mapaH 0poj Hyda. Kako cy OpojeBM Ha IJIABHO] IUjarOHAIN
IPUAPY/KEHN eIeMEHTUMA CKyna Asg,i1 U Menjy BUMa uMMa n Hyna, TO CIeNA Ia je n
mapas 0poj.

3° IlpermocraBumo nma je n = 2k, rue je k mpuponan 6poj. lokaxumo na je moryhe
eJeMeHTe CKyma B o3HaunTé HyjlamMa ¥ jeIVHWAIAMA, TAKO A& j€ TAYHO N eJEMEHATA
CBAKOr 01 CKymoBa A; o3naueno myJioM. Heka je Q marpuna tuna 4 X 4 mata ca

Q=

—_ o = O
O~ O
O~ =k O
_ o o =
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u M matpuna tuma 2n X 2n mata ca

Q Q ... Q
v_l@ @ .. @
@ Q ... @

(¥ cBakoj BpcTH U CBaKO] KOMOHU ( ce nmojaBmbyje k myrta.) Ako o3HAUABAE eleMeHATa
ckyna B mynama u jemuaunava nedunumemo nomohy marpure M kao y Tauku 2°, oHIA
3a TO O3HAYABAKE BAKU HABEIEHU YCJOB.

MO ’88.3.

V3 ycnoBa 3a1aTka Jako M3padyHABAMO BPEIHOCTU (yHENMjE f 32 IPBUX HEKOJIUKO
npupoauux 6pojesa. lobujamo:

n 1123|4567 (8|9]|10|11|12|13 (14|15 |16 |17
f)y| 1] 1131|537 |1[9]5|13]3[11|7|15]1 |17

[puvehyjemo na 3a HeKOJMKO TPBUX BpemHocT: k Base jemmaxoctu f(2F) = 1,
f2F —1)=2% -1, f(2¥ +1) = 2¥ + 1 u ommruje, ako je:

- k .
n=cyc...cp =y, 2"
i=0
rae ¢, 1, ..., ¢ € {0,1}, Gunapuu 3amuc Gpoja n, oHma je

f(n) =crep_1...crco = > c;2F 0.
i=0
Ilpyrum peumma, ako Opoj 1 IpencTABUMO y OMHAPHOM 3amucy, ouga 6poj f(n) mo-
Bujamo Tako mro OuHapHE MUPpe Opoja m 3ammmemo y obpuyTom pemocieny. OBo
TBpAjeme mokasyjeMo uanykuujoM. C obzupom za je f(2n) = n, 10 je HOBOMBHO pas-
MOTPUTH HENAPHE BPEIHOCTU 7.
k ) k )
Avojen =4m+1= > ¢2 rnejeco=1mc; =0, ommajem= > ;2" %2n

E =0 i=2
2m+1=1+ Y ¢;27!. Kopucrehu wHAyKTUBHY TPETIOCTABKY 100MjaMo

i=1

k k
f(2m + 1) — 2k—1 + Z ci2k—1—(i—1) — 2k—1 + E ci2k—i,
=2 =2

f(m) = Xk: 2k,
=2
fdm+1)=2f2m+1) — f(m) =2 +2 zkj e 2kt — i c; 2kt
1=2 1=2

=28+ 32k = Y g2k
=2 i=0

7
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Ako je n—4m+3— Ecz ,tne jeco = 1, ¢ = 1, onma je m= >, 2" %2 n
7 =2

2771—&—1—1—1—2:022z
=2
f(n) = f(4m+3) = 3f(2m +1) — 2f(m)

k k
= 2k + Qk_l + Z CiQk_i = Z Ci2k_i.

i=2 i=0
ITpema TOMe, 3amaTak ce CBOIU Ha OApefjuBame Opoja IpUpOmHUX OpojeBa U3 CKyIa
{1,2,...,1988} koju nMajy manueapoMun GUHADHM 3amuc. [[puMeTHMO Aa IPUPOTHAX
6pojeBa, Koju MMajy MaJWHAPOMHM GWHADHM 3ammc ca 2m madapa, mva 2™ 1. Tlpu-
pomHEX OpOjeBa, KOju MMajy MaJIuHAPOMHM OumHADHU 3amuc ca 2m — 1 nudapa, uma
rakomje 2™~ 1. C ob3upom ma je 20 < 1988 < 211 = 2048, 10 ciemn ma je 6poj mpu-
pomuux OpojeBa kKoju cy Mamu on 2048 u Koju MMajy TAJUHAPOMHU OMHAPHU 3AIUC,
jemmak (14+1)+(2+2)+ (44+4)+ (8+8) + (16 + 16) + 32 = 94. Mexjy muma cy
tauno nsa Opoja sehia o 1988 = 11111000100, (mposepure To), ma HA OCHOBY TOra
ciaenu na je TpaskeHu Opoj jemHak 92.

MO ’88.4.

70
Cryn pemema nare Hejemaumse no x mat je ca S = |J (4, 2], nme je i < a; <
i=1
i+ 1<wmiyr,3aie€{l,2,...,69}, axy, xa, ..., Tyg CY Hyle TOIUHOMA

70 ] 70 )
511 —g) =43 kIl (z—J)
j=1 k=1 j#k
70 4 70
36up HyIa TOT MOJMHOMA jemHak je », j+ — > k, omakie ciemy na je 30up oy:RuHA
j=1 k=1
uHTepBaJa (4YMja YHUja NPENCTaBba CKyINl DEllema) jeqHak

70 4 1
S (@i — i) = 071 joss

i=1

47
5

2

MO ’88.5.

YBemumo caenehe oznake: a = BC, b=
CA, c = AB, h = AD; ky xpyr ynucas y
tpoyrao ABD); ko Kpyr ynmucal y TpOyrao
ADC; O1 u O3 penom nesTpu Kpyrosa ki
u ko; 71 ¥ 7o PENOM TMONYNPEUHUIN KPYTO-
Ba ki u ko; E u F tauke momupa kpyra ki
penom ca AB u AD; G u M tauke momupa
kpyra ko penom ca AD u AC; N nonHoxje
HopMmatie u3 O1 Ha AC u P momHoxje HOD-
magie u3 Og ma O1N, ciu. 8.
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Tana Baske cnemehe jemnarocTu:

O\N =FEA=AF =h —ry,
(1) 01P201N—PN201N—02M:h—T1—7"2,
(2) OQP:MN:AM—AN:AG—T’:}L—’I‘Q—T’l.

U3 (1) u (2) caemqu ma je O1P = O9P, a onarae caenu na je £010:P = 45°,
ALOyLM = 45° u ML = OoM = ry. Ilpema Tome, AL = AM + ML = AG+ry =
h —ry 4+ 19 = h. Cnnuno mokasyjemo na je u AK = h. Konauno nobujamo:

S ah a a® a2_b2+02

=_ === > 2.
T h?2 h ah be be

MO °’88.6.
a® + b?
[TpermocraBumo 1a je = k mpuponan 6poj. Tana je
ab+1
(1) a® — kab+ b* = k.

[TpermocraBumo ga 6poj k uuje moTnyH kBampar. Tama je k > 2.

(a) IIpBo mpumMernMo na ako 3a mpousBosbaH map (a,b) menux Gpojesa Bawu (1),
oHIa cy 6pojeBu a u b UCTOr 3HAKA. 3AUCTa, HAjeNaH OX HUX HUje jeaHak Hyau (jep
k mmje motmym kBagpart), a u3 ycaosa ab < 0 ciemano 6u a® — kab + b? > k.

(6) Pasmorpumo cana nap (a,b), rae je a = b > 0, Koju IpeaCTaB/ba MUHIUMAIHO
pememe jenmaumue (1). Tana je b < a, jep 3a a = b mobujaMo 1a Baxku jeIHAKOCT
(2 — k)a® = k, a To muje moryhe, jep je (2 — k)a® < 0. Pasmorpumo jemmaroct
(1) xao kBamparHy jemnaumny no a. OHa uMa OBa pemema: a u aj. llpu Tome je
a+a; = kb, omarne cirenu ma je ai neo 6poj. ITomro je aa; > 0, To je a; > 0. Hame
jeaa; =b% —km
-k a®>-1

<

a a
[Ipema tome, map 6pojesa (a1,b) 3amoBomasa jemnaumny (1) um Bamu 0 < a1 < a
u 0 < b < a, WTO je KOHTpaIMKOMja ca mpeTmocTaBkoM aa map (a,b) mpemcrasma
MUHUMAJHO Pellerhe.

<a.

MO ’89.1.

Pememe Pagera Tomoposuhia. ITonenumo majupe ckyn {1,2,...,351} ma 117 muc-
jYHKTHUX TPOWIAHUX CKYIOBAa

Al ={i,i+175,353—2i}, i =1,...,59; u A, = {i,i+58,470—2i}, i = 60,...,117,
y CBAKOM O] KOjux je 36up enemenara 528. 3aTuM, CBAKM OJ CKYMOBA
{3-117+1,...,5- 117}, {5- 117+ 1,...,7- 117}, ..., {15 - 117+ 1,...,17- 117}
nozenumo Ha 117 mBOWIAHMX MOACKYIOBA. 3a CKYII

By ={(2k+1)-117+1,...,(2k+3)- 117}, k=1,...,7,
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HEKa Cy TO IIOACKYIIOBMA
B®™ = {2k +1)- 11744, (2k +3) - 117— (i — 1)}, i=1,...,117.

36up enemeHaTa y CBaKOM OJ TUX HOACKymoBa je (4k +4)-117 + 1.
Tpasxeny nogeny ckyma {1,2,...,17-117} caga uume ckynosu

A=A uBYu.-..uBD, =1, 11T

Csagkn on mux nMma 17 eseMenara u 30Up THUX eJEMEHATA y CBAKOM O HUX je UCTU.

Hanomena. Ha canvan mauun ce nokasyje tepheme: crxynm {1,2,...,n} moxe na
ce pa3ioku Ha k-eJeMeHTHe TMOJCKYMOBe KOjuMa Cy 30MpOBU ejeMeHaTa jeTHAKUA aKo
U caMo ako ¢y k u m ucrte mapHoctu u k | n.

MO ’89.2.

(i) Hoxrasxumo uajupe na je OA; = A1 Ag, rae je O nenrap ynucasor Kpyra Tpoyria

ABC.
1 1 1 1

3awucra, kako je L A1O0B = §&A—|—§AB nu {OBA; = §AB+§&A = LAOB, tpo-
yrao OA1 B je jennarkokparu (OA; = A1 B). Mebyrum, £ A1 AgB = 90° — LA;0B,
KAlBAQ =90° — 4031417 I1a je AlB = Ale.

Kopucrehu penamujy OA; = A1Ao nobujamo ma je Poa,p = Paya,p. llo-
HaB/bajyhu oBaj mocTymak 3a meCT TPOYIJIoBa KOju uMajy 3ajenauuko teme O u cabu-
pajyhu nobujere penanuje nobujamo jeaHaKoOCT

PyyBocoy = 2Pac,BA,CB, -
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(ii) Hera je H opronentap tpoyrna ABC u mera cy X, Y u Z tauke cuMerpudne
raukn H y ofHOCY Ha CTpaHuue Tpoyria (OHe IpUIanajy OmMCaHoM Kpyry). Kako je
A; cpemumre nyka BC, 10 je Ppa,c = Ppxc. 3ato je

Pac,Ba,cB, = Pazpxcy = 2(Peuc + Pocra + Pans) = 2Pasc,
ITO, HA OCHOBY AoKasaHor o (i), HOkasyje HejeTHAKOCT
PayBoco 2 4PaBc.
MO ’89.3.

[Ipernocrasumo, cynpotHo TBphewmy 3amaTka, 1a je k > % +v/2n. Youmvo mpous-
BospHy Taury P u3 S. Kako mocroju 6ap k Tauaka y S Ha jemHakoMm pacrtojamy on P,
TO mocToju Hap (l;) rauaka A, B € S, taksux ma je AP = BP. Kaxko je To Tauno
3a cBako P € S, 10 3akpbyuyjeMo ga mocroju Gap n o | MapoBa Tauaka A, Be S3a

Koje Basku: Ha cumeTpasu aysku AB nexu (Oap jemHa) taura u3 S.
C mpyre crpane, BaRU

)2 3w (-

;<2ni> n(n;) >n(n1)2<;’>.

Kako je (Z) 6poj cBux Moryhux maposa A, B (ca A, B € S), Mopa nocrojaTu map

A, Bca P, P, ..., P €S, m>2 tako ma je AP, = BP;3ai=1,2, ..., m.
Te rauke Pj, Pa, ..., Py, cy KonmuHeapHe, CYIPOTHO mpernocTasun (i).
MO ’89.4.

ITpernocrasumo na je noTpedbHo KoucTpyucaTtu yerBopoyrao ABC D ca cBojcTBUMA
ONMCAHUM Yy 3a1aTKy 3a pas3ue Bpensoctu h. Heka je AD = R u BC = r. Koucrpy-
nmumo Hajupe AABP ca crpanunaMa umje cy gysxuae AB=R+r, AP=R+hu
BP =r+ h, a 3atum kpyrose k1 (A, R), ka(B,r) u k3(P, h) (cBaku 01 0BUX KpyroBa
OYUIIIeHO NOAMPYje cuosba ocraia asa). Tauke C' u D cana Mopajy npumaiaT Kpy-
rosuma ki u ko, Tako ma je C'D ramrenta xpyra k3. Omariae je jacHo ma je majseha
BpemHOCT 3a h 3a KOjy je roHCTpyknuja moryha ona rama je CD yjenHo TaHrenta
KpyroBa ki u ko, IITO je eKBUBAJEHTHO ca yCJIOBOM na cy yriaosu kon C' u D npasu
(ma cmunu cy y ToM ciaydajy Te Tauke osnadene ca Co u Dy). Hokazaliemo ma y tom
CIIyYajy Barkul

1 1 1

(*) Vh = VAD, [ VBCy

JacHo je ma omatie ciemu HejeTHAKOCT AaTa y 3aIaTKY.
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Cn. 11

Ila 6ucmo moraszanm (*), osHaummo ca M monnosxkje Hopmane u3z P ua CD. Tana je

CD=/(R+1)?—(R-r)?=2VRr,
CD=CM+MD=+/(r+h)2—=(r—h)2++(R+h)2—(R—h)?
= 2Vrh + 2VRh,

ma je
VRr =+vVrh+ VRh,

IITO je eKBUBAJEHTHO ca (x).

MO ’89.5.

IIpso pememe. 3a mato n € N m3abepmio k = (n + 1)!2 + 1. Ilorammmo na
aujeman on opojesa k + 1, k+ 2, ..., k 4+ n Huje cremen mpocTor 6poja.

3a cBako j 3a koje je 1 < j < n 6poj 1 4+ j je mpasu menuian Opoja k + j.
[IpernocTaBuMo ma je 3a HEKO TAKBO j MCOYyHEHO k + j = p®, rme je p mpocr, a «
npuponan 6poj. Omma je 3a mexo 3, 1 < f < «, ucnymeno 1 + j = p?. Amm Tana
PP (n+ )2 w pP [ p% aj pPT k= 1w pPt k4, ma pPHY 1 4, w0 je
KOHTDA,INKIH]a.

Ilpyro pemense. Hexa cy p;, q;, j = 1,2,...,n, 2n pasauuaTux IpocTux Opoje-
Ba. IIpema KuHECKO] TeopeMu O ocTanmMa [2] crcTeM KOHIpyeHnuja

z+j=0 (mod pj;q;), i=12,...,n,

nMa pememe. Bpoj k kKoju je pememe OBOI CHCTeMa KOHIDYEHIZja 33J0BOJbaBa IATU
yCIIOB.

MO ’89.6.

IIpBo pememe. 3a mBa pasmuunta enementa x, y € {1,2,...,2n} kazaliemo na
cy Gauzanuy ako je |x —y| = n. 3a mepmyrauujy (1, Ta,...Ta,) ckyma {1,2,...,2n}
kazahemo nma je tuma P, (kK =0, 1, ..., n) ako |zr; — ;41| = n Baxku 3a tauHo k

BPEIHOCTU WHAEKCA ¢, Tj. aKO y BWOj MMa k mapoBa cycemuux Onm3anama. Ha Taj
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HAUMH y NepMyTamujama Tuma Py cBU OIM3aHIM Cy Da3[BOjeHd, y MTepMyTalujama
tuna P} mocroju TauHo jeman map cycemuux Oumsanana uta. Osmaummo ca f,, (k) 6poj
nepmyTanuja ckyna {1,2,....2n} tuna Py, k = 0, 1, ..., n. Y oBUM TepMUHUMA
TBpheme 3amaTka Koje MOoKa3yjeMo Iiacu: mepMyTanuja Tuma Py mMa Mame HEro CBUX
ocramux mepmyTamuja ckyna {1,2,...,2n}, 1j. fr(0) < fr(1) + -+ + fn(n). Wan, c
o6zupom za je fn(0) + fn(1) +--- + fun(n) = (2n)!, Tpeba na mokaskemo

N ACSY
(2n)! 2
Tj. ma je BeposarHOha p,, 1a MPOU3BOLHO M3abpana mepMyramja ckyma {1,2,...,2n}
HEMa CyCeIHUX OJM3aHala, Mama O 3
Heka je (z1,22,...2%2,) nepMmyramuja tuna FPy. YKIOHUMO U3 He €IEMEHT Tg, U

merosor bnusanna. IIpeocraje mepMyramuja on 2n — 2 exementa (n — 1 maposa), u To
umu tuna Py (6e3 cycemuux Gamsanana), umu tuna Pj, Opu uemy je jeIuHM map cy-
cenHUX OaM3aHANA MPETXOMHO OMO Pa3ABOjeH YKIOHEHNUM eIeMEHTOM. Kako xa, Moxe
y3eru 2n BPENHOCTH M KAKO, Y IPBOM CIIyYajy, HEroB OJM3aHAI] MOXKE MMATH OWMIO
KOje 01 2n — 2 MecTa, JOK je y APYTrOM CIyUajy HBEroBo MecTo oapeleHoM mpeocTasoM
Pj-nepmyTarnujom ox 2n — 2 eneMenara, TO Baxu cieneha pekypeHTHa (GopMyna

(1) fn(0) = 2n[(2n = 2) 1 (0) + fra(1)].

Hexka je cama (21,2, ... To,) nepMyTanuja tuna Py u Heka je (2, £j41) BEH jeIUHN
map cycemuux Osmsamamna. M3msajajyhm taj map mobujamo mepMmyramujy om 2n — 2
eJeMeHaTa, M TO IOHOBO Tumna Py mnn tuna P, mpu demy je jenquHu map CycemHHX
OimM3aHala MPETXOAHO OMO pa3lBOjeH M3aBojenmM mapoM. Ilap (z;,2j41) ce Gupa
m3mehy n maposa Gau3aHana u, 360r mopeTka, 3a To uMaMo 2n Moryhuoctu. Y mpBOM
cIy4dajy Taj map MOxe uMaTu OMio Kojy on 2n — 1 mo3umuja, MoK je y APYTOM CIydajy
BEroea nosunuja oapehena mpeocransom Pj-nepmyranujoM on 2n — 2 ereMeHaTa. 3aTo
je

(2) fn(]-) = 2”[(2’”’ - ]-)fnfl(o) + fnfl(]-)]
Onysumajyhu (1) on (2) mobujamo

fn(l) = fn(o) + ann—l(o)'

Y oBoj penanuju 3aMernMo 1 ca n — 1 u ysperumo 1o y (1). Hobujamo

(3) fn(0) =2n[(2n — 1) f—1(0) + (2n — 2) f—2(0)],
3a n > 2. Ysumajyhu y o63up na je, mo pedununuju, p, = {;T(g?, u3 (3) ce jenso-

cTaBHO u3BOoAu cieneha Besa
Pn—2
2n —3)(2n — 1)

DPn = Pn—1+ (

Onarie je

B 1 _lr 1
Pn =Pt S 00 T 2n—1)  2\2n—-3 2m-1)°
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Kako je p1 = 0, mobujamo

n

1 ( 1 1 )_1(1 1 ><1
= 2/ \2k—3 2k—1) 2 n—1) 2

M=

Pn= > Pk —Dr—1) <

mTO je u Tpebajo MOKA3aTH.
Hanomewna. [lpumenom popmyiie yKbyUMBaHka-UCKIbYIMBAA MOKE C€ MOKA3ATH 1A
je Opoj mepMyTanMja y KojuMa MMa CyCeIHUX OIM3aHana

Ja() + -+ fuln) =
91 <T>(2n—1)!—22 (Z) (2n—2)14+2° <Z>(2n—3)!—~~+(—1)”12" (Z) (2n—n)l,

. 1
a 3aTUM Ja je HABEIEeHU MU3Da3 Mamu Of 5(271)!.

Jlpyro pememe. 3a nsa 6poja x, y € {1,2,...,2n} pehn hiemo na cy Gnusanmm
ako je |x —y| =n. Osmaunmo ca A ckyn nepmyranuja ckyma {1,2,...,2n} y kojuma
ce HUjeMaH map OJM3aHAllA He HAJTA3U Ha CYyCeIHUM MEeCTUMa, a ca B ckyn mpeocranux
nepMmyTanuja pa3marpasor ckyna. Heka je f: A — B mpeciukaBame IeQUHUCAHO HA
cneneliv vauun: ako je (x1,xa,...,T2,) € A u axo je xy, k > 2, Gnuszasay ox xi,
OHJZA je

fler, o, o g1, Thy o -y T2n) = f(To, oo, Tp—1, T1, They -« -, Ton)-

pecauraawe f je 1-1 u muje ma. Cuemn |A| < |B.

MO ’90.1.

[Ipso mpumerumo na je LCEF = ADEG = AEMD u {ECF = {MAD. W3
oBux jemmaroctu mobujamo ma je ACEF ~ ANAAMD, cn. 12, a U3 CIMYHOCTH TUX
TPOYTJIOBA CJIEMA A je:

CE AM

(1) EF ~ MD
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Hame, npumernmo 1a je L ECG = A EBD u ACGE = ACEF—AGCE = {EMD—
AMBD = ABDM. W3 oBux jemnakoctu ciaemu na je ACGE ~ ABDM, a u3
CIMYHOCTH TPOYIJIOBa NoOMjaMo ma je:

@ or 2
CE MB’
. M .
Kopucrehu jemnarxoctu (1) u (2) u ycaos a5 = t, mobujamo:

GE MD AM AM  t-AB  t
EF  MB MD MB (1-t)AB 11—t

MO ’90.2.

Heka je S ckyn retmBa maTtor Kpyra 4Ymju KpajeBu IpUmanajy ckymy F u mMajy
cnenelie CBOjCTBO: KpajeBU CBake OJ THUX TETUBA JeJle KPYT HA [Ba JyKa, TAKO 14 je-
IaH O BUX CAAP:KM TAYHO N Tavyaka Ckyma F (pasmmuutux ox kpajesa ayka). yxu
KOje MpUManajy CKymy S jecy CTPaHHUIE jeJHOT WM BUIIE MOJUTOHA YIUCAHUX Y TATH
kpyr. (CBaku 0 TUX IOJIMIOHA MOKEMO HALPTATH IoJaseliu o1 IpOM3BOJLHOT HEro-
Bor rTeMena u Gupajyhu 3a cuaenelie teme yBek (n + 1)-By tauky ckyma E, 6pojehin
OJi IPETXOMHOI TeMeHa y n3abpaHoM cMmepy Ha kpyry.) Onpemumo Gpoj ynmcaHuX mo-
auroHa. Y TOM by mpuMeTuMo 1a je 2(n+ 1) — (2n — 1) = 3, omakne ciemu na je
H3M(2n —1,n+ 1) = H3I1(2n — 1, 3).

(a) Ako 6poj 2n — 1 nuje mewus ca 3, onxa je H3M (2n — 1,n+ 1) = 1 u rana je
Opoj ynucaHUX IOJUIOHA jeqHAK 1. Y OBOM cilydyajy MUHHMAJHA BpenHocT Opoja k ca

2n —1
i }Jrln.

(6) Axko je Gpoj 2n — 1 nemus ca 3, ouna je H3(2n — 1,n + 1) = 3. ¥ oBom
2n -1

NaTAM CBOjCTBOM jeTHAKA je [

cIydJajy je Opoj yNHMCAaHUX MOJUTOHA jeNHAK 3, CABKU O] HUX UMa TeMEeHa, a

MUHUMAJHA BpemaHoCT O6poja k je

o bt

l=n—1
2 3]+ e

jep Menjy k obojeHux Tauaka MOpa OWTHU BUIIE OJ MOJIOBUHE TEMEHA jeIHOT OJ TUX
HOJIUTOHA.

MO ’90.3.

(a) Horaxumo, npso, caenelly memy:

Hexa cy a, b u p npupoonu 6pojesu. Awxo p | 2* —1 u p | 2° — 1, onda
p | oH311 (a,b) __ 1.
Tepajeme Ieve eKBUBAICHTHO je TBpajemy: H3II (2% — 1,20 — 1) = 2H34(ab) _
[Ipu Tome, H31 (a, b) Mosxke ce oxpenuru nomohy Eyrmunosor amropurma. Ako je a >
b, ouzma je H3 (a,b) = H3II (a — b,b). Tlonasmajyhu osaj mocrynak Ha Gpojesuma
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a —bu b nobujamo ua kpajy na je H31I (a,b) = H310 (d,0) = d. Ucrospemeno
H3II(2* —1,2° — 1) = H3O (2% — 2°,2° — 1)
=H3mM(2°(2*7% —1),2° — 1)
=H3M(2°7° —1,2° - 1).

Monapmajyhn mocrynak va 6pojesuma 227° — 1 u 2° — 1 nobujamo ma je
H3M (2% — 1, ob _ 1) = H31 (2H3H (ab) _ 1,0) = 9H3M (a,b) _ 1

(6) Ako je n mapam 6poj, orma 6poj 2" + 1 mmje memus ca n?. IIpermocrasuMo ma
3a Hemapas Opoj n > 3 Basku n | 2 4+ 1 1 HeRa je p HAJMARY TPOCT Iemuiar 6poja n.
Tana je p Takonje Hemapan O6poj U BaKU

(1) Pl +1)@" —1) =22 -1,
Ha ocuoBy mane ®epmaose Teopeme nobujamo u ciaenehy penarmmjy:
(2) pl2r~t —1.
C o63upoM 1a je HajMamu OPOCT geiuialn 6poja n jeAHak p, TO CIemu 1a je
(3) H3O(2n,p—1) =2.
Ha ocmoBy nokaszame neme u3 pedammja (1), (2) u (3) sarmyuyjemo ma p | 22 — 1 = 3,
1j. p = 3. Ilpema tome, n = 3m 3a Heku npuposad 6poj m. Ako je m = 1, ouza je
23
32
(B) Hokaxumo ma ApYrux pemema Hema. O3HAUMMO Ca ¢ HAJMAHU IPOCT NEJUJIAL
6poja m. Pasmorpumo mpso cayuaj ¢ = 3. Tama je n = 38 -mq, roe je k > 2, a

6pojesu m; u 3 cy ysajamro mpocti. Ako je 6poj 2" + 1 memus ca n?, omma je o
nenus u ca 32%. Kopucrehn unmennmy na je n memapas 6poj, moGujamo:

n =3 u ¢ 063upoM 1a je =1, To cnenn ma je n = 3 jeoHO PeNIeme 3a,0aTKA.

ZH1=14 (143" =143, (7;>(1)"i3i
=0

=1+ (—1)+3n— (Z)32+---+ (7)(—1)”‘i31‘+-~-+3".
1

U3 oBe jemmaroctu crems ga je 6poj 3n = 3¥Tim, memus ca 312, mro je y xomrpa-
VKON ca YCJIOBOM Ha Cy M1 U 3 y3ajaMHO mpoctu OpojeBu. Pasmorpmmo cazna
crygaj ¢ > 5. C obsmpom ma cy 6pojesu 22" — 1 u 297! — 1 pemuBu ca ¢, TO
Ha OCHOBY JjeMe cienu ga je u 6poj 2H3A(2ma=1) _ 1 nepup ca ¢q. Ilpu tome,
d = H3II(2n,q — 1) = H3I (6m,q — 1) € {2,6}, jep je ¢ HajMamu mpoct xean-
nan 6poja m. He mome 6utu d = 2 jep Tana 6poj 22 — 1 = 3 Huje nemus ca q = b.
3a d = 6 mobujamo 2¢ — 1 = 26 — 1 = 63, omakne cmemm ma je ¢ = 7. U3 ycnosa
na je 6poj 22 — 1 memus ca 7, ciemu ga je 6poj 2" — 1 = 23™ — 1 memus ca 7, a
6poj 2" +1 = (2" — 1) + 2 Huje mesmuB ca 7, ma mpeMa ToMe HU ca 1. Tume je Hoka3
3aBPIIeH.
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IMO ’90.4.
(a) Hexa je f: QT — Q7 dymrnmja, taxsa ma 3a cse z,y € Q' Baxn jenmaroct
f(x
) flagw) = L2,

Iloraumo na je dyuxmuja f uajexnuja, tj. 1-1 npecaukasame. Heka je f(y1) = f(y2)
3a Heke Opojese y1,ys € QT. Kopucrehu ry mpeTnocraBky u jeIHAKOCT (1) mobujamo

f(yil) = Fln () = Fun Fon)) = f(y“

Ofakme CremM na je y; = yo2, Tj. f je 1-1 npecauraBame. 3a y = 1 u3 jemmaxoctu (1)
nobujamo ma 3a cee y € Q1 Bamu jemmaroct

() F(w) = .

U3 (2) nobujamo ma 3a cBaro y € QT Bamm

1 1
(3) f(y) — F0) = 15

1
Axo y jemnakoctu (1) craBumo y = f(t), nobujaMo

(=0 (0))) = 75>

omagse, kopucrehn (2) u (3), nobujamo ma 3a cse 6pojese x,t € QT Bamu jemmakoct

(4) fat) = f(x) f().

(6) Tpernocrasmio ma 3a ¢pymkmajy f: QT — QT Bame jemmaxoctn (2) u (4) 3a

/ (;’ — J(@) FUFW) = Fla 1)),

Tj. ¢pyHEmMja f 3a700BObABA QYHKIMOHAIHY jemHaumny (1).

(8) Tlpeocraje ma konctTpymmemo ¢ymxmmajy f: QT — QT 3a kojy Bame ycaosu (2)
u (4). Heka je py =2, po =3, p3 =5, ps =7, ps, D6, ... HA3 IPOCTUX OPOjeBA.
Heguunmeno f(1) =1n

f(pk){

CBe IO3WTHBHE DalVOHAJHE aprymeHre. Tana je

Dk+1, ako je k memapan 0Opoj,

p;_ll, ako je k mapam 6poj.
San= plflpgc2 .. .pff,;"', rae cy ki, ko, ..., k,, HEeHEraTUBHYU ey OpOjeBH, Te(UHUIIEMO

fn) = F@y P52 o) = (F) " (F2))*2 .o (f ()
7 KOHAYHO 3a CBAKM MO3UTHUBAH DAIUOHAJAH OPOj T, rae cy m u n IPpUpOIHU Opo-
n

: m\ _ f(m)
jesu, mepuuumemo f| — | = ——=. Uwuraomy ocTaB/baMo na MPOBEPU Aa 38 OBAKO
n

f(n)
nedurncany pyrrmujy f: QT — QT Bame ycaosu (2) u (4).
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MO ’90.5.

Osmaunmo ca S4 CKym CBUX BPEIHOCTH Mg 3a Koje urpau A mma mobemHudKy cTpa-
rerujy. Hokasxkumo mpso caenehy mnemy:

Hexa cy m u s npupoodnu 6pojesu maxeu 0a 8ancu:

(1) m < 1990, s < 1990;

(2) {m,m+1,...,1990} C Sy;

(3) 3a ceaxu npocm deaunay p bpoja s saxcu nejednaxocm s/p" = m, 2de jer
npupodan b6poj maxae da je bpoj s denus ca P, asu Huje desmus ca p' L.

Tada ceu npupodnu bpojesu ng 3a ¥oje saxncu nejednarocm /s < ng < m(<
s/p" < s) maxohe npunadajy cxyny Sa.

3aucta, ako je /s < nmg < m, orma urpay A mosxke uzabparu 6poj n; = s. Onna

i ) S
urpad B Oupa Opoj ng, 3a KOju IpeMa yCIOBEMa 3aJaTKa BAKA M < — < Ng < § <
p

1990. C o63upom na ng € {m,m+1,...,1990}, To je urpa noGujena 3a mrpaua A.

[puvermvo ma je 452 = 2025 > 1990. Omatie cmemn ma {45,46,...,1990} C
Sa. 3a 6pojese m = 45 uw s = 420 = 2% .3 -5 -7 Bame ycaosu (1), (2) u (3)
nperxomHo gokasame seme. C o63upom ma je /420 = 21 < 45, To 3armydyjemo na
{21,22,...,44} C S4. Ilpumewmyjyhu nonoso mokaszamy snemy Ha GpojeBe m = 21
s =168 =2%.3.7, nobujamo na {13,14,...,20} C S4. Ipuvemyjyhu semy ma
Epojee m = 13 u s = 105 = 3-5-7, mobujamo {11,12} C S4. Konauno, npumewyjyhn
nemy Ha 6pojese m = 11 u s = 60 = 22 - 3. 5, nobujamo na {8,9,10} C Sa. Axo je
no > 1990, omna moctoju mpupoman 6poj 7 > 7, Takas ma je 27-3%2 < ng < 27T1.32 <
ng. 3a 6poj ny xoju 6upa urpay B Bamm 8 < ng < ng. llomasmajyhu moctymak
urpau A Moxke moctuhn ma 3a Heko k Bakum 8 < nop < 1990, umme je cBeo wurpy
Ha 3a cebe nobujeny mosunujy. Ilpema Tome, 3a cBaku O6poj mg > 8 urpau A uma
NOOeTHUYKY CTPATEru;jy.

Pasmorpumo ciayuaj ng < 5. C 063upoM 1a TpOU3BOJ TPU PA3IUUUTA TIPOCTa Opoja
nMa HajMamy Bpemsoct 2-3-5 = 30 > 52, 10 urpau A Mopa na mzabepe 6poj oOamEa
ny = p'q®, rme je p mpoct O6poj, a ¢ mpocT Opoj unu jemuuuna, p° > ¢ ur > 1, s > 1.
Tana urpau B mosxe mzabpatu 6poj ng Tako ma Baxd ng = ¢° = n—i < y/n1 < np.

[Tpu Tome, unu je no = 1 mam 3a HEKOJIUKO mOTe3a urpad B 6upa 6poj nox = 1.

Axko je ng € {6, 7} urpau A Gupa 6poj n; = 30 = 2-3-5 wm 6poj n; = 42 =2-3-7,
a ka0 oarosop urpau B 6upa 6poj ng = 6. Ilocae tora urpaun A u B HanzMeHUYHO
bupajy 6pojese 30 u 6. Y mpoTMBHOM, WIpad KOjU OACTYNU OJ HABENEHOT MPABUIA
M03BOJbaBA MPOTUBHUKY Ha AOMje Y MO3UIHUjy Koja je 3a mera mobujena.

MO ’90.6.

Heka je O uenrap npasunsor 1990-yraa AjAs ... Aijggg. O3maummo: €y = OAq,
?2 = OAQ, ooy 21990 = OA199(]. Heka je ((Ll, as, ... 7(7,199()) nepMyTauI/Ija 6pojeBa
12,22 ..., 1990%. TIpeTmocTaBUMO 12 Ba)KH jeIHAKOCT

— — — -
(1) arei+azea+ -+ aiggo €990 = 0.
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Hexka je By mpousBosbHa Tauka y paBuu u B, ..., Biggp Tauke oapenjene ca:
(2) BiBy=aie1, BoBs=ases, ..., DBiosoBigoo = a19s9 € 1980
W3 (1) u (2) nobujamo BiggoB1 = —(a1€1+az e+ -+ ai9s9 € 1989) = @1990 € 19905
HA OCHOBY 4Yera JaJjbe 3aKbydyjeMo Ja je
B1By + BaB3 + - -+ + B1ggg B1ggo + B1ggoB1 = 0,
1j. B1Bs ... Biggo je 1990-yrao umje mysume crpammma cy 12, 22, ..., 1990? y mexkoj

mepMyTamuju. Ilpema ToMe, 3a1aTaK Ce CBOAM Ha NPUIPY:EUBame Opojesa 12, 22, ...,

19902 TemenumMa mpapumEOr AqAj ... Ajggo-yTiIa, TAKO 12 BAKU jeJHAKOCT (1).
Paz6ujmo ckyn temena 1990-yraa Aj As ... Ajggg Ha 199 momckymoBa, npu yemy Te-

MEHa, CBAKOT' O] TUX IOJCKYIIOBa MPEACTaB/bAjy TeMEHA IPABUJIHOT meceroyria. Heka

je D1 Do ... D1 jenan on tux neceroyriosa. Ocramux 198 neceroyriosa nobujajy ce
27k

porarmjom neceroyraa Dy Ds ... Dig 3a yriaose 199’ THe jek e {l1,2,...,198}. Ckyn
opojesa {1%,22,...,1990%} takonje pasbujamo ma 199 moackymosa: {12,22, ..., 10%},
{112,122,...,20%}, ..., {1981%,19822 ...,1990?}. Bpojese jemsor moAckymna mpu-
IpY:KyjeMO TeMEeHWMa jemHOr meceToyria. lemenmma meceroyriaa DiDs ... Dig npu-
npy#yjemo 6pojese cryma {1222, ...,10%} ma crenehn maumn:

(D1a12)v (D2382)v (D3732)7 (D47102)7 (D5a52)a

<D6a22)a (D7a72)7 (D8742)7 (Dgagz)a (D10a62)a
Osznaummo

?0 = (12 . 07))1 + 22. 07))6) + (82 . 07))2 + 72. 07))7)
+ (32 . 0753 + 4. 0758) + (102 . 0754 + 92. 039)
4 (52-ODs5 + 62 - OD1g).

C ob6supom nma cy D1 u Dg, Do u D7, D3 u Dg, Dy u Dy, D5 u D1y mapoBu mu-
jaMeTpasHO CyNpOTHUX Tavaka Kpyra omucaHor oko 1990-yraa AjAs...Aiggp, TO
nobujamo:

Vo=3-ODg+7-ODg+11-0D1g+15-ODg +19-OD,.

Axo remena neceroyraa DiDs ... Dy o3maunmo 6pojeBnma taxo mTo Opojese 12, 22,
..+, 10? 3amenumo 6pojesuma (10k +1)%, (10k +2)2, ..., (10k+ 10)? u na anagoran
HAUMH Ae(UHAIIEMO BEKTODP U 4, OHAA KopucTehn jemsaxocT

(10k +n +1)? — (10k +n)? = 20k +2n + 1 = 20k + (n + 1)? — n?,
mobujaMo ma je
Vp=3-0Dg+T7-0ODg+11-0D1g+15-0Dy +19-0D,

+ 20k - (OBQ + 0754 + OBG + OBg + OB;O)
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Mpumerumo ga je 36up ODo+ODy+ ODg+ ODg + ODs jennak nyia Bexropy (jep
Taj 30Mp OCTaje MCTH aKO ce CBU BEKTOPU 3aporupajy oko tauke O 3a yrao 2mw/5).
[Tpema Tome, BaskM je THAKOCT vi=v.

O3zmaummo Temena geceroyraa DDy ... Dig 6pojesuma 12, 22, ..., 10% na omucann
HaumH. 3aTmM 3a cBako k € {1,2,...,198} o3HAUMMO TeMeHA TOT MUCTOT HECETOYTIIA
opojesuma (10k+1)2, (10k+2)2, ..., (10k+10)? samemyjyhu 6poj n? ca (10k+n)?
(n €{1,2,...,10}) na 3apoTupamo Taxo o3HauyeHu geceToyrao 3a yrao 2kw/199. Ha
Taj HAUMH CMO CBAKOM OX TeMeHa moJsa3Hor 1990-yria npuapyskuin jenan ox 6pojesa
12,22, ..., 19902. Poramujom BekTOpa Uy 3a yrao 27k/199 nobuja ce BekTOp ?;C
[Tpu Tome Basknm jeqHaxoCT

(3) Vo U A Vg =0,

jep 30up Ha 1€BOj cTpaHu jeIHAKOCTH (3) 0CTAje MCTU AKO Ce CBU BEKTOPHU 3aPOTHUPA]y
3a yrao 27/199 oro Tauke O. Taj 30up je ympaso jemnak 30Mpy Ha JI€BOj CTPAHU
jemmaroctu (1) 3a ommcano mpuapysx&uBame 6pojesa 12, 22, ..., 1990? rememmia mgator
1990-yrma, na je TrMe mOKa3 3aBPIIEH.

MO °91.1.
i BA ¢ , ,
(a) IIpBo mpuMeTMMO Ha Bake jeIHAKOCTH aC "% u BA"+ A'C = a. U3 oBux
jemmakocTu nobujamo ma je BA' = g Hame je
b+c
AAT AT+ TA 1A BA' 1 ac a+b+c
= =1+ =1+ =14+ =. — )
Al Al Al AB c b+ec b+c
[Tpema ToMme, BaskU je IHAKOCT
Al b+c

1 7:7.
(1) AA at+b+ec

Awnanorno nokasyjemo na Bajke U jeTHAKOCTH:

@) BI  a+c ClI  a+b
BB a+b+c¢ CC' a+b+c

Kopucrehn jemnarkoctn (1) u (2) 1 HejeAHAKOCT U3MeNjy aPUTMETIYKE U [€OMETPUjCKe
cpenuue, nobujamo ma je

Al BIL CI _[1(AI Bl CI\}®
AA' BB CC' T [3\AA " BB ' CC
1( b+c c+a a+b >3_ 8

a+b+c a+b+c a+b+ec 27

27 27
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(6) 3a meneratusre Gpojese x, y, u, v Baxku cuenehe TBpajeme: axo je r+y = u+v
u |z —y| < |u—v|, onda je x3 + y> < u3 + v3. Hera 3a cTpamune a, b u ¢ gator
Tpoyria Baxkn a > b > c¢. Kopucrehu gopmynucaso TBpajeme 3a YeTUPU HEHEraTUBHA
opoja, mobujamo crenehe mejenmakocTu:

b+c\’ b—c\’
3) &b < a+0+c n a+ c 7
2 2
b_o\3
) atbzeN s (erbhe) g
2 2
Cabupajyhu mejemnarkoctu (3) u (4) mobujamo na je
+b+ce)’ 1
(5) a3+b3+c3<2(azc> :Z(a—kb—&-c)?’.

Kopucrehn jemmarkoctu (1) u (2), mejemmaroct (5) u mnenturer (a + b+ ¢)3 — a® —

b —c® =3(a+b)(b+ c)(c+ a), nobujamo
Al BI CI  3(a+b(b+c)(c+a) (a+b+e)P—a®—b-¢

AA BB CC’ 3(a+b+cP 3(a+b+c)
(a+b+c)—(a+b+c)/4
3(a+b+c)? 4
MO ’91.2.
Heka cy a1, as, ..., ax CBM OpUPOTHM OpOjeBM Mamu O TPUPOTHOr Opoja m €
{7,8,9,...} u Heka je ag —a; = ag —ag = +-+ = ax — ap—1 > 0. O3maummo ca p

HajMamy TPoCcT Opoj Koju uHuje meauial 6poja n. Tama jea; =1, a3 =p, ap =n—1
u

(1) ag—a1=p—1, az—ax=p—1, ..., ap,—ap_1=p—1

(a) Opermocrasumo na je p > 3. Cabupajyhu jemmaroctu (1) mobujamo na je
ar—ar=(k—1{p-1),15.n—2=(k—1)(p—1), onakne crenu ma

(2) p—1|n—2.

Hera je ¢ mpomssoman mpocr meamnan 6poja p — 1. Tazma u3 pemammje (2) ciemu
q | n— 2. Kako je p Hajmamu npoct 6poj kKoju Huje geaumaln 6poja n U ¢ IpocT 6poj
Mambu of p, To caenu ga q | n. Camausz g |n—2u q | n nobujamo ¢q | 2, 1j. ¢ = 2.
Kako je ¢ mpom3Bosbam mpocT menmiarn 6poja p — 1, To 3akmydyjemo ma je p— 1 = 2¢,
1j. p = 2 4+ 1 3a mexu mpupomar 6poj [ > 2. C ob3upom ma je p mpoct 6poj, TO je
| = 2™ 3a mexu npuponan 6poj m. Ipema tome, p = 22" +1. Jlaibe, U3 IPeTIOCTABKE
p > 3 cnemu 3 | n. Ocum Tora,

p3:a1—|—2(p—1):1+2(p—1):2p—1:22m+1+1,

onakie cuemu ga 3 | ps. IIpema tome, 6poj 3 je 3ajenuuuru nenunan 6pojesa ps u n,
ITO je KOHTpaAWKIMja. JakmpydyjeMo na p € {2,3}.
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(6) Hera je p = 2. Tagna je n memapau 6poj u Bake jemmakoctu k =n—1wna; = 1,

as =2,...,a,—1 =n—1, Tj. cBU npupoun OPOjeBU MAWLU OJ N CY y3ajaMHO IPOCTHU
ca n. IIpema Tome, y oBOM ciydajy n je mpoct 6pOj.
() Hera je n = 3. Tana 2 | nu {a1,as,...,ar} ={1,3,...,n —1}. IIpema ToMme,

CBU HeMApHU OPOjeBU Mamy O N Cy y3ajaMuo mpoctu ca n. Onatie ciemu 1a je 6poj
N jeIHAK HEKOM crTeneHy 6poja 2.

MO ’91.3.

Hexa je A, ckyn OpojeBa nemuBux ca p u Koju cy erxementu ckyna S. Ha ocmosy
(bopMyTIe yRBbYyUMBAKA U UCKBYUNBAKA NOOMjaMO

|As U A3 U A5 U A7| = |As| + | As| + |As| + |A7] — | 46| — |A1o| — |A14]
— |Aus| = |A21| — [Ass| 4 |Aszo| + |Asz| + [Azo] + |Ar0s] — |A210]
=140+93+56+40—-46—-28 -20—18 —-13 —-8+9+6+4+2—-1
= 216.

Ha ocuoBy JlupuxiicoBOr mpUHIMIA CJIEIX A3 CBAKU METOWIAHU MOACKYI cKyma As U
A3U A5 U A, canp:u 6ap asa Opoja u3 jemsor on ckymosa Ao, Az, As, Ay, a Ta mBa
6poja HuCy y3ajamHO mpocTu. 3aTo je n > 216. Horaxkumo na je n = 217.

ITpso mpumerumo ma cryn As U Az U As U A7 canp:ku npocte Gpojese 2, 3, 5, 7 u
jomr 212 cnoxenux Gpojesa. Crym S\ A canpsu Tauno ocam caoxkenux OpojeBa. To
cy 6pojesm: 112, 11-13,11-17, 11-19, 11-23, 132, 13-17 u 13-19. IIpema ToMe cEym
S canpsku Tauno 212 + 8 = 220 cnosxkenux Opojesa, jemunuiy u 59 mpoctux Gpojesa.

Hera je A monckyn ckyma S Takas na Baxm |A| = 217. Ilpernmocrasumo na y
crymy A He mocToju met O6pojeBa KOjU Cy y3ajaMHO IPOCTU y mapoBuma. Taxa ckym S
CaIp:KM HAjBUIIE YeTUPU OpOja KOju HUCY CIOMKEHU U HajMame 213 croskeHux Opojesa.
Kaxko cryn S canp:u Tauno 220 cioxkenux 0pojesa, To ckym S\ A canp:xu najsume 7
cnoskerux Opojesa. 3aro ckym S \ A canpsxu enemente u3 Hajsume 7 on caenelinx 8
[HEeTOUJIAHUX CKYIOBa:

{2.23,3.19,5-17,7-13,11-11},  {2-29,3-23,5-19, 7-17, 11 -13},
{2-31,3-29,5-23,7-19,11-17},  {2-37,3-31,5-29, 7-23, 11- 19},
{2-41,3-37,5-31,7-29,11-23},  {2-43,3-41,5-37,7-31,13- 17},
{2-47,3-43,5-41,7-37,13-19},  {2-2,3-3,5-5,7-7,13-13}.

[Ipema Tome, Gap jemas o TWX 8 CKYIOBA je METOUIAHM MOACKYN Ckyma A, a merosux
mer eneMeHaTa Cy OPOjeBU y3ajaMHO MPOCTH y mapoBuma. 3arto je n = 217.

MO ’91.4.

Hywmepucahiemo uBnne rpada ma cmenehn maumu. Hera je Vy mpousBosmHO Teme
rpaga. [IpousBomuy usuiy umju je xpaj Vo Hymepumemo 6pojem 1. Kpehyhu ce mo
uBunu 1 momasmmo 1o gpyror remena rpada. O3maummo to Teme ca Vi. V3 remena Vi
nojsasu 6ap jom jemra wBuma rpada. Ty uBuny o3raummo ca 2. Kpehyhu ce no uBumm
IBa nonasuMo mo cienelier temena rpada. U3 mera monasu 6ap jomr jexHa MBUIA.



60 Mebyraponre MaTeMaTHUKe OIUMIL]AIE MO '91.5

Iby o3maummo ca 3. Ha raj Haumn HacTaB/baMO HyMepUCaH€e UBUIA rpada CBe IOK je
To Moryhuo. Ako cBe uBHIle HUCY HyMEpPUCAHE, OHIA 13 HEKOT TeMEHA Ha IyTamy KOja
ce cacToju o HyMEPHUCAHUX WBHIA II0Ja3M Oap jelHa WBUIA KOja HUje HyMEPHUCAHA
(y mporuseOM rpa¢ He Ou Guo nosesan). IIpoM3BObHY TakBy MBULY HyMEPUIIEMO
HajMamUM TPUPOIHAM OPOjeM KOju MPETXOMHO HUje YIOTPeObeH ¥ HyMEPAIUjU UBUIIA,
a 3aruMm kpehyhn ce mo Toj uBMIWM MO HEHOT APYTOr KpPaja HACTABJHAMO HyMepHUCAe
Kao U y IIPETXOIHOM CJIydajy cBe IOK je To Moryhuo. Ilonasmajyhiu onucanu mocrymak
Ha Kpajy hemo HymepucaTu cBe UBUIE rpada.

Iloka:kuMO 1a 3a OBO HyMepucame Baxku HaBeneHu yciaoB. Heka je V' mpou3sBosmuO
reme rpada. Ako je V = Vj, onna je jenna usuna ca kpajem V mymepucana 6pojem 1,
na je 3aro H3Il 6pojeBa kojuma cy HymepucaHe CBe UBWIIE KOje ToJia3e U3 TeMeHa V'
jemnak 1. Axo je V # V), omna younMmo oHy O UBHUIla ca kKpajeM V Koja je HyMepucaHa
HAjMamUM TpupomEuM OpojeM. Ako je Ta mBuma Hymepucana Opojem k > 1, ompa u3
HAUWHA HyMEPHUCama CIeIN Aa je jeJHa O MBUIA ca kKpajeM V HymepucaHa Opojem
k+ 1. C o6zupom na je H3I (k,k + 1) = 1, to cnemu na je u H3I cBux Gpojesa
KOjuMa Cy HyMepucaHe uBuue ca kpajeM V jennak 1.

MO ’91.5.

IIpBo pememe. Ysemumo ciuenehe osmake: ACAB = «, LABC = [,
ABCA = v, {PAB = z, {PBC = y, {PCA = 2. 3a yriose tpoyria «, J u

v Baske cienehe HejeqHaxkocTu:

3
(1) sin a sin 3 siny < (?) ,
(2) ctga + ctg B + ctgy > V3.

Ha ocroBy cumycHe Teopeme nobujamo:
3) PA _sin(B-y) PB _sin(y—z) PC _sin(a—uz)

PB~  sint ' PC  siny ' PA sin z
Muoskemem jennaxoctu (3) mobujamo

=1

4) sin(a — ) sin(f8 — y) sin(y — 2)
sinz siny sin z

[Tpumerumo na je

78111(_0[ —2) = sina(ctgz — ctg o),
sin x

S8 =9) _ in petgy — ctg ),
siny

sm(jyi—z) = siny(ctg z — ctg~y).
sin z

Kopucrehu oBe jenmakoctu u3 (4) nobujamo zna je

1

5 tex — ct tey — ct ter —ctgn) = ———
(5) (ctgz — ctga)(ctgy — ctg B)(ctg z — ctg ) S s sing
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Kopucrehin mejemnarocT u3Menjy apuTMeTUUKe ¥ TeOMETpHjCKe cpeaute u3 (5) nobu-
jamo

(©) 1 o (ctgac—l—ctgy—l—ctgz—ctgoz—ctgﬂ—ctg’y)3

sina sin 3 siny 3
Kopucrehn mejennaroct (1), u3 (6) mobujamo zxa je
(7) ctgx + ctgy + ctg z — ctgar — ctg f — ctgy = 2v/3.

Kowawuro, kopucrehin (2) u (7) mobujamo ctgx + ctgy + ctgz > 3v/3. Ipema Towme,
Gap jemam ox Gpojesa ctgx, ctgy, ctgz mmje mamu ox /3. Omarie cremu na Gap
jemam om yraosa x, y, z auje sehu ox 30°.

Hpyro pemesme (IIpexpar Tanosuhl). Heka cy Ay, By, Cy upeceuyne Tauke npa-

sux PA, PB, PC ca, pemowm, crpanunama BC, CA, AB. IlpernocraBumo ma je
csaku on yriaosa PAB, PBC, PCA sehu oxn 30° u ossaumvmo PA = z, PB =y,

PC = z. Tana je: PCy > g, PB; > g, PA; > % C npyre crpane,

PCy N PA,; N PB,  PC N PA, N PB; )
PC+PC, PA+PA, PB+PB, CC, AA, BB;

t
Kaxo ¢ysrmumja pacre, nobujamo
p

+1

o Y z

1> = .
2z+m+2x+y+2y+z

+ ol s
N8
+ o

NI
+ ol w

Z
2

<

IlokazalieMo ma mociemma HejeTHAKOCT He MOkE Ja BaKU HA 3a je[Hy TPOjKY MO3U-
TUBHUX peasHux Opojesa (z,y,2).

[Tpema JemncenoBoj HejeAHAKOCTU MMAMO:

T 1 Y 1 z 1

r+y+z 2242 zz+y+z 204+y z+y+z 2y+z
1 1
> = :
r+y—+z

ﬁiﬂ (z(22 4+ z) + y(2z + y) + 2(2y + 2))

Y z
=
2z+x+2x—|—y+2y—|—z

3Haun,
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MO '91.6.

Iloka:kuMO [a 3a MPOW3BOJbHE HPUPOAHE OPOjeBe P U ¢ BAKU HEjeTHAKOCT
1
1 —p|>—.
(1) lav2 —pl > £

Axo 3a npupozse GpojeBe p U g Baxku HejeaHakocT p < (4 — \/i)q, OHJA je
Vo laV2-pl(@V24p) 26 -7 1
lgV2 —p| = = > .
V2+p @V2+p 4
Ako 3a mpuponme GpojeBe p U ¢ Baku HejeaHAKOCT p > (4 — \/i)q, OHJA je

V2= pl =p=aV3> (4= V2)g =gV = (4=2V2)g> 1> 1.

Heka je x, = 4(nv2 — [nV2]), 3a n € {0,1,2,...}. Tazma 3a cpaku 6poj n €
{0,1,2,...} Bau x,, € [0,4], 7j. 5u3 (x,) je orpammuen. Ocum Tora 3a Gpojese
i > j >0, na ocuoBy Hejemmarkoctu (1), mobujamo

i — ] (i =) =411 = )V2 = (V2] = [V2]) - (1= j) > 4

L) =1
—~~\t—7)= 1
A(i = j)

Caga nako ciemu na U 3a TPOU3BOJLHE PA3NUUATe HEHEraTUBHE Ieje OpojeBe i 1 J
BaKU HEjeIHAKOCT |x; — x| - |1 — j| > 1.

MO ’92.1.
Hexka je
pqr — 1
F(p,q,r) = , l<p<qg<m,
(r—1(g—1)(r-1)
rae cy p, q, r neau 6pojesu. Kako je
F(p,q,r) =
1 1 1 1 1 1
=1+ +

I R N e [ VR R VR PR VPt
F(p,q,r) omana mo cBakom ox aprymenara. Axo je F(p,q,r) ueo Gpoj, omma cy
6pojeBu p, ¢ U T UCTE TAPHOCTU. 3AKUCTA, aKO je HeKu o OpojeBa p, ¢ U T HEmApaH,
orza je 6poj (p — 1)(¢ — 1)(r — 1) nmapan, omakne cremu na je 6poj pgr — 1 mapam,
a TO moBJIAUM na cy Opojesu p, ¢ u r Hemapuu. Axo je F(p,q,r) meo 6poj u ako cy
Opojesu p, ¢ u r napuu, ouza je F(p,q,r) Henapan 6poj.

Axro je p > 4, onna je 1 < F(p,q,7) < F(4,6,8) = 104/48 < 2, na F(p,q,r) =e
Mo:ke Obutu neo 6poj. akae p < 3.

Heka je p = 2. Tama je 1 < F(2,q,7) < F(2,4,6) = 47/15 < 4. Cuenu na je
F(2,q,7) = 3. Oso je ersuBamentno ca (¢ — 3)(r — 3) = 5. Tlocremma jemHakoct
BasKM AKO M caMo aKo je g =4 ur = 8.

Heka je p = 3. Tana je 1 < F(3,q,7) < F(3,5,7) = 104/48 < 3. Cnemu ma je
F(3,q,7) = 2. Oso je exBuanento ca (¢ —4)(r —4) = 11. Iocaenma jemHarocr
BasKM QKO M CaMO aKo je ¢ = u r = 15.

3armyuyjemo ma 3amarak uMa asa pemema: (p,q,r) = (2,4,8) u (p,q,r) = (3,5,15).
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MO ’92.2.

Pememe Brammmpa Bowuna. Uz f(f(y)) = y + f(0)? cnenu na je f Oujexnmja.
[IpernocraBumo ma nocroju = 3a koje je f(z) # x. Pasmarpahemo nsa ciayuaja.

Hera je f(z) > 2. Tama moctoju Takso y ma je f(z) = x + f(y)?. Crem ma
je f(x) = f(f(x) + y?). Kopumhemem mnjextusrOCTH ByHEEIHMje f omaBae n06UjamMo
na je x = f(z) +y*. Oso mopnauum z > f(z), MTO je KOHTPAAMKIHM]a Ca TONA3HOM
[PETIOCTABKOM.

Hera je f(z) < x. Tama mocroju taxso y ma je x = f(x) +y?. Cuems ma je
f(@) = f(f(z) +vy*) =2+ f(y)?. Oso nosnaum f(x) > x, WTO je KOHTPATMEIHM]a ca
MOJIA3HOM MPETIOCTABKOM.

Ilakne, mopa Guru f(x) = z 3a csako x. Jlako ce mpoBepaBa Ia 0Ba (yHKIUja
3a7I0BOJbaBa NATy (YHKIU]CKY jeTHAUMHY.

MO ’92.3.

IIpeo pememe. Heka cy obojene 33 mysxu, Tj. HEKA caMO 3 IyU HUCY 0DOjeHe.
Moskemo omabparm 3 Tauke TAkO Aa CBaka O HEODOjeHWX My:ku mMa Oap jemaH on
KpajeBa y jemHoj on m3abpaHmX Tauyaka. 10 3HAUM ma Cy cBake 2 OX IpeocTayux 6
Tavyaka mose3ane oOojenoM ay:ku. I[Ipema mosmarom pesyaraty, meby Tux 6 Tauaka
mocToje 3 Koje cy moBe3aHe Ay:KUMa 000jeHuM UCTOM 00joM.

Cuura 13 moka3yje ma ce Mory obojury 32 IysKu TakO Aa CTPAHUNE HUjeTHOD TPO-
yraa He Oyny obojeme mcrom Gojom. (Ilyme nmuUMje mpemcraBibajy UPBEHE Ly:KU, a
UCHPEKUJAHE IIIaBe).

Hajmamu 6poj n Koju 3a10BO/bABA IIOCTAB/BEHU YCJIOB je n = 33.

Cn. 13 Ca. 14

Ilpyro pememe. Kopuctrnhemo nse mo3nare Teopeme u3 Teopuje rpadona:

Teopema (Ramsey). Hera cy k u | npupoaau 6pojesu. Iloctoju mpupoman 6poj n
koju uma cienehe cBojcTBO: ako cy rpase xommieTHor rpada K (n) obojene miaBom
u upBeHoM 60joM, ouga nocroju moarpad K (k) uuje cy rpane obojene miaBoM 6ojoM,
unu nocroju noarpad K (1) uuje cy rpame obojene upseHoM 50joM.

Hajmamu npupozman 6poj koju mMa IaTo CBOjcTBO obeneskasamo ca r(k,l).
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Teopema (Turan). Heka npoct rpad G uMa n YBOPOBa U M I'DAHA.
a) Ako G ue caapxu noarpa¢ K (k), ouna je

e ()-o(3)-0-1-0()

rle je ¢ KOJUYHUK & 7 OCTATaK Koju ce mobuja MpUIMKOM Hesbema Opoja n Opojem

k—1.
o= ()50

6) Ako je
G e canpxu noarpad K (k) ako 1 caMo ako HeroB KOMILIEMEHT UMa k — 1 KOMIIOHEHTY,
OI KOjUX Cy BUX 7" KOMIUIEeTHU I'paoBu pema q + 1, nok cy mpeocramux k — 1 —r
KOMILJIETHI TPa(oBU pefa q.

YBOIUMO O3HAKY

Hn, k) = (’;) —r(q;1> —(k—l—r)(g).

[Tomohy mperxomue mBe TeopeMe MOKEMO [a M3BEAEMO TEOPEMY KOja MPEACTABIbA YO-
HIITEHE Pe3yITaTa JOOWjeHOr pelnaBameM AATOr 33,JaTKA:

Teopema. Heka cy n, k u | npuponau 6pojesu, raxsu na je t(n,r(k,1)) < (Z)

Axo je rpagy K(n) obojeno t(n,r(k,l)) + 1 rpana miaBoM u upBeHoM GOjoM, OHIAA
nocroju nonrpad K (k) uuje cy rpame obojene miaBoM 60joM, WU HOCTOjU HOArpad
K (1) uuje cy rpane o6ojene upsenom 6ojom. ITocroju takso 6ojemwe t(n,r(k,l)) rpana
rpada K(n) nmnasom u upseroM 6ojoM, na mujensoMm noarpady K (k) Hucy cse rpame
o6Gojene mraBoM 60joM u ma mujemaoM noarpady K (1) mucy cse rpane 060jeHe IpBEHOM
6ojoMm.

Ilokas. Hexa je t(n,r(k,1))+ 1 rparna kommiersor rpada pena n 060jeHO IABOM U
npsenom 6ojoM. [Ipema Typanosoj Teopemm moctoju Kommieran moarpad pexa r(k, 1)
unje cy cBe rpane obojene. IIpema Pem3smjeBoj Teopemu taj moarpad mMa moarpad
K (k) auje cy rpane oGojene miasom 6ojom, umu uma moarpad K (1) uuje cy cse rpane
obojene npserom bojom. Tume je morazamo mpBo TBpheme Teopeme.

Hexa cy rpaune rpada K (r(k,l)—1) obojene mnaBoMm u qpBeHOM 60joM, TAKO Aa HUje-
nan noarpad K (k) mema cse rpane o6ojere miasoM 60jom u na Hujenan moarpad K (1)
HeMa cBe rpase obojene npBeroM 6ojom. UBopose oBor rpada hemo obenexaBatu ca
vi, 7=1,2,...,r(k,l) — 1, a e;; ie Guru 03HaKa 3a rpaHy Koja IOBE3yje YBOPOBE U;
nvj, 1 <i,j<r(k1)—1,i7#j. Hera cy ¢ u r KOTUYHUK U OCTATAK KOJU ce TOOU-
jajy mememem Gpoja n Gpojem 7(k,l) — 1. Cryn usoposa rpada K (n) pasinoxumo Ha
r(k,1) — 1 moxckymosa V;, Tako ma r of mEX cagpske 1m0 ¢ + 1 4BOD, a ha MPeoCTaInx
r(k,l) — 1 — r canpke mo ¢ usopoBa. ['paHe Koje MOBe3yjy UBOPOBE M3 CKymosa V; u
Vi, 1 <14,j < r(k,l) — 1, oBojumo Gojom rpase e;; rpapa K (r(k,l) —1). Jlaxo je
nokazaru ga hie wa taj nauun Ouru obojeno t(n,r(k,l)) rpana rpapa K(n), a na npu
ToM He mocroju noarpad K (k) uuje cy ce rpane o6ojene miasom 60jOM U HE IOCTOjU
noarpad K (1) uuje cy cse rpame obojere npsenom Gojom. Tume je moka3 Teopeme
KOMILJIETUDAH. W



MO ’92.5 Pemema 3amaraka 65

Ha ocuoBy mperxonme Teopeme 3akbyuyjeMo ma je OpOj KOju ce TPaAKU y 3adaTKY
jemmak t(9,7(3,3)) +1=1¢(9,6) + 1 = 33.

MO ’92.4.

Osmaummo ca T Tauky nomupa mpase | u Kpyra ¢, ca T’ Tauky CUMETPUYHY TAYKA
T y onnocy wa M u ca S Tauky Kpyra ¢ Koja je AMjaMeTpajHO CyOpOTHA Tauku 1,
cr. 14. Hera je PQR Tpoyrao ommcaH OKO Kpyra ¢, TakaB na My TemeHa () u R
neske Ha mpaBoj [ m To Tako na je tauka M cpemumre my:xu QR. Kpyr c, cmoma
ynucan y Tpoyrao PQR, koju nomupyje crpanuny QR u mpomyskeTke mpeocraje IBe
crpanuie, gomupyje npasy |y tauku T'. Tanrenrta kpyra ¢ y tauku S mapajesnHa je
npaBoj [. 3aTO XOMOTETHja ca IEHTPOM y Tauky P Koja IpecIukaBa KPYT ¢ ¥ KPYT Cp
npeciukasa Tauky S y tauky 17. Crema ma cy tauke P, S u T’ romuneapue. Ilakie
rtauka P mpumaza oTBopeHo] moaynpasoj H, koja snewxu Ha mpasoj ST, monasu u3
tauke S u me canp:xu Tauky 1’. Huje Temko nokasatu ma ceaka Tauka noaynpase H
3aI0BOJbABA YCJIOB 3amaTka. [IpeMa ToMe, TpasKeHM CKyI Tadaka je mosiympasa H.

MO ’92.5.

IIpBo pememe. Heka je

S(x) ={(y,2) | (z,9,2) € S},
Sy(z) ={z](z,2) € Sy}
S.(x)={y|(z,y) €S.}.

Wwmajyhu y Buny ma je S(z) C S u S(x) C Sy(x) x S, (), nobujamo

5= 2 15()| < = VST, @IS = VIS S VIS, @8-
< m@wy(wn@mxn - m\/@M= VIS:11,115-1.

JIlpyro pememe. Hexka je

Sy,2) ={z|(x,y,2) € 5},
Sy(z) ={z | (z,2) €Sy},
S:(y) ={=z|(z,y) € 5.}
Umajyhu y suny ma je S(y, z) C Sy(2), S(y, z) C S.(y), nobujamo

1Sl="> 1Swal< [ X 1] X [52)]

(y,2)€Sx (y,2)€Sx (y,2)€Sx

< V154 Z 1511w = \/|sz|\/§|sy<z>§|sz<y>|
=¢|sm|¢|sy||sz|=wszusstZL
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MO ’92.6.

IIpBo pememe. a) IIpernocraBmvo ma ce 6poj n? MoOe IPeACTABUTH Kao 30up
k = n? — 13 wBampara npupommux 6pojesa: n? = x3 + 13 + - + x% Omnna ce 13
MO#€ TIPeJCTABUTY Kao 36up 6pojesa obmuka 22 — 1, x € N:

13=n—k=(zf —1)+ (23 = 1)+ + (2} — 1)

Jlako je Bumeru ma je to memoryhe, Tj. ma ce 13 He MOKe IpeNCTABUTU Kao 30up
opojesa 0,3,8,15,... . 3aro je S(n) < n? — 14.

6) Hokazmio na je S(13) = 132 — 14 = 155. Ako je Hexu Gpoj MpeACTaBLEH y
obuuky 30upa k KBagpaTa OJ KOjUX je jelaH mapaH, OHIa MOKEMO A ra IPeICTaABUMO
y obnuky 36mpa k + 3 KBaapaTa Tako IWTO cabupak KOJU je KBaAparT mapHOr Opoja
pasbujemo ma werwpn kBagpata: (2x)% = 22 +2% 422 +22 . lonasehn ox jemmakoctu

13> =8 +8° +4% +4° + 37,
6poj 132 MomeMO IpencTaBUTH Kao 36up k KBaIpaTa IPUPOIHMX OpojeBa 3a k =
5,8,11,...,155. Cununo, u3
132 =82+ 82 +4% + 42 + 22 + 22 + 12
nobGujamo pempesenranujy 6poja 132 y obmuky 36upa k = 7,10, 13, ..., 154 ksagpaTa
mpuponaux 6pojeBa, a u3
132 =8 +82 +4° + 32 +32 4+ 2 + 12 + 1% 4 17

nobujamo penpeserranujy 6poja 132 y obmuky 36upa k = 9,12, 15, ..., 153 kBagpara
npuponHux 6pojesa. IIpeoctano je jom ma mokamemo ga ce 132 Moxe mpemcraBuTu
Kao 30up k = 2,3, 4,6 kBanpara npupogHux O6pojeBa:

132 =122452 =122 442+ 32 =112 442+ 42+ 42 = 122 + 32 + 22 + 22 + 22 4+ 22,

B) Hexka je S(n) = n? — 14 3a mexo n > 13. Ilokazahemo ma je S(2n) = (2n)? — 14.
Axo n? Mome na ce mpeacTaBu Kao 30up k KBagpaTa IpUpOAHHX GpojeBa, momazehu
on

(2n)? = (221)% + (220)% + - - - + (22)?,
pasbujameM DapHuX KBaIpara OOMjaMo pempesentanujy 6poja n’ y obiamky 36upa
k,k +3,...,4k xsanpata. 3maum ma ce 6poj (2n)? Mowe TmpeacTaBUTH Kao 36up k
KBaJpaTa IpUpOIHUX 6pojeBa, 3a 1 < k < 4n? —62. Axo je 4n? —63 < k < 4n? — 14,
ouma je 14 < 4n? — k <63 <4132 -63 < k. Jlako je mokasaTu ma ce CBakKu OPOj
m > 14 moxe mpeacTaBuTy Kao 36up k > m 6pojesa obmuka 2 — 1, x € N. Ako oy
YMIbeHnIy TpuMeHnMo Ha 4n? — k, noGujamo

An® —k = (@] = 1) + (a5 = 1) + -+ (@} — 1),

a oJaBle
2 2 2 2
dn* =]+ 25+ -+ 7.

U3 mperxommor pasMatpama ciaem aa je S(n) = n? — 14 3an = 2% - 13.
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JIlpyro pememe. Kopuctuhemo mo3naTy TeopeMy O MpeACTABHAHY TPUPOTHOT
Opoja y o0amky 306upa 4eTupu KBapara.

Teopema (Lagrange). Csarxu mpupoman Opoj Mo:ke Ha Ce NPENCTABUA Kao 30up
JeTHpU KBAAPATa [EeJux OpojeBa.

To 3maum ma ce cBaku mpupogaH OpOj MOKE MPEACTABUTA KAO 30Up HE BUIIE O
yeTUpu KBaApaTa TpuUpomHux Opojesa.

Teopema. Ilpuponan Opoj Moxke Ia ce MPEACTABU Kao 30Mp MeT KBaapaTra MPUPO-
nmaux OpojeBa, M3y3eB y ciydajy Kaja je jemHak jemHom on ciemehwmx Opojesa: 1, 2,
3,4,6,7,9, 10, 12, 15, 18, 33.

Ioxra3. Ilobumo ox tora ma ce 169 moxke mpencraBuru kao 30up k = 1,2,3,4
KBaIpaTa MPUPOIHUX OpojeBa,

169 =132 =122 +52 =122 + 4% + 32 = 112 + 42 + 4% + 4>

Axo je m > 169, ouma je m = (m — 169) + 169. IIpema Jlarpamxosoj Teopemu
npupoznas 6poj m — 169 moxke ma ce mpexncrasu kao 30up k < 4 KBaxpara IpUPOIHAX
opojesa. IIpeocraje na ce 169 npencrasu kao 30up H—k KBagpara IpupoIHUX OPOjeBa.
Axo je m < 169 HemocpeHO ce IPOBEPaBa la Ce 1M MOMKE IPeACTABUTU Kao 30up mer
KBaIpaTa MpUPOAHUX OpOjeBa, M3y3eB y ABAHAECT M3Yy3eTUX CilydajeBa. M

Teopema. Hera je k > 6. Ilpupomam 6poj m > k Moke na ce IpencTaBu Kao
30up k KBazpaTa HpUPOIHUX OpPOjeBa, M3y3€B aKO je M jedHAK jeXHOM of ciemehnx
opojera: k+ 1, k+2, k+4, k+5 k+7, k+10u k+ 13.

Ioxka3. Ako je m = k + 28, ouna je

m=3+3+22+22+22 422 + 1% +... + 1%

Axvojem>2kum#Zk+1,k+2,k+4,k+5,k+7,k+10,k 4+ 13,k + 28, ouna je
m—k+5+#£1,2,3,4,6,7,9,10,12,15,18, 33. IIpema nperxomuoj Teopemu, 6poj m —
k + 5 Moxke ma ce mpencTaBu Kao 30up kBazpara mer nupuponnux Opojesa. [Ipeocraje
Ia ce 0BOj pempesenTanuju moga k — 5 kBagpara 6poja 1. Ako je m € {k+ 1,k +
2k +4,k+5,k+7,k+ 10,k + 13,k + 28}, onma je m — k € {1,2,4,5,7,10,13}.
Jlako je Bumer: ma ce y ToM ciydajy Opoj m — k He MOxe NIPeACTAaBUTU Kao 30up
6pojesa obmuka 22 — 1, € N. Crora ce Hi 6poj m He MOKe IpPeICTABUTU KA 361p
k xBagpara mpuponHEnx OGpojeBa. W

W3 mperxomue mBe TeopeMme ciems Oa Ce CBaku mpupoman 6poj m = 19, m #
33, MOke TpencTaBUTH Kao 30up k kKBazpara mpupomHuMX OpojeBa 3a cBako k =
5,6,...,m — 14. Cpaku ox 6pojesa 169t2, t € N, Moxe Ja ce IPEACTABY Kao 306up
k = 1,2,3,4 xsagpara npupomaux 6pojesa. Cmemu ma je S(13t) = 169t — 14 3a
cBako t € N.

MO ’93.1.

IIpso pememse. [Ipernocrasumo ma je f(x) = 2" + 52"~ + 3 = g(x) - h(z), rae
cy g(x) u h(z) nomuHoMM ca neauM KOC(QUIMjEHTHMA U CTENeHa He Mamer on 1. U3
yeaosa f(0) = 3 caenu xa je g(0)-h(0) = 3, omakne nobujamo 1a je jeman ox Gpojesa
|g(0)| u |h(0)| jenmak 1. He ymamyjyhu omuroct pa3maTpama MOKEMO IPETIOCTABUTI
na je |g(0)] = 1. Hexka je g(x) = 2¥ + a1z~ + -+ + a. Ilokasumo na je k > 1.
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3awucra, ako je k = 1, 1j. g(z) = x+aq, orzma 360r |g(0)| = 1 nobujamo 1a je |a1| = 1.
Opnarxne cremu na je g(1) = 0 mm g(—1) = 0, wWTo je y KOHTPAIUKIMIA Ca UNHEHIIOM
nmaje f(1) #20mu f(—1) # 0. Heka cy oy, ag, ..., ai ce Hyae nomunoma g(z). Tana
jegl@)=(r—a1)(z—az)...(x —ap) u

(1) 9(0) = (-D*aray ... ay.
Karo ¢y a1, as ..., o Takogje u mysne momaaoma f(x) To cnemm na je

(2) a?il(aj +5)=-3, szacse je€{1,2,...,k}.

W3 (1) u (2) mobujamo cnemehy jemmakoct
(3) (a1 +5)(az +5) ... (ay +5)| = 3%.

Hamwe nobujamo: 3 = f(—5) = g(=5)h(=5) = (a1 +5)(a2 +5) ... (ar +5)h(-5). C

o63upom ma cy f, g, h mosumHOMY ca IeJuM Koe(UIrjeHTrMa, TO CIeM 1a je
(4) lg(=5)] = [(a1 +5)(a2 +5) ... (ax +5)] € {1,3},

U3 (3) u (4) crema na je 3% € {1,3}, mro je y KOHTPAIUKIM]U Ca TPETXOIHO M3BEICHOM
nocneaunom k > 1.

Ipyro pememe. Tepheme oBor 3amaTka je mocieIuna ABa PEIATUBHO MO3HATA
craBa.

Cmae 1. Hera je f(z) = apz™ + ap_12""1 + -+ + ap TOAMHOM € TETOOPOIHIM
Koe(UIMjeHTUMA 3a KOjU IOCTOju IpocT Opoj p Koju 3a10BosmaBa cieneha Tpu yciaoBa:

a)pla;,i=0,1,...,m, m<n,

6) p* f ao,

B) ptan.

Tazna Gap jeman npoct unamian noiunoMa f(z) man Z[z] uva crenen sehu og m.

Ilokas. Jeman on mpocTux YmHMIANa noiuHoMa f () nMa ci1o0oxaH UiIaH NeJbUB Ca
p. Hexka je To g(z) = bpa® +bx_12¥ =1+ - - +by. 360r B) muamo ma je k > 0. Hera je
h(z) =zt +c_12' =1+ - -+ co kommunuk mommmoma f (x) u g(x). V3 p | by u p? t boco
( = ag) cnemn ma p 1 co. Hera je i < k majMama BpemHOCT MHAEKCA 32 KOjy p 1 b;.
Kako je a; = bjcg + bj_1¢1 + -+ - + bpc; 1 KaKO Cy Ha NECHO] CTPAHU OBE jeIHAKOCTH
cBU cabupmu cem mpBOr JeBUBU Ca P, TO p { a;. Ha OCHOBY a) 3armyduyjemMo na je
i > m. Rako je k >4 10 je TuMm pe k > m. m

Hanomena. Axo je m =n — 1, nperxomuu cras ce cBomu Ha EjsenmrajHoB KpuTe-
PHUjyM 3a MPEIYIUOMIHOCT MONMHOMA Ca [eq0OPOJHAM KOe(DUIHjeHTrMA.

Cmae 2. TomunoM f(x) ca nemobpojHAM KOeQUIMjEHTUMA HEMA HEIOOPOJHUX KO-
pena aro cy f(0) u f(1) menapuu Gpojesu.

Ilokas. Ilpermocrasumo na je a € Z kopen mommuoma f(x). Hera je r ocrarax
koju ce mobuja mememem Opoja a ca 2. Tama je f(a) = f(r) (mod 2). C mpyre
crpane nmamo 1a je f(a) mapam 6poj (= 0) u na je f(r) memapam 6poj (r € {0,1}).
Konrpanukuuja!l m
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Ha ocuoBy craBa 1, m = n — 2 u p = 3, 3akByvyjeMO ma je CTEmEH jeIHOT O
npocrux unaunana nonunoma f(x) sehim ox n — 2. Ha ocHOBy craBa 2 3akmydyjeMo
na nosuHoM f () HeMa 1enobpOjHUX KOPEHA, a CAMUM TUM HeMa HU (aKTopa cTereHa 1.
Cnemu na je f(x) mpoct monuzoM.

MO ’93.2.

ITpBo pememe. Hera je ADAC = a u LDBC = . Tana je a + 3 = 90°.
Oszmaunmmo L ADC = 61 u LCDB = d5, ca. 15.

Cu. 15

: k1,01 . : .
Hexra je Fp'°°' rommosunuja poramuje oko Tauke [ 3a yrao d; um XoMOTeTHje ca
nearpoM D u roedurmjertom ki, TAKO oa BaKU

Fp'(D)=D, Fp'(C)=A, Fy"(B)=E.

. Ko, — 0o . . .
Hexra je F; KOMIIO3UIja poTalyje oko Tauke [ 3a yrao —ds M XOMOTETHje Ca
neatpoM D u roedurmjertoMm ko, TAKO Oa BaKN

FpT%(D)=D, Fp (C)=B, Fp *(A)=E.

Tama cy rauke D, E v Fq ronuHeapHe 1 BaKu

AD CD BD CD
DE BD’ DE, AD’

AD-BD
W3 oBux jemmakoctu ciemnm ga je ————— = DFE = DFEy, 1j. tauke E u F; ce

noknamnajy. Ocum tora, LAEB = o+ 8 = 90°. Ilame, Tpoyraosu BED u CAD cy
caunyny, oxakie caenu na je BE : BD = AC : CD, 1j.

(1) AC-BD =CD-BE
N3 canunoctu tpoyraosa ADE u CDB nobujamo AD : AE = CD : BC, 1j.
(2) AD-BC=CD - AE.
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U3 jemmaroctu (1) u (2) nobujamo ma je AC? - BD? + AD? - BC? = CD? - BE? +

CD? AE? = CD?*(BE?+AE?) = CD? AB?, onaxne y3 kopumheme ycaoBa 3a1aTka
AB-CD

nobujamo jemmaxoct 2 - AC? - BD? = AB? - CD?. Konauno je 10 BD = V2.

(6) Tepajeme cireau U3 YMILEHUIE Oa je Yyrao M3MEL]y TAHTEHTE U TETUBE jeIHAK
nepudeprjcKoM YIiIy HaJ TOM TETHBOM.

Ilpyro pememe. Huje temro mokazatu ma je yciaos £LADB = LACB + 90°
eKBUBAJICHTAH YCJIOBY: KPyroBu omucann oko Tpoyriosa ABC u ABD cy y3ajamuo
oproroHasHu. PasmaTpajMoO MHBEP3U]y y OMHOCY Ha KPYT ca MEHTPOM y Tauku D u
nosynpednukoM 7 (r je mpousBosibHO). Heka ce Tauke A, B u C npecnukasajy y Tauke
A’', B u C’'. Kpyr omucan oko tpoyrna ABC mpeciukaBa ce y KPYT ONUCAH OKO
tpoyraa A’B’C’ a kpyr omucam oko tpoyrna ABD npeciukasa ce y mpay A'B’.
Kako cy kpyrosu omucanu oko Tpoyraosa ABC u ABD optoronanuu, To he kpyr
omucan oko tpoyria A'B’C’' u npasa A’B’ 6uru oproromanmu. Ilakne A’ u B’ cy
NIMjaMeTPAJHO CYIPOTHE Tadke Kpyra ommcanor oko Tpoyraa A'B’C’, omrocHo yrao
kon temena C' tpoyrma A'B’C’ je mpas. Ilpase A'C’ m B’C’ mpecaukasajy ce y
kpyrose omucane oko Tpoyriaosa ACD u BC'D. Cnemu na cy 0BM KDYrOBU y3ajaMHO
oproronasuu. Ha ocuoBy Iluraropuue teopeme mmamo aa je

(AIB/)Q — (A/C/)Q + (BIC/)2.

Nmajyhu y Buny ma je

2 2 2

i T AB i T AC i T2 BC

4B ~ AD-BD’ 4C ~ AD.-CD’ BC ~ BD-CD’
nmodujaMo na je

(AB-CD)? = (AC - BD)?> + (BC - AD).
AB-CD

AC~BD_\/§'

Omnasge u u3 npernocraske AC-BD = AD- BC uuje Teimko usBectu

MO ’93.3.

3a n = 1 urpa je TpPUBHUjaJHO 3aBpIIEHA. 3a N = 2 Urpa Ce MO¥e 3aBPIIATHU, HA
npuMep, Ha caenehiu HAuuH:

o | e °
o | e °
Cu. 16

Younmo caenehy momohny KoMOMHAIM]Y:

[ ] [ ] L) ® [} ®
[ ] [ ]
[ ] [ ]
— — —

Cn. 17
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OBa rombuuamja omoryhasa ma ce ca tabie ykjioHe Tpu Urype Koje croje y
I0JpKMa Koja ()OpMUPAjy IPABOYTAOHUK 3 X 1, Mpu yeMy ce KOPUCTU jOII jeHA (QUIypa
u jenHo c1060mHO nome. 3a cBako n > 4 kBagpar (n+3) X (n+ 3) Moke ce IPUMEHOM
HaBeJleHe KOMOMHAIje PeIyKOBAaTH Ha KBaapaT n X n, ci. 18. Twume je mokazano na
ce urpa MOKe 3aBPIIUTY 33 CBAKU IPUPOIAH OPOj M KOju HUje NesbuB ca 3.

Cn. 18

Heka je y cBako mome kBazpara 3k X 3k mocrasiena ¢urypa. IlpermocraBmmo
[a ce Urpa MOKe UTpATH Tako na (Ha OecKOHAuyHOj Tabuu) ocTaHe caMo jenHa (Qury-
pa. To mome Ha KOje ocTaje purypa HymepumeMmo ca 1, a 3aTtum OeckoHaUHY TAOIY
HyMepumeMo Kao Ha cuaunu 19.

1123123 |1]2|3]|1
213|123 |1]2]3]1]|2
3|1 |20|3e|1e|2e|3e|1e| 2 | 3
1|12 (3e|le|2e 30|10 2e| 3 | 1
2|13 |le|2e|3e|1le|2e|3e| 1 |2
3|1 |20|3e|1le|2e|3e|1e| 2 | 3
1|12 (3e|le|2e 30|10 2| 3 | 1
2|13 |le|2e|3e|1le|2e|3e| 1 | 2
3|12 (3|12 (3|1 |23
112 (3112 (3|1 (2|3 |1
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Csagu pacmopen ¢urypa za Tabiam 30BeMo mo3unuja. Hazo0BHMO KapaKTepPUCTUKOM
no3uruje 30up 6pojeBa KojuMa Cy HyMepucaHa I0Jba Ha KojuMa croje ¢urype. Pasmo-
TPUMO KaKO Ce Meha KapaKTePUCTUKA MO3UIMje TIOCIe CBAKOT OIUTPAHOr HoTe3a. AKO
y HEKOM IOTe3y GUrypa ca IoJba 1 Ipeckaye IOJbe 2 U N0JTa3U HA OJbe 3, IPU YeMy ce
yEIama purypa ca mossa 2, oHla je IPOMeHa KapakTepucTuke jenHaka —1 —2+43 = 0.
Ocrane moryhuocTu 3a mpoMeny kapakrepuctuke cy: —1—3+2 = -2, —2—143 =0,
—2—-34+1=-4,-3-142=-2,-3—2+4+1=—4. Y cBuM ciyyajeBUMa Kapak-
TEPUCTHKA ce Mema 3a mapad 6poj. Kapakrepucrumka modetne mosummje je 18k2 (jep
je 30up GpojeBa KojuMa Cy HyMEPUCAHA IOJba OMIO KOT KBagpara 3 X 3 jemHaka 18),
a KapaKTepUCTUKa 3aBpiiHe mo3unuje jemraka je 1. Meajyrum, momazehu on mosumuje
uynja je KapaKTePUCTHKA MapaH Opoj ¥ IPOMEHOM Te KaPaKTEPUCTUKE YBEK 3a MapaH
6poj, He MOke ce nobuTu jenuHuIa. KOHTpaIUKIUja.

Hanomena. Ha 26. Mebypeny6auukoj Maremaruukoj onumnujau [8], koja je omp-
swara 1992. ronuue, 6uo je nocrasmen cnenehn 3amaTak:

Ha GeckonauHOj maxoBCKOj TaOIM €KUM HEKOIUKO QUrypa. Y jeoHOM IOTe3y NOIy-
mreHo je (yrommko je To Morylie) ,mpeckounTu GUI0 KOjoM GUIyPOM IPEKo Gurype
KOja CTOjU HA CyCeNHOM HOJbY (CyCeNHHM Ce CMATpajy HoJba KOja MMAjy 3ajeIHUUKY
crpanuiy ), u cratu Ha ciaenelie ciaobonno nome. [Ipu oM ce ,npeckodena durypa
ckuzna ca tabie. Koju Hajuamwm 6poj purypa Moxke ocraru Ha Tabiau, ako Cy Ha IIO-
YyeTKy ¢urype Ouie mocrtasibeHe y O0JMKY MpaBOyraoHuka m X n (m = 2, n > 2),
OKPYKEHOT CJIODOHUM TOJbuMa.?

O0z080p. 2, ako je mn nemuso ca 3; 1 y IPOTUBHOM CIydYajy.

MO ’93.4.

Hexka je w orpanuuena ¢urypa y pasau. Ca d(w) u w(w) hemo o3nauaBatu auja-
MeTap u mmpuay ¢urype w. Kopuctnhemo cieneha asa cBojcrBa dyHknuja d u w.

a) Ako ¢y w u w’ aBe orpanuuene pasHe ¢urype u ako je w C w’, ouma je d(w) <
dw) m ww) < ww).

6) Ako je w Tpoyrao, onza je d(w) jeIHAKO HEroBOj HajAy:kOo] cTpammiy, a w(w) je
jeNHAKO HAJMAM0j BUCUHU TOT TPOYTIAa, Tj. m(w).

U3 6) cremu ma 3a Tpoyrao w Bakn m(w) = 25(w)/d(w). Hera ce raura X nasasu
yuyTap tpoyria ABC unu ma merosoMm pyOy. Tazma je

25(ABX) | 28(BCX) _ 2S(CAX)

d(ABX) © A(BCX) T d(CAX)

9S(ABX) 2S(BCX) 2S(CAX)

Z U(ABC) " d(ABC) T d(ABO)

2(S(ABX) + S(BCX) + S(CAX))
d(ABO)

m(ABX)+ m(BCX) +m(CAX) =

WV

_ 2S(ABC)
= A(AB0) m(ABC).
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Heka ce rauka X wmamnasu usBan tpoyriaa ABC, yayrap yriaa BAC. O3naummo ca
Y raury npeceka nysxu AX n BC. OBaj ciyyaj MOKEMO CBECTU Ha MPETXOIHMU:

m(ABX) +m(BCX) +m(CAX) = m(ABY) + m(BCY) +m(CAY) > m(ABC).

Heka ce tauka X mamasu nzsas Tpoyriaa ABC, yHyTap yria KOju je YHAKPCAH yIiIy
BAC. Tana je

m(ABX) +m(BCX) +m(CAX) > m(BCX) > m(ABC).

W3 nuckyToBasmu cMO cBe ODUTHO PA3JINYUTE HO3UIMje Tauke X y OITHOCY HA TPOYTao
ABC.

MO ’93.5.

IlpBo pememe. Heka je o = (V5 +1)/2 1 g : R — R ¢dysrmmja onpenjena
jemmaromhy g(z) = ax. C obsmpom ma je a® —a — 1 = 0, TO 3a CBaKW TPUPOIAH
6poj n Basnm jemnakoct g(g(n)) — g(n) —n = 0. Hedunnmenmo ¢pymxmmjy f: N — N
noMofiy jemHaKoCTH

Hoxraxumo na ¢yurmuja f mma TpaskeHa CBOjCTBA.

(a) C ob3upoM 1a je o > 1, to nobujamo g(n+1) = a-(n+1) > an+1 = g(n)+1, na
Ha OCHOBY meduuuimje pyurmuje f gako mobujamo xa je f crporo pacryha ¢yHknuja.

(6) Hpumernmo ma je 2 < oo+ 1/2 < 3. Onarne cnenou ma je f(1) = 2.

(8) U3z medunuumja dymrumja g u f ciaeoum ma 3a CBAKU IPUPOJAH OPOj 7T BaRU
mejennakoct |f(n) —g(n)| < 1/2 u na je f(f(n)) — f(n) —n neo 6poj. Ha ocroy
Tora u caemenux pesamnuja

[f(f(n)) = f(n) —n| =

clemu na 3a CBaKU Npuponal 0poj n Bawu jemmaroct f(f(n)) = f(n) + n.
Ilpyro pememe. [lahemo koMmneTHy aHalIW3y peliema Pa3MaTPAHOr Ipobiema
u3 Koje he mpousahu KOHCTPYKTUBHU MOCTYTAK KOJUM Ce MO:Ke TOOUTHU CBAKO PEIlemne.
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ITox PubonaumjeBoM pexkypeHTHOM jemHaumHoM nonpasymeBaliemo F,io =
Fo+1 + F,, a 3a pacryhn #u3 npupoxaux Gpojesa hemo pehm ma je Pubomaunjes
yKOJMEKO je oH pememe PubonaumjeBe pekypentne jenmaumue. (Hamomumemo na ce
obruno mon PubomaumjeBuM HU30M MOApPaA3yMeBa OHO pememe PuboHaumjeBe pery-
DEHTHE jeJHAUWHE Koje 3am0BosbaBa ycuaos Fy = Fy, = 1.) 3a Pubomaunjes wus F’
hemo pehu ma ce mpemnuhe ca Pubonaunjesum Hu3om F' ykonuko mocroju k > 1,
TakBO 12 je Fyyn—1 < F), < Fiyn, n > 1. Huje Temro noraszatu na ce Pubonauujes
w3 F' mpennuhe ca $ubonaunjesum mumszom F ako m camo ako nmocroju k > 1 Taxso
na je F, < F| < Fry1 < F} < Frio. Yromuko ce Pubomaunjes mm3 F’ npemmhe
ca dubonaunjesum muzoM F mmsosu F! — Fyip_1 u Fyyppn — F), MoHOTOHO pacty 3a
n > 2 (moueTHa JBa YIAHA CBAKOL OJ OBUX HU30BA Cy IO3UTUBHK & CBAKM OX HUX
3an0BosbaBa PuboHAUM]EBY PEKYPEHTHY jefHAUMHY). AKO OBM HM30BU Dacty 3a n > 1
pehu hemo ma ce Pubomaumjes mm3 F’ mpasmaro npemmbie ca PubonaumjeBuM HU-
som F. TIpema Tome PubGonaumje uu3 F’ ce mpasmiano npemmbie ca Pubonaunjesum
mm3oMm F' ako m camo ako moctoju k > 1 rakso ma je 0 < F| — Fp < Fy — Fpy1 m
0< Fyy1 — F{ < Frqp0— FJ.

Heka je f: N — N pacryha ¢ysrmmja xoja 3a10B0/baBa 1aTy GYHKIUjCKY jeaHAUN-
ny. Csaku urepatueau mu3 (m, f(m), f(f(m)),...) je Pubonaunjes. Oszmaummo ca
F! omaj ureparupan Hu3 unju je modernn unanm mi = 1. O3HaumMo ca mo TpUpPOAAH
6poj Koju ce He Hama3u MeDy uraHoBUMA OBOT Hu3a. Heka je F'2 uTepaTuBHU HU3 uuju
je moueTHM wiaH my. O3HAUMMO ca Mg HajMamby OIPUPOIAH OPOj KOjU ce He IojaBibyje
mely wranoBnma mmzosa F' u F2. Hexka je F'> urepaTuBHM HU3 UMM j€ TOYETHH UIAM
mg. HacraBmamem oBor moctynka mobujamo au3 PuboHaUMjeBUX HU30Ba TAKBUX A je
CBaKuU MpUpPOAaH OPoj uman tauno jemuor on mux. Huje Temko mokaszatu ma ce CBaKu
OJ1 OBUX HU30Ba MPABUIHO MpeIulie ca CBUM CBOJUM MPETXOIHUIMMA. 3auCTa, aKo je
1<i<jmakoje Fi < F{ < Fi , onna je

F{—F=1+|{n|Fi<n<F{}|=1+|{f(n) | Fi <n < F{}|
<1+\{n|F;i+1<n<F3}|=F§—F;i+1,
Fig—F =1+{n|F{ <n<F, }=1+[{f(n)| F{ <n<F,}

<1+|{n|F <n< F}=F_.,—F].

Hexa je F', F?2, F3, ... pamminja PuboHauujeBUX HU30Ba TAKBUX & CE€ CBAKU
Ol BUX HpemIriie ca CBUM CBOjUM MPETXOIHWIMMA UM O3 jé CBAKU IPUPONAH OpOj
UJaH TAYHO jeJHOT OX BuX. Huje TemKo moKa3aTu [a HOCTOjU jeIUHCTBEHA (YHKIU)ja
f: N — N 3a rojy cy pasmarpanu PuboHAUUjeBU HU30BM UTEPATUBHU HU30BU. Ta
(QYHKIUja je MOHOTOHO pacTyha u 3am0BoJbaBa ATy (GYHKIUjCKY jeIHAYMHY.

Hera je F'! ®ubomaunje mm3 unja cy mpsa msa umana 1 ( = mq) u 2. Tama je
me = 4 HajMamu OPUPONAH OpOj Koju muje umam mu3a F'. ®ubomaunjen mmz F2
umja cy mpBa nBa una#a 4 u 6 (wm 4 u 7) mpasmiro ce mpemmuhe ca Fl. Hexka
je FY, F?2, ..., F* pammnja PuboHaunjeBUX HM30Ba TAKBUX Oa CE CBAKU OI HUX
IIPaBUIHO Ipemmuhe ca CBUM CBOjUM IMPETXOJHWIMMA ¥ 12 je IPBY 4IaH m; Hu3a F',
i=1,2,...,k, HajMamn npuposan 6poj Koju Huje WiIaH HujeHOT on Hm30Ba 1, F2,

., Fi=1 Heka je m 1 HajMamy npupogan 6poj KOju HUje UIaH HUjeJHOT O HI30BA
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F', F? ..., F* Tocroju ®ubonaunjes mu3 FFT1 kome je myy upsu unam u xoju
ce mpasuiHO mpemmuhe ca caxuM ox muzosa F'L F2, ... FF. Taxas je, ma mpuvep,
Pubonaunjes mu3 unju je apyru wian jemsar Fi , + 1, rae je Ff = mpqq — 1.

Ha ocHoBy Hampem n3i0/KeHOT 3akbydyjeMo na moctoju uu3 PubonauujeBux HU30Ba
F' F?2 F3 ... TakaB ga ce CBakKu o BuX npemmuhe ca CBIM CBOjUM IPETXO THIMIIMA,
U Ja je mpBu wiaH my Husa F¥ majuamu mpupomam 6poj KOju Huje WiAH HUjeJHOT
om mm3osa F', F2 ... F*! Cpaku nmpuponan 6poj je ulal TauHO jeJHOT OJ HUX.
Oyurmuja f: N — N rojoj cy pa3marpann PubonaunjeBu HU30BU UTE€PATUBHU HIU30BU
je MonoToHO pacryha u 3a10BO/baBa ATy QYHKIUjCKY jeIHAUMHY.

MO ’93.6.
IIpBo pememe. Csaro crame mammu Lg, Ly, ..., L,_1 03HAYMMO BEKTOPOM
v = (vg,V1,...,Up_1), DHE je

{ 0, ako je mamma Lj yramena,
VE =

1, axko je mamma Lj ymamena.

ITouerno CTalkbe, Kala Cy IO YCJIOBY 3aJaTKa CBe€ JaMIle yIIaJ/LeHe, O3HaYEHO je BEKTO-

pom e = (1,1,...,1). Ienosame omepanuje S; mato je ca
Sj
(1}0, Ulyenny Un—l) — (UQ,Ul, ce V1,051 F V5, V41, ,’Un_l),

rae ce cabupame KOOPAMHATA BEKTOPA BPIIU 110 MOAYIY 2.
(a) 3a moka3 oBOr TBpAjema AOBOJLHO je JOKA3aTH Aa NOCTOjU IpuposaH 6poj r, Ta-
KaB nma je S.S._1...515e = e. Osmaummo ca R omepamnujy Koja BEKTOD
T je S5 = R™'SyR7
(vo,v1,...,Vp—1) IPEBOAU ¥ BEKTOP (V1,V2,...,Vn—_1,V0). Tama je S; o R u

8pSp_1...5818 = (RT"SoR" ) (R SoR™™1) ... (R™2SyR*)(R™'SyR) Sy
= R"So(RSy)" = R™""H(RSy)" .
[Ipema tome, ycaoB S,.S,_1...S5150e = e, expuBatentan je ca (RSp) e =e. C
063UpOM [1a OCTOj1 YRYTHO 2™ pa3IuuMTHX CTamba JaMiu (jep CBaka O[ 1 JaMIM MOKe
OuTH yramena Ui ynasmena), To y musy e, RSpe, (RSp)%e, (RSp)3e, ... uma jemmarux
unanoBa. JlpyruMm peumMa mocrtoje mpupoiHu OpOjeBU M U M, TAKBU Oa je m < n U

(RSy)™e = (RSp)"e. Tama 3a 7 =n—m — 1 sau (RSy)"le = (RSy))" ™e =e.
(6) Bexropy v = (vg, V1, .., Vp—1) IPAAPYKAMO TOIUHOM

-1 -2 2
P(z) =vp_12" " +voz"™ “ + - + Up_gx” + V3T + Up_a.

[omto je RSov = R(vp—1 + vo,v1,...,0n—1) = (V1,V2,...,Vp_1,Un_1 + ¥g), TO
ciemm na je BeKTopy RSyv NpUApYy#eH MOJUHOM

Q(z) = (Un_1 +v0)z" P F 12" 2+ - F vy 32+ Vp_o + Uy,
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[Ipumernmo na je Q(z) = zP(z) (mod 2™ — 2"~ ! —1). Ha ocrosy Tora ciem na je
yenos (RSp)"e = e exuasientan ca " = 1 (mod 2" — 2"~ — 1). Haname he 3nax
= yBeK 03HAUABATH KOHIPyeHIujy mo momyry z" — "~ — 1. Ako je n = 2F, onna je

2

(1) z" (™" = (a:"_l +1)" = g +1,

jep cy cBu GunOMHHM KoedumumjerTH pena 2F, ocuM mpBor um mocienmer, mapun. Kopu-
crehu (1) mobujamo

2 2 2

1=2" —2¢ =" n(.’L’”—l)E(En n . n—1 n 1'

Ipema ToMe, mocie n? — 1 kopaka cBe namme he MOHOBO GHTH yIAJLEHE.
(B) Hera je n = 2¥ + 1. Tazna, camyno Kao y MPETXOHOM CIyuajy, Ho6umjamo

1‘”2_1 = (Jjn+1)n—l = [JJ(Z‘n_l + 1)]71—1 = (xn +x)n—1 = xn(n—l) _|_xn—17

jep je 6poj n — 1 jemmax cremeny Opoja 2, ma cy cBuM OMHOMHN KOE(QUIMjEHTH Dena
n — 1, ocuM IpBOT ¥ NOCHeNH:€r, IapHU, Tj. jeaHaku Hyaum mo monyiy 2. [lame je
g’ =1 gn(n=1) = gn—1 14 ac"z_"(x”_l —1) = 2" 1. Cazma manasumo na je x™ " -
2" = 2"~ ! 1 romaumo " "+l = 1. Ipema Tome, 3a n = 2F 4+ 1 cBe mamme he 6utn
ynamene mociae n? —n + 1 kopaxa.

Ilpyro pemniene.

a) TpeHyTHO CTame MOKeMO KOIUPATU N-TOPKOM & = (Zg,Z1,...,Tp—1), TOE je
z; = 0 axo je namna L; uckimbydena, omHOCHO ; = 1 ako je nammna Lj; yxmydena. Ome-
panuje S; Cy MHjeKTUBHe: CTame HACTAJO Hocie omepamuje S; jenHosHauHo ompebyje
cTame Koje je mocTojato mpe Tora. Ymanosu mmsa (S, 1 ---S150)%(1,1,...,1), k>0,
IPUNALajy KOHAYHOM CKYyIy. 3aTo Nie mocTojaTu IBa jeJHAKA YiaHa y OBOM Hu3y. Heka
je

(Sp_1---818)1(1,1,...,1) = (Sp_1---518)%(1,1,...,1),

rze je 0 < k <. Tana je
(Sp_1-+-S180)™(1,1,...,1) = (1,1,...,1),

roe je m = 1l — k > 0. Ilakme mocie mn ONMUCAaHWX olepanxja cBe jaMie he OuTu
[OHOBO YKJLy4YeHe.
6) Heka je mu3 marpuna Uy, k > 1, 3amar ca Uy = [0],

r 1
f
1
Ussr= |1 ... 1.0 0 0|, k>1
0
@
L 0 i

Uy je kBanparHa mMarpuna pema 28 — 1.
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Moske ce moka3aTy METONOM MaTeMaTHUKe MHAYKIUjE Na 3a CBAKO k UIAHOBU Ma-
Tpuie

11 ... 11
1 1
:
1
11 ... 10
3aJ0BOJbABAJY YCIOB Ujj = Ui—1j + Ui j—1 (HOAPa3yMeBa ce apuTMeTura u3 Zs).

[Ipunukom m3Bohema MHAYKTUBHOT KOpPaka, NOBOJBHO je NOKA3aTH Oa NATO CBOjCTBO
mvajy detupu nomvarpure (6) pexa 28 4+ 1 cvemrene y yraosmva marpume (a) pena
2k 41

1 1 ... 1 1 1 ... 1 17
1 1 1
' f '
1 1 1
1 1 1 0 0 0 1
1 0 1
[

1 0 1
1 1 11 1 1 0]
(a)

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1
f | s
1 1 1 1
1 1 1 0 0 0 0 1
1 1 1 0 0 0 0 1
1 0 0 1
' 1 @

0 1
1 1 1 11 1 0

(6)
3a mpBe TPU O] OBE YeTUPU MATPHUIE OBO CBOjCTBO Ce HOKA3yje IPUMEHOM WHIYKTUBHE

IPETIOCTABKE & 33 YETBPTY Ce MUPEKTHO IPOBEPABA.

Pasmarpajmo mMaTpumy
1 ... 01

X, =

1 ... 1

Huje Temxo Bugerw ma je i-Ta Bpcra oe marpume (0 < i < 2F = n) crame koje
HACTaje MOCJe ¢-TOr IUKJIYCAa MPUMEHe ONMUCAHUX omepanuja. Y MOMEHTY IIpe Hero

O = =
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IITO je M3BPIIEHA IOCJeNmha ONepanyja N-TOT IUKJIyCa CTAame je OIMCAHO N-TOPKOM
(1,1,...,1). Harme mocme n? — 1 omepamuja cBe namme he GUTH yEBYydeHE.

B) 3a k = 1 TBpheme MOKe HEMOCPETHO A Ce MPOBEPU.
Hexa je uus matpuna Vi, k > 2, 3amgar ca

s}
e}

V2 5 Vk_;,_l - 1 e 1

Il
I
=
D s N = I
co~, O -

Vi je marpuna mmversuja (28 — 1) x (2F — 2).
Mo:ke ce TOKa3aTu METOMOM MATEMATUYKEe WHIYKIMjE Ia 34 CBAKO k > 2 WIaHOBU
MaTpHIe

111 111
10 10
00 0
Lo Lo
00 00
001 ... 111

3a10BOJbABA]y YCIOB V;j = U;j—1,; +v; j—1 (IoApasyMeBa ce apurMeruka u3 Zs). IIpu-
JUKOM U3BODema MHIYKTUBHOT KOPaka, HOBOJHO je TOKA3ATH M JaTO CBOjCTBO MMAjy
wetupu nommarpune (6) pexa (28 + 1) x (2% +2) cvemrene y yraosuva marpuue (a)
pema (281 4+ 1) x (2F+1 4 2).

11 ... 1111 1 1 17
0 10 10
00 0 0 00
0 0 0 0 00
00 1 1 110 00 0
0 0 1 0 00
00 0 0 00
o]

0 00

0 0 1 1111 11 1]
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1 11 1 11 1 11 1 11
1 1 1 0 0
0 0 0

(e}
(e}
- O
[an}
e}

00 00 00 00
00 1 111 110 ... 000
00 1 111 110 000
00 10 10 0 0
00 00 00 00
: Do Do [0] :
00 00 0 0 00
001 11 1 111

(6)
3a mpBe TpU OJ OBE YeTHPU MATPHUIE OBO CBOjCTBO Ce MOKA3Yje IPUMEHOM WHIYKTUBHE

IPETIOCTaBKE a 33 YeTBPTY Ce€ AUPEKTHO IPOBepaBa.
Pazmarpajmo MaTpumy

11 1 1 1
0 1 0
v 0 0 0
L= -
0 0 0
01 ... 1 11

Huje temko Bumern ma je i-ta Bpcra ose marpure (0 < i < 2F = n — 1) crame koje
HACTAaje MoCJIe ¢-TOT MUKIyCa IpuMeHe omucanux omeparnuja. Crame Koje HacTaje Kaua
ce u3Bpmu N — 1 NURIyC ¥ joul jelHa omepamuja omucaHo je n-topkom (1,1,...,1).
Ilaxme nocie n? —n + 1 omepamuja cee namme e GuTH VELydeHe.

Tpehe pememe. Jlokas tBphema mox a) ucTu je Ka0 y IPETXOIHOM DENIEHY.
Ca B(n) hieMo o3HauaBaTH CKyIl eKCIOHEHATa y OMHADHOM 3amucy Opoja n. Iokase
tephema nox 6) u B) hiemo ussectn kopumhemenm nosuaror crasa: LunomHy Koedu-

yujenm (7:) je wenapan 6poj axo u camo axo je B(k) C B(m). Y apurmernum

upcrena Zo y K0joj hemo Hamame pamguTu OBO TBphewme riacu:

(7:) =1 aKxo u camo axo je B(k) C B(m).

6) Uunykuujom hemo morasatu ma je crame j-Te Jamie MOCHE (-TOT MUKIYCa Olle-
t+7+1
7

pammja, 0 < i < n = 2%, jemmaxo < . Hera je © = 0. Ha nouerry cy cBe

j+ 1
JaMie yKLydeHe, a (J-(i)- ) =17=0/1,...,n—1. Iakue 3a ¢ = 0 tBpheme

Basku. Heka je ¢ > 0. Pazmarpahemo mBa cayuaja. IIpBo pasmarpajmo cayuaj j = 0.
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[Tocne © — 1 nukayca omepanumja crame jdammne Ly je ( 1>, a crame gamme L, 1
i—

t+n—1 . : ;
je .1 = 1. Wmamo ma je crame mpamme L HOCTE 4-TOD IUKIYCA OMEPAIM]a
i—
. 1 1+n—1 . 1+ 1 . .
jemHako | | 1 + 1 =i+1= . |]. Cama pasmarpajmo cuyuaj j > 0.
i — 71— 1

. .. (it
Crame mamme L; mocme ¢ — 1 nukmyca omepanuja je | | 1) @ crame naMne L;_4
i—

. o .o it
IIOCIE ?-TOr' IUKJIYyCa oOIlepalu)a JeOHaKO ]e . J
7

L o S
[UKJIyca omepanuja buhe (Z +]> + <l +‘7> = <l +‘7, T ) Tume je mora3 MHIYK-

Crame mamie L] mocJjae ¢-ToT

1—1 ) 7
mujom 3aspmen. Crame mocie n? — 1 omeparnuja oxpebeno je BpemsocTuMa ciemehux
. n+1 n+2 2n —1 2n—1
OMHOMHUX KOe(uIjeHara: , N , . Csu cy
n n n n—1

jemmaku 1. Iarme mocme n? — 1 omepamuja cse he mamme 6uTH yEbydeHe.

B) Munykuujom hiemo nokasaru ma je crame j-Te jamie mOCJe §-TOT LUKIYCA OIe-

S T
pammja, 0 < i < n— 1 =2 jemmaro (Z—'_j +. " ) Hexka je © = 0. Ha mouetky
i
j +2n—3
Cy CBe JIaMIle YKJby4YeHe, a I (;l =1,57=0,1,...,n—1. Hakne 3a ¢t =0

tBphewe Baku. Heka je ¢ > 0. Pasmarpahemo mBa cayuaja. IIpso pasmarpajmo

. ) . . (i+2n—4
cayudaj 7 = 0. Ilocne i — 1 nurayca omepamuja crame gamme Lo je 1 ,a
1+3n—5 t=

crame gamne L,_1 je . Mlmamo ma je crame namme Lg mocie ¢-TOTr Iu-

i —1
. 1+2n—4 1+3n—5 i+2n—3
mycaonepaumam;maxo( i1 >+< i1 >( ; )(1+10
3ai=1,04+0=03a1%>1). Cazma pasmarpajmo cayuaj j > 0. Crame samme
i1+j+2n—4
1—1
t+j+2n—4
i

L; mocne i — 1 murmyca onepanuja je ( ), a crame jammue L;_q mocie

-TOT IMKJIyCa ONepaIuja jeIHAKO je ( ) Crame mamne L; mocie i-Tor

uKIyca omeparuja ouhe

<i+j+2n—4>+<i+j+2n—4> B <i+j+2n—3>
i—1 i N i ’

Tume je nokaz maaykmujom 3aspmes. Crame mocie n — 1 muriayca omeparmuja of-

. . 3n —4 3n —3
pebeno je BpemrocTuMa ciemehux OMHOMHUX KOe(QUIUjeHaTa: L) 1)
n— n—

in —6 dn —5 .. .
SEN WS O W IIpeu je jemmak 0 a ocraau cy jemuaku 1. 3Haum na
2 —n omepammja mamma Ly 6mTy umckmydena a na he ocrale mamie OuTH
ykmpyuene. Ilocie n? —n + 1 omepamuja cBe namme he 6uTu yrmydene.

he mocne n
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MO ’94.1.

MoskeMO IPETIOCTABUTH 1A je G > Gg > « -+ > Gpy,. JoKakuMo na je a;+amy1—i =
n+13a 1l < i < m. IlpernocrtaBuMo na je 3a HEKO i, a; + Gmi1—; < n. Tama je
a; < @it am < i+ am_1 < <a;+am_ir1 <n. Cremu na cy i 6pojesa a; +
a; + am—1, -+, @; + Qm—;y1 pasaumuntu Mehy coboM 1 ma je CBaKM OX BUX jeIHAK
jemaom onm ¢ — 1 6pojesa ai, as, ..., a;—1, & T0 je Hemoryhe. Ha ocuHoBy moka3ame
HejeIHAKOCTU MMaMo 1a je

2(a1 +az+ - +am) = (a1 + am) + (a2 + @m-1) + -+ + (@ + a1) = m(n + 1),

OJHOCHO
a1 +as+ -+ am S n+1

=

m 2

MO ’94.2.

Heka je OQ L EF. Yersopoyrnosu OEBQ u OCF(Q cy teruBau. 3ato je
LOEQ = £OBQ = £0CQ = LOFQ. Cnemn ma je AOEQ = NOFQ, a onariue
na je QF = QF, ca. 20.

Heka je QF = QF. Osmaunmvo ca E' u
F' npojernuje Tauaka E u F ma npasy BC.
Karo je AQEE' =2 AQFF' (QF = QF,
LEQE' = AFQF', LQF'E = LQF'F),
to je EE' = FF' u QF' = QF'. Ka-
ko je ABEE = NCFF' (EE' = FF’,
KEBE' = {FCF', {BE'E = {CF'F),
t0 je BE' = CF'. Nakne nyx E'F’ je je-
maaka nyxu BC, a @ je meHO cpeaunTe.
Caemn E'QQ = BM, na 3ato ays#wu E'M n
BQ nvajy 3ajenuanuko cpenumre. Hbuxosa
3ajeIHMYKA CHMETPAaJa IPOJA3U KPO3 Cpe-
mamre S ny:xu OF. Kako je SQ = SO =
SE (= SB), 1o je yrao OQE mupas, Tj
OQ L EF.

MO ’94.3.

IIpBo pememe. (a) O3maunmmo ca g(k) 6poj exemenara ckyma {1,2,...,k} uuja
fuHApHA pempe3eHTanuja caap:ku TauHo Tpu jemuaune. Oumraemno je na je g(k)
meonanajyha ¢yuxmuja u ma je f(k) = g(2k) — g(k). Hakne

flk+1) = f(k) = (9(2k +2) — g(k + 1)) — (9(2k) — g(k))
= (9(2k +2) — g(2k)) — (9(k + 1)) — g(k)).

Kako 2k + 2 u k + 1 y OuHapHO] pempe3eHTAlMju UMAjy UCTH OpOj jeIMHUNA, TO
je f(k+1)— f(k) =1 wm 0 y 3aBucsocTu on tora na mu 2k + 1 uma y GuHADHO]
penpesenTanuju Tauso Tpu jemununne nin e, Crenu na f(k) nehie npeckountyu Hujenan
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3 ) mode ) = g2 ) - g(2) =

1
(n + > — (n> = (Z) Harne dpyuxuuja f(k) je meorpanuuena onosro. Cuenu na

npuponas 6poj. Kaxko je g(2") = g(2"—1) = (

3 3
j€ CKyI HeHMX BPEIHOCTM jeJHAK CKYIy CBUX HEHETATUBHUX OpOjeBa. 3aTO 3a CBAKU
npupogas 6poj m jennauuua f(k) = m uMa Gap jemHo pelneme.

(6) Ipermocrasumo ma jemmaumna f(k) = m uma jenuHcTBeHO pememe. 1o je
ucnymeno axko u camo ako je f(k+1)— f(k) =1wu f(k)— f(k—1) = 1. IIpsu ycuos
je 3aI0BOJbEH aKo 1 caMo ako 2k+ 1 mva y OMHAPHO] pernpe3eHTAUjy TPY je ANHATIE, Tj.
aKo U caMo ako k nMa y OMHApPHOj pempesenTaruju ase jemuuune. Vcto Tpeba ma Baku
u3a k—1. To je moryhe ako u camo ako 6poj k — 1 uma y OMHAPHO] pempe3eHTaAluju
6ap 3 mudpe, mpu uveMmy cy OpBa ¥ HOCHeAma IUbpa jeAuHUIE, a OCTajle Cy HyIe.
Hpyrum peunmva, k = 2™ + 2 3a wexko n > 2. Caxa umamo

fR+2) =g +4)—g2"+2) =1+ 92" —g(2") =1+ (Z)

Cremn ma jenmaumna f(k) = m uMa jeAMHCTBEHO pEIIEmE AKO U CAMO aKO je M =
n
1+ (2> 3a HEKO N > 2.

Ipyro pememe. Osznaumvo ca b(k) 6poj jenununa y GUHAPHO] DENpPE3eHTALU)U
npupoasor 6poja k. Aro ce uma y Buny xa je b(2k+2) = b(k+1) u b(2k+1) = b(k)+1,
Jako ce mobuja ma je

1, 3abk) =2,
2

s ={

Omasze n u3 f(1) =0 caemn na je
fB)={z|1<ax<k,blx)=2}]

Tepbheme Taure (a) cremu U3 uMmbEHUIE 13 je CKYI IPUPOAHUX OPOjeBa Koju y OuHAp-
HOM CHCTEMY MMajy TAuHO JBE jeqUHUlle OECKOHAUAH.

Kako je ¢ynruuja f meomanajyha, zamarak nox (6) hemo pemuTu ako oxpemumo
spensoctu f(k) 3a ome mpupomae Gpojese k koju 3amoBosaBajy ycaos f(k — 1) <
f(k) < f(k+1). Osaj ycaos je exsuanenran ca b(k — 1) = b(k) = 2 u Guhe
3a,I0BOJLEH aKO U caMO ako 0poj k y Gunaphom cuctemy mma obiauk 10...010, Tj. ako
7 camo ako je k = 2" 4 2 3a weko n > 2. Ilpupoman 6poj x < k 3a10BO/baBA yCIOB
b(x) = 2 ako u camMo ako y OMHADHOM CHCTEMy MMa HE BUIIE O 7 Iupapa WM UMa

. n .
06uauk 10...001 (n+1 muppa). Taksux 6pojesa nma m = (2> +1. Harne, jenHaunna
f(k) = m uMa TauHO jeHO pemene aKo U CaMO aKO 1M1 MOKE Ja Ce IPENCTABU Y O0IUKY

m = Z + 1 3a HEKO n > 2.
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IMO ’94.4.
, . onP+1 nd41 1
IIpBo pememe. Axo je m = n, umamo na je = =n4+ —.
mn—1 n2-1 n—1
Bpenmoct oBor m3pasa je meo 6poj ako m caMo ako je n = 2.
341 2
Hera je m > n. Ako je n =1, ouna je nE = . Bpemnoct oBor m3pa3za
mn — 1 m—1
ja meo 6poj akxo u camo ako je m = 2 uma m = 3. Hexa jen > 2. Kakojen® +1=1
3
. +1 .
(mod n) u mn — 1= —1 (mod n), 1o je r 1= kn — 1 3a mexn mpupogan 6poj
n —
n’ + 1 1 1
k. I/I3kn—1< 1—n+ 1IIO6I/IJ&MOI[?LJ€(]<:—1)TL<1—|—71<2.
n — _
1

Tagne k = 1, na je n3 +1=(mn—1)(n—1). OmaBme nobujamo xa je m = 1
n_

1 a 1o he Outu 1eo Opoj ako u camo ako je n = 2 wmu n = 3. Y oba

2
n+1+
.=
ciaydaja je m = b.
Hexka je m < n. Kako cy mn — 1 m m? y3ajammo mpoctu u Kaxo je

(mn — 1D (m*n? +mn+1) =m3n® —1=m3>n>+1) — (m® + 1),

0o mn — 1 nems n® + 1 axko u camo ako mn — 1 nemu m> + 1. 3ato oBaj ciyuaj
MO;KEMO PENIUTU Ha CIMYAH HAYUWH KAO U MPETXOIHMU.
3azmartak uMa neser pemema: (2,2), (2,1), (3,1), (5,2), (5,3), (1,2), (1,3), (2,5)
u (3,5).
nd+1
n—1
omakie ciuemu ga je | + 1 memmBo ca n. Heka je [ = kn — 1. Hamame Tpaskummo
npupomEe Gpojese k, m u n koju 3am0B0omaBajy ycaos nd + 1 = (kn — 1)(mn — 1),
OJTHOCHO

3

Ipyro pememe. Heka je ={. OnaBne mobujamo na je [4+1 =Imn—n°,

(1) n? —kmn +k+m = 0.
Kaxo je n(km —n) =k + m, 1o je km —n > 0. Ycnos (1) je exBuBasenTan ca
(2) k=1)(m-1)+Mn-1)(km—n—1)=2.

ITpumvernmo ma cy n—1, km—n—1, k—1 u m — 1 nenerarusau nenu 6pojeBu. 3aTo
je(k—1)(m—-1)<2u (n—1)(km —n —1) < 2. Pasaurosaliemo Tpu ciayuaja.

Hera je (k —1)(m —1) = 0 u (n — 1)(km —n — 1) = 2. Ilpsa jemmakocr je
exkBuBajsenTHa ca k = 1 mwmu m = 1. W3 mpyre jeanakoctu ciaean na je jemad on
opojeean —1 u km —n — 1 jennak 2 a apyru 3, omakjie cabupameM H00UjaMo ma je
km=5. Cremmnmajek=1um=5wmk =5um = 1. Ilpyra jengaxoct ce cBOIu
Ha (n — 1)(4 — n) = 2, ma je 3aT0 eKBUBAJEHTHA ca N = 2 wmu n = 3.

Hera je (k—1)(m —1) =1u (n —1)(km —n — 1) = 1. Ose nBe jemHarocTu cy
exkBuBanenTHe ca k = m = n = 2 (upumehyjemo xa je y Tom cayuajy km—n—1= 2).
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Hera je (k —1)(m —1) = 2u (n —1)(km —n — 1) = 0. Ilpsa jemmakocr je
eKBUBaJIEHTHA ca k =2 um = 3 wm k = 3 u m = 2. [Ipyra jeaHaxocT ce CBOAM Ha
(n—1)(5—n) =0, na je 3aro exBuBasenTHa ca n = 1 unmu n = 5.

3amartak nMa neset pemena: (1,2), (1,3), (5,2), (5,3), (2,2), (2,1), (2,5), (3,1)
u (3,5).

MO ’94.5.

IIpBo pememe. Ycuos (ii) mopnauu na jemnauusa f(r) = = uMa HajBUIE TPU
pemema: jemao y (—1,0), jemso jemmako 0 u jemuo y (0,+o00). IlpernocraBumo na
je f(u) = u 3a mexo u € (—1,0). CraBmajyhu x = y = u y ycuos (i), nobujamo
fu?+2u) = u?+2u. Kakoje 0 < u+1 <1, u?> +2u = (u+ 1)2 — 1 takobe
mprmaga (—1,0). Harme u? 4+ 2u = u, a To moBraun ma je u = —1 wm u = 0, Te
na crora u ¢ (—1,0). IIpernocrasra ma je f(v) = v 3a merko v € (0,+00) BomU ¥
camuny rourpamkmujy. Kako je f(z + (1 + z)f(z)) = x + (1 + z)f(x) 3a cBaro

xe€ S, ojex+ (14+z)f(x) =0, maje f(x) = . Ilpeoctaje ma mpoBepuMoO

. . x
Ia OBa (YHKIMja 3a70BOJbaBa gare ycuaose. QUuriemHo je aa 1 (@) =172 pacre
T x

C1+x

a (—1,0) u (0,400). 3a z,y € S umamo zxa je

y+ A +a)f(e)=y - x(lljwy) = g{;i

vy
B T—y\ 14y y—z
f(x+(1+x)f(y))—f(1+y) T Ty 1+a
14y

Ilpyro pememe. Pemuhemo ommruju mpobaem:

Hahu cse ¢ynrmumje f: S — S koje 3anoBomasajy ycaos (i) u yciaos
(iii) f je orpannYeHa Ha HEKOM HOIMHTEDPBAILY OX S.

Ycaos (i) je ekBuBaJeHTaH ca

fle+ D+ - =@w+)(fl@)+1) -1, zyeS,
OZHOCHO Ca
fe(fy-1)+1) -1 =y(flz-1)+1) -1,  z,y€(0,+00).
Cuenom g(z) = f(z — 1) + 1 TpeTxoaHa GYHKIHMICKA jeIHAUMHA Ce CBOGM HA
(1) 9(zg(y)) =yg(z), 2,y € (0,+00).

[Ipobaem ce cBoau Ha npobieM oxpebuBama oHux pemema QyHKIMjcKe jennaunse (1)
KOja Cy OrpaHMdeHa Ha 0ap jeaHom momunTepBasy maTepBana (0,+00). Aro y (1)
craBuMO x = 1, nobujamo ma je

(2) 9(9(y)) =yg(1) 3a ye€ (0,+00).
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omohy (2) mobujamo na je

9(1)g(1) = g(g(9(1))) = g(g(1)) = g(1).

Omasne, umajyhu y suny g(1) > 0, nobujamo g(1) = 1. Ycaos (2) ce cBomu na
3) 9(9(y)) =y 3a y e (0,400).

Ha oczosy (3) u (1) miao xa je g(zy) = g(zg(g(y))) = g(x)g(y). Maxze (1) u (3)

(4) g(zy) = g(x)g(y) 3a =z,y € (0,+00).

dyuruujcka jennaunsa (4) ce, Kao LITO je MO3HATO, PEIIaBa TAKO WITO ce cMeHoM h(z) =
In(g(exp(z))) cBene na Komujery ¢yurmmjcry jemmaumny. Hhema pemema koja umajy
CBOJCTBO Jla Cy OTPAHUYEHA HA HEKOM MHTEpBay Cy crenene Gpyusnuje g(x) = x. Ilpn
ToM je yciuos (3) 3amoBomen 3a a = —1 u a = 1. Jlako je npoBeputu Aa cy (GyHKIMje
go 4 g1, Koje cy medpunucane ca go(x) = —x u ¢1(z) = x ma (0,400), pemema

u fi(z) =z cy

¢yuxuujcke jemnauune (1). Omrosapajyhe dyurumje fo(z) = — T
x
pemema ¢pyurnumjcke jengaumue (1) Koja 3an0BosbaBajy ycaos (iii).

Oyurmmja fi(x) = x e 3amoBomasa ycnos (ii). lakne mocroju Tauno jemHa (yHK-

muja Koja 3amoBosmasa yciose (i) m (ii). To je dymrmuja fo(z) = — T
x

MO ’94.6.

Hexa je A cxyn npuponsux 6pojesa obmuka q1¢2 - - - qg,, To€ Cy g1 < g2 < -+ < ¢q,
npoctu 6pojeBu. pyruMm pednma

A ={2x3, 2x5, 2x7, ... JU{3x5xT7, 3x5x11, ... JU{bxTx11x13x17, ... }U---

3a mpousBosman GeckoHauaH ckyn S = {pi1,p2,ps, ...} Opoctux 6pojesa p; < Py <
p3 < -+, MOCTABJbEHU YCJIOB 3a]0BOJbaBajy OpojeBu kK = p1, m = pipo---pPg 4
N = p2pP3 - Pk+1-

MO ’95.1.

IlpBo pemene. Heka npasa AM ceue npay XY y tauku () u meka npasa DN
ceue npaBy XY y rauku R, ca. 21. Tpoyrnosu AZQ u PZC cy cauunn (3amro?).
Cremn na je ZA : ZQ = ZP : ZC, a omasne ZQ = ZA - ZC/ZP. Axo mmamo y
Buny naje ZA-ZC = ZX - ZY (norennuja) nobujamo na je ZQ = ZX -ZY/ZP. Ha
CIIMYAH HAUUH MOke na ce nobuje na je ZR = ZX - ZY/ZP. Kako tauke Q u R nexe
ca UCTe CTpaHe Tauke Z Kao u Tauka P, u kako je Z() = ZR, 10 ce OHe NOKJIAMajy.

Ipyro pememe. Heka npasa AM ceue npaBy XY y tauku () u Heka npaBa DN
ceue mpaBy XY y tauku R. [Ipase M P u M@ cy cumerpade yriaoBa kox Temena M
rpoyraa M XY . 3aro cy tauke P u () XapMOHUjCKA CIpErHyTe ca Tadyrama X u Y.
Ha ciruam HaumH MOke #a ce qOKake na cy Tadyke P u R XapMOHWjCKM CIpDErHyTe Ca
raukama X u Y. Cuemu na ce tauke () u R mokmamajy.
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Ca. 21

MO ’95.2.
IIpso pememe. Heka je x =1/a, y=1/buz=1/c. Tampa je xyz=1mnu

1 n 1 n 1 _ z? n y? n 22
adb+c)  bct+a) Bla+b) y+z z+z z+y

Ha ocuoBy Komujese HejemmaxkocTu nMaMo na je

CU2 y2 22

+ +
y+z z+x T+Y

[(y+z)+(z+z)+(x+y)]< )>(x+y+z)2.

Onasae cirenu

z2 y? 22 3 z4+y+z _ 3 3
Z o Z o =z
y+z+z+x+x+y 2 3 Tz 2

[\]

JemHaKOCT BasKM aKO U CaMO aKo jex =y = z = 1, Tj. ako m camo ako jea = b =c = 1.

Ipyro pememe (bHopbhe Munuhesuh). Oba mejemmakocT Moke ga ce NOKaKe
nomohy ciaenehe Teopeme:

Teopema (Muirhead). Heka je x m-Topka mosuTuBHWX OpojeBa U HEKa Cy « u [3
N-TOpKe peajHuX OpojeBa KOjU 3a0BOJHABA]Y YCIOBE:

a1+a2+"'+ak>ﬁl+ﬁ2+"'+ﬁk7 k:1527"'5n_17
ar+ag+ A an =0+ Bt + B

Tana je To(x) > Ts(x), mpu yemy je

Ta(z) = Yagiany - aar,
T

rie ce CyMUpame BPIIA [0 CBUM mepMyTanujama 7 ckyma {1,2,...,n}.
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Hera je a = 23, b = y3 u ¢ = 23. Tama je zyz = 1, ma je nara HejemHaKoCT

eKBUBAJIEHTHA, cyeneloj XOMOreHoj HejeHAKOCTH
1 n 1 n 1 S 3
PP+ 23) PP+ ad) | @B +yd) T 2yt

[Tocne ocnobabhama on pasmoMara MOOMjaMO €KBUBAJEHTHY HEjeIHAKOCT

T2,12,0) (7, Y, 2) + 2T(12,9.3) (2, Y, 2) + T9,9.6) (7, Y, 2)
> 3T (11,85 (7, Y, 2) + Tg8.8)(2,y, 2).

Omna je 3am0BOMmEHA jep je Ha OCHOBY MjypxemoBe Teopeme

Ta2,12,0) (7,9, 2) = T11,85) (7, Y, 2),
T(12,9,3) (.T, Y, Z) = T(11,8,5) (1'7 Y, Z)v
T9,9.6)(x,Y,2) = Tis,8,8) (7, ¥, 2).

Tpehe pememe. Oynxmuja f: (0,+00)> x R — R neunncana ca

l’t yt Zt

+ + .
y+z z4+x x+y

f(x’ y? Z? t) =
KOHBEKCHa je 10 t. Ako je xyz = 1, onma Baske ciaenehe Tpu HejenmarocTu:
f(x»y72;—1/2)<3/27 f(xvyvza1)>3/2ﬂ f(xvyvzv_2)>3/2

3aucra

f(x 2—1)— ! + ! + !
) T Valyte)  ViGta)  Vz(@+y)
1 1 1 3

< )
ﬁ-?,/yz+\/§-2\/zx+\/§-2,/xy 2

T Y z r+y+z T+y+z T+y+=z

[y, 2,1) = + + = + + =3
y+z z+xr xT+UY Y+ z Z+x T +y

1 1 1 1
*5[(y+z)+(z+x)+(x+y)] (y+z+z+x+x—|—y> -3
9
2

3
> — = —
> 3=3

a kako je f(z,y,z,—t) = f(1/z,1/y,1/z,t — 1), 3a xyz = 1, 10 je
111 3
)y =f(=>=1)>2.
f(x7y7z7 ) f<:1;7y727 >/2
Cremn na je f(x,y,2,t) 2 3/2, ako jexyz=1ut < —2wummt > 1.
Hanomena. Moxe ce norazaru ma 3a —2 < t < 1 He mocToju mo3uTUBaH OPOj KOju
muHOpupa ¢yukuyjy f(z,y,z,t) Ha CKyIy TPOjKM HO3UTUBHUX OpojeBa (,y,Zz) Koje
3aI0BOJbABA]Y YCIOB Yz = 1.
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Yerspro pememe (hopbhe dyrommja). Pymrmmja g: R x (0,400) — R nedu-
mucana ca g(u,v) = u?/v je xomsexcua. Heka je ¥ = 1/a, y = 1/bu 2 = 1/c. Tana
je zyz = 1, ma mmamo
1 n 1 n 1 _ x? n y? n 22

a3(b+c) b(c+a) 3a+b) y+z z+z z+y

z4+y+z 2c+y+2)
3 ’ 3

— gy +2) + 9y, 2+ 2) + gz z + ) >3g<

=§-%>§W>

N W

MO ’95.3.

3a je n = 4 ycnose 3amaTKa 3aI0BObaBajy TeMeHa kBaaparta Ay, Az, As u Ay u
6pojesu p; = p = ps = py = 1/6. Ilorazahiemo na Hukojux mer Tavaka y paBHU He
3a/I0BOJLABA]Y YCJIOBE 3aJaTKA.

[IpermocraBumMo na meT Tavyaka y pasuu Ay, Ao, A3, A4 u As u net peannux 6pojesa
D1, P2, P3, P4 ¥ D5 3370BOJbaBajy yciose 3anarka. Axo je A;A;ArA; xomBexcan
yeTBOpOyrao, ouga je S(AjA;A;) + S(A;AA) = S(AA;A;) + S(AgAA;), mTo
mOBJIAYU p; + pr = p; + pi. Axo Tauxa A; nexnm yuyrap tpoyria A;A; Ay, onna je
S(AlAJAk) = S(AZA]AZ) + S(AJAkAl) + S(AkAiAl), mITO NOBJAYU P; + pj + P +
3p; = 0. Pasmarpahemo tpu ciyuaja.

[IpBO MpeTHOCTABMMO fa je KOHBEKCAH OMOTau Pa3MATPAHOT CKyIa Tadaka MeTOyrao
A1 A3A3A4As. Yersopoyraosu AjAsAsAs m A1 As A3 As cy komBekcHu. 3aTo je
P14 P3 = p2 + p4 4 p1 + p3 = P2 + ps WTO NOBIAYUN Py = p;. OmaBme mobujamo ma je
S(A1A2Ay) = S(A1A3A5), a onatie na je A1 As || AgAs. Ha canuan nauun MoskeMo
noburu ma je AsAs || AgAs. Crnemu na cy tauke Ap, Ay u Az xonuseapHe, WTO je
IPOTUBHO IPETIOCTABIH.

As Ag Ay

Al A4

Ag

Az Az Ay Ay A As

Ca. 22

Jlame, TIPETIOCTABAMO [a je KOHBEKCAH OMOTAU Pa3MATPAHOT CKYIa Tadyaka YeTBO-
poyrao A1AsA3A,. Mokemo mpermocraBuTu na Tadka As Jexym yHyTap TpOyria
A3A4A,. Yersopoyrnosu A; AsAz3Ay u A1 As A3 As Ccy KOHBEKCHM, a TO HAC BOOU Y
KCTY KOHTPAAUKIU]Y MO KOje CMO JOULIA Yy IPBOM CIYyYajy.
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Ha pajy, mpeTnocTaBuMo [a je KOHBEKCAH OMOTAd Pa3MaTPAHOr CKyIla TadyaKa TPO-
yrao AjAsAs. Tauke Ay u As nexe yuyrtap tpoyraa A; As As. 3aro je p1 + ps +
p3 + 3ps = p1 + p2 + p3 + 3ps, WTO MOBNAYUN Py = P;. TO BOAU ¥ UCTY KOHTPAIUKIA]Y
IO KOje CMO NOULIU ¥ MPETXOJHA JBA Caydaja.

MO ’95.4.

HpBO pememe. ﬂpyrﬂ yciaoB je €KBUBAJICHTAH Ca
(21’1 — xi_l)(:ni:ci_l — ].) = 0,

OJaKIIe cemu ma je x; = xi—1/2 wm x; = 1/x;—q 3a i =1,2,...,1995. Iorazahemo
MeTONIOM MaTemaTuuke nHayKmmje mo i > 0 xa je x; = 2%ia5i, 3a meko k; € Z, |k;| <4,
ue; = (—1)¥+ 3ai =0 tBpheme Bazm aro ce y3me ma je k; = 0. Heka TBpheme
Basku 32 4 — 1, 4 > 0. Ako je x; = x;_1/2 craBumo na je k; = k;—1 — lue; = €41,
a ako je x; = 1/x;_1 craBumo ma je k; = —k;—q ue; = —g;,_1. ¥ oba cayuaja Guhe
|ki| < i, me; = (=1)kti Nakme, zg = 1995 = 252§, re je k € Z, |k| < 1995, u
g = (—1)F1995_ Aro 6u 6uno € = 1 onna 6u k 6wto memapro u xg = 2Fxg, mro je
memoryhe. Ilakie umamo ma je € = —1, mro noBaaun na je k mapuo. Cruemu na je
k <1994 u ma je g = 2z . Onasne mobujano ma je 22 < 21994 1j. ma je zo < 29°7.
Hus 3amar ca z; = 299771 324 =0,1,2,...,1994 u x1995 = 2°°7 3am0B0maBa yciose
3aTarka. Jlakie, MakCHMAIHO To je 2°°7.

,prI‘O pememe. I[pyI‘I/I yCcaoB je €KBUBAJIECHTAH Ca
(21’1 — xi_l)(:nixi_l — ].) = 0,

olakiIe ciaenu xa je x; = x;—1/2 wnmu x; = 1/x,—q 3a 4 =1,2,...,1995. Ioraxumo
na Gap jeman wiad Hu3a Mopa Omrtny jemsak 1. IIpermocraBumo ma To HUje Tauno. Tama
cBu wiaHOBU Hu3a jexke y ckymy (0,1) U (1, +00), kKoju MOke Ia ce IpeacTaBu Kao
VHMja MUCjYHKTHUX MHTEpBaJa

U Ei)u [i;)u B,l)U(1,2]U(2,4}U(4,8]U~~

O6ojuMo OBe MHTEpBAJIE HAU3MEHUYHO IPHOM U 0esoM D0joM. ¥ 3aCTONHU UIaHOBU
HU3a x; IPUNAAjy MHTepBajuMa CynporHux 6oja. Kako je 1995 memapan Gpoj, xg
U T1995 OPUNATAJy WUHTEPBAIMMA PA3TUUATUX 00ja, & TO je MPOTUBHO IPETHOCTABIU
ma cy omm jemmaku. lakae 3a meko k € Z, 0 < k < 1995, z = 1. Hera je
t; = |logy x;|. Jlako je Bumetn na je t; — t;—1 € {—1,0,1}. Kako je tx = 0, TO
je to < k m tigos < 1995 — k. Jemam on GpojeBa k u 1995 — k nuje sehu ox 997.
Haxkne tg = t1995 < 997, omakae caemu ma je xo < 2997 Hus sazar ca x; = 299777 3a

i=0,1,2,...,1994 u 1995 = 2°°7 3an0BOmABA yCIOBE 3aMaTRA. JlaKiTe, MAKCHMAJHO
. 5997

o je 2797,
IMO ’95.5.

[Mpumernvo na cy BCD u EFA jenHakocTpaHUYHA TPOYILIoBU. deTBOPOyrao
ABDE je pentoun, a npaBa BE je merosa oca cumerpuje. Heka cy C' u F’/ rauke
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Ca. 23

cumerpuure Taukama C u F'y omocy ma npaBy BE. Tpoyraosu ABC' u DEF’ cy
jemHakocTpaHnuny, a tauke G u H jnexe Ha BUXOBUM ONMUCAHMM KpyrosumMa. IIpema
nozraro] mocaemmu IItoremejese Teopeme, AG+ GB =C'Gu DH+ HE = HF'.
Opmasne ciemu ma je

CF=CF <CG+CH+HF =AG+GB+GH+DH+ HE.

MO ’95.6.

IIpBo pememe. Ywmecro ckyma {1,2,...,2p}, pasmarpahiemo ckyn M =
{0,1,...,2p — 1}. Hera je K = {0,1,....,.p—1}u L = {p,p+1,...,2p — 1};
M=KUL. Aro je A C M, ca |A| u 0(A) hemo osnauaBatu 6poj eremMeHara CKyma
A u wuxos 36up. Osmaunmmo ca Cp paMuInjy p-eJeMEHTHUX HOACKYLNOBa CKyma M.
[Ipecmurasame 1': C)p, — C), ne¢urnmemo ca

T(A)={z+1|z€ ANK}U(ANL),

rie moapasyMeBaMo cabupame 1mo Moayay p. OBO NpecHuKaBambe OUUIJIETHO UMA [BE
¢urcre tauke: K u L. Hera je A € C, \ {K,L}. Axro je k = |AN K|, onma je
1<k<p-1. Rako je

o(TH(A)) = o(A) + ik, i=0,1,...,p—1,

opojesu (T (A)),i=0,1,...,p—1, popMUpajy HOTIYH CHCTEM OCTATAKA IO MOIYJTY
p. 3aT0 Cy CKYIOBU
A, T(A), T*(A), ..., TP 1(4)

paznauuntu MeDhy coboM M TAuHO jemaH OX BUX MMa 30Up eJeMeHAaTa NeJbUB ca P.
Cnenu nma ce opbure mpecauraBama 1 koje He canpsxke dpurcHe tauke K u L, cacroje
OJ TIO P CKyIOBa OX KOjUX jemaH mMma 30up engeMmenHara mesus ca p. Ilpumerumo ma je
o(K) = o(L) =0 (mod p). V3 nperxolaux UMEEHANA CIEAN & je TPakeH!n OpOj

jenHaK
1172
() -2+
p p
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Ipyro pememe. Ywmecto cryma {1,2,...,2p}, pasmarpaliemo ckyn M =
{0,1,...,2p — 1}. Aro je A C M, ca |A| u 0(A) hemo o3mauaBatu Gpoj eneme-
HaTa CKyna A ¥ BUXOB 30Mp. YBOAMMO O3HAKE

ap = [{ACM[|Al =k, pl|o(A)} ],

b =[{ACM[[Al=Fk p|o(A),0¢ A} |,

ce=|{ACM|[|Al=k p|o(A),0€ A},
roe jek=1,2,...,p.

Hera je T(A) = {x+ 1| x € A}, 3a A C M, rue ce nogpasyMeBa cabupame 10
Moxyny 2p. Tama je

o(T'(A) = o(A) +ik, i=0,1,...,2p—1,
rae je k = |A]l. Hegka je k < p. Axo je T(A) = A, onna ckynosu
A, T(A), T2(A4), ..., TP 1(A)

dopmupajy jenmy opbury npeciukaBama 1, n mMeDy muma TavyHO jemaH nma 30up
enemenara nemus ca p. Aro je T(A) # A, onma CKymnoBu

A, T(A), T2(A), ..., T (4)

¢Gopmupajy jemmy opbury mpecnukaBama 1, m MeDhy muMa TauHO ABa MMajy 30up
ejeMeHaTa OebuB ca p. V3 mpeTxonHe NBe YMHEHUIE 1

|{ACM|A|]€}|<2]§’)

2p
k=1,2,...,p—1.
k b b b 7p

Hexa je C(A) = M\ A, 3a A C M, |A] = p. mamo ma p | 0(C(A)) ako u camo
ako p | 0(A). Onasne u u3 yumenune na tTauno jenan on ckynosa A u C(A) campxu
0 cnemu na je by, = cp.

Cnenehe unmennme ce 1ako MOKA3yjy:

) 1
clnemyu na je ap = —

by =c1 =1;
ak:bk+0k;7 k:17277p7
Ck::bk—h k:1a2aap7

y3 nogartHy nebuHmmujy by = 1.
Hus by ompebyjemo pemaBameM peKypeHTHE jeTHaUMHE

1/2
m+hk1=(p>, k=0,1,....,p—1; by=1.
p\ k
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ciemu na je

bk1_<h3?1>(nk:+(1ﬁ

pL
3a k=1,2,...,p—1. Osa jemnakocr Baxu u 3a k = 0. Kako je ¢ = bx_1, TO je
1[/2p—1 k| &
Cp = — + (=1 — (-1
= | (P2)) e - e
3a k=1,2,...,p. OmaBne u 13 IPETXOMHUX peJjaluja MOxkeMo Hahu ap:

21 (2p—1 1({/2p
b +c:20:[< )_1]_2:[( )—2}+2.
P p T Cp P p—1 D D

Tpehe pememe (Ngo Dac Tuan). Osmaunmo ca S, kK = 1,2,...,p, damuanjy
k-enementHux monckymosa ckyma {1,2,...,2p}. Osmaummo ca My, k = 1,2,...,p,
(GaMunjy p-eJeMEHTHUX MYJITUCKYIIOBA KOjU Caap:Ke 10 k PAa3INIUTUX eIEeMEHATA CKY-
ma {1,2,...,2p}, o4 KOjUX ce HAjBUIIE je[aH MOjaBJbYje BUIIE OJ jeNAHIYT, U KOjUMA
je 30up cBux p enemenata memuB ca p. Heka je k < p. 3a X € Sy oszmaummo ca
s 36up enemenata ckyna X. Kako kourpyenuuja (p — k)x + s = 0 (mod p) uma rta-
YHO nBa pemema y ckymy {1,2,...,2p}, to ce ckyn X MO:ke Ha TAUHO [BA HAUMHA
ponyHUTH 00 Mynatuckyna Y € My U My 1. CBaku myntuckyn Y € My Moxke na ce
nobuje momymaBameM TauyHO jemHor ckyma u3 Sg. Axo je k < p — 1, cBaku Myntu-
cryn Y € My, MO%ke ma ce nobuje NOmymaBameM TAYHO jemHOT ckyma u3 Si. CBaru
MyJITUCKyn Y € M, Moxe na ce nobuje IOMymaBameM TavHO P CKymoBa u3 Sp_i. M3
OBUX UMHEHUIA CIEMU 14 je

2
|Mk|+|Mk+1:2|Sk|:2(lf)7 k:15275p_27
2p
|Mp—1] + p|Mp| = 2|1 =2 .
p—1
Jlako je Bunetn na je |M;| = 2p. Ha ocHoBy oBUX pesammja nMaMo 1a je
p—2 i
pIMp| = 2p = p|Mp| + |Mp—1| + kZ_Il(—l) (1M ] + [ M)
- 2p p=l 2p—1 2p—1
=23 (-1)*
—2m e (1) e () (0
92
=[5 -C)-()-2
0 p

wi-3 ()

Oso je 0poj koju je Tpebaso nahu.

OaKJjae cJjenn
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Yerspro pememe (Roberto Dvornicich, Hukonait Huronos). Heka je w =

20 .. 2w .
cos — + isin —. Vmamo ma je
p p

ﬁ(ﬂﬁ—wi) = (]ﬁ(:lc—uﬂ’))2 = (2P —1)? = 2% — 227 + 1.

i=1

YnopebusameM koedunujenara y3 xP nobujamo na je

, .opzd .
2= > wh ot = 3 gt
1< < <ip<2p i=0
rue je a; 6poj p-emeMeHTHHX MOACKYmOBa {i1,12,...,%p} ox {1,2,...,2p} 3a koje je

i1 +ia+---+ip =1 (mod p).
Kako je 1 + 2 + - - 4+ 2P~ MunHuMamnn momuEOM 3a w HaL Q, cienn ma je

p—1 )
(a0 —2) + > a;z* =const - (1 +a+---+aP71).
i=1

OmnaBme mobujamo ma je ap —2 =a; = az = -+ = ap_1, MTO, 32jeTHO CA
2p
apt+art+ax+--+ap_1 = p

. 11(2p
IOBJIAYUU Ja Je ag = — — 2 + 2.
p p

Ilero pemene. Pazmarpahemo monuuaoM

F(z,y) =Y crsz™y® = (L+ay)(L+xy?) - - (1 + ay?®),

rae je cps 0poj k-emementHux monckymosa ckyma {1,2,...,2p} rojuma je 30up eie-
MeHaTa jenHak S. Dpoj koju TpebGa ma oApemuMO jelHAK je Y cCks. Hera je w =
oL 2T . pls
cos — +isin —. Tana je
p p
pz_:lei _ { p, 3ap]|s,
i=0 0, 3apfs.
36or Tora je
p—1 ) p=1
S F(z,w') =Y crsx® 3. w¥ = p > cpsa,
=0 i=0 pls

ma je 3aT0 Koe(QUUUjeHT y3 &P y 0BOj CyMU jemHAK P ) Cps. C Opyre cTpaHe, Kako je
pls

P (P y 2_ (1+aP)?, 3aj#0,
F(m,w)—j];[l(1+mwﬂ)_ <j1:[0(1+xw1)> —{ (1+2)%, 3aj=0,
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TO je
p=1 )
> F(z,w') = (p—1)(1+a7)* + (1 +2)%,
i=0

2
na je 3aTo koeduuujent y3 P y oBoj cymu jemnak 2(p — 1) + ( p). Ynopebusamenm
p

OBa MBa pesyaraTta mobmjamo ma je TpaskeHu Opoj jemHak
1172
() -2+
p p

IIpBo pememe. Hejemnakoct mara y 3amaTky MO¥e ce, ¢ 003MPOM Ha YCIOB
n

BMO ’84.1.

> ap =1, 3amucatu y 06muKy
k=1

i ag n
1 > .
(1) kZ::l?—ak/Qn—l
. ag ap —2+2 1 . .
Kaxo je = =2 — 1, Ta HEjeIHAKOCT je eKBUBAJIEHTHA Ca
2 — ay, 2 — ay, 2 —ayg
n
2 - = & ’
k=1 2 — Q. 2n—1
Tj. ca
n 1 n?
> .
Z12—ar 2n—1
Osy, nmak, HejenHakocT nobujamo ako Ha Gpojese 2 —ax > 0, k = 1,2,...,n, npume-

HUMO HejeﬂHaI{OCT I/I3Meby XapMOHI/IjCKe " apUTMETHUYKE CpeOuHEe:

n 12 2n —1
w1 S Ek;@_a’“): n
k=12 — ak
Ipyro pememe (IIpenpar Tanosuh). Pymrumja f(z) = QL j€ KOHBEKCHA Ha
—x

[0, 1], ma ce mejenmaroct (1) Moke mOGUTU IPUMEHOM JEeHCEHOBE HEjeIHAKOCTHU:

ak

k§12—ak nki—:lf(ak)>f(nkz_:1ak>:f<n>:2n_1-

BMO ’84.2.

S|

IIpBo pememe. [lokazahiemo na cy uersopoyrmosu ABH Hp, BCHpH¢,
CDHcHp v DAHp H 4 napanenorpaMu, ofakjie he caeauTu ga Cy 4eTBOPOYTIOBU
ABCD w HyHpHc Hp melycobuo nenrpasnso cumerpuysu (y 0QHOCY HA 3a]€THUUKO
cpemumre S mujaronana AH,, BHg, CHo n DHp tux napanenorpama).
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Kopucruhemo crenehy mosuary unmenuiy: Ako je O cpeauinTe OMMCAHOT KPyTa, a
H opronenrap tpoyrina XY Z u X, cpenumre crpanune Y Z, raga je XH =20X,
(n, mapasro, XH || OX1), cn. 24.

[Tpumemena na tpoyraose BC'D u ABC, cu. 25, oBa YnMmeHUNA UMa 33 HEIOCpe-
nuy nocaenuny na je DHy = AHp v DHy || AHp, wTo 3Hauu na je 4eTBOPOyrao
DAHpH 4 napanenorpam. CinynO ce mIOKa3yje Aa Cy U OCTaja TPU HABEIEHA YETBO-
poyTiia mapajesorpaMu.

Cu. 24 Cun. 25

[Ipumernmo ma ce chmenujajHu CiIyuyajeBu kKal cy, Ha npumep, yriaosu £ADC u
£ABC upasu (u upema tome B = Hp) MOry pa3MOTPUTH Ha jOLI jeIHOCTABHUjU
HAUMH, IITO MPEIyITAMO YATAOLY.

Ilpyro pemien-e.

Jema. Arxo cy O u H uenrap omucanor kpyra u opronenrap tpoyria ABC, onga
e — — —
je OH =0A+ OB+ OC.

—

Hoxra3. Heka je H Tauka uumju je BekTop mono:xkaja y omuocy Ha O mat ca OH =
— — — L == — — = —

OA+ OB+ OC. Tama je HA- BC = (OB + 0OC)(OB — OC) = OB? — OC? = 0.
Cnemu HA 1 BC. Ha cauuan mauun ce nokasyje na je HB 1L CAu HC 1 AB.
Hakne H je oprouentap tpoyraa ABC. m

Hera cy d, b, C, d, hg, hy, he u hg BerkTOpU NONOKaAja Tavaxa A, B, C, D, Ha,

Hp, Hc u Hp y omnocy Ha Tauky O. Vmamo na je

ho=b+c+d, hy=a+c+d, he=da+b+d, hq=a+b+¢c
Heka je S Tauka uumju je BekTOp MOJO:Kaja y omHOoCcy Ha Tauky O mar ca § =
1 - = -
—(@+b+c+d). Kako je hy, —§ = —(@ — §), Tauke H4q u A cy cumerpuuse y

2
omrocy Ha Tauky S. [labe 3aK/bYUyjeMO KA0 y IPBOM DEIIeny.

BMO ’84.3.

Hera je 5™ = ag ...ap. Tpeba moxazaru na je 3a HEKO n U 3a Heke NUPPE Ak+1,
., Q] UCIYy®meHo 5" = qa;...ak ... ao, ITO je eKBUBAJEHTHO Ca

(1) 5" —5™ =0 (mod 10**1).
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IIpu ToM je jacwo ma je k + 1 < m. Ilpema Tome je 5" — 5™ memuso ca 5*F! 3a cse
n > m. Hakxe, na 6ucmo mokasanu (1), jom camo Tpeba Aa MOKAXKEMO Ha TMOCTOJU
n > m tako ma je 5" — 5™ nemuso ca 281 1j. ma je

5™ —1=0 (mod 2F*1).
Kaxro cy 5 u 2FT! y3ajammo mpoctu Gpojesu, ma ocroy Ojmepose Teopeme je
5227 _1=0 (mod 2F+1),

ma je MOBOJHO y3etn n = m + @(2FF1).

BMO ’84.4.

IIpBo pememe. Ako on monoBuHE 30Upa CBE TPU jeJHAUUHE OMYy3MEMO APYTY
jemrauymHy mobuhemo ma je

1

ar = Sl =y + (@ -2 = (y = 2’ = (@ — )& — 2).

Ha canuan maumn MoskeMo mqa qobujemMo ma je

by=y—x)(y—=2), cz=(z—-2)(z-y).

Axo je, Ha npumep, z > y = z, ouga je by < 0 u cz > 0. [lakme umamo ma je y > z
ny <0<z Crnemu najey =z =0. U3 ax = z? ciequ ga je x = 0 wmm x = a.
Hobumu cmo gBa pemema garor cucreMa: (0,0,0) u (a,0,0). Pasmarpamem apyrux
pacnopena GpojeBa T, y U z Ha peasHoj npasoj gobuhemo jou asa pemema: (0,b,0)
u (0,0,c¢).

Ilatn cucrem mva yetupu peanna pemewa: (0,0,0), (a,0,0), (0,b,0) u (0,0,c¢).

Ilpyro pememe. Hahwu hemo cBa pemema maTor cucrteMa jeJHAUYMHA Y CKYIY
KOMIUIEKCHUX OpOjeBa MO MPETIOCTABKOM I3 CY @, b U ¢ KOMIUIEKCHU OpOjeBu.

Axo je a = b = ¢ = 0 pemema HAaTOr CUCTEMAa jeHAUUHA CY TPOjKE jeTHAKUX
Epojesa (t,t,t), t € C.

Hexra je jeman om 6pojeBa a, b u ¢ pasmuuur on 0. Hexka je, ma nmpumep, ¢ # 0.
YBOIUMO CMeHY T = z + U, Y = z + v. Jlatu cucreMm jemfHAUMHA Ce TPAHCHOPMUIIE Y

a(z +u) + bz +v) = (u—v)?
(1) b(z 4+ v) +cz = v?
cz 4 a(z 4+ u) = u?

Axo on mpse jemmauune cucrema (1) omysmemo apyry u tpehy, mocae cpebusama mo-
ouhemo cz = uv. Eauvumamujom menmo3uate z u3 apyre u rpehe jenHavune no0mjamo

{ (be+ (b+cu—cv)v=0

(2) (ac+ (a+c)v — cu)u =0
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Cryn pemema cucreMa jenmaumna (2) jeoHak je yHHUjU CKymoBa pemema creneha ue-
TUPU CUCTEMA jeTHAYUMHA

3)
v=20 v=0 cv — (b+ c)u=be cv — (b+ c)u = be
{uzO7 {cu—(oz—l—c)v:ac7 { u=0" cu—(a+c)v=ac’

Pemema npsa tpu ox oBa yetupu cucreMa jensaunsa cy (0,0), (a,0) u (0,b). Herep-
MUHAHTA TTOCIEAmET CUCTEMA je [HAUNHA jenHaka je be+ca+ab. Axo je betca+ab # 0,
OHJIa OH MMa jeUHCTBEHO pememne (—c¢, —c). Ako je bc+ ca+ ab = 0, jennauuse oBor
CHCTeMa Cy eKBUBAJICHTHE a APYIW U Tpehu CUCTeM jeHAUNHA Cy HeroBe MOCIeIuIE.
[Mocnemmu cucreMm y ToM cayyajy nMa OECKOHAUHO MHOTO Pellema Koja ce MOTy IaTh
y mapamerapckoM obaury (ct, b+ (b+ c)t), t € C.

Ha ocHOBY mpeTxomHOT HUje TEImKO MATH KOMIUIETHY MUCKYCH]y OaTOr CUCTEMA je-
HAYUHA.

a) Axko je be+ca+ab # 0, pemema garor cucrema jemnauusa cy: (0,0,0), (a,0,0),
(0,b,0) u (0,0, c¢).

6) Ako je bc + ca + ab = 0 u ako muje @ = b = ¢ = 0, maTu cucreM jenHAUMHA
uMa GeCKOHAYHO MHOrO pemema. Axo je, Ha npumep, ¢ # 0, pemema cy (0,0,0) u
(b4+c)Q+8)t, b+ (b+))1+1), b+ (b+c)t)t), t € C.

B) Ako je a = b= ¢ =0 maTu cucrem jeaHauMHA UMa DECKOHAYHO MHOTO DEIIEHA:
(t,t,t), t € C.

BEMO ’85.1.
— 1l,— —
Kako je OD:§( A+ OB), 10 je

1] — — —
OE = (04 +0C + OD)

é(sOT’al+07é+20?),

ci. 26. Hame je

|
|

—_—
CD=0D —

l Q

—

(OA

+ O

—
OB -20

).

o= Q

Cu. 26
Kopucrehu na je OA = OB = OC, ckanmapHuM MHOMKEHEM TPETXOJHUX PeJiamuja
mobujamo na je

— — —

— —— 1 —
OF -CD = (404 - 0B - 404 - 0C) -

— —

OA - (OB -0C) =

— —

OA.-CB.

Wl =
Wl =

3ato je
OF 1L CD <— OA1CB «<— AB=AC.
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BMO ’85.2.

Osnaunmvo =z = sina, y = sinb, z = sinc¢, t = sind. IloBomHO je morasaTu nma
je, ma mpmvep, = € [0,1/2]. Kopucrehu ma je cos2a = 1 — 222, cos2b = 1 — 22,
cos2c=1—222 ucos2d = 1 — 2t%, u3 maTux penanuja mobujamo ma je

r+y+z+t=1,
(%) 1
e N T RS 3

[Tpumenom rHejeqHakocTn U3Mely apuTMETHUKE M KBAADATHE CPENUHE CIEIN Oa je

+z+t fy? + 22 + 2 . +z241)2
Yy - < ) - - (y - )<y2—|—22—|—t2.

Kopucrehu penammje (%) cama nobujamo

1 +z41)? 1—2x)?
f>x2+(y2+22+t2)>z2+(y ):x2+( )7
3 3 3
2 : L
onakie cpebuBamem 2x° — x > 0, mro u 3Haum ga je 0 < © < 3

BMO °’85.3.

Hoxrasxnmo Hajupe caenehe momohuo tBpheme.

Jema. Aro cy p u ¢ ysajaMHO mpoCTH TpUPOIHKM OpojeBu, Taga je pq Hajsehwn
IpuUpoaaH OPOj KOju ce He MO/Ke MPUKA3aTU § OOJIUKY

pa ~+ gb, a,b e N.

Tpeba morkazarm: 1° Opoj pg ce HE MO¥e TNPEACTABUTU y HABEACHOM OOJUKY;
2° cBaku OPOj M > Pg ce MO¥e TaKO MPUKA3ATH.

1° IIpernocraBumMo, CynmpoTHO TBphHemy, ma mocroje npupoman 6pojeBu a u b, TakBu
na je pg = pa + gb. Kako cy p u g y3ajamso npocru, oxatie cuemu ga p | b u q | a.
[Ipu oM je b # p (umaue 6u 6uno a = 0) u, ciuuro, a #* q. 3aro jep < bu q < a,
ma je

pq = pa + gb > pq + pq = 2pq,

mTo je Hemoryhe.

2° Hexa je n > pq. Hexka je (ag, bg) npoussomHo 1e106pojuo pememe luodanrose
jemnauusne pa + gb = n (oHo mocroju jep cy p u ¢ y3ajamuo upoctu). Onmre pemene
Te jeTHAUUHE je MaTo ca

a=uagp+qt, b=by—pt, teZ.

—a
Nzabepumo t tako ga je 0 < a < q. Tama je t < 4 0

n

b—b q—ao _aop+bog—pqg n—pq
q q q

YuMe je TOKa3aHO Ja ce OPOj N MOKe PEempe3eHTOBATH HA OMMCAHU HAUUH. M

>0,
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Hanomena. Ilokazana seMa ce MOKe YOIUITUTY Ha CIydaj BUIIE MPUPOIHUX OpojeBa
P1, P2, ---, Dn, y3ajamMHO mpoctux y mapoBuma. Cuayuaj n = 3 je 6uo jeman on
sanaraka Ha IMO '83 (s. [1]).

Crasmajyhu y norazanom tBphemy a = 19 u b = 85 3akmyuyjemo ga je 19 - 85 =
1615 nmajsehu npuponan 6poj Koju je, mOX yCJIOBUMA NATAM Y 3aHATKY, 000jeH 3eJIeHO,
Tj. ma cy cse Behe nemobpojue tauke nupsene. C apyre cTpaHe, OUUTJIENHO je & Cy CBU
neaun O6pojeBu Mamu on 19 4+ 85 = 104 3enenu, npu yeMmy je cama tauka 104 mpsexa.
Harne, jemuau 6poj Koju OM MOrao na 3aJ0BOJbABA YCJIOBE 3aaTaKa jecTe

1615+ 104 1719
2 o2

Hokaxumo na 6poj A 3amcra uma OCOOMHY Ma Cy CBake ABe NEJIOOpOjHE Tauke, Koje
Cy y OIHOCY Ha Hera CUMETpPUYHE, pa3HoOojHe. JacHO je ma je TO HOBOJBHO yUWHWUTU
3a Tauke n u 1719 —n, roe je n € Z, 104 < n < 1615.

IIpermocTaBuMo 1a TO HUje CaAyUaj, Tj. Aa Cy 3a HEKO TAKBO N HABEAEHE TAUKE UCTO
obojene 1 pa3MOTPUMO JBe MOryhHOCTH.

1° Taure n u 1719 — n cy upsene. Tanma mocroje mpupomau 6pojeBu ai, asz, by u
by, TakBU ma je

A:

n = 19a; + 85b;, 1719 —n = 19a9 + 85bs.

Cabupajyhu mobujamo 1719 = 19(aq + a2) + 85(by + ba), omakme, pexykoBameM IO
monyiy 85, cren 19(a; + az) =19 (mod 85), ogrocHo ag + az = 1 (mod 85). Kako
Cy @1 ¥ Qo TPUPOIHU, TOOUjaMO a1+ ag = 86, omakie je 1719 > 19-86+85-2 = 1804,
IMTO je KOHTPAAUKIN]A.

2° Tauke n u 1719 —n cy 3enene. Cauuno kao y nokasy Jleme, nzabepumo pemema
(a1,b1) u (a2,be) Huogpanroux jemHaumsa 19a + 850 = n, omsocuo 19a + 85b =
1719 —n 3a koja cy a;, OJHOCHO a9 HAjMamy MOryNu pupoaHr OpojeBy; 3a HUX Tala
Basky 1 a1 < 85, as < 85. Y oBOM cayuajy 6pojeBu by u b Mopajy OUTH HETO3UTUBHA
(jep cy maBenene Tauke seqene). M3 1719 = 19(a; + az2) + 85(by + ba), rao mox
1°, ciemn ma je a1 +as = 1 (mod 85), mTo y oBoM cayuajy maje a; + as = 86 u,
3aMEHOM y TNpeTXonHy jemaaumuy, by + by = 1. Ilocnemme je, mehyrmm, memoryhe,
360r HEmo3uTUBHOCTHU OpojeBa by u bo.

Tume je mokazamo ma tauka A = 3aI0BOJhABA YCJIOBE 3a,JaTKA.

BMO ’85.4.

Pasmorpumo caemeha msa caydyaja.
(a) Ceake mBe ocoBe rosope Oap jemaH 3ajemuumukn je3uk. lIpomsBosmHa ocoba A
roBopu ¢ mpeoctana 1984 yoBeka HEKUM je3UMKOM M3 CKyIa O JATUX MET je3UKa, TaKO

1984
Jla IOCTOjU je3WK KOju TOoBOpH Oap {5} > 200 y4JecHMEA KOHI'DECA.

(6) Hocroje e ocobe A u B koje He TOBOPE 3ajeIHUYKAM je3ukoM. Tana, Ha OCHOBY
yCJIOBa 3aATaKa, CBaKU OX MpeocTasa 1983 ydecHUKA TOBOPU 3ajeIHMYKUM jE€3UKOM Ca
6ap jemmom oxm ocoba A m B. Tlpema Tome, Gap 992 yuecHuka roBope ¢ jeJHOM OI
Te nBe ocobe, penumo ca A. To 3maum ma A rosopm uctum jeaukom ¢ joumr Gap 199
y4ecHUKA, jep Ou y IPOTMBHOM MOrao ropopurtu ¢ Hajsume 5 - 188 < 992 mymu. Ta
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rpyna Jbyau 3ajemHo ¢ ocobom A uwmnn rtpaskenux 200 yuyecHUKa KOju TOBOPE UCTUM
jE3UKOM.

MO ’86.1.

Osnaunmo ca O u R nenrap u noxynpeuruk omucanor kpyra tpoyria ABC. Ko-
pucrehu peramuje DF = [F —r, EG = IG —r u IF - IG = R? — IO? (norenmuja
TauKe y OJHOCY Ha KPYT), CJI. 27, 3akmydyjeMo ma je mejemmaroct DF - EG > r? kojy
IOKA3yjeMO EKBUBAJIEHTHA HEjeTHAKOCTU
R? - 0OI*

" .

FG <

Axo uckopuctumo Ojmeposy popmyry 10? = R(R — 2r) 3a pactojame msmeby mnen-
Tapa OMMCAHOT U YIUCAHOT KPYyra, HOCIeNihY HejeIHAKOCT MOKEMO TPAHCHOPMUCATH
V B0j eKBUBAJEHTHY ounrienny nejemnakoct F'G < 2R.

Cu. 27

BMO ’86.2.

Hexka je o(O, R) chepa omnucana oko martor terpaeapa. Kopucrehu cBojcTBo mo-
TeHIUje Tauke y OJHOCY Ha cepy (aHasorHo oxrosapajyliem cBojcTBY moreHuuje y
OIHOCY HA KPYT KOje je KopumheHo y IPeTXOMHOM 3aIaTKy ), Zo0ujaMo xa je

OFE? = R?> - AE - BE

u camuno 3a tauke F, G, H, K u L. V3 penanuja natux y 3afaTky OHIA CJIEIU A
je OE = OF = OG = OH = OK = OL, rj. 1a HaBelleHe Tauke Jexke Ha cdhepu ca
nerrpom O u noaynpeunukom  R2 — AE - BE.

BMO ’86.3.

[Tpumernmo Hajmpe ma M3 YCIOBA 3aaTkKa CIemu Aa Cy CBU Opojesu a, # 0. U3
JlaTe PeKypEeHTHe Be3e Mpou3iasu 1a 3a cse n € N Baxu

2
2 4 Gt +
a C
R a1 _ak o taitc
— . — 7
AnGn+1 a, +c¢ Qp—10n

n
Ap—1
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2

an—i—aiﬂ—i—c

OJaKJie WHIYKIWjOM CJIEIN Na je u3pas

a2+ b2+ ¢ AnGn+1 .

— o3HaunMo Ty KoHcTaHTy ca k. Tanma je
a

KOHCTAHTaH (HEe 3aBUCHU O 1)

¥ BPETHOCT MY je

2 2 2
ap, +c¢  an_q+ay+c

Qp—1 Gp—10n

(1) an+1 = ap — Qp—1 = kap — -1, N =2.
[Ipermocrasumo ma cy 6pojesu a, b, k memu. VI3 mperxomHe pesamuje HEmMOCpPETHO
ciaemu ma Cy CBU OpOjeBU G, LEJH.
O6puyTo, HEka cy 3a cBe n € N OpojeBu a, ueau. Tana cy a; = a u ay = b nenn,
a
b +c
a?+b+c B a+T a1 +as

k =
ab b as

panmoHnajsan 6poj, k = E, pE€Z,qeN, (p,q) =1. Penauuja (1) moxke ce Hanucaru
q

y 00IUKY pa, = qGn—1 + qan+1. CraBmajyhu y ®0j penom n = 2, 3, ..., nobuja ce
na q|a, 3an >2, 3atum na ¢ | a, 3an >3, ¢3 | a, 3a n >4 urn. Haxme, ¢* | a,
3aceen > a+1. Cagauz ¢ = ap110,-1 — a?, n > 2, cremn na je c meo 6poj u ma

n

2 b2
¢** | ¢ 3a cBako o € N, mro je moryhe jemuno 3a ¢ = 1. Ilakre, k = Lb—'_c Je
a
meo 6poj.
BMO °’86.4.

(a) Osmaummo ca P 3ajemunuky Bpensoct nospmwmsa tpoyriosa TAB, TBC u
TCA. Iame, nexa upasa AT ceue crpamuny BC y A’, mpu uemy je BA' = aq,
A'C = ay ureka cy Py u P, noppmune Tpoyriaosa BA'T u A'CT, ca. 28. Tpoyriaosu
ABA' u AA'C nmajy 3ajemauuky BUCUHY, T2 je

a1 _ Papar P+ P
as  Paaxc P+Py

Cununo je
a1 Ppar P

ag  Pawcr P

Kom6unoBamem mperxomuux penanuja nobuja ce Py = Py u a; = ao. Hakne je AA’
TERUIIHA [y3K; aHAJOTHO Ba:KM 3a OCTaja TeMeHa, ma je T rexumte Tpoyria ABC.

IIpernocrasumo ma Tpoyrao ABC uuje jemnakoctpamumuan. Heka je, ma mpumep,
AB < AC. Taura A nexu ca ome crpane cumerpadte ny:xu BC' ca koje u Tauka B.
Tauke A u T nexe ca ucte crpane cumerpadse nyxu BC. 3aro je u tauka T’ Gummwka
rtauku B wero tauku C: TB < TC. Ilpema tome, AT+ AB+TB < AT+ AC+TC,
a TO je mpoTuBHO mpermoctaBnu ga tpoyriaosu ABT un ACT wnmajy jenmake obume.
Hakae tpoyrao ABC' je jemHaKOCTpaHUUAH.

(6) Jlako ce nposepaBa na tauka 1’ He mpunana vujenHoj on npasux AB, BC, CA,
a Takobhe HEjeoHOM Of ceKTOopa o3Havenux ca | ma caurmm 29. [IpermocraBumo 3aTo na
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Cun. 28 Ca. 29

OHA, Ha TPUMED, UMa MOJO0kKA] Ka0 Ha TOj CIUIM U 03HauuMo ca D mpecek npasux BT
u AC. U3
Ppep + Prpc = Prap + Paep = Prpc + Prap

cJienn PBCD = PTAD n PTDC = PABD~ O,H&TJIG je BD -CD = AD -TD n
BD-AD = CD -TD. W3 te mse penamuje nako nobujamo BD = DT u AD =
CD, 1j. ABCT je napasenorpam. Kopucrehu jemmakocr obuma mobujamo ma cy
[1jaroHaJie TOT HapaJjeiorpaMa jefaHake, Tj. y NATAbY je TPaBOYTaoHWK U TPOYTrao
ABC' je npaBoyriu.

MO ’87.1.
Crasmajyhu y = 0 y maty penanujy nobujamo
(1) f(@) = f(z)f(a) + f(0)f(a — ).
Crenujanso, 3a = 0 je % = %f(a) + %f(a)7 onakne f(a) = % U3 (1) cnenu u
f(z) = f(a — ) 3a cBe . ARO ce TO 3aMeHM y HaTy DeNauujy, OHA MOCTaje
(2) flz+y) =2f(2)f(y).

1 1
Cana je 3= fla) = 2f(z)f(a —x) = 2[f(2)]?, ma je f(x) = ii' Ha ocuosy (2),
2 1

mebyrum, f(x) = 2f (g) > 0 3a cBako x, ma 3akmpyuyjemo xa je f(x) = 5 38 ce
z € R.

BMO ’87.2.

IIpBo pememe. Pyukumja f(t) =/t + 1+ +/t — 1 je pacryha u 3a cako t > 1
Basku Hejennakoct f(t) = f(1) = V2. Onasze cremu ma je

2 2 2 2
BV TS s v e v e el T Rl T A

Kaxko cy a u b meysactonnu neau 6pojeBu, 1o je b —a = 2.

0<b—a
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KBampupamem matux penanuja noduja ce

ad=z-1+y—1+2yay—az—y+1, VP=z+l+y+1+2/ay+a+y+1.

Osmaunmo = +y = s u zy = p. Tama, kopunihemeM noka3ane jeaHakoctu b = a + 2,
cienu

a?+2—5=2/p—s5+120, a®>+4a+2—-—s=2/p+s+1.
OJakje ce KBaApUpAmeM U Oy3uMameM noduja ma je
a® 420 +2a = (a+1)s < (a+1)(a® +2).

Cnenu na je a® < 2 u, xako je a mpupomax 6poj, a = 1. Onatie name 1aKo K06ujaMo
$s=5/2,p=25/16 m x =y = 5/4.
Ilpyro pememe. Pemuhemo exsusanenran mpobaem: Axo je

u+v=a, \/u2+2+\/v2+2:b,

1
rnecyu,vER,u,v}Oma,beZ,b—a>1,0Hnajeb:a+2mu:v:§.
dymrmmja g: [0, +00) — R samara ca g(t) = vt? + 2 je xonsercua. U3
b=g(u)+g(v) < g(a) +g0) = Va2 +2+vV2<a+2vV2<a+3
cremt na je b=a+2. U3 a+2 < Va2 + 2+ /2 nobujamo

2
2 V2V +2-a= —"o
vaz+2+a

a omarie Va2 + 2+ a < 2+ V2. Huje temko 3axmyunty ma je a = 1. Pauysamen
ce nobuja ma je

2f (“;) — Jw) + f(0) = 3.

Ha ocuoBy Jencernose mejenmaroctu ciemqu u = v. akiae u =v = 5

BMO °’87.3.

IIpBo pememe. Henocpenuo ce mposepasa na je ¢pyHKIUja
. 23
sin“
fz) =
crporo pacryha Ha uarepsaay (0, 7/2). Kaxko je, mo npernocrasmy, f(a/2) = f(3/2),
To Mopa butu a = (3, onakne je AC/BC = 1.
Ipyro pememe. Heka je o # 3, ma npumep, 0 < a < 8 < w. Tana je

cos®

.« ) «a
0<sm§<sm£, 0<cos§<cos—.

2 2 2
Cnemm
. 07 . «
sin?? = cos*® g < gin?? g cos*® 7

Kourpamuknumja! Harae o = 3, na je AC/BC = 1.
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BMO ’87.4.

Pememe Panmera Tomoposuhia. Ako ca k3 03HAUMMO Kpyr HACTAO MPECIUKABAHEM
kKpyra ki XOoMOTeTHjoM ¢ HEeHTpOM A u koeduuumjertom 2, onma, Oymyhu na je kp
caap:kao cpeaumre aysgu AC, k3 he cehu ko y C. Ilenrap Oz kpyra k3 je Ha mpasoj
ompebenoj npeunukom O A kpyra ki. Yoummo tpoyriose AO102 u AO203. 360r
£LO1AOy = £03AO03 1 O1A : AOy =1 : V2 =2 :2 = A0, : AOs, onn cy
cmaunn (ca xoedumuajertoM 1 : v/2), ma je u 0203 = V20,05 = 2v/2. Ilakne, y
tpoyray AO.O3 MMaMO CBe CTpaHHMIE, Ia Ce BeroBa MoBpmuHA PA 40,0, = V/7/2
nobuja nomohiy Xepouose ¢popmyine. Kako je AC nBoctpyka Bucuna u3 TeMena A tor
TPOYTIIa, CIean

AC — 9. 2PA 40,04 5. V7 :ﬁ'
0203 22 V2

Cu. 30

BMO ’88.1.

Kopucruhemo cranmapmae o3nake 3a crpanuie tpoyraa: ¢ = BC, b= CAu c =
AB. llpernocrasumo na je a > b. Y toMm cnyudajy tauka L npunama mysku AM, ci.
31. U3z yeaosa S(LMC)/S(ABC) = 1—+/3/2 nobujamo na je LM/AB =1—+/3/2.
Wmajyhu to y Buny sahu hiemo a/b:

v mB (1-Y3) 4L
a LB LM+MB 51" AR 2 273—\/§7\/§

b AL AM-LM ~ AM LM ~ AR
AB  AB 5 |\l1-—
2 2
N3 yeaosa S(HMC) : S(ABC) = 1: 4 cneqn na je H cpenumre nysxu AM. Hera

je h sucuma u3 temena C' tpoyria ABC. Kako je

HB> a®>—h* (%)2 a (Z)z . 5 (Z)Z

= , TO je —= =9

AHQibQ—hQ 2 2
- (5) - (5)

b
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Cua. 31

Omasze ce mako nobuja na je h/b = v/3/2. Cnemn ma je LA = 60°. Tpoyrao
AMC je jemmaroctpanudan. 3ato je MA = MB = MC. Caemn na je £C = 90°.
Cana Huje remko m3pauyuatu na je £ B = 30°.

BMO ’88.2.

IIpBo pememe.

Jlema. Hexa je P mosmHOM IBe IPOMEHJLUBE Ca KOMILIEKCHUM KOE(UIN]EeHTUMA..

a) Axko je P(t,t) =0, onzna je monunom P memus ca x — y.

6) Axro je P(t,—t) =0, ouga je monunoMm P memus ca x + y.

Hoka3. Tepbheme 0 mememy HONTMHOMA Ca OCTATKOM Tryacu: ako cy F' u G 1Ba mo-
JMHOMA jejHe IPOMEHJLUBE HAIl HEKUM MoJbeM U ako je G # 0, OHma mocToje MOIMHOME
Q u R taksu 1a je FF = GQ + R u na je npu tom deg R < deg G wimm R = 0. Axko
ce mpoaHalu3upa HOka3 oBor TBphema, Buaehe ce ma OHO Basku M MOX IPETIOCTAB-
kKoM 72 ¢y F' v G HOJMHOMU HaJ HEKVM MHTEIDAJHAM JOMEHOM YKOJWKO j€ HajCTapuju
koepunujent y moaunomy G nemunan jemunune. [lomunom P 1Be mpoMeH/bUBE X U Y
MOK€e Ia Ce CXBATHU KAO IMOJMHOM II0 JeJHOj MPOMEHJBUBO] & HAJ[ IPCTEHOM IIOJMHOMA
1o npoMenmuBoj y. [lomuaoM P MOke na ce mOAeNV HOJIMHOMOM T — Y. TOM IPUIMKOM
ce no0buja KOMMYHUK (), MOMMHOM IBE IPOMEHJMBE X U Y, 1 ocTaTak K. AKO MOIMHOM
R muje 0 orga je OH cTemeHa HyTa IO MPOMEHBUBOj . Hpyrum peunma, R je monuHOM
jemue mpomensuse y. Iakie nonuaOM P MO:Ke a ce IPeNCTaBu y O0IUKY

P(z,y) = (z —y)Q(z,y) + R(y).

Axo npernocrasumo ga je P(t,t) = 0, u3 ropme jemsakoctu mobujamo na je R =0
(moBOMHO je y Yy yBpeTuTy = y = t). TuMe cMo mokazanu TBpheme geme mon a).
Tepheme mon 6) Moke na ce HOKaske Ha CJIMYAH HAYKH. W

KoncTaryjMo HEKOIMKO TPUBUjAJHUX YMH€HMNA. AKO IBa MOJMHOMA 3aI0BOJLABA]Y
ATy jeHAUNHY, OHIA U HUXOB MPOU3BOJ U KOJIWUYHMK 33T0BOJHABA]Y HATY jeIHAUMHY
(HapaBHO, KOJMYHVEK OBa MOJMHOMA He Mopa 0wty noimuoM). Komcramte 0 u 1 3amo-
BOJbABAjy HATy jemHaumny. lloaumHOMM HpBOI cTemeHa T — Y M T + Y 33J0BOJLABA]Y
ATy jeTHAUNHY.

Heka nmonuuom P pasznumuut on 0 3a10BobaBa qaTy jeqHaunHy. AKO CTaBUMO 1a je
a=2,b=0,c=yud=0, nobujamo nma je

P(z,0)P(y,0) = P(zy,0).
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Onasne Huje Temko 3akmyuntu ga je P(x,0) = 2™ 3a meko m > 0. Aro craBumo 1a
jea=t,b=0,c=xud=y nobujamo ma je

t"P(x,y) = P(t,0)P(z,y) = P(tz,ty).

Hakne nonuaom P je XOMOreH.
Heka mosmuom P pasmuuur on 0 3amoBomasa maty jeamauuny. OH ce Moske mpe-
CTaBUTH Y OOJIUKY

P(z,y) = (z+y)f @ —y)'Q=,y), kI1>0,

rze je () mosmHOM Koju je paznumuut ox 0 U Huje NesbUB MONUHOMUMA X + Y U T — Y.
[Mommuom ) Takobe 3an0Bomasa nary jenmaunuy. O je xomoren nonuaoM. O3HAUUMO
BeroB cremed ca m. Ako craBumo a = x, b =y, ¢ =y = 1, mobujamo

Qz,y)Q(L1) =Q(z +y.z+y) = (z+y)"Q(1,1).

Kaxko je momumom ) xomoren u Huje memus ca x — y, 1o je Q(1,1) # 0. Cuemu nma je
Q(z,y) = (x + y)™ 3a meko m > 0. Karo nomuuom () mHuje memus ca T + y, TO je
m = 0. Hakne Q(x,y) =1, a P(x,y) = (z +y)¥(x — y).

[Tpema ToMe CKyI MONMHOMA KOjU 33, 10BOLABA]Y JATY jeOHAUUHY CACTOJU CE OJ HyJIa
nosmHOMa 1 mosmHoMa obauka P(z,y) = (x +v)*(z — y)!, k,1 > 0.

Ipyro pememe. Heka je P mosuHOM [BE IPOMEH/BUBE. Y BOAUMO IIOJUHOM () nBE
IPOMEHJBUBE Ca

_ Ty -y

IMomuroM P MOkeMO M3Pa3UTU MPEKO MOJUHOMa (Q:
P(a,b) = Q(a+b,a—b).

OBo cnenu u3 unmennne ga je a +b =2 u a — b = y exkBuBanentHo ca (r+y)/2 =a
u (x —y)/2 =b. Iokazahemo na monunoM P 3a10B0bABA jeIHAUMHY

(1) P(a,b)P(c,d) = P(ac+ bd,ad + bc),
aKO ¥ CaMO aKO MONMHOM () 3a0BOJbABA jeTHAUMHY

(2) Q(z,y)Q(u,v) = Qzu, yv).

Ipernocrasumo na nomuuoM () 3an080dmasa (2). Crasumo xa je a+b =z, a—b =y,
ct+d=uuc—d=v HWmamo ma je (ac+ bd) + (ad + bc) = (a + b)(c + d) = zu
u (ac + bd) — (ad + bec) = (a — b)(c — d) = yv. 3aro Baxu P(a,b) = Q(x,y),
P(c,d) = Q(u,v) u P(ac+bd,ad+bc) = Q(zu, yv). Cana je OUUIriIe HO A3 MONHHOM
P 3anosomasa (1).

IIpernocrasuMo 1a moiuHoM P 3amoBosmasa (1). Crasumo na je (x + y)/2 = a,
(x—y)/2=0b, (u+v)/2=¢c, (u—v)/2=d. Karojea+b=x,a—b=y,c+d=u
uc—d = v, K0 U y IPETXOJHOM ciyuajy Bake jemHaroctu Q(z,y) = P(a,b),
Q(u,v) = P(e,d) u Q(zu,yv) = P(ac+bd,ad+bc). Cana je ounrieso Aa IONTHHOM
@ 3amoBomaBa (2).
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Jlako je BumeTn ma HyJa momuHOM 3anosoiasa (2). Heka je ) momusOM Koju je
PA3NIUUUT OX HyJe U KOjU 3aJ0BOosbaBa jemHaunny (2). Axo y (2) craBumo y = v =1,
nmobujamo

Q(z,1)Q(u, 1) = Q(zu, 1).

Omasze muje Temko m3Bectn na je Q(x,1) = z¥, 3a mexn meo 6poj k > 0. Ha cmuan
HAUMH MOe Na ce mokake na je Q(1,y) =y, 3a mexu meo 6poj [ > 0. Cremu ma je

Q(z,y) = Q(z,1)Q(1,y) = ="/,

rae cy k,l > 0. Jlako ce mpoBepaBa na CBAKU IOJUMHOM OBOT THIIA 3aI0BOJbABA jeIHA-
yuny (2).

[Ipema TOMe CKyI mONMHOMA KOjU 3a10BOJbaBajy jemHaduny (1) cactoju ce on Hysia
nosmHOMa U nosmHoMa obauka P(z,y) = (x +v)*(z — y)!, k,1 > 0.

Y wmusu [6] Gpopmynmcan je mpobiem amamoran nperxonnoM: Halim cse mosmmoMe
P Ttpu mpoMenmuBe, TakBe Oa je

(3) P(a,b,c)P(d,e, f) = Plad + bf + ce,ae + bd + cf,af + be + cd).

Xunotresa ayropa kmure [6] je na cy TpakeHM TOJIUHOMU HyJIAa TOJIUHOM U TOJMHOMU
obamka
p _ k(.2 2 2 l
(,y,2) = (x+y+2)"(@*+y +2° —oy —yz — 2x),
rae cy k u | weneratusau nesu 6pojesu. Jlahiemo koMmIeTHO pememe 0BOT MpobIeMa.
Hexra je P monvHOM TpW MPOMEHJbUBE. Y BOAUMO MOJIMHOM () TPU IPOMEHJLUBE Ca

r+y—+z x+yw2+zw :c—i—yw—i—sz)

e e

rae je w = (=1 +iv3)/2 (w? +w+1 =0, w? =1). Tommom P MomeMO u3pasutu
IPEKO MOJIUHOMA, ():

P(a,b,¢) = Q(a+b+c,a + bw + cw?, a + bw? + cw).
OBo cienu u3 yumeHUIE 14 je
a+bt+c=z,a+bw+cw’® =y a+bw?+cw=z

C€KBUBAJICHTHO Ca

x+y+z:a x+yw2+zw:b x+yw+zw2:c
3 ’ 3 ’ 3

Iokazahemo ma monunoM P 3anosomasa jemHauuny (3) ako u caMo akKo HOJMHOM ()
3aI0BOJbABA, j€THAUMHY

(4) Q(x,y,2)Q(u, v, w) = Q(zu, yv, zw).



108 Bankascke maTeMaTuuke OJIMMIIN]ja1e BMO ’'88.2

[IpernocrasuMo na mommEOM () 3am0Bosmasa (4). CraBuMo na je

a+bt+c=z, at+bwt+cew? =y, a+bw’+cw=z,
d+e+f=u, d+ew+ fw?=v, d+ew’+ fw=w.
Nmamo ma je
(ad+bf + ce) + (ae + bd + cf) + (af + be + cd)
=(a+b+c)(d+e+ f) =zu,
(ad +bf + ce) + (ae + bd + cf)w + (af + be + cd)w?
= (a4 bw + cw?)(d + ew + fw?) = yv,
(ad +bf + ce) + (ae + bd + cf )w? + (af + be + cd)w
= (a4 bw? + cw)(d + ew? + fw) = z2w.
3aTo Baxku
P(a,b,c) = Qx,y,2), Pd,e, f)=Q(u,v,w),
Plad +bf + ce,ae +bd + cf,af + be + cd) = Q(xu, yv, zw).

Cana je ounrsenno ma moiunoM P 3amosomasa (3). IIpermocraBumo na momuaom P
3anoBosbaBa (3). CraBumo za je

r+y+z x+yw2+zw m+yw+zw2
—_— = Q 7:b’ 7207
3 3 3
u—+v+w U+ vw? + ww U + vw + ww?
—5 4 e —5 =/

Kaxo je

a+bt+c=2z, at+bwt+ce?=y, a+bw’+cw=z,
dt+e+f=u, dtew+fo®=v, dtew’+ fw=uw,

Ka0 M Y TPETXOJHOM CJIYUajy BaKe jeTHAKOCTU

Q(z,y,z) = P(a,b,c), Q(u,v,w)= P(d,e, f),
Q(zu,yv, zw) = Plad + bf + ce,ae + bd + cf,af + be + cd).

Cana je ounrsenno na noauaoM () 3an0Bomasa (4). Jlako je BumeTu ga Hysia DOJIMHOM
3anoBosmasa (4). Hera je () mONMHOM KOjU je pasiuuutr O HyJe U KOJU 3a40BOJbABA
jemmaunny (4). Aro y (4) craBumo y = z = v = w = 1, mobujamo

Q(z,1,1)Q(u,1,1) = Q(zu, 1,1).

Opapne Huje Temxo mssectu na je Q(x,1,1) = x| 3a mexm meo 6poj k > 0. Ha

CJIMYAH HAYMH MOJKe na ce mokake na je Q(1,y,1) = y!, 3a meru meo 6poj | > 0, u ma
je Q(1,1,2) = 2™, 3a nexn neo 6poj m > 0. Cuemn 1a je

Q(Qﬁ, Y,z) = Q($> 1, 1)@(17 y, )Q(1, 1, Z) = xkylz7n7
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roe ¢y k,l,m > 0. Jlako ce mpoBepaBa na CBaKy IMOJMHOM OBOT THUIMA 3aJI0BOHABA
jemnauunny (4).

IIpema ToMe CKyT MOTMHOMA KOjU 33I0BOLABA]Y AATY jeHAUMHY CACTOjU CE O HYJIa
[OJIMHOMA ¥ TIOJUHOMA, OOJIUKA,

P(x,y,2) = (x +y + 2)"(z + yw + 20?) (z + yw? + 20)™, k,l,m > 0.

Kao mro Buammo, xunoresa ayropa kmure [6] je TauHa yKOIUKO Ce Pa3MaTpajy caMmo
HOJIMHOMY C& PEANHMM KOehUUUjeHTrMa. Y OMINTEM CJIy4ajy OHA HUje TAuHA.

BMO °’88.3.

Osmaummo ca A;; cpemumre nysu A;A;, 1 <14,5 < 4,1 # j. Kako je
Aq5A13A34 Aoy mapasenorpam, To je

A1 A3, + A3 A3, = 2 A1 A3, + 2 A1p A,

1 1
mTO Baje,ZLHO ca A12A24 = 5 A1A4 u A12A13 = 5 A2A3, ,Haje

A12A§4 + Aj3A3, = %AlAi + %AgA%.
Ha canuan maurn mokasyjemo ma je

A12A;2),4 + A14A§3 = % A1A§ + % A2A42p

A A2, + Ay A2, = % ALA2 4 % A A2,

CabupameM OBe TPHU jeIHAKOCTA U HEJbe-
meM 30upa ca 2 mobujamo ga je

P
A1 A3y + A1z A3, + A1y A = —

i
Cu. 32

Heka je, ma mpumep, A12 A3y Hajrpaha on tpu mnysxu koje cmajajy cpeaumra HacIpa-

MHUX uBUIa TeTpaenpa Ay AsAsAy. Tama je A12A§4 < 1—P2, 1j. A19A34 < % g

Pacrojame npasux A;As u A3A, muje Behe on A19Asz4, ma Tum npe muje Behe on

1 /P
3\ 3 Pacrojame mapasnensux pasHu Koje canp:ke npase A;As u A3Ay jenmako je

1 /P
pacrojamy mamely Te mBe mpase, ma mpema ToMme Huje Behe ox V3 Terpaenap

Ay Ay A3 Ay nexu uamely Te mBe paBHU.
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BMO ’88.4.

IIpBo pemewe. Hera a, u a,+1 3a00B0omaBajy mocraBimene yciaose. [Ipumermvo
na 3 | ax 3a memapuo k. 3amcra, ako je k Hemapam mpupogaH Opoj, OHIA je

ar =2"4+49=(-1)* +49=48=0 (mod 3).

Kako je jemam on OpojeBa a, U Gn41 O€JBUB Ca 3 U KAKO Cy 00a HEMADHU, HAjMAbU
Meby OpojeBuma p, q, r u s jennak je 3. akne p =3. Hekajex =q—p =s—r1.
Tama je ap, = p(p+ ) u apy1 = r(r + ). U3 an11 = 2a, — 49 < 2a,, umamo 1a je
r(r+z) < 2p(p+ x), a xaro je p+ = < r + x, omapue nobujamo na je r < 2p = 6.
Crnemn ma je r = 5. VI3 apy1 = 2a, —49 nobujavo 5(5+x) = 6(3+x) —49, a onasne
x = 56. Konauno u3 2" + 49 = 3(3 4 56) = 177 mobujamo na je n = 7. Kako je
a7 =177=3-59 u ag = 305 = 5 - 61, TpaKeHN UNTAHOBU HU3A CY Q7 U Ag.

Ilpyro pememe. Hera a, u a,41 3a10B0O/baBajy IOCTaBhEHE yCIOBe. Kao m y
IPBOM DeIIemy Hajupe HOI{a3yjn6MO mnajep=3. Hekajey=1r—p=s—gq. U3

r=y+3us=y+q=y+ nooujaMo

2" +49

(y+3) (y+ >=2"+1+49,
a ozaBIe
(3 —y)2" = 3y° + 58y.

Ila 6u seBa cTpaHa OBe jeHAKOCTU OwWJa MO3UTUBHA, MOpa Obutu y < 3. Ila Ou mecHa
cTpaHa OBe jeqHAaKoCTU Omia mapad 0poj, y Mopa Outu mapuo. Ciuemn ma je y = 2.
N3 2™ = 128 mobujamo na je n = 7. Kako je a7 = 177 =3-59 u ag = 305 =561,
TpasKeHN WIAHOBU HU3a Cy A7 U dg.

BMO °’89.1.

[TpBo moraskumo ma je n mapas 6poj. IIpermocTaBuMO CympOTHO: HEKa je n HemapaH
6poj. Tana cy cBu meamonu 6poja m Hemapuu, ma cy 3aTo di, ds, d3 u d4 HETAPHU.
Cnemn na je n = d3 + d3 + d% + d3 mapam, mTO je MPOTUBHO MONA3HO] MPETIOCTABIIY.
Kaxko je n mapaum 6poj, To je da = 2. U3 jenmaxoctu 12 + 22 + d% + d3 = n cnem na
je jeman om O6pojeBa ds u d4 mapaH a Apyru HemapaH. PasmarpahiemMo mBa ciyyaja:

IIpBu cayuaj: d3 = 2a, a > 1. Kako je a menunar 6poja n Mawu on dz, TO je
a = 2. Harne d3 = 4. Kako je n = 12 + 22 + 42 + d3 = 21 + d3, To n =Huje nemuBo
ca 4 = d3. Kourpaauknuja!

Ipyru cayuaj: dy = 2a, a > 1. Kako jea < dg ua | n, 1o je a = dy = 2 nim
a = d3. Y npBoM ciyuajy 6mmo 6u dy = 4, d3 = 3 un = 12 + 22 + 32 + 42 = 30.
Kaxo 4 1 30, oBaj cayuaj ornana. [Ipeocraje na je a = ds. Y ToM ciyudajy uMaMo na
jen =12 +22 +d3 +4d3 = 5(1 + d3). Karo d3 | n u xaxo cy 6pojesu dz u 1 + d3
y3ajamuo mpoct, 10 je dg = 5. Cmenu na je dy = 10 m n = 12422 +52 4102 = 130.
Jlako je mpoBeputu ma cy 1, 2, 5 u 10 uetupu HajMama geauona Opoja 130.

Jenuuu 6poj roju 3amoBosmasa matu ycaoB je 130.
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BMO ’89.2.

IIpBo pememe. IIpBo nOKa:XUMO jelHy IeMy Koja Haje OLEHy KOpPEHa MOIMHOMA:
Jdema 1. AnconyThe BPETHOCTH KOPEHA MOJMHOMA ApZ™ + Ap_12" 1 + -+ + ag
Mame ¢y ox 1 +m, rae je m = max |ag/an].
0<k<n

Ilokas. Heka je |z| > 1+ m. Tana umamo

Ay — Ap— Qa
‘anxn+an71$n_1+'“+a0| = |anxn| 1+ = 1 + = ; On
T anT AnX
ap—1 an—2 o
> 1 [ - s - -
= |a'n:c | ( anxl a :EQ anw’ﬂ >
m m m
> n 1 — — — ... — -
= |Cln$ | ( ‘.’E|1 |(E|2 |x|n)
> lana (1= ———) >0. m
|x] — 1

[Ipernocrasumo xa je P(z) = Q(z)R(z), rae cy @ u R momusOMEU ca 1eio0pojHuM
roepunujentuma. Heka cy x;, 1 = 1,2, ..., k, kopern nonuroma (). CBu oHU CY yjeqHO

k
kopeHn monueOoMa P, ma cy 3ato Mawu on 1 +9/2 < 9. Kaxo je Q(z) =b [[ (z — z;),
i=1

rze je b HajcTapuju kKoeguIUjeHT mOaMHOMA (), TO je

ﬁ (10 — xz)

1=

k
[Q(10)[ = o] > [b] _1:11(10 = |zil) > 1.

Ha couvan maums Moxe na ce gokake na je |R(10)] > 1. Kako je P(10) =
Q(10)R(10), P(10) nuje npocr 6poj. Kourpamukuuja!
Ilpyro pememe. [lorazahemo tBpheme 3amaTka 6e3 mpeTmocTaBke maa je a, > 1.
Jlema 2. Heka je KOIMYHUK ay,—1/a, 0O3uTHBAH peanad 6poj. Kopenw nomuso-
Ma Apx™ 4 Gp_12" " 4 -+ + ap UMju Cy peaNHH HeJOBU MO3UTHUBHHU, IO ALCOIYTHO]
BpemHoctu ¢y Mawu on (1 ++/144m)/2, rae je m = Jax. lax/an].

. . 1 .
Ilokas. Aro je Rex > 0, ouma je Re— > 0. Axo je ocum Tora |z| >
x

(14++/1+4m)/2, Tana mmamo

Ay Ay a
|an™ + an_12" T+t ag| > Japa”| |14+ o1 4 o
nT anT anT
an-1| |an—2 ao
> n 1 n - — .
> lana”| (‘ + apx! apx? anx™ )
m m
> la xn 1—-— ... = -
> lone”l (1= =~ i)

m
> Jana"| (1_> >0 =
" |z|* — ||

[Ipernocrasumo na je P(x) = Q(z)R(x), roe cy Q u R noauroMu ca neso6pojHum
rkoepunujentuma. Heka cy x;, ¢ = 1,2, ..., k, kopean nomuroma (). CBu OHE CY yjeqHO
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KODeHH moJmHOMa P ma ¢y 3aT0 BuxoBU peannu aenosu Mawu of (1++/1+4-9)/2 <
9,5. Kako cy cBu roeduuujentn noauHoma () HemeratusHu, 10 je Q(9) > 1. Kako je

k
Q(z) =b ] (x — x;), rme je b Hajcrapuju koepuumjeHT noamHOMA (), TO je

k

1Q(10)/Q(9) = TT (10 = 2:)/(9 — xi)| > 1.

i=1

Cunemn ma je |Q(10)] > |Q(9)] > 1. Ha canuan HauuH MOke Ha Ce HOKaKe Oa je
|R(10)| > 1. Kako je P(10) = (10)R( 0), P(10) muje npocr 6poj. Konrpamukmmja!

BMO ’89.3.

Ozraunmo ca S, Sy, S1 n So moBpiuHe
tpoyriaosa ABC, AB1Cy, AB1Gu AC1G.
Bucune koje oarosapajy crpamuru ABj
tpoyrioBa AB1C u AB;G omHOCce ce Kao
3:1. Cnemu na je S(AB1C) = 3S;. Ha
CIMYAH HAUMH MO:KE Ia Ce JOKaxke aa je

S(AC,B) = 3S,. U3
o { S(BBchl) = S(AClB) — S — 5,
B - 232 - Slv
S(CC1GBy) = S(AB,C) — S1 — S,
=25 -5

Ca. 33
ciemu 1a je
S(BBchl) + S(CClGBl) =51 + 5.

4
HejemnakocT kojy mokasyjemo ekBuBasieHTHa je ca S1 + Sy > —S. Kako je S; =
1 1 AB; 1 1 AC; _, AB;-ACh So
— AB - — . = — A B) = — . = —
gSUBC) = 3 G S = gSUGE) = 5 35S Upac 9 "
So = 51+ S2, 10 je

AB, AC)\_ 25 [AB,-AC, _25 [5
15 = (AB+ ) 3V aac ~3Vs
25

S
1; 2> V505 + 5.

2 4
W3 nejemnaroct S1+So > g\/S(Sl + S3) Huje Temko nobutu S7+So > §S. Jenna-

KOCT BasK KO U CAMO ako je mpaBa | mapanenna ca BC' u nmposas3u kpo3 rexkuimnre G.
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BMO ’89.4.
Hera je F dammiuja Tpowianmx mOACKYmoBa ckyma {1,2,...,n}, taksa na je |[AN
3
Bl <1s3aABeF, A# B. Csaku A € F nma (2) = 3 mBOUIAHA MOJICKYTA,

npu oM A, B € F, A # B, HeMma]y 3aje[HUYKAX NBOUWIAHUX MOACKymoBa. IIpema

TOMe YKyNaH OpOj ABOUWIAHUX MOACKYIOBA CAAPKAHUX y CKymoBUMa m3 F jemHAK je
. . . (n n(n—1

3|F|. Bpoj meounamux momckymosa ckyma {1,2,...,n} jemnax je 2) = (T)

-1 -1
Canen g jo 317 < ") gy < MO

CKYIIOBa Ca 3a1aTuM CBojctuMa, 1o je f(n) <

. Kaxko je F mpousBo/sbHA damMunnja
nin—1)

. 6
Hexka je

]:Oz{(x,y,z)|x,y,z€{1,2,...,n}, x#y;«éz;«éx, $+y+ZEO (mOdn)}

Jlako je Bumetn ma dammiuja ckymosBa Fy 3aI0B0JbaBa mocTasibeHe ycioBe. Ompe-
Mo 6poj menux enemenara ¢. O3maummo ca a 6poj pemema konrpyenuuje 3x = 0
(mod n), a ca b 6poj pemema kourpyemmmje 2z +y = 0 (mod n), © # y. Uwma-
MO ma je a = 1 ako 3 { n, u na je a = 3 ako 3 | n. DBpoj pemema KOHIpyeHuuje
2x +y =0 (mod n) jemnax je n (3a CBaKO X TOCTOjU TAUHO jeHO Y KOje 3aA0BOHABA
oBy kourpyennujy). Ilpu ToM ®BUX @ 3300B0bABA YCIOB T = ¥y, a BUX b 3aH0BOHABA
ycaoB x # y. Cuemn na je b = n — a. Bpoj pemema kourpyennuje x +y+ 2 = 0
(mod n) jemmax je n? (3a cBaKO T W CBAKO Y MOCTOJM TAYHO jeHO 2 KOje 3aJ0BOJHABA
0By KOHTpyeHmujy). IIpm ToM cy a pemema Tpojke jenHakux Opojesa, 3b pemema cy
Tpojke O6pojeBa ox Kojux cy aBa MehycoOHO jemnaka a Tpeliu je pasauuuT On HUX, &
6c pemema cy Tpojke pasimmuuTux 6pojesa. lakme n? = a + 3b+ 6¢ = 6¢+ 3n — 2a.

23 2 2-3 6
n gl+ a:[n 6n+ }Kaxojef(n)}c,m

Opnasne mobujamo ma je ¢ =

n2—3n+6

je £l > |

] . OBo je Goma omeHa OX OHE KOja Ce TPasKU y 3a,IaTKY.

BMO ’90.1.

IIpeo pememe. Heka je 1, ocrarak koju ce mobuja mememeM a, ca 11. Aro ce
“Ma y BULY 14 je

(1) Tni2 = M+ 3)rpe1 + (n+2)r,  (mod 11),

HUje Temko uapauyHatu npsux 11 unanosa musa (r,):

n|1l]|2|3|4|5]6|7|8]9 /10|11
r, | 1319101046 ]0|]1]0]0

MeTomoMm mMareMaTWuke MHOYKIMje MOKE Oa ce mokake ma je r, = 0 3a n > 10.
[Ipu oM ce kopucTy pekypenTHa Be3a (1) u uumenuna ga je 19 = r11 = 0. IIpema
ToMe mesbuBu Cy ca 11 umanoBu Hu3a ca mHmekcuma n =4, n =8 un > 10.
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Ipyro pememe. [Ipso hiemo pemutu nary pekypentny jemnauuny. OHa je eKBuU-
BaJIeHTHA Ca

Any2 — Apyr = (N4 2)(any1 — an), n>1,
Tj. ca ap — ap—1 = N(ap_1 — an—2), n = 3. Omasne mobujamo xa je
an — an-1 =n(n—1)---3(az — a1) =nl,

3am 2 2, a omaBae na je

n
3a n > 2. Kowauno a, = > nl,n > 1.
i=1

3a k > 10 mvamo na je k! memumso ca 11. 3aro je a, = ajp (mod 11). IHa
OMCMO 3aBPUIMIIN Pemiere 3aJaTKa IOBOJHO je Ja OAPEMUMO KOju Cy UJIaHOBU HU3A
(an) memwusu ca 11 3a n = 1,2,...,10. Jlako je yTBpmuTH oa Cy TO a4, dg ¥ d1g.
ITpema Tome memuBu cy ca 11 umanoBu HU3a ca mHAekcuMa n =4, n =8 un > 10.

BEMO ’90.2.
Kako je
ap = E 7’.77
1<i,jsn
i+j=k
TO je
2n 2n
doav= > D ii= )i
k=n+1 k=n+11<i,j<n 1<i,5<n
iti=k i+i>n

K2

I
[INgE

n
Yoo dj=3 i >
1j=n+1—i

i=1 j=ntl—i

noo1 m4+1 & 12
241 nn+1)2n+1) 1 (an+1)Y
2 6 2 2

1
= g+ D220 +1)? = 3n(n + 1)]

1
= ﬂn(n + 1)(5n% + 5n + 2).
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BMO ’90.3.

[TpBo hemo mokasarwu jemHy Teopemy.

Teopema. Bucure omrpoyraor Tpoyria Cy CUMETpaJe YHyTPAIIBUX YII0Ba TPOY-
TJIa 4ija Cy TeMeHA MOJHOM]a TUX BUCHUHA.

Ilokas. Hera je ABC omtpoyrau tpoyrao. Osmaummo ca A’ mommoskje Bucume
u3 temeHa A, a ca Y u Z Tauke cumerpuuna Taukun A’ y ommocy ma mpase AC u
AB, cn. 34. Huje temro nokasaru ma ny:x Y Z upecena nysxu AC u AB (3a 1o je
furHa mpermocraska ga cy yraosu tpoyraa ABC omrpu). Osmaummo ca B’ u C'
Tauke y kojuMa ny:xk Y Z npecena aysku AC u AB. Ilpase AC u AB cy cumerpaie
cnomamsmux yraosa kon temena B’ m C' tpoyrama A’B’C’, ma je sato mpasa AA’
cuMeTpalia yHyTpammer yriaa kon temena A’ tpoyraa A'B'C’. Kako je mpasa BC
opToronanua Ha mpaBoj AA’, To je oHa cuMeTpasa CHObAIIEEr yria Kon Temena A’
rpoyrita A’B'C’. Tlpase BA u BC cy cuMeTpaJie CIOBalBbAX YIJIOBA KO TEMEHA
C" u A" tpoyrna A'B’C’, na je 3ato mpasa BB’ cuMeTpaJa yHyTpammber yraa KO
temena B’ tpoyraa A’B’C’. Kako cy npase BB’ u C'A cuMerpasie yHyTpammer u
cmobammer yriaa kox teMmena B’ tpoyria A’B’C’, to cy oHe y3ajaMHO OpTOroHaJHe,
1j. BB’ je Bucuna tpoyraa ABC. Ha ciuuanm mauun mMoxe na ce mokake ma je CC’
cumeTpatia yHyTpammer yraa kox temena C' tpoyrma A’B'C’ u Bucumma Tpoyria

ABC.m

A
Y
BI
Cl
zZ
B Al C
Cn. 34 Cn. 35

Hanomewna. Y mperxogHoM NOKa3y HUje KODHUIINEHa TeopeMa MO KOjoj Ce BUCHUHE
TPOyTIJIa CEeKy y jemHoj Tauku. Ta Teopema ce MOKM HOOUTH KAO MOCIEINAIA YIPABO
IOKa3aHe TeOpeMe U Ol jeIHEe TeOopeMe KOja je CIWYHA IPETXOAHO] a OJHOCHU Ce Ha
TYIOYTJIN TPOYTAO.

Pewewe zadamxa. Ilpema nperxomuoj teopemu, opronentap H tpoyriaa ABC je
meHTap Kpyra ymucasor y tpoyrao A; B1Ch, Tj. neHTap Kpyra OorCaHOT OKO TPOYTJIA
AQBQCQ. Kako je A1B2 = Alcg, TO je BQCQ 1 AAl, Ia je 3aTo BQOQ H BC. Ha
CJIMYAH HAuMH MOske 1a ce moraxe na je CoAs || CAu A3 By || AB. Tpoyrnosu ABC
u As BoCy nMajy mapasiesieHe CTPAHUIE, A Cy 3aTO XOMOTETHUHU. XOMOTETHja KOja
npecaukasa Tpoyrao ABC' y tpoyrao As BoCy npeciukasa OjiepoBy mpaBy Tpoyria
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ABC y QjaepoBy mpaBy tpoyria AsBsCy. 3aro cy OjiepoBe mpaBe TpPOYIIOBa
ABC un AsByCy napanenue mehy coboM, a kako o6e mposasze kpo3 Tauky H, 1o ce
OHE IOKJAmajy.

BMO ’90.4.

Hexka je f: N — A ¢ysrumja koja 3amoBosbaBa yCIoB: ako je |i — j| mpoct Gpoj,
ouza je f(i) # f(j). Pasmarpajuo 6pojese 1, 3, 6 u 8. Pasnuka cBaka mBa oI HUX
je mpocr 6poj. Caemu ma cy f(1), f(3), f(6) u f(8) pasmuuntu mehy cobom. 3aro
je [Al = 4.

Hexra je A = {0, 1,2,3} uneka je f(x) ocrarak koju ce no6uja IememHeM IPUPOJHOT
6poja x ca 4. Ako je f(i) = f(j), ouna je |i — j| caoxen Gpoj, jep je memus ca 4.
Hakne ¢pyurnmja f 3am0BOmABA TATH YCIOB.

Tpaxenu 6poj je 4.

BMO ’91.1.

Heka cy «, [ u v yobuuajene o3uake 3a yriose tpoyriaa ABC, ca. 35. Kaxo je
LAOB = 2v, n xako je OA = OB, 10 je {OAB = LOBA = 90° — ~. Cnemn
LAAKL = ABNP = v, a onasne {MKN = A MNK = ~. lakne MK = MN =
KL. Tpoyranosu ALK nu PBN cy cnuunn (jensaku cy uM oxrosapajyhu yriaosn).
3aro je AK : KL = PN : NB. Tpoyrnosu AKM u MNB cy canuan ({LAKM =

1
AMNB, {KMA = iiAOM = LABM = ANBM). 3aro je AK : KM =

MN : NB. s KL= KM, AK : KL=PN : NBuAK : KM = MN : NB
ciemu na je MN = NP. [lakne KN je cpemma nuruja Tpoyraa M LP. 3aro je
AMLP = AMKN = ~.

BMO ’91.2.

[Topmura Tpoyria je nara XepOHOBOM (OPMYJIOM:

S=Vs(s —a)(s —b)(s — o),
roe ¢y a, b u ¢ crpammie u s moayobmm Tor Tpoyria. Ako 6m 6mmo s — a = 4n?,
s—b=4n? s—c =1, vne je n npupoaan 6poj, om0 6u s = 4n*+4n’+1 = (2n?+1)2,
na 6u MOBpMHMHA TPOyTaAa 6uma meo 6poj: S = 4n3(2n? + 1). To je memymeno axo je
a=4n?+1,b=4n*+1uc=4n?(n?+1). Kaxo je

(An+1,4n%) =1, (@n?+1,n2+1)=(4n*+4)-3,n*+1)=3,n*+1) =1,

a u ¢ cy y3ajamuo npocru 6pojesu. Cremu ma je 3a10Bosber yciaos (i).

[IpeocTaje HaMm ma ucouTaMo Ia JIX Cy BUCHHE TPOyTJIa meau 6pojesu. Mmamo ma je
b 8n3(2n? + 1) 8n3(2n? + 1) n 2n(2n? + 1)
T an? 41 U R S
Huje Temko mokazaru na ce mpBa [Ba Pa3jiOMKa He MOIY CKPATWUTH, Te Ia 3aTO h, U
hy Hucy mesnu GpojeBu, a nga ce Tpehin passoMak MOM¥E CKPATUTH CaMO Ca 2 U TO Y
caydajy Kama je n Hemapas 0poj, Te ma je 3aTo h. meo 6poj camo 3an = 1. IIpema Tome
pa3MaTpaHd TPOyrao 3aJ0BOJbaBA CBE YCJIOBE 3alaTka ako je n > 2. Omasme cienn
12 TOCTOju DECKOHAYHO MHOTO TPOYTJIOBA KOjU 3aI0BOJ/HABA]Y MOCTABJHEHE YCIOBE.

)
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BMO ’91.3.

IlpeBo pememe. Hera ja AjAsA3A A5 Ag pasmMarpany TPaBUJIHKU LIECTOYTAO.
Heka cy By, i = 1,2,3,4,5,6, rauke y kojuMa ce cery upase A; 1A4; u A; 11412,
i = 1,2,3,4,5,6 (upu Tom mompasymeBamo ma je A;rg = A;), cn. 36. Onucann
MOJIUTOH je canpskan y asanaectoyriy Ay By Ao By A3 B3 AyByAs By AgBg. Iame, Heka
cy l;, i = 2,4,6, mpase koje canpxke temena A;, i = 2,4,6, u He mpoiaze Kpo3
YHYTPAIIBOCT OMUCAHOT mosnurona u Heka cy C; u Dy, i = 2,4,6, Tauke y KojuMa
upase [; cexy mpase A;_o9A; 1 1 A;11A;42. Onucanu DONUTOH je cagpskaH y TOJUTOHY
A1C5D5 A3Cy D4 A5CsDg. Tpoyramosu Az As3Ds u A3 B1Cs cy nogynapuu. 3ato je

1
S(A1A202) + S(AQAgDQ) = S(AlAQBl) = EH

Ha cavuan HaumH ce mokasyje na je
1
S(A3A4C4) + S(A4A5D4) = S(A3A4B3) = 6H7

1
S(As5A6Cs) + S(AgA1Ds) = S(AsAeBs) = EH'
Caemn ma je
P < S(A1CsDA3C1D4 AsCs D) = S(Ay Az Az Ay As Ag) + S(A1 AsCa)+
+ S(AsA3Dy) + S(As AsCy) + S(AsAsDa) + S(As AgCo) + S(AgAr D) =
1 1 1 3
— H4-H+-H+-H="2H.
+ 6 * 6 + 6 2

Jemmakoct Ne BaKMTH aKO W caMO AKO Ce ONMUCAHU MOJUTOH MOKJIAla Ca MOJUTOHOM
A1C9D3A3C1 D4 A5CsDg. Tlocnenmu nonmuron he OMTH KOHBEKCAH aKO U CAMO aKO
ce TORJama ca jemguuM om TpoyrioBa BiB3Bs u BeB4Bg. Ilpema Tome jemmakocT
e BaskUTU aKO M CAMO AKO Ce€ ONMCAHM TOJUIOH MOKJIANA Ca jeJHUM OJ TPOYIJIOBA
BlBgB5 n B2B4B6.

BG MG
Al A(j
B My Ms
A‘Z A5
By M, My
AS A4
M

Cu. 36 Can. 37
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Ilpyro pememe. Heka ja A;AsA3A4A5Ag pasmaTpanyu OpaBUIHU MECTOYTAO.
Hame, mexa cy l;, 1 = 1,2,3,4,5,6, mpase kKoje caap:ke TeMena A; u He mposaze Kpo3
VHYTPAIIBOCT ONKUCAHOT MOJNUTOHA, Heka ¢y M;, i = 1,2,3,4,5,6, Tauke y KojuMa ce
cery mpaBe [; u l; 1, nHera je o; = AM;A;A;1,1=1,2,3,4,5,6, ci. 37. Ouuriemnno

T
je0< ¢ < 3 3a1=1,2,3,4,5,6. Aro je a crpanuna mecroyria A; As A3A4AsAg,

OHJA je

2 2

sing; sin(§ — pit1)  a 1

a
2 sin(pi+F—iv1) 2 ctgyi +ctg(F — @itr)
a

N

< g[tg i +tg(F — vig1)]:

3a 1 =1,2,3,4,5,6. JemHakocT BawM aKo U caMO aKo je ¢; = 7 — @;41. Omucann
HOJUIOH je caap:kan y mectoyriy My Mo MsMyMsMg. 3ato je

6
P < S(MyMaMsMyMsMg) = S(A1A3A3A4 A5 Ag) + > S(A; A1 M;)
i=1

a2 6 a2 6
t3 Z:[tg% +tg(5 — wir1)] = t3 Z:[tg oi +tg(5 — »i)]
a? T 3a2v/3 3
<H+—- —=H = —H.
+ 3 6tg3 + 1 5

JemHAKOCT BaXKU aKO U CAMO aKoO je ©; = %—gpiﬂ up; € {07 g} 3a1=1,2,3,4,5,6,
Tj. QKO M CaMO aKo je 1 = @3 = 05 = 0 U o = g = Y = § WM 1 = Y3 = P5 = §
u @2 = @4 = g = 0. IIpema Tome jennarocT Ne BaKUTH aKO U CaMO aKO C€ OMMCAHU
[OJUIOH TOKJAlla ca jeIHUM OJ TPOYTrJoBa Koju cy oapebenu mpasum A Ao, AzAg,
A5A6 n A6A1, A2A3, A4A5.

Hanomena. Ha canuan Haumn Moxke ma ce mokaske cienehe rBpheme:

[IpaBuian 2n-Toyrao je ymumcaH y KOHBEKCHY Gurypy w. Axo je H moBpmuna 2n-
Toyria u P noppmmHa Qurype w, oHna je

1
P<(1+ 7T)H
4cosﬁ

BMO ’91.4.

Opermocrasumo ma mocroju ¢ymrmuja f: {1,2,...} — {0,1,2,...} koja 3amo-
BOJLaBa nocTasiene ycnose. Pymrmmja g: {1,2,...} — {1,4,7,... } samara ca g(z) =
3f(x)+1 je 6ujerumja u 3amoBomasa ycaos g(xy) = g(x)g(y) 3a nponsBosHE TPUPO-
nmue 6pojeBe x u y. Hera cy p, ¢ u r upupoaau 6pojeBu Koje (yHKIMja ¢ IPECTAKABA
vy 4, 10 m 25. Onu cy mpocrtu 3aTo mTo ce HUjenan oxn Opojesa 4, 10 u 25 He Moxe
IIPeJICTaBUTH Kao Mpom3BoA mBa Gpoja m3 {1,4,7,...}. Karo je 4-25 = 102, 10 je
pr = ¢*. Konrpamukmujal
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BMO ’92.1.

(a) IIpso mokaskmmo caenehe momohuo TBpAjeme:

Axo cy a ub ysajammno npocmu npupodnu bpojesu, k najmanu npupodar 6poj 3a
KOJU 8ANCU a® = (mod b) u n npoussomar npupodan 6poj 3a Koju eaxcu a™ =
(mod b), onoda eaxcu k | n.

Heka je n = pk + r, rme je p memerarmsan meo 6poj u 0 < r < k. Tagma je

a” = (a®)P-a" = aP"*" =" =1 (mod b), omakae crem na je r =0, 1j. k | n.
(6) Hame, mpumeTmvo fa je 1992 = 2% .3.83 u
(1) A(m,n) = (m — m®(m + 1) (m® "+ = 1).

Jlako ce mpoBepaBa ma 3a CBakM MpupoaaH 6poj m Baxm 2° - 3 | (m — 1)m3(m + 1).
[Ipema Tome, 6poj A(m,n) nemus je ca 1992 ako u caMo ako je memus ca 83.

(8) Heka je n mpuponau Gpoj, Takas na 83 | A(m,n) Baxu 3a cBaku mpupogan 6poj
m. Ilokaxkumo ma je n Hemapad Opoj.

Ako 83 | A(m,n) 3a ceaku npuponan 6poj m, onna 83 | A(2,n), a omatie caenu
(2) 83231 1.
Hexa je k majvamu mpuposan 6poj 3a koju Baxm 83 | 28 —1, 1j. 28 = 1 (mod 83). Ha
OCHOBY TBpJjema Joka3aHor mo (a) u penamuje (2) ciema ma k | 34" + 1. Oapemvo
6poj k. Ha ocrnosy mane ®epmaose Teopeme ciemn aa je 282 =1 (mod 83), ma, omer
Ha OCHOBY TBDIjema IoKa3aHor mox (a), sakmyuyjemo na k | 82, 1j. k € {1,2,41, 82}.
Jlako ce mpoBepaBa na BasKu:

21 £1 (mod 83), 2% #1 (mod 83),
24 = 2. (2104 = 2.1024* = 228" = 82 (mod 83),

na ciemu ma je k = 82 u, mpema tome, 82 | 34" + 1, 1j. 3% = —1 (mod 82). Kaxo je
31" = 81" = (—1)" (mod 82), To cremu na je n HemapaH 6poj.

(r) Heka je n menapaun 6poj. Tana 3a csaku npuponan 6poj m saxu 83 | A(m,n).
Axo je m = 1 wim 83 | m, ouna tBpAjeme caemu Hemocpenuo u3 (1). Pasmorpumo
jom cayuaj kana je m upupoznan 6poj Behwu on 1 u koju Huje nemus ca 83. Kaxo je 83
mpoct 6poj, y TOM cayuajy cy 0pojeBu m u 83 y3ajaMHO MPOCTH, A HA OCHOBY MaJie
depmaose Teopeme nobujamo m? =1 (mod 83). Ilame, Kopuctehu MPETIOCTABKY 1a
je n memapam 6poj, mobujamo 34" +1 = 81" +1" = 82- (81" 1 —81" "2 4... —81+1),
U KOHAYHO

m3'" L — (m82)81"*1781"*2+»--781+1 =1 (mod 83).

BMO ’92.2.

[Tpumenyjyhu HejenHaKOCT M3MEAjy apUTMETUUKE U T€OMETPHUjCKe CPeauHe Ha Opo-

jese 12, 22, ..., n?, nobujamo
12 22 . 2
(1) +2°4---+n > nﬁ(“!)?
n

3amemyjyhu y mejemmaroctu (1) 36up 12 + 22 + - + n? ca n(n + 1)(2n + 1)/6,
nobujamo (n+1)(2n+1)/6 > {/(n!)?. Crenenyjyhu oBy Heje HAKOCT N-TUM CTEIEHOM
nmiajyhn y suny ma je (n+1)(2n+1) = 2n?+3n+1, nobujamo xa je (2n?+3n+1)" >
6™ (n!)2.
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BMO ’92.3.

Basxu caienehu muz penamnuja:

(1) Papc  Papp +Pacp  Papp | Pacp

Pppr Pper - Ppgr  Pper
B AB-AD - -sinFAD AC-AD - -sin{DAF

~ DE-EF su<DEF ' DF-EF snDFE
_ AB-AD AC-AD AD(AB AC)

~DE.EF " DF.-EF _ EF\DE " DF

_, AD [AB-AC
=% BEF 'V DE DF

Hame, u3 jennaroctu L BAC+ALEDF = 2m, nobujamo na je sin { BAC = sin L EDF
u

@) Papc  AB-AC-sin{BAC  AB-AC

Pppr DE-DF -sin{EDF DE-DF’

Kopucrehin (1) u (2) mobujamo

Pasc 5 AD  [Papc
>2. . ,
Ppgr EF Ppgr
OJIAKJIE JIAKO U HEMIOCPEIHO CJIEMV HejeTHAKOCT KOjy Tpeba HokazaTw. JeaHaKOCT Baku
aKo 1 caMmo ako je D cpenumte crpauune BC.

BMO ’92.4.

Ioxrasahiemo na 3a cBaku IpUpOmaH OpOj N BaKU jeTHAKOCT

1) J(n) = m s [g} - m "y

Heka je A ckyn maprux npupomuux OpojeBa He Behimx og m u B CKyn IpupomHUX

6pojesa ue Behiux on n u memusux ca 3. Cryn AU B canpxu [Z} + {g] — [Z}

enemenata. CBaku Tpounanu noackyn ckyna AU B canpsku 1Ba mapua 6poja min qsa
6poja memusa ca 3. Omarie crenu

+ 1.

(2) f(n) > 5

w3

n
2

3a moka3 jemnakoctu (1) KOBOJBHO je jomn HokazaTu OODPHYTY HEjeIHAKOCT:

.

(3) f(n) < 6

w3

2

Hoxraskumo mpeo ciaenehy aemy:
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Hexa je k npupodan 6poj. 3a ceaxu wuszbop 5 6pojesa uz ckyna C =
{k,k+1,k+2,k+3,k+4,k+5} mehy usabpanum b6pojesuma nocmoje mpu koju
CY Y3ajamMHo NPOCMU Y NaAPOBUMA.

3aucra, MOCTOju Hemapad OpPoj & Takas na Baxku T, T + 2, + 4 € C u upu ToMe Cy
x, ¢+ 2, x +4 y naposuma y3ajamuo npoctu Opojesu. Heka je y € {x + 1,z + 3}
6poj koju Huje memwus ca 3. Tama cy OpojeBu x, x + 2,  + 4, y y3ajaMHO IPOCTH ¥
napoBuMma. IIpumerumo name ma ako u3 ckyna C usabepeMmo 5 ereMeHara, OHIA Ce
Meqjy muMa Hajase bap Tpu on OpojeBa x, x + 2, x +4, y, Tj. u3abpama cy Tpu 6poja
KOjU Cy y3ajaMHO IIPOCTH Y HapOBUMA.

Hejemnarocr (3) mokasyjemo unmykuujom ca n Ha 1+ 6. IIpBo mposepasamo 1a Ta
HejenHAKOCT Basku 3a n € {3,4,...,8}.

[Mowro cy 1, 2, 3 y maposuma y3ajamuo npoctu 6pojesu, 1o je f(3) < 3 u f(4) < 4,
1j. Hejenmakoct (3) Bakm 3a n =3 un = 4.

Ilorasxumo 1a je f(5) <4 =1[5/2]+1[5/3] —[5/6] + 1. Axo je u3abpan 6poj 1 u Tpu
ox 6pojesa 2, 3, 4, 5, orna cy uzabpanu 6pojesu 1, 2, 3 nau 1, 4, 5, 1j. n3abpana cy
TpU y IapoBUMa y3ajaMHO mpocta Opoja. Ao cy msabpanu Opojesu 2, 3, 4, 5 omna
cy 3, 4, 5 y mapoBuMa y3ajaMHO TIPOCTH MeXjy m3abpaHum OpojeBuMa.

Hejemnarocr f(6) < 5 =[6/2] + [6/3] — [6/6] + 1 cnenn u3 noxasame neme.

Ilorasxkumo ma je f(7) < 5 = [7/2] +[7/3] — [7/6] + 1. 3aucra, axo je uzabpaso
ner ox O6pojesa 2, 3, ..., 7, OHIAa U3 NOKA3aHE JeMe CIelr A MeAjy BUMa UMa TPU Y
napoBuMa y3ajaMHO mpocta 0poja. Ako je mzabpan 6poj 1 u ueTupu on Gpojesa 2, 3,
..., 7, OHIA cy ocuM jemuHuie m3abpaHa jom ABa Opoja KOju Cy Y3aCTONHU, Ma OHU
ca jeIVHUIIOM YMHE TPOjKY ¥ MApOBUMA y3ajaMHO IPOCTUX Opojesa.

Ilorasxmvo ma je f(8) < 6 = [8/2] + [8/3] — [8/6] + 1. Axro je msabpamo mer
oxn O6pojea 3, 4, ..., 8, oHZA U3 JOKA3AHE JEeMe CJIEeNN Oa MEAjy HUMa UMa TPU Y
mapoBUMa y3ajaMHO mpocTa 0poja. Ako cy usabpana yerupu ox Opojesa 3, 4, ..., 8
u 6pojesu 1, 2, onna cy ox bpojesa 3, 4, ..., 8 uzabpana gBa ysacronua Opoja Koju
3ajemHO Ca jeIMHUIIOM YMHE TPOjKY y3ajaMHO MPOCTUX OpojeBa y mapoBuUMA.

[IpeTnocraBumo Aa HejeTHAKOCT (3) Basky 3a HEKU IPUPOAAH OPOj 1 > 3 U JOKAKUMO
I3 Ta HejeJHAKOCT Baxku 3a 6poj n+6. Aro oznauumo g(n) = [n/2]+[n/3]—[n/6]+1,
OHJa JIAKO AOKa3yjeMo na Baxu jeaHaxkoct g(n+6) = g(n)+4. Pasmorpumo noxckyn
A cryna {1,2,...,n+6} Takas na je |A| = g(n+6). Aro je |[AN{n+1,n+2,...,n+
6} > 5, oHIA HA OCHOBY JOKA3aHe JeMe CIeu 1a CKyI A caap:u TPy y3ajaMHO IPOCTa
Opoja y maposuma. ¥ cympotHoMm ciyuajy ckyn A camp:xu Gap g(n + 6) — 4 = g(n)
enemenara ckyna {1,2, ..., n} 1 HA OCHOBY MHIYKTUBHE XUNOTE3€ MEAjy HUMA IOCTOje
Tpu Opoja KOju Cy y3ajaMHO MPOCTH y MapoBUMa. TwuMe je MOKa3aHO ma HejeIHAKOCT
(3) Baskm 3a cBaku npupozaH 6poj n > 3.
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BMO ’93.1.
U3 jemmaroctu (1) u (2) mobujamo
A+ =20a+b+c+d+e+ f)=20.

Kopucrehu mejennakoct uamenjy xKBagpaTHe U apUTMETHYKE CPEIUHE NOOUjaMO

@4+t d e (atbtetdie)’
5 = ( 5 > b

omarne crema 5(a®+b%+c2+d%>+e?) > (a+b+c+d+e)? Kakojea+b+ct+d+e=

10— fua?+b2+c?+d>+e? = 20— f2, To mame nobujamo 5- (20— £2) > (10— f)2.

Mocnemba HejeaHakocT je exsuBamentHa ca 6f2 —20f < 0, 1j. 0 < f < 10/3. Jaro

je Bumetn na3a a =b=c=d=e=4/3 Basu f = 10/3. [Ipema ToMe, MaKcUMaIHA

Bpenuoct 6poja f mpu matum ycnosuma jemHaka je 10/3.

BMO ’93.2.

Heka je A ckyn cBux monOTOHUX GpojeBa ca e Bume o1 1993 tudpe u B ckyn cBuUX
Hr30Ba mysxkuHe 1993 koju umajy cnenehu obauk

00...011...122...2...99...9
S—— N——

u canp:ke 6ap jelaH 4NaH pas3iMduT OX Hyse. (Y HEKUM HM30BMMAa MOIY Ce IO-
jaBmuBaTy camo Heke, a He cBe uu¢ppe.) Huszosu Taksor obimra cy 1993-romGuma-

mje ca HoHaBbameM exeMmenara 0, 1, ..., 9, ma je Opoj enemenara ckyna B jemHax
1993 +10—-1 . . . . .
10— 1 — 1. Usmenjy ckymosa A u B mocroju Oujexnuja, ma ciemd na je u

2002
Opoj enemenara ckyna A jemHak ( 9 ) — 1.

BMO °93.3.

Ilpeo pememe. Hera cy M, N tauke y rojuma mpase AI', BI', pecuextusuo,
cery kpyr C, cn. 38. Tana je 0103 || OM u O10; || ON. Ilpema tome, Tauke M, D,
O, N cy ronureapre u tpoyrao ABD je Tpoyrao umja Cy TeMeHa MOAHO:Kja BUCHHA
tpoyraa MNP, rue je P upecek npasux AN u BM. Tlomto je Tauka O cpenuurre
ny:xu M N, to rauke A, O, D u B npunanajy Ojneposom kpyry tpoyriaa M N P. Ha
ocuoBy Tora ciemu £01005 = LAOB = L{ADB.

Ipyro pememe. 3ajenuunuka tanrenra kpyrosa C' u Cy y tauku A, 3ajeqsHndka
raurenta kpyrosa C' u Cy y taukn B u 3jequuuka tanrenta kpyrosa Cq u Co y Taukn
T ceky ce y jemnoj tauku. (okasxute To!) O3maummo Ty tauky ca S, cia. 39. Tanma
Baske caenehe jemmaxocTu

£SAO = LSDO = £SBO = 90°.

3ato Tauke S, A, D, O u B npunanajy kpyry ca npeurukom SO, ma omatie cieau
£01005 = LAOB = LADB.
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Cu. 38 Cu. 39

BMO ’93.4.

. xP + y? T+
3a m = p jenuaursa (3) npuma o6IuK 5 L < 5 Y
MHOrO pememna obiuka (x,x), rae je & No3UTUBaH 1eo 6poj.

OB6puyTo, npernocraBuMo 1a jenHaurHa (3) uma peueme (z,y), Toe Cy T U Y HO-
sutuBHU Ieau Opojesu. Axro je x = y, ouma (3) mpuma obmmk aP = z™, omakie
ciemr m = p. Pasmorpumo cama caydaj & # y. IlOBOWMHO je jomn moKasaTw ma y

TOM cayuajy jemHakocT (3) ZOBOAM NO KOHTDAIUKNUje. 3aucTa, 3a T # Y K00ujamo
2
2 +y? > 2(13—;1;) u

P
) 1 uMa OECKOHAYHO

n n JI—Fy n n =Y, n n J?—Fy n n
d Ayt = @ ) o (@ =y > (e ),

OJlakJe MHAYKTUBHO moOmjaMo ma 3a CBakKu 1eo Opoj n > 2 Basku HejeaHakocT & +y™ >

z+y\" . ;
2 5 . Kako 3a GpojeBe ¥ y [0 IPETHOCTABIM BAKH jeTHAKOCT (3), TO clemu

zHy\" a4y (rty)’
2 2 2 ’

na omatie mobujamo m > p. Heka je (z,y) = d, x = ud, y = vd, rze je (u,v) = 1.
Tana jenmakoct (3) npuma 06auK

m
(4) up+v”:2dm‘p<u+v> .

2

Axo z #£ y (mod 2), ouma je u + v memapan 6poj u Baxku (u + v)™ | uP + VP, a
TO je KOHTpaauknuja, jep je m > p. IIpema tome, u m v cy oba Hemapuu OpojeBu.
[Tpermocrasumo ma je u + v = 2%, rme je o > 1 u t wemapan 6poj. Y ToM ciaydajy,
3a p = 2 uMamo

(5) u? +v? = (291 —v)? + 0% = 2297 — 29Ty 4 207
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a 3a p = 3 nobujamo

(6)

uP + 0P = (2% — v)? + o7

- 2%[(2%)?1 - <’1’) (2°4)P 2 4 - — (p r 2) 24P~ 4 poP 1|

rae je pvP~! memapam 6poj. U3 jemmaroctu (5) um (6) caemm ma cremenm 6poja 2 y
KaHOHCKO] pemnpesentaiuju 6poja uP + vP muje Behim on . Kako je cremen mBojke y
necuoj crpamu jennakocru (4) selin umu jemnar (o — 1)m + 1, To caenu HejemHarocT

(7) (a—1)m+1<a.

Kaxko je m > p > 2, to u3 mejenuakoctu (7) cnemn o = 1. IIpema Tome, u + v = 2t,
rae je t memapan 6poj u t > 3, a jemmakoct (4) npuma 06auE

8) (2t — )P + uP = 2d™PE™.

Momto je (u,v) =1, To cnemu na je u (u,t) = 1, ma u3 jemmarocru (8) caemu ma je
p # 2. Ilpema Tome, p je memapan 6poj, a jenakoct (8) npuma 0GIMK

©) (2t - (’1’) T <p P 2) (26)2uP~2 + 2ptuP ! = 24P

jemmaroct (9) Mokemo samucatu y caenelieM moromaujem oGmuKy:
(10)  orerl - <f ) (2P 1p=2 4. <g ) AtuP=2 4 2puPt = 2dm Pl

W3 jemmaroctu (10) caemu ma t | p. pema tome, ¢ = p > 3. Ilomro je p mpoct 6poj,

TO cemy p | . 3aro cy cpu cabupmu y jemmakoctu (10), pasmwautu ox 2puP L,

p
2
IessuBH ca p2, a cabupak 2puP~! muje memus ca p?. Kowrpamkuumja.

BMO °’94.1.

Hexra je ABC Tpaxenu Tpoyrao u uexa cy D u F tauke Ha nmpaBoj AB, Tako na je
PD || ACu PE 1 AB, cauka 40. Oznaunvmo AP =p, AD =d, PE=hu DB = .
Hyxu p, d m h cy mate, a 3a1arTak je oa ce KOHCTPYUIIE VK X.

U3 ycnosa PD || AC, caenu na je AABC ~ ADBP. Kopucrehu 1y uumenuny u
o3navasajyhu mospmuny Tpoyriaa XY Z ca Sxyz, nobujamo

(d+x)>  AB*>  Sapc = p*  2p?

mQ D32 SDBP xh/? zh ’
" CIE€IOCTBEHO TOME
2

(1) 2?2 — 2P ;dhxﬂi?:o.
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p? —dh
h

(2) x? — 2bx 4+ d*> = 0.

Osuaunmo b = . Tazma ce jemmauuna (1) Mome 3amucatu y ciaenehiem oGuuky

Axo cy T m T pemema jemmaumse (2), oHma je x1 + xo = 2b m x119 = d2.
p2 —dh _ p2

Foncempyxyuja. IlpBo KoHCTpyMmeMo nyx b = W d. 3aTuM KOHCTDY-

nmemo nyxx MN = 2b u xpyr k ca npeunugom M N. KoucTpyumemo mpaBy S Tako
na je s || MN u ma je pacrojame uamenjy s u M N jenmako d. Heka je S mpeceuna
Tauka mpase s 1 kpyra k. Koncrpyumemo mpasy ¢ Koja cagpsku Tauky S U HOPMAJHA
je ma mpaBy M N. Heka je T mpeceuna tauka npasux t u M N. Tana, nysku MT n
NT wory Outn y3ere 3a OVK T.

Saucra, u3 koucrpykmmje caem ga je ASMT ~ ANST v MT : ST = ST : TN.
Hame mobujamo ma je

MT -TN = ST? = &, MT +TN = MN = 2b.

[Tpema tome, 1 = MT, x5 = T'N. IlpumerunMo ma 3aaTak UMa IBa PENIeHa ako je
d < b, Tj. 2dh < p?, onHOCHO jemHO pememe ako je 2dh = p2.

C
S
P
h d
A d B M T 2b N
Cu. 40 Ca. 41

BMO °’94.2.

IIpBo pememe (Mupocaas Tpewmn). Heka cy 1, 22, €3, £4 HyJle ZATOT TOIUHOMA.
[TpermocraBumo ma cy H6ap mBe o HUX, HA TIPUMED L1 U X2, neau Opojesu. Ha ocuoBy
Buerose Teopeme nobujamo

(1) T1ToX3Ty = M,

(2) T1T2T3 + T1XoXy + L1234 + Towzws = 11,

(3) T1To + T123 + X124 + Tox3 + Toxy + x324 = 1993 + M,
(4) T1 + T9 + 13 + 14 = 1994.

Jemnaroctu (2) u (3) Mory ce 3amucatu y o0IUKY:

(5) (1 + x2)w3xs + T122(23 + 24) = 11,
(6) r129 + (21 + 22) (23 + 24) + 23224 = 1993 + M.,
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U3 jemmaroctu (4) cremu na je x3 + x4 neo 6poj. Kopuerehu ty unmenury mnobujamo
u3 (6) ma je xr3xy Tarkomje neo 6poj. Pasmorpumo caeneha nsa ciyuaja:

Cayuaj 1. Dap jedan 00 bpojesa x1 u x2 je napan. [pernocraBumo, HA TpUMED,
na je xp mapas 6poj. U3 (1) caemu ma je m mapan 6poj. U3 (5) caemu ma je cBaru
on GpojeBa x1 + o U T3r4 Henapad. Kopucrehu ose uummenune nobujamo uz (6) na
je x3 + x4 mapan 6poj, a u3 (4) cnemu na je xs3 + x4 Hemapan 6poj. Kourpammruuja.

Cnyuaj 2. Dpojesu x1 u x2 cy oba nenapru. VI3 (4) crnemm ma je x3 + x4 mapas
6poj, a u3 (5) cmemu ma je xs + x4 Hemapan 6poj. Konrpamurnuja.

Ipyro pememe. IlokazalieMo Buile HEro mMTO Ce TPAKMU Y 3aTaTKY: JATU IIOJU-
HOM Ce He MOMe IPEJNCTABATU Kao MPOU3BOJ ABA KBAAPATHA TPUHOMA C HEI0DODPOjHIM
KOoe(uIyjeHTuMA.

IIpermocTaBumo ma je

ot — 199423 + (1993 + m)x? — 11z +m = (2 — px + q)(2* — rz + s),

rme ¢y p, ¢, v 1 s neau 6pojeBu. YnopebuBameMm KoeduimjeHaTa y3 MCTE TOTEHIM]E
OPOMEHJbUBE T Ha JIEBOj M NECHO] CTPAHU OBE jeIHAKOCTU J00Ujamo

(1) p+r = 1994,

(2) pr+q+s=1993 +m,
(3) ps+ qr = 11,

(4) gs = m.

U3 (1) cremm na cy p u r ucre napsoctu. U3 (3) cremu na p u r He MOTy OWTH IADHHU.

Ilagne p u r cy menapuu. AKO MMaMo y BUALy Ty unieHuLy, u3 (3) mobujamo ma cy ¢

u s cynporue maprocru. Jlesa crpana y (4) je mapua. Cuenu ma je m napan. Cana

MOYKEMO M3BECTH 3aK/bYyYaK Aa je jeBa cTpasa y (2) mapHa a JecHa HemapHa, a TO je

Hemoryhe. Jlakie mosa3Ha IPeTHOCTABKA [ Ce NATH HIOJMHOM MOMKE IPENCTABUTH Kao

IPOM3BOJ JBa KBapaTHA TPUHOMA C IeJ0OPOJHUM KOe(UIMjeHTAMA HUje TavYHA.
Tpehe pememe. Jennauuny

z* —19942° 4+ (1993 + m)x? — 11z +m =0
pemmMo 1o Mm:

4 3 2 _
— T 19942° + 1993z 11z 2?4 1994z — 1992 — 1983z 1992'
2 +1 2 +1

[TocraBma ce nmurame 3a Koje Hel00pOjHE BPEAHOCTH NpoMeHbuse © u3pas (1983x —
1992)/(2? + 1) uma nenobpojuy spemsoct. V3 x > 1983 caemu ma je 0 < (1983x —
1992) /(2% +1) < 1, aumz < —1985 caem na je —1 < (1983z —1992) /(2% +1) < 0.
Jlaxne DOBOJBHO je MCIMUTATH CaMO KOHAYHO MHOrO ciaydajeBa: —1984 < x < 1982.
Y3 nmomoh kommjyTepa mmje Temko sakmyuntd ga (1983z — 1992)/(x? + 1) ysmma
nenobpojry BpenrocT camo 3a & = 0. Y Tom cayuajy je m = 0, ma ce HaTu HOIUHOM
CBOIM HA

zt — 199423 4 199322 — 11z = 2(2® — 19942% + 1993z — 11).

Jako je moxazaru na mommmoM x> — 199422 4 19932 — 11 HeMa 1nen06POJHIX KOPEHa.



BMO '94.3 Pemema 3amaraka 127

BMO ’94.3.

IIpBo pememe. 3a csaky nepmyrauujy (ai,as,...,a,) 0pojesa 1, 2, ... n
pPasMoOTpUMO 30Up

n—1

S(ar,ag,...,an) = Y. |ak+1 — ak| + a1 — an)-
k=1

Taj 36up ce Mo:ke IPEACTABUTH y OOIUKY

M=

(Ek—1 — €k) Ak,
1

er(apsr —ag) =
1 k

S(a17a27' "?an) =

n

k

rae je € € {—1,1} u apy1 = a1, €9 = &,. OsHaummo by = €1 — e 3a k €
{1,2,...,n}. Tama ce 36up S(ai,as,...,a,) MOKe IPEACTABUTA y OGIUKY

M=

S(ay,ag,...,an) = b - k,

k=1

rae je by € {—2,0,+2} m by +ba + -+ + b, = 0. IIpema Tome, 6pojesn +2 n —2
10jaBibyjy ce jenHak 0poj myra menjy bg-oBuma. Cuenu na je

S(ar,az,...,an) =21+ 22+ +2Tm) =21 + Y2+ -+ Ym),

THE CY X1, T2y - vy Ty Y1, Y2, « - -, Y Da3ImumT 6pojeu u3 {1,2,...,n}. Jako je
YCTAHOBUTH [a C€ MAKCUMAJHA BPEIHOCT u3pasa 2(x1 +Ta+ -+ ) — 2(y1 + y2 +
-+ + Y ) DOCTUIKE KAJA j& M = [721} u

{z1,29,...,2m}={n,n—1,...,n—m+ 1},

{y17y27-"7ym} :{1,2,...,771},

a Ta MakcuMaiaHa Bpensoct je 2m(n —m). Cana, pasmorpumo cienehy mepMmyranujy

opojeBa 1, 2, ..., n: asg—1 =n—m+kuagy =k 3zak < g = m, U, aKo je n
wenmapad 6poj, a, = m+ 1. 3a 1y nepmyranujy saxu S(ay,as,...,a,) = 2m(n—m)
u |ay —a,| = 1. TIpema Tome, Tpaskenn MarcuMyM 36upa S(ai, as, .. .,a,) —|a; —ay,|
jenHak je

n n

2= |(n—|=| ) -1,
2 2
n2 — 2 _

aKo je m mapas Opoj, OJHOCHO aKo je m HemapaH Opoj.
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Ilpyro pememe. Heka je

n—1
S(ay,ag,...,an) = > |ag+1 — ar| + a1 — anl,
k=1
rae je (a1,aq,...,a,) nepMyramuja 6pojesa 1,2,...,n. Ilame, Heka cy Ag, k =
1,2,...,n, Tauke peasiHe mpaBe ca KoopauHaTama ag, k = 1,2,...,n, PEeCIEeKTUBHO.
S(ay,as9,...,a,) je nysxuHa 3arBopene monuroHaume jgunuje AjAs...A,. Axro je

n .
k< 3 onceuak [k, k + 1] nokpusa Hajsume 2k cermenara mocMaTpaHe NOJUTOHAJHE

nuHUje. 3amcTa, CBAKM CEIMEHT KOju MOKpHBA ofxcedak [k, k + 1] mMopa mMaTu jenau
kpaj y ckymy {1,2,...,k}, a cBaka Tauka je Kpaj TauHo nBa cermenra. Ha cauuan

HAUKH 3aKDYIyjeMO Ja y CIydajy n < k < n 6poj cermenaTa KOju OKPUBAjy ONCEUYAK
[k, k + 1] auje Behim ox 2(n — k). Cuemu ma 3a n = 2m Baxu
Say,ag,...,a,) <2l +2+ -+ (m—1)+m+(m—1)+---+2+1] =2m?,
a3an=2m+ 1 Baxn
S(ar,az,...,an) <21 +24---+m+m+---+2+1] =2m(m+1).

Ose 1Be HEjETHAKOCTM MOKEMO 3AIMICATH Y jeIUHCTBEHOM OOJIHUKY

. n
S(ay,as,...,an) < 2m(n —m), rue je m = [5}
Bpenmoct pasmarpane cyme muje seha on 2m(n —m)— 1. OBa BpenHoCT ce D0CTHKE,
HA IpUMED, 33 HePMYTalnjy 3a0aTy Ca dop—1 =N —m+kuagy =k, k=1,2,...,m

n a, = m + 1 ako je n memapan 6poj. IIpema ToMe, TpaKeHN MaKCUMyM jeIHAK je

5] (- [5)) -

MO ’94.4.

IlpBo pememe. Heka je A nwme u3 ckyna on m Jbyau, 3a KOjU BaKe yCIOBU
sagarka. O3HaumMo ca ap, ag, ..., G, CBe HO3HaHWKe juua A, a ca up, Uz, ..., Ug
cBa JuIa Koja He no3Hajy ocoby A. Ilocroju 6ujeknuja usmenjy ckyna {us, ug, ..., Uq}

U CKyIa cBUX maposa (a;,a;), rae je 1 <i<p, 1 <j<puizj. 3aucra, momro cy
a; ¥ a; mo3HaHuny muna A, To ce oHm MenjycoGHO He mO3HA]y (ako Ou ce MO3HABAJH,
onzma 6u (A,a;,a;) Onna TPojka MO3HAHMKA, KAKBA HE IOCTOJU CATVACHO YCJIOBHMA
sagarka). Cimemu ma mocroju nmne B koje mosHaje u a; u a;j ucroppemero. Jluune B
ue nosraje A (axo B nosmaje A, rama cy (4, B,a;) u (A, B, a;) Tpojke MO3HAHUEKA,
mro je memoryhe).

ObpuyTo, ako B He nosHaje A, Taja cariacHO yCJIOBUMa 3aJaTKA IOCTOje TAYHO JBE
ocobe a; u a; koje cy mosHaunnu 1 A u B ucrospemeno. Iap (a;, ;) Kopecnoraupamo
muny B. OBa KOpeCHOHIEHIWja je MHjeKTMBHa. 3aucra, ako cy (a;,a;) u (ak,a)
PAa3IMYUTHU TAPOBU KOJU Cy KOPeCIOHAUpaHu ucToj ocobu B koja He mosmaje A, tana
MeZjy a;, Gj, Ak, G; TOCTOje HajMame TPU Pa3IUdInTa MO3HAHMKA juna A u B, mro je
Hemoryhie. Ha oCcHOBY mpeTX0oQHO peUYeHOr 3akbydyjeMo na je

pp—1) pp—1)

q:T U IpeMa TOMe n:T—i—p—i—l.
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Hagne, p? +p—2(n — 1) = 0 u Ta jemHAUNHA UMa TAYHO jeJHO MO3UTHBHO DEIICHe.
[Tpema Tome, 6Poj p je ucTu 3a cBe WIAHOBE AATOT CKyma on N byau. Jlame modujamo:

ako je p=1, oHmaje n=2;
ako je p=2, omgaje n=4;
ako je p=3, oHmAje n=7T;
ako je p=4, ommje n=11;

ako je p =05, oHmaje n = 16; AT,

Pasmorpumo cayuaj p > 3. Cuenu ma noctoje aBe ocobe a; U ag Koje ce He TO3HA]Y
Menjycooro. Ha ocHOBy ycmoBa 3amaTka IOCTOje TAuHO mBe ocobe uj U Ug KOje CY
nosHanuny napa (aj, az). Vimamo caemelin rpad:

a1 a2
Cu. 42

Y cBakoM BpXy mocToje jom p — 2 crpaHuue rpada. axme, mMa HajMame
4(p—2) +4 = 4(p — 1) crpanuna. ame nobujamo ma je n > 4(p — 1), mro HE
Bk 3a p = 3 u p = 4. Cayuaj p =5 (n = 16) uma KoHKpeTHy peamusanujy. To
nokasyje npumep ckyna on 16 mwymu {1,2,...,16}, roe cy cBu 1apoBu HO3HAHUKA CJIe-
nehin maposu: (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,10), (2,13), (2,15), (2,16), (3,9),
(3,12), (3,14), (3,16), (4,8), (4,11), (4,14), (4,15), (5,7), (5,11), (5,12), (5,13),
(6,7), (6,8), (6,9), (6,10), (7,14), (7,15), (7,16), (8,12), (8,13), (8,16), (9,11),
(9,13), (9,15), (10,11), (10,12), (10,14), (11,16), (12,15), (13,14). IIpema Towme,
oarosop je n = 16.

Ilpyro pememe. Heka je a jemna ocoba u3 ckyma Jbyan KOjU 3aI0BO/bABA YCIOBE
3amarka. Heka oHa mMa T NO3HAHUKA: G1, A3, ..., 4. OUUIIENHO je Ha ce CBake
nmBe ocobe a; u aj, 1 <14 < j < 7, mehycobHO He MO3HAjy ¥ Na UMajy TAdHO jeTHOT
3ajeJHIYKOr MO3HAHMKA G;; Pa3nmduTor of a. Huxoje mse ocobe a;; ce He mO3Ha]jy,
jep bu y IpOTMBHOM HOCTOjasa 0coDa KOja MMa TPH 3ajeHUYKA HO3HAHUKA ca a. CKrym
ocoba a;5, 1 < ¢ < j < 7, mOKIaIa ce ca CKymoM ocoba koje He mo3majy a. Ciemu
r Ven—7-1
2 2
pa3MaTpaHor CKyma uMajy uctu Opoj mo3HaHuka. 3a r = 2 umamo ga je n = 4. Hexka

najen=1+r+ ( >, a omaBme je r = . Ilarne, cBake mBe ocobe m3

je r > 3. Ilosmauunu ocobe a1z Cy a1, as u jom r — 2 ocobe U3 CKyma KOju ce cacToju

r—2 ) . r—2
011( 5 )oco6eaij,3§i<j<r. CnenmnaJeTZQ( 5
r25un >16. Crynox 16 ocoba {a,a1,as,...,as5,a1,2,a13,...,a045} MeDy Kojuma

ce mo3HAjy ciaeaehu mapoBu:

), a omaBle na je
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L. (@,a1), 1 <i<j<b;

2. (@i, a45), (aj,a:5), 1 <i<j<b;

3. (aij,ar), 1 <i<j<5,1<k<l<5, {i,j}n{k, 1} =0,
3aJI0BOJbABA yCIOBE 3alaTka. lIpeMa ToMe, pememe 3a1atka je n = 16.

BMO ’95.1.

Onepannja * je nobpo nepuuucana u BaEkA jemHakocT (X * y) * z = x * (y * 2).
IlorkazaheMo MHAYKIMjOM 1a 3a CBaku Hemapax Opoj nm > 3 Baku jeIHAKOCT
nn+1)—2

1 n)=2%3%x4d%--xn=— 2
() f(n) nin+1)+2
3a n = 3 HEmOCpeAHUM TIPOBEpaBambeM NodujaMo 1a je

243 5 3-4-2
T 1423 7 3.442

[IpernocraBumo na jemnakoct (1) Basku 3a Heku Hemapasn 6poj n > 3. Tama 3a 6poj
n + 2 nobujamo:

n(n—l—l)—2>‘< 2n+3
nn+1)4+2 n2+3n+3

fln+2)=f(n)*(n+1)x(n+2)=

n24+n—2 2n+ 3
o n24n+2 n2+3n+43  nt+6n®+9n?+4n
_1+n2+n—2 2n+3  nt+6n3+13n2+8n

n2+n+2 n2+3n+3

~ (n+2)(n+3)-2
S (n+2)(n+3)+2

[Ipema Tome, jemnaroct (1) Basku 3a cBaku Hemapan 6poj n > 3, ma cuaenu ga je

1995-1996 —2 1991009
1 = = .
1(1995) 1995-1996 +2 1991011

BMO ’95.2.

[Ipeo hemo morazaru na cy C, A u L ronuneapue tauke. Osnaunmo L ACO; = «
u LAFO; = 3. Tama je LAO105 = 2a,, LAO201 = 26 u 2a + 23 = 90°. ame je
ACAO3+ £Os AL = 90° + a+ £LO2AL. Kako je LAOoL = 24 ABL = 2a, 10 cnenun
nma je LCAOs + LO2AL = 90° + a4+ 90° — a = 180°, 1j. tauke C, A u L npunanajy
1CTO] mpaBoj. AHaJOrHO mokasyjemo ma u tauke F', A u K mpumanajy mcToj Ipasoj,
ci. 43.
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Cu. 43

N3 jemmaxoctu K MAN + AMBN = a4+ 90° + 6+ 8+ a = 180° caemn na
je uerBopoyrao ABM N rterusan. Ilpumemyjyhu MenenajeBy Tteopemy Ha Tpoyrao
MCE un npasy KAF, omaocuo tpoyrao N DF u npaBy LAC nobujamo ma je

KM AC EF LN AF CD
KE AM CF_ ' LD AN CF
Hame nobujamo KM . £ -2r9 = ﬂ . A—F -2r1, OJHOCHO 2 _ ﬂ - A—F . E -
KE AM LD AN rmn LD AN KM
%' [Tomro je AM BN rterusan yerBopoyrao, 10 je LAMN = {ABN = «, na
ro LN KE

cnemu ma je MN || EF u koHauHo T ID KM

BMO ’95.3.

Jako ce mobuja ma cy £1 = b> + 1 u x9 = a? — b — a pememna nare jenHadmme.
Ouwnrnenso je na cy 1 U o HO3UTUBHU 1eiu OPOjEBU U Aa X1 HUje MOTIYH KBAIPAT.
[IpermocraBuMoO [a mMOCTOje MO3UTUBHY Iesu OpojeBu a u b, TakBu na je @ > b, a+b

napan 6poj u a® — b — a = ¢, 3a Hexu mo3uTHBAH 1meo 6poj ¢. HomTo je a + b mapax
. a+b a—>b : :
Opoj, To ciaemmn ga cy m = 5 n = 5 MO3UTUBHM Tieau OpojeBu. Tama je

dmn—m—-n=d>*—-b>*—a=cu

(4m —1)(4n — 1) = 4(4mn —m —n) +1 = (2¢)® + 1.

Cana mobujamo ma 36mp (2¢)? + 12 mva mpoct memanarn p obmuka p = 4k — 1, oxakie
ciaemu ma p meau 6poj 1, mTo je KOHTPAIUKIH]jA.

Kopuctuau cmo crnemehy Teopemy:

Axo je npocm 6poj p deaunay 3bupa u? + v?, 20e cy u u v yeau bpojesu, onda
je p deausay ceakxoe 00 6pojesa u u v.
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BMO ’95.4.

Bpoj mapoBa tauaka u3 ckymna S jemHax je

n*\  (n—1)n*(n+1)
2> N 2 '

ao+a1+a2+a3:(

Bpoj kBampara u3 T uwmje cy crpanune jemHake k v mapajiesHe Cy KOODPAUHATHUAM
ocama jemsak je (n—k)2. Cparu o mux caapxu k — 1 KBagpaTa unja TeMeHa Jexe Ha
BEMOBUM CTPAHUIAMA U YKje CTPAHUIE HUCY TapajesHe KoopauHaTHuM ocama. [Ipema
Tome, Opoj cBuX KBampaTa u3 1 jemHax je

n—1 n—1 n—1 n—1 —1)n? 1
Zk(n—k)zzZ(n—j)ﬁ:nzj'?_zjiﬁz(n ) (n + )
k=1 j=1 j=1 j=1 12

C npyre crpame, umajyhu y Bumy Aa TeMeHa jeIHOr KBaapaTa oapenjyjy 6 maposa
ravaka u3 S, nobujamo ma je 6poj cBux kBaapara u3 T jemnax (a; + 2as + 3as)/6.
IIpema Tome, Baxe jeTHAKOCTHU

(n—1n*n+1)
2

ai + 2as + 3az = =ag+ a1 +as +as.

omakie mobujamo ma je ag = as + 2as.
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