15. CPIICKA MATEMATNYKA OJIMMIINJA A
YHYEHVKA OCHOBHUIX ITTIKOJIA

Beorpan, 02.06.2021.

Pemema 3agaraka

1. IIpumenom Komm-ITIBaprose mejegnakoctu mmamo cienehy mejegmakoct

a . b . c
9%c+1 Y9ca+1 9Y9ab+1

(a(9bc+ 1) +b(9ac+ 1) + c(9ab + 1)) < ) > (a+b+c)?

Onasye caenn
a b c o (a+b+c)?

9c + 1 + 9ca + 1 + 9ab+1 7~ 27abc+a+b+c’
[Ipumenom nejennakocTu u3mely apuTMETHYIKE U T€OMETPHjCKE HEjeIHAKOCTH UMAMO

(a+b+c)® > (3Vabe)® = 27abe,

1 3aKJbYIyjeMO
(a+b+c)3—|—a+b+c2 27abc + a + b+ c.
Cajta j106ujaMo HejeHAKOCT

(a+b+c)? N (a+b+c)?
27abc+a+b+c” (a+b+e)PP+a+b+c’

ma, kopucrehn mpeTxoaHo J00ujeHe HejeTHAKOCTH, CJIeIu TPaKeHA HejeTHAKOCT

a n b N c a+b+c
9%c+1 9ca+1 9ab+1~ 1+ (a+b+c)?

Bugmmo na jesnakocT BaXKu akKO W CaMO ako je a = b = ¢, jep Taja BaXkw jeIHAKOCT y HEjeIHAKOCTU u3Mmehy
apUTMETHYKe ¥ FeOMETPHjCKe CPeInHe, a IpoBepoM mobmjamo ja cy oba m3pasa jemHaka 3a a = b = c.

2. TIpumernmo ga je x menapan 6poj. Axo je y > 3, Tajga 1o MOIYIy 8 ©MaMO
l1=22=5" (mod 8),
1na je z napan 6poj. Hammmumo 2z = 221, 3a neko z; € N. Tajia MoxkeM0 pacTtaBuT HA YHHHUOLE
(x — 20217*)(x 4 2021%) = 2Y.

Osnaunmo ca d vajsehn 3ajequuuku jgesnmnarn 6pojesa © — 202171 u x + 2021%. Tana d | 2 - 2021 u d | 2Y,
omakiie d | 2, a momrro cy oba 6poja Henapua, ciegu d = 2. Omasie 3akbydyjemo jia Mopa 6utn x — 202171 = 2
u x4+ 20217 = 2Y71, na oxyzumamenm no6ujamo

20217 =2V~ — 1.
Axko je y > 4, Taga 106ujaMo KOHTPAJIUKI]Y IO MOIyJIy 4
1=2021"=2Y"2—-1=—-1 (mod 4).

A y > 13, jep 210 — 1 < 2021, na y oBoM ciyuajy HeMa pemiema.

Ako je y = 1, Tama 20217 4+ 2 He Moxke O6UTH KBaJpaT jep Jaje ocraTak 3 MPH JieJbemy ca H, 1a HA y OBOM
cIIydajy HeMa, pelema.

IIpeocraje cayuaj y = 2. Tasa umamo paz3iimky KBajpara
(x —2)(x 4+ 2) = 2021%.

ITomrro cy © — 2 u x + 2 menapuu O6pojeBr KOju ce pas3iuKyjy 3a 4, oHU Cy y3ajaMHO IIPOCTH, I1a, PA3JIUKY]EeMO
crmemeha nBa cayugaja.



(1) 2—2=1, z+2=2021%, na = 3, a To je Hemoryhe 360r apyre jeaHATUHE.
(2) ©—2=43% x4 2 =477, onakne caemm 47° — 43* = 4. Axo je z > 1, Taja

477 — 437 =447 o 4437 > 4
ma Mopa butu z = 1, ojaksie jajbe jpobujamo jeaumno pemieme x = 45, y = 2, z = 1.

3. Ilpeu urpau nobehyje ako je n > 3 menapan, g0k pyru urpau mobehyje y ocramum cirydajeBuma.

Axko je n = 2k mapan, mogenumo teMena MHOroyria AjAg...Asip_1Ag, y y3acromue mapose {Ap, As},. ..,
{Agk—1,Asr}. pyru urpau urpa Tako HITO y HPEOCTAJOM TeMEHy OHOI napa remeHa Koju je IIpeu wurpau
ypaBo omabpao, ymwmine cyupoTad 6poj ox omor koju je IlpBu mrpau ymucao. Ilpenmsumje, ako IlpBu mrpaq
ynuie 6poj i y Teme Agj_1, onya Jdpyru ymucyje 1 — iy Agj; ako Ilpsu urpau ynume 6poj 7 y Teme Agj, onja
Jpyru ynucyje 1 — i y Teme Az;j_1. Tama je 36up 6pojeBa y cBaKa TpH y3aCTOIHA TeMEHA MHOTLOYIJIA jeJHaK 1
win 2 jep Taj TPOyrao CaJprKu TAYHO jeJaH map ojabpaHux TeMeHa y Kojuma je 30up Opojesa 1. [pyru urpaq
oBOM cTpaTrerujoM mobehyje.

Y ocramum ciayuajesuma mobehyje [Ipeu urpau. IlpernocraBumo, 6e3 ymamema ommroctu, 1a je [Ipsu urpaa y
npeoM morezy yrnucao 6poj 0 y teme A;. Ako Jlpyru urpad me ynurmie 1 y reme Ay wim Ay, ouga [IpBu urpau
6p30 mobeljyje. Bamcra, y 6ap jemnom ox temena Az m A,_1 HUje ynumcaH Opoj HAKOH TPBOT moTe3a JIpyror
urpada, IpeTnocTaBuMo Ja je y nurawy As. IIpsu urpau ynucyje 0 y Teme As (ako je To seh ypammo pyrm
urpad, ogya [Ipsu nmobelhyje ynucusamem 0 y Teme Az). Axo je pyru urpau ynucao 0 y teme A,, To je Beh
nobeia 3a IlpBor urpaya, a y cynporaom mnosbe A, je npaszso, kao u nmojbe As. Hakon 6miio kor noresa JIpyror
urpada, I[Ipsu urpaa mobehyje tako mro ymucyje 0 y jeaso ox asa Temena Az wian A, r/1e HUje yIUCAHO HUIITA
JI0 TaIA.

Ha nmasme, npermocrasumo ga je JIpyrm nrpaa ynucao 6poj 1 y nome Ay (cumerpuuano ce urpa 3a Ay).

Axo je n = 4k + 1 > 5, ouna IIpsu urpau mobuja na cuegehn naunn. IIpeu urpau y teme Ay;—1 ymucyje 6poj
1, a y teme Ay;y1 ynucyje 6poj 0, 3a cBako 1 < i < k. Buaumo ga pyru urpad mopa dopcupaHo ga urpa
Tako mTo yrucyje 6poj 0 y Temena Ay, 3a 1 <i <k, uly remena Aygy0,3a 1 <i<k—1. Aro 10 He ypajm,
ry6u, jep IlpBu urpau onja ynmucyje y Tpu y3acTomHa TeMeHa ucTtu Opoj, makie 30up jespuB ca 3. Mehyruwm,
HaA Kpajy urpe, y remenuma Ai, Agr11 u Agx je 6poj 0, Tako ma Ilpsu urpaa mobebyje.

Ako je n = 4k + 3 > 7, onga Ilpeu urpaa nobuja Ha ciaejpehn mauun. Wrpa ce ojBuja Ha MCTU HAYMH KAO Y
MPETXOHOM CJIyd9ajy, CBE JI0 MPEeTIOCeaihe PyHae nmore3a. lIpermocraBumo ja cy 10 cajia ymucanu OpojeBn
y TemeHuMa Aq, ..., Ay Ka0 W y TPETXOJHOM CJIy4ajy, y cympoTrHoM je ITpsu mrpau Beh morao ma mobemn. Y
Temennma Ay n Ay, je ynucan 6poj 0, ok y temeruma Agx11, Aagro, Agkss aucy ymucanm 6pojesu. Caa [Ipsu
urpad ymucyje y reme Aypio 6poj 0 u mobehyje y mapeamnom moresy, ynucyjyhu 6poj 0 y mpeocraso Teme Koje
e omabepe pyru urpasd.

[Ipema Tome, 3a n = 2019 u n = 2021 nobebhyje IlpBu urpay, jmok 3a n = 2020 nmobehyje lpyru.

4. JToraxwumo mpBo ja je OP = OQ). Heka mpasa Koja cagpxu cpemurire K jyxu AH wn nopmasna je na OK
ceue crpanune AB u AC penom y taukama P’ u )'. Oznauumo ca M u N pegom cpeauinra crpanuna AB u

AC. 360r
LOMP' = LOKP' =90°, {ONQ = LOKQ' = 90°,

yersopoyrsiopn OMP'K w ONQ'K cy rerusan. Kaxko cy ayxxu MK u NK cpenme JiuHrje y TPOYTJIOBAMA,
ABH w ACH, Baxxu MK || BH, NK | CH, 1. MK L AC, NK 1 AB, na je

LOP'K = L{OMK = £BAC, LOQ'K = LONK = {BAC.

ITpema Tome, Tpoyrao OP'Q’ je jenmakokpak u K je cpemumre nyxu P'Q’, ma je AP'H(Q' mapanemorpam jep
My ce JimjaroHaJie 1oJiose, ojgakie je P = P, Q = Q.

[Ipumerumo, mgaspe, na cy npaBoyriu tpoyriiosu BPH, CQH u OPK ciauvnu, ojiakie je

BH PH BP  CH QH CQ

OK PK OP OK QK 0Q
Kopucrehu oee ojaoce u ounrsenne jepnakoctu PK = QK = %, AP =QH, AQ = PH, onmax nobujamo ja
BaXNU

PB-PQ QC-PQ

QA-QO_PA-PO_2'




