
znaqi da je AF simedijana u △ABC, a taqka Q leжi na teжixnoj duжi iz
temena A.

Primetimo da za svako k = 1, 2, . . . , n data jednaqina ima taqno jedno rexe-4A.4.

ǌe −π
2 + (k−1)π

n < xk < −π
2 + kπ

n , jer funkcija f(x) = tg x+tg nx raste na tim
intervalima od −∞ do +∞. Sabiraǌe nam daje −π

2 < X = x1+ · · ·+xn < π
2 .

Koristimo identitet
(cosx+ i sinx)2 =

i− tg x

i+ tg x
. (∗)

Iz ǌega sledi jednakost i−tg nx
i+tg nx =

(
i−tg x
i+tg x

)n
, pa tako brojevi yk = tg xk zado-

voǉavaju jednaqinu i−(2−y)
i+(2−y) =

(
i−y
i+y

)n
, tj.

P (y) = (i− 2 + y)(i + y)n − (i + 2− y)(i− y)n = 0.

Poxto je P polinom stepena n, vaжi P (y) = c
∏n

j=1(y−yk) za neku konstantu
c. Sada mnoжeǌem jednakosti (∗) za x ∈ {x1, . . . , xn} dobijamo

cos 2X+ i sin 2X =

n∏

k=1

i− yk
i+ yk

= (−1)n P (i)

P (−i) = (−1)n 2i− 2

−2i− 2
= i = cos

π

2
+ i sin

π

2
.

pa je X = π
4 .

Zbir koeficijenata polinoma P (x) je P (1). Pri deǉeǌu polinoma P (x)1B.1.
polinomom Q(x) dobija se neki koliqnik S(x) i ostatak R(x), xto znaqi da
je

P (x) = Q(x) · S(x) +R(x).

Odavde je P (1) = Q(1) · S(1) +R(1) = 0 · S(1) + 2049 = 2049, xto je i odgovor.

Brojevi iz skupa S = {232021, 52021, 20212021} daju ostatak 2, a ostalih xest1B.2.
datih brojeva daju ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3. Prema tome, svaka vrsta (kao
i kolona i dijagonala) mora da sadrжi ili dva elementa iz skupa S, ili
nijedan. Me�utim, skup S ima neparan broj elemenata, pa je to nemogu�e.

Qinilac (pn+1)! u datom proizvodu deǉiv je sa pn, ali ne i sa p2n. S druge1B.3.
strane, poxto je pn−1 + 1 < pn, nijedan od ostalih qinilaca nije deǉiv sa
pn. Prema tome, dati proizvod je deǉiv sa pn i nije deǉiv sa p2n, pa on ne
moжe biti kvadrat prirodnog broja.

Zbir svih 100 karata ima zbir cifara jednak 100, a najmaǌi broj sa zbirom1B.4.
cifara 100 je 199 999 999 999.

S druge strane, ovaj zbir se dostiжe ako imamo jednu kartu s brojem 1011

i po devet karata s brojevima 1, 10, 102, . . . , 1010, a tada su i uslovi zadatka
zadovoǉeni. Prema tome, odgovor je 199 999 999 999.

A B

C

DE

F

X

Y

Z

Uoqimo taqku Z ′ na stranici EF takvu da je EZ ′ :1B.5.
Z ′F = 3 : 1. Kako je AX = CY = EZ ′ i BX = DY =
FZ ′, qetvorouglovi CBXY , EDY Z ′ i AFZ ′X su po-
dudarni, pa je XY = Y Z ′ = Z ′X. To znaqi da i taqka
Z ′ pripada simetrali duжi XY . Sledi da je Z ≡ Z ′,
tj. EZ : ZF = 3 : 1.
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Leva strana date nejednakosti je2B.1.

log2
3

2
+ log2

4

3
+ · · ·+ log2

n2 + 1

n2
= log2

(
3

2
· 4
3
· · · n

2 + 1

n2

)

= log2
n2 + 1

2
,

qime se uslov zadatka svodi na n2+1 < 22022. To vaжi samo za n < 21011, pa
traжenih brojeva ima 21011 − 2.

Posmatrajmo kvadratnu funkciju f(x) = ax2+bx+c. Iz datih uslova sledi2B.2.
a 6= 0. Prvi, drugi i tre�i uslov redom ekvivalentni su sa

f(0) > 0, f(− 1
2 ) < 0 i f(a2) = 0.

Vidimo da funkcija f raste na intervalu (− 1
2 , 0) i opada na intervalu

(0, a2), xto znaqi da je ona konkavna, tj. a < 0. Odatle je f(−1) = a− b+ c <
f(− 1

2 ) < 0, tj. b > a+ c.

Dru ı̄o rexeǌe. Pretpostavimo da je a + c > b. Kako je b > 1
2a + 2c, sledi da je

a > 2c > 0, a otuda i b > 0. Sada je i a5 + a2b+ c > 0, xto je kontradikcija.

Obojmo m vrsta table naizmeniqno crno i belo, pri qemu prvu vrstu bo-2B.3.
jimo crno. Tada crnih poǉa ima za n vixe nego belih.

Svaka figura tipa K pokriva jednak broj crnih i belih
poǉa. S druge strane, figura tipa L pokriva za dva vixe
poǉa u jednoj boji nego u drugoj. Da bi se nadoknadila raz-
lika od n poǉa, potrebno je bar n

2 ovakvih figura.

Oznaqimo dati qetvorougao sa ABCD. Neka se dijagonale AC i BD seku2B.4.

A

B

C

D
E

M N

u taqki E tako da je CE : EA = 2 : 1.

Postavimo kroz teme A pravu paralelnu dijagonali BD.
Ova prava seqe poluprave CD i CB u taqkma M i N , re-
dom. Kako je po Talesovoj teoremi je CM

CD = CN
CB = 3

2 , vaжi
PCAM = 3

2PCAD i PCAN = 3
2PCAB. Dakle, qetvorougao

ABCD se moжe pokriti trouglom CMN qija je povrxina 3
2PABCD = 1

2 .

Pretpostavimo da je dati broj A potpun kvadrat. ǋegov zbir cifara je2B.5.
6(a+ b), pa je on deǉiv sa 3, a samim tim i sa 9, pa 9 | 6(a+ b), tj. 3 | a+ b.

Daǉe, dati broj je jednak

100100110110a+ 11011001001b= 11(9100010010a+ 1001000091b)

i deǉiv je sa 11, pa mora biti deǉiv i sa 112, odakle 11 | 9100010010a+
1001000091b. Kako brojevi 9100010010 i 1001000091 daju ostatak 3 pri deǉeǌu
sa 11, sledi da 11 | 3(a+ b). Sledi da je a+ b deǉivo sa 11, pa 33 | a+ b, xto
je nemogu�e. Prema tome, nema rexeǌa.

Da bi desna strana nejednakosti bila definisana, mora da vaжi n > 1.3B.1.
Nejednakost ne vaжi za n = 2, jer je log2

√
22 − 2 = 1

2 < sin 30◦ < sin 1.

Za n = 3 data nejednakost postaje 2 sin 1 < log3 7. Kako je 2 sin 1 < 2 sin 60◦ =√
3 < 7

4 , dovoǉno je pokazati da je log3 7 > 7
4 , tj. 3

7/4 < 7, xto je taqno jer
je 37 = 2187 < 74 = 2401. Prema tome, odgovor je n = 3.

Povrxina trapeza ABDE je 40+20
2 · 40 = 1200, a povrxina trougla BDC je3B.2.
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0 10 20−10−20−30

10

20

30

−10

x

y

A B

C

DE

F

M

N1
2 · 40 · 10 = 200. Ukupna povrxina parcele je 1400.

Bojan crta pravu x = ky kroz bunar F . Ta prava
seqe prave AB i DE redom u taqkama M(−10k,−10) i
N(30k, 30). Povrxina trapeza AMNE koji ona odseca

je (10−10k)+(30+30k)
2 ·40 = 800+400k, xto je jednako 700 za

k = − 1
4 . Dobijene preseqne taqke M(52 ,−10) i N(− 15

2 , 30)
tada zaista leжe na duжima AB i DE, pa je жeǉena podela postignuta
povlaqeǌem prave y = −4x.

Mnoжeǌe druge jednaqine sa 4xy i dodavaǌe prvoj daje3B.3.

s4 − s3 − 4s2 − s+ 1 = 0, gde je s = x+ y.

Uvo�eǌem smene s+ 1
s = a, pri qemu je s2+ 1

s2 = a2−2, ova jednaqina postaje

a2 − a − 6 = 0, xto daje a = −2 ili a = 3. Odavde nalazimo s = a±
√
a2−4
2 ,

a daǉe zamena y = s− x u drugu jednaqinu daje 2x2 − 2sx + s2 − 3
4s − 2 = 0,

odakle nalazimo x, y = 2s±
√
−4s2+6s+16

4 .

(1◦) Za a = −2 nalazimo s = −1 i x, y = 1
4 (−2±

√
6).

(2◦) Za a = 3 nalazimo s = 3+
√
5

2 ili s = 3−
√
5

2 . U prvom sluqaju je x, y =

3+
√
5±
√

11−3
√
5

4 , a u drugom x, y = 3−
√
5±
√

11+3
√
5

4 .

Oznaqimo x = nzd(a, b) i z = nzs(a, b) i na�imo rexeǌa jednaqine xzzx =3B.4.
20202021. Poxto x | z, zapiximo z = xy. Data jednaqina postaje xx(y+1)yx =
20202021, tj.

xy+1y = 2020
2021
x = 2

2021
x · 5 2021

x · 101 2021
x .

Iz eksponenata vidimo da x | 2021 = 43 ·47, a s druge strane, x deli 20202021,
pa ne moжe biti deǉivo ni sa 43, ni sa 47. Zato je jedina mogu�nost x = 1,
a tada je z = y = 20202021.

Odredimo a i b. Kako je nzd(a, b) = 1 i nzs(a, b) = 20202021 = 24042·52021·1012021,
broj a je proizvod nekih od qinilaca 24042, 52021 i 1012021, a b je proizvod
preostalih qinilaca. Ovako ure�eni par (a, b) moжemo sastaviti na 2·2·2 =
8 naqina, pa je odgovor 8.

Najve�i broj u krǌoj tablici je m = n2− (n−1)(n−2)
2 = n2+3n−2

2 , a zbir svih3B.5.

brojeva u ǌoj je m(m+1)
2 = n(n+3)(n2+3n−2)

8 . Prema tome, zbir brojeva u svakoj

vrsti bi bio S = (n+3)(n2+3n−2)
8 .

S druge strane, zbir brojeva u doǌoj vrsti (sa dva poǉa) je maǌi od
2m = n2 + 3n− 2. Sledi da je n2 + 3n− 2 > S, tj.

(n− 5)(n2 + 3n− 2) < 0.

8 4
3 2 7
1 6 5Gorǌa nejednakost oqigledno ne vaжi za n > 5, dok za n = 4

imamo S = 91
4 , pa ni tada nema rexeǌa. S druge strane, za n = 3

je jedno rexeǌe dato na slici. Dakle, jedina mogu�nost je n = 3.

Poxto za x ∈ (0, π
2 ) vaжi sinx < x < tg x, traжena nejednakost je ekviva-4B.1.
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lentna sa f(x) = tg x + 2 sinx − 3x > 0. Ispitajmo ovu funkciju: ǌen izvod
je

f ′(x) =
2 cos3 x− 3 cos2 x+ 1

cos2 x
=

(1 − cosx)2(1 + 2 cosx)

cos2 x
> 0

za x ∈ (0, π
2 ), tj. funkcija f je na tom intervalu rastu�a, u taqki x = 0 je

neprekidna, pa je f(x) > f(0) = 0 za x ∈ (0, π
2 ), xto je i trebalo dokazati.

Ako je |z| > 1, onda iz uslova zadatka po nejednakosti trougla sledi |z| >4B.2.
|z|n− 2, tj. |z|n 6 |z|+2, xto nije taqno, jer |z|n neograniqeno raste kada n
raste. Ako je pak |z| < 1, onda je |zn − 2| > 2 − |z|n > 1, pa uslov zadatka ni
tada ne vaжi. Prema tome, mora biti |z| = 1.

Sada uslov zadatka postaje |zn− 2| 6 1, ali opet vaжi |zn− 2| > 2− |z|n = 1,
pri qemu jednakost vaжi samo ako je zn pozitivan realan broj za svako n.
Sledi da je z = 1, a to oqigledno jeste rexeǌe.

Sa P i P ′ oznaqavamo povrxine osnova piramida SABC i SA′B′C′, a sa h4B.3.
i h′ ǌihove visine, tim redom. Zapremina piramide SABC je 1

3Ph.

Piramida SA′B′C′ je sliqna piramidi SABC s koeficijentom k = SA′

SA , pa
je P ′ = k2P i h′ = kh. Visina prizme A′B′C′A′′B′′C′′ je h− h′, a zapremina

S

A

B

C

A′

B′

C′

V ′ = P ′(h− h′) = k2(1− k) · Ph = 3k2(1 − k).

Po nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske

sredine je 1
3 =

k
2+

k
2+(1−k)
3 >

3

√
k
2 · k2 · (1−k) = 3

√
1
12V

′,

tj. V ′ 6 4
9 , pri qemu se ova vrednost dostiжe kada je

k
2 = 1−k, tj. k = 2

3 . Prema tome, odgovor je 4
9 .

Naī̄omena. Maksimum zapremine f(k) = 3k2(1 − k) moжe se odrediti i ispiti-
vaǌem izvoda: f ′(x) = 3x(2 − 3x) meǌa znak iz negativnog u pozitivan za
x = 2

3 , te je tada f(x) maksimalno: max f = f(23 ) =
4
9 .

(a) Udica duжine 2 ima taqno tri kvadratna poǉa. Poploqavaǌe je nemo-4B.4.
gu�e, jer dijamant reda n ima 1+3+· · ·+(2n+1)+(2n−1)+· · ·+1 = n2+(n+1)2

poǉa, xto uvek daje ostatak 1 ili 2 pri deǉeǌu sa 3.

(b) Poǉe u prvoj vrsti odozgo moжe se pokriti jedino us-
pravnom udicom - recimo, okrenutom nadesno. Tada se krajǌe
desno poǉe u drugom redu ne moжe nikako pokriti.

Za poqetak, primetimo da x6 pri deǉeǌu sa 7 daje ostatak 0 ili 1 za svaki4B.5.
ceo broj x. Zaista, x2 daje jedan od ostataka 0, 1, 2, 4 pri deǉeǌu sa 7, a
brojevi 13, 23, 43 daju ostatak 1.

Za a > 3, broj aa! je xesti stepen celog broja (jer 6 | a!), pa daje ostatak 0
ili 1 pri deǉeǌu sa 7. Tako�e je 11! = 1 i 22! = 4. Prema tome, aa!, a tako�e
i bb!, daje ostatak 0, 1 ili 4 pri deǉeǌu sa 7.

Sada zbir aa! + bb! daje jedan od ostataka 0, 1, 2, 4, 5 pri deǉeǌu sa 7, ali
21c2 + 17 daje ostatak 3, pa jednaqina nema rexeǌa.

Naī̄omena. ,,Mala” Fermaova teorema tvrdi da, kad god je x ceo broj i p prost

broj, xp−1 daje ostatak 0 ili 1 pri deǉeǌu sa p.
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