
DRЖAVNO TAKMIQEǋE – REXEǋA ZADATAKA

Po nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine je1A.1.

P1 + P2 + P3 > 3 3
√

P1P2P3 = 3
3
√
1·2·4·3·9·4·16·5·25 = 3 · 120 = 360.

1 5 25
2 4 16
3 4 9

P1=125
P2=128
P3=108

Jednakost ne moжe da vaжi, jer ne moжe biti P1 = P2 =
P3 = 120 (zaista, npr. 9 ∤ 120).

Prema tome, P1 + P2 + P3 > 361. U ovom sluqaju primer
(na slici) nalazimo podexavaju�i da P1, P2 i P3 budu ī̄ribliжno jednaki.

Oznaqimo s = x+ y + z. Tada je x2 ≡ 1 (mod s), y2 ≡ 2 (mod s) i1A.2.

x2 + y2 + 2xy = (x+ y)2 ≡ z2 ≡ 4 (mod s),

odakle sledi 2xy ≡ 1 (mod s). S druge strane, 1 ≡ (2xy)2 = 4 · x2 · y2 ≡ 8
(mod s), pa s | 7. Kako je s > 1, mora biti s = 7. Sada sledi x ≡ ±1, y ≡ ±3
i z ≡ ±2 (mod 7), pa kao jedino rexeǌe nalazimo (x, y, z) = (1, 4, 2).

Pravougaonik sastavǉen od 19 datih tetromina imao bi povrxinu 76 i1A.3.
svaku stranicu bar 4. Prema tome, ǌegove dimenzije moraju biti 4 × 19
(ili 19× 4, xto je analogno).

Popunimo prvu vrstu tog pravougaonika nulama, drugu jedinicama, tre�u
dvojkama i qetvrtu trojkama. Ovako je, za svaku tetrominu, zbir brojeva
koje ona pokriva po modulu 4 nezavisan od ǌenog poloжaja (zaista, pri
horizontalnoj translaciji tetromine zbir se ne meǌa, a pri vertikalnoj
se meǌa za umnoжak broja 4). Ovi zbirovi su prikazani na slici:

2
0 3 0 1 0 2 0 2 0 3 3 1 1 3 1 1 3 2

Zbir ovih brojeva je 28, tj. zbir brojeva koje sve tetromine pokrivaju je
deǉiv sa 4. Me�utim, zbir svih brojeva u pravougaoniku je 114 ≡ 2 (mod 4),
xto je kontradikcija. Prema tome, odgovor je ne.

Poxto je ∢AEX= ∢DEF , ∢BFY = ∢DFE i ∢EAX= ∢EDF = ∢Y BF = 60◦,1A.4.

A B

C

D

E F

X
Y

trouglovi AEX, DEF i BY F su sliqni. Da bi imali
istu povrxinu, potrebno je i dovoǉno da budu podu-
darni, tj. da vaжi AE = DE i BF = DF .

Uzmimo taqku D na kra�em luku AB opisane kruжnice
△ABC. Taqke X i Y nalazimo u preseku simetrale du-
жi CD sa CA i CB - one su zaista na stranicama, jer
je AC > AD i BC > BD. Ako sada oznaqimo ∢BAD = ∢BCD = x, onda je
∢XDC = ∢DCX = 60◦−x i ∢ADE = ∢ADC − ∢XDC = 60◦ − (60◦−x) = x =
∢EAD, pa je AE = DE. Analogno vaжi i BF = DF , xto nam je i trebalo.
Dovoǉno je jox se pobrinuti da XY ∦ AB, tj. da D nije sredixte luka AB.

Naī̄omena. Uslov zadatka je ispuǌen ako i samo ako D leжi na kra�em luku
AB. Zaista, ako je AE = DE i BF = DF , onda je ∢EAD = ∢EDA = x,
∢FBD = ∢FDB = y, pa sabiraǌe uglova u qetvorouglu ACBD daje 2x +
2y + 240◦ = 360◦, tj. x+ y = 60◦ i ∢ADB = 120◦.
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Oznaqimo ai =
xi

|xi| = ±1. Ako je S posmatrani zbir, onda je2A.1.

1 + S = 1 + a1+a2+ · · ·+an + a1a2+a1a3+ · · ·+an−1an + · · ·+ a1a2 · · · an
= (1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an).

Ako je bar jedan od brojeva ai jednak −1 (tj. xi < 0), onda je S = −1; u
suprotnom je S = 2n − 1.

Dati izraz se moжe zapisati u obliku2A.2.

n = (a− b)(a2 − b2) + (c− a)(c2 − b2) = (a− b)2(a+ b) + (c− a)(c− b)(c+ b).

Ako su a, b i c iste parnosti, oba sabirka, a samim tim i broj n, deǉivi
su sa 8. U suprotnom, n je neparan broj.

Ako su neka dva broja jednaka, recimo b = c, onda je n = (a− b)2(a+ b), xto
ne moжe biti 1 ili 8. S druge strane, uzimaǌem a = b+1, odnosno a = b+2,
moжemo dobiti redom n = 2b+ 1 i n = 8(b+ 1) za svako b ∈ N.

Ako su pak a, b i c me�usobno razliqiti i c > a, b, onda vaжi (a− b)2 > 1 i
(c− a)(c− b) > 2, pa je n > (a+ b) + 2(c+ b) > 11, te opet n 6∈ {1, 8}.
Dakle, odgovor su svi neparni brojevi n > 1 i svi deǉivi sa 8 ve�i od 8.

Oznaqimo sa N broj ciklusa, a sa a1, a2, a3 i a4 redom brojeve poǉa qije2A.3.
su strelice →, ↑, ← i ↓. Posmatrajmo qetiri poǉa A1, A2, A3, A4, redom sa
strelicama →, ↑, ← i ↓, koja qine ciklus. Taj ciklus je potpuno odre�en
parom poǉa (A1, A3), a on se moжe odabrati na najvixe a1a3 naqina, pa je
N 6 a1a3. Sliqno vaжi N 6 a2a4, pa nam nejednakost izme�u sredina daje

N2
6 a1a3a2a4 6

(
a1 + a2 + a3 + a4

4

)4

= (n2)4 = n8 ⇒ N 6 n4.

→→→
→→→
→→→
↓ ↓ ↓
↓ ↓ ↓
↓ ↓ ↓

↑ ↑ ↑
↑ ↑ ↑
↑ ↑ ↑
←←←
←←←
←←←

Ovaj broj se moжe posti�i ako tablu podelimo na qetiri ta-
ble n×n, a zatim strelice u poǉima doǌe-leve, doǌe-desne,
gorǌe-desne i gorǌe-leve table usmerimo redom nadesno,
nagore, nalevo i nadole.

Fiksirajmo (pozitivno orijentisan) trougao A1B1C1 sa centrom O i taqku2A.4.

A1

B1
C1

A

B′

B′′

C′

C′′

O O′

Oa

ObOc

ka

kbkc

k′
b

A. Neka je ∢B1AC1 = x < 60◦, Oa taqka sa
one strane prave B1C1 s koje nije△A1B1C1

takva da je ∢B1OaC1 = 2x, a r = OaB1 =
OaC1. Analogno definixemo taqke Ob i
Oc. Taqke A, B i C redom leжe na kruжni-
cama ka(Oa, r), kb(Ob, r) i kc(Oc, r). Taqka C
tako�e leжi i na slici k′b kruжnice kb pri
rotaciji oko taqke A za 60◦. Kako se kruж-
nice k′b i kc ne poklapaju (jedina rotacija
za 60◦ koja slika kb u kc ima centar u Oa),
za taqku C, a samim tim i za △ABC, postoje najvixe dve mogu�nosti.

S druge strane, dve mogu�nosti za trougao ABC odmah zapaжamo. To su:

(1◦) △AB′C′ koji je slika trougla OaObOc pri translaciji za
−−→
OaA - centar

ovog trougla je taqka O′ takva da je
−−→
OO′ =

−−→
OaA;

35



(2◦) △AB′′C′′, gde su B′′ i C′′ redom slike taqke A pri rotaciji oko O za
120◦ i −120◦ - centar ovog trougla je oqigledno taqka O.

Dokaza�emo da trougao A1B1C1 ne leжi u celosti unutar trougla AB′C′,
zbog qega samo mogu�nost (2◦) dolazi u obzir. Naime, poxto krug ka seqe
upisani krug k(O, ρ) trougla A1B1C1, vaжi O′A = OaO 6 r+ ρ = O′O+ ρ, pa
ni krug k ne leжi ceo unutar △AB′C′, xto zavrxava dokaz.

Po uslovu zadatka, za svaki dvoqlan podskup u ,,prvoj” boji, oba ǌegova3A.1.
jednoqlana podskupa moraju imati ,,drugu” boju. Sledi da svi jednoqlani
podskupovi imaju istu, ,,drugu” boju. Tada i svi dvoqlani podskupovi
moraju imati ,,prvu” boju. Tako se jednoqlani i dvoqlani podskupovi mogu
obojiti na samo 2 naqina.

Sada se preostalih 2n−n(n+1)
2 −1 podskupova mogu obojiti proizvoǉno. Zai-

sta, ako podskup sa bar tri elementa ima ,,prvu” boju, moжe se predstaviti
kao unija jednoqlanih, a ako ima ,,drugu” boju, moжe kao unija dvoqlanih.

Prema tome, broj mogu�ih bojeǌa je 2 · 22n−n(n+1)
2 −1 = 22

n−n(n+1)
2 .

Ako za neke indekse 0 6 i < j 6 8 vaжi ci < cj, onda se zamenom mesta cif-3A.2.
rama ci i cj dati proizvod sinusa uve�ava. Zaista,

2 sin(10i+ci)
◦ sin(10j+cj)

◦ = cos
(
10(j−i)+(cj−ci)

)◦ − cos
(
10(i+j)+(ci+cj)

)◦

62 sin(10i+cj)
◦ sin(10j+ci)

◦ = cos
(
10(j−i)−(cj−ci)

)◦ − cos
(
10(i+j)+(ci+cj)

)◦
.

Zato, ne umaǌuju�i opxtost, moжemo da pretpostavimo da je ci > cj kad
god je i < j. To znaqi da je ci = 9− i za i = 0, 1, . . . , 8, pa je dovoǉno dokazati
nejednakost

I10 = sin 9◦ sin 18◦ · · · sin 81◦ 6
√
10

29
.

Pokaжimo da ovde u stvari vaжi jednakost: imamo

I10 =
√
2
2 sin 9◦ cos 9◦ · sin 36◦ cos 36◦ · sin 18◦ cos 18◦ · sin 27◦ cos 27◦

=
√
2

25 sin 18◦ sin 72◦ · sin 36◦ sin 54◦ =
√
2

27 sin 36◦ sin 72◦

=
√
2

28 (cos 36
◦ − cos 108◦) =

√
2

28

(
1+
√
5

4 − 1−
√
5

4 ) =
√
10
29 .

Naī̄omena. Opxtije od jednakosti I10 =
√
10/29, za svaki ceo broj n > 2 vaжi

jednakost
In =

n−1∏

k=1

sin
kπ

2n
=

√
n

2n−1
.

Dokaжimo ovo. Prvo �emo primetiti da postoji polinom Un−1, poznat kao
Qebixovǉev ī̄olinom gru ı̄e vrsx̄̄e, takav da za sve t vaжi Un−1(cos t) =

sinnt
sin t .

Zaista, moжemo uzeti U0(x) = 1 i U1(x) = 2x, dok za k > 2 definixemo
induktivno Uk(x) = 2xUk−1(x) − Uk−2(x). Nule polinoma Un−1 su vrednosti

cos kπ
2n , a vode�i koeficijent mu je 2n−1, pa je Un−1(x) = 2n−1

∏n−1
k=1 (x−cos kπ

2n ).

S druge strane, imamo 22n−2I2n = 2n−1
∏n−1

k=1 (1 − cos kπ
2n ) = Un−1(1), a lako se

proverava indukcijom da je Un−1(1) = n. Tvr�eǌe odmah sledi.

Pretpostavimo suprotno, da za svako n ∈ N vaжi ω(an+ c) < ω(bn+ c). Tada3A.3.
za proizvoǉno k ∈ N zamenom n = ak−1, n = ak−2b, . . . , n = bk−1 dobijamo
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ω(ak + c) < ω(ak−1b+ c) < ω(ak−2b2 + c) < · · · < ω(bk + c),

odakle sledi ω(bk + c) > k + 1. Kako je proizvod k + 1 najmaǌih prostih
brojeva ve�i od k!, mora biti k! 6 bk + c 6 (b+ c)k.

S druge strane, mnoжeǌe nejednakosti i(k + 1 − i) > k za i = 1, 2, . . . , k daje

k! >
√
k
k
. Sledi da je

√
k 6 b+ c za svako k ∈ N, xto je kontradikcija.

A

B C

G
H

Ia

K LR

Iz IaK = IaH sledi ∢KAIa = ∢IaAH, odakle je KR ‖3A.4.
BC, gde je R 6= A presek prave AH sa kruжnicom Γ.
Tvr�eǌe sledi iz raquna uglova:

∢(GH,KL) = ∢HGK + ∢GKL− 180◦

= (90◦ − ∢IaKH) + (90◦ + ∢IaGL)− 180◦

= ∢IaGL− ∢IaKH = ∢IaAL− ∢IaAH

= ∢HAL = ∢RKL = ∢(KR,KL),

xto znaqi da je GH ‖ KR, tj. GH ‖ BC.

Tablica qijih je m+n−1 poǉa posledǌe vrste i kolone obojeno zadovoǉava4A.1.
uslove. Dokaza�emo da ne moжe biti vixe od m+n−1 obojenih poǉa.

Pretpostavimo da u tablici ima bar m+ n obojenih poǉa, kao i da je to
tablica sa minimalnim zbirom m+n u kojoj to vaжi. Zbog minimalnosti,
uklaǌaǌem jedne vrste ili kolone ostaje tablica sa najvixe m + n − 2
obojenih poǉa. Dakle, u svakoj vrsti ili koloni bar dva poǉa su obojena.
Tada su u prvoj vrsti obojena neka poǉa (1, j) i (1, k), gde je j < k, a u j-toj
koloni je obojeno bar jox jedno poǉe (i, j), gde je i > 1. Ova tri poǉa daju
kontradikciju, qime je dokaz zavrxen.

Pretpostavimo da traжeni brojevi x i y ne postoje. Tada 3n posmatranih4A.2.
brojeva qine potpun sistem ostataka po modulu 3n.

Za k ∈ N i 0 6 i 6 8 oznaqimo sa xk,i broj k-tocifrenih brojeva saqiǌenih
od cifara 1, 2, 3 koji pri deǉeǌu sa 9 daju ostatak i. Po pretpostavci je
xn,i = 3n−2 za svako i. S druge strane, vaжe slede�e veze:

xk+1,i = xk,i−1 + xk,i−2 + xk,i−3, gde je xk,i−9 = xk,i.

Iz xn,i = xn,i+3 = xn,i+6 odmah sledi xn−1,i = xn−1,i+3 = xn−1,i+6 za svako i.
Indukcijom sledi xk,i = xk,i+3 = xk,i+6 za svako k = n−1, n−2, . . . , 1. Me�u-
tim, x2,0 = 0 6= x2,3 = 2, xto je kontradikcija. Prema tome, traжeni brojevi
x i y moraju da postoje.

Taqka F ′, simetriqna taqki Q u odnosu na pravu BC, tako�e leжi na kruж-4A.3.

A

B CDE

F

P

QR

kΓ
nici Γ, pa je ∢QAD = ∢DAF ′ i odatle ∢CAF ′

= ∢QAB = ∢QBC = ∢CBF ′. Sledi da taqka
F ′ leжi na kruжnici k, tj. F ′ ≡ F . Sada je
∢RAP = ∢BCF = ∢RCP , xto znaqi da su
taqke A, C, P i R koncikliqne.

Naī̄omena. Poxto je BD
DC = BA

AC , kruжnica Γ je Apo-

lonijeva za taqke B i C, pa je BF
FC = BA

AC , xto
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znaqi da je AF simedijana u △ABC, a taqka Q leжi na teжixnoj duжi iz
temena A.

Primetimo da za svako k = 1, 2, . . . , n data jednaqina ima taqno jedno rexe-4A.4.

ǌe −π
2 + (k−1)π

n < xk < −π
2 + kπ

n , jer funkcija f(x) = tg x+tg nx raste na tim
intervalima od −∞ do +∞. Sabiraǌe nam daje −π

2 < X = x1+ · · ·+xn < π
2 .

Koristimo identitet
(cosx+ i sinx)2 =

i− tg x

i+ tg x
. (∗)

Iz ǌega sledi jednakost i−tg nx
i+tg nx =

(
i−tg x
i+tg x

)n
, pa tako brojevi yk = tg xk zado-

voǉavaju jednaqinu i−(2−y)
i+(2−y) =

(
i−y
i+y

)n
, tj.

P (y) = (i− 2 + y)(i + y)n − (i + 2− y)(i− y)n = 0.

Poxto je P polinom stepena n, vaжi P (y) = c
∏n

j=1(y−yk) za neku konstantu
c. Sada mnoжeǌem jednakosti (∗) za x ∈ {x1, . . . , xn} dobijamo

cos 2X+ i sin 2X =

n∏

k=1

i− yk
i+ yk

= (−1)n P (i)

P (−i) = (−1)n 2i− 2

−2i− 2
= i = cos

π

2
+ i sin

π

2
.

pa je X = π
4 .

1B.1.
1B.2.
1B.3.
1B.4.
1B.5.
2B.1.
2B.2.
2B.3.
2B.4.
2B.5.
3B.1.
3B.2.
3B.3.
3B.4.
3B.5.
4B.1.
4B.2.
4B.3.
4B.4.
4B.5.
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