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ARHIMEDOV PROBLEM O GOVEDIMA –

UVOD U DIOFANTSKE JEDNAQINE

Zoran Kadelburg

Beograd, 21.02.2021.

1. Uvod

Diofantske jednaqine imaju va¼nu ulogu u razvoju matematike. Zbog qiǌenice da, ako se
izuzmu neki najjednostavniji primeri, uglavnom ne postoje opxte metode za ǌihovo rexavaǌe,
kroz istoriju su pokuxaji tog rexavaǌa qesto dovodili do razvoja novih matematiqkih teorija.

Iz sliqnih razloga, ovakve jednaqine se skoro redovno pojavǉuju kao zadaci na matema-
tiqkim takmiqeǌima skoro svih nivoa. Zbog toga su one i neizostavan deo priprema za ta
takmiqeǌa.

U ovom tekstu, kroz priqu o jednom od najstarijih poznatih problema ovog tipa, pokuxa²emo
da prika¼emo jedan mogu²i pristup uvo±eǌu uqenika u ovu va¼nu matematiqku problematiku.

2. Postavka Arhimedovog problema

Veliki starogrqki matematiqar Arhimed (287(?)–212 p.n.e) voleo je, izme±u ostalog, da
postavǉa i rexava probleme u kojima se pojavǉuju veoma veliki prirodni brojevi.

Tako je nemaqki istra¼ivaq Lesing (Lessing, 1729–1821) pronaxao i 1773. godine objavio
papirus za koji se smatra da sadr¼i Arhimedovo pismo Eratostenu iz Kirene (Eratosten,
oko 276–194 p.n.e). U pismu se, u stihovima, govori o tome da je bog Sunca imao na Sicili-
ji krdo goveda. Goveda su bila od qetiri razliqite vrste – bela, crna, xarena i sme±a – i,
naravno, u svakoj vrsti bilo je i krava i volova. U daǉem tekstu se daju uslovi koje su zado-
voǉavali brojevi krava, odnosno volova u svakoj od tih vrsta. Prevedeno na savremene oznake,
ako se sa x, y, z, t oznaqe redom brojevi belih, crnih, xarenih i sme±ih volova, a sa x′, y′, z′, t′

odgovaraju²i brojevi krava, Arhimedov zadatak je bio postavǉen na slede²i naqin.

Arhimedov problem

(a) Odrediti prirodne brojeve x, y, z, t, kao i x′, y′, z′, t′ koji zadovoǉavaju slede�i
sistem (1)-(2) od sedam linearnih jednaqina

(1)
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)
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)
z + t,

z =
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6
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)
x + t,
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(1
3

+
1
4

)
(y + y′), z′ =

(1
5

+
1
6

)
(t + t′),

y′ =
(1

4
+

1
5

)
(z + z′), t′ =

(1
6

+
1
7

)
(x + x′).

(b) Odrediti ono rexeǌe prethodnog sistema kod kojeg je x+y kvadratni, a z+t trougaoni
broj.

Radi se, dakle, o sistemu od 7 jednaqina sa 8 nepoznatih. On se, eliminacijom, mo¼e svesti
na jednu jednaqinu sa dve nepoznate, oblika

(3) ax + by = c.
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Takve jednaqine, ako je, na primer, b 6= 0 i ako nema drugih uslova, imaju beskonaqan skup
rexeǌa {(

x,
c− ax

b

) ∣∣∣ x ∈ R
}

.

Na primer, jednaqina 3x − 6y = 5 ima u R beskonaqno mnogo rexeǌa: za svaki realan broj x,

ako izaberemo broj y tako da je y =
3x− 5

6
, par (x, y) ²e zadovoǉavati datu jednaqinu. Sliqno,

skup rexeǌa jednaqine 2x − 3y = 1 u R je
{(

x,
2x− 1

3

) ∣∣∣ x ∈ R
}
. Jasna je i geometrijska

interpretacija ovih zakǉuqaka.
Me±utim, u ovom zadatku postoji i dodatni uslov – rexeǌa se tra¼e u skupu prirodnih

brojeva. Kako su koeficijenti sistema (1)-(2) racionalni brojevi, posle osloba±aǌa od imeni-
laca, dobijamo jednaqinu oblika (3) u kojoj su koeficijenti a, b, c celi brojevi. Takve jednaqine
su, kao xto je poznato, kasnije nazvane diofantskim (Diofant, 3. vek n.e.).

Primetimo, na primer, da jednaqina 3x − 6y = 5 u skupu Z nema rexeǌa (zaxto?), dok
jednaqina 2x−3y = 1 ima beskonaqno mnogo celobrojnih rexeǌa (x, y), pri qemu se sva ona mogu
predstaviti u obliku x = 3t− 1, y = 2t− 1, gde je t proizvoǉan ceo broj.

U narednom odeǉku pokazujemo kako se do rezultata prethodnog tipa dolazi u opxtem sluqa-
ju.

3. Linearne diofantske jednaqine sa dve nepoznate

Najpre doka¼imo slede²e pomo²no tvr±eǌe.

Lema 1. Ako je a = bq + r, onda je NZD (a, b) = NZD (b, r).
Dokaz. Neka je d proizvoǉan zajedniqki delilac brojeva a i b. Tada iz relacije a = bq + r

sledi da je on i delilac broja r, tj. zajedniqki delilac brojeva b i r. Sliqno, ako je d proizvoǉan
zajedniqki delilac brojeva b i r, iz iste relacije sledi da je on i zajedniqki delilac brojeva
a i b. Dakle, skupovi zajedniqkih delilaca brojeva a i b, odnosno brojeva b i r, poklapaju se.
Zato su me±usobno jednaki i ǌihovi najve²i elementi, dakle brojevi NZD (a, b) i NZD (b, r).

Kako na²i najve²i zajedniqki delilac celih brojeva a i b? Oqigledno je da pitaǌe deǉi-
vosti ne zavisi od znaka, pa mo¼emo a i b smatrati prirodnim brojevima. Na osnovu poznatog
stava o deǉeǌu s ostatkom u skupu celih brojeva, mo¼e se ispisati slede²i niz jednakosti koji
predstavǉa poznati Euklidov algoritam (Euklid, 4. vek p.n.e):

a = bq1 + r1, 0 6 r1 < b,

b = r1q2 + r2, 0 6 r2 < r1,

r1 = r2q3 + r3, 0 6 r3 < r2,

· · · · · ·
rn−2 = rn−1qn + rn, 0 6 rn < rn−1,

rn−1 = rnqn+1.

Poxto brojevi rk qine strogo opadaju²i niz prirodnih brojeva, to ²e se ovaj niz nakon konaq-
nog broja koraka zavrxiti, tj. do²i ²emo do jednakosti oblika rn−1 = rnqn+1, koja govori o
deǉivosti dva uzastopna ostatka.

Teorema 1. Posledǌi ostatak rn koji je razliqit od nule u prethodnom postupku
predstavǉa najve�i zajedniqki delilac brojeva a i b.

Dokaz. Koriste²i lemu 1 lako je konstatovati da je zadovoǉen slede²i niz jednakosti:

NZD (a, b) = NZD (b, r1) = NZD (r1, r2) = · · · = NZD (rn−2, rn−1) = NZD (rn−1, rn) .

Poxto rn | rn−1, to je NZD (rn−1, rn) = rn, pa konaqno dobijamo da je NZD (a, b) = rn, xto je
i trebalo dokazati.
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Primer 1. a = 918, b = 252.

918 = 252 · 3 + 162, 252 = 162 · 1 + 90, 162 = 90 · 1 + 72, 90 = 72 · 1 + 18, 72 = 18 · 4. Prema
tome, NZD (918, 252) = 18. Pritom je

18 = 90− 72 = 90− (162− 90) = 2 · 90− 162 = 2(252− 162)− 162

= 2 · 252− 3 · 162 = 2 · 252− 3(918− 3 · 252)
= 11 · 252− 3 · 918. 4

Sliqno kao u prethodnom primeru se pokazuje da i u opxtem sluqaju va¼i

Posledica 1. Ako su a, b proizvoǉni celi brojevi i d = NZD (a, b), onda postoje celi
brojevi x0, y0 takvi da je ax0 + by0 = d i oni se mogu odrediti korix�eǌem Euklidovog
algoritma. Specijalno, ako su a i b uzajamno prosti, onda postoje x0, y0 ∈ Z takvi da je
ax0 + by0 = 1.

Posmatrajmo sada jednaqinu

(3) ax + by = c,

gde su a, b, c dati celi brojevi i NZD (a, b) = d.

1◦ Ako broj c nije deǉiv sa d, jednaqina ne mo¼e imati celobrojnih rexeǌa (x, y) jer je
leva strana sigurno deǉiva sa d, a desna to nije.

2◦ Ako je c deǉivo sa d, onda jednaqinu mo¼emo skratiti sa d, qime ona dobija ekvivalentan
oblik

(3′) a′x + b′y = c′,

gde je a′ =
c

d
, b′ =

b

d
, c′ =

c

d
i NZD (a′, b′) = 1. Na osnovu posledice 1 postoje celi brojevi

x0, y0 takvi da je a′x0 + b′y0 = 1. Tada je oqigledno da jednaqina (3′) ima rexeǌe (x1, y1), gde
je x1 = c′x0, y1 = c′y0. No, u tom sluqaju jednaqina ima beskonaqno mnogo rexeǌa.

Zaista, pretpostavimo da je (u, v) ma koji par celih brojeva za koji je a′u+b′v = c′. Tako±e
je a′x1 + b′y1 = c′. Prema tome imamo da je a′u + b′v = a′x1 + b′y1, odakle je

a′(u− x1) + b′(v − y1) = 0.

Kako je NZD (a′, b′) = 1, imamo da je u− x1 deǉivo sa b′, xto daje, nakon oqiglednih postupaka,

u = x1 + b′t, v = y1 − a′t, za neko t ∈ Z.

Iz
a′u + b′v = a′ (x1 + b′t) + b′ (y1 − a′t) = a′x1 + b′y1 = c′

sledi da dobijeni par (u, v) za proizvoǉno t ∈ Z zadovoǉava jednaqinu (3′).

Rezimirajmo zakǉuqke do kojih smo doxli.

Teorema 2. Linearna diofantska jednaqina ax + by = c ima rexeǌa ako i samo ako
d | c, gde je d = NZD (a, b). U tom sluqaju je opxte rexeǌe jednaqine oblika

x =
c

d
x0 +

b

d
t, y =

c

d
y0 − a

d
t (t ∈ Z),

gde se posebno rexeǌe (x0.y0) jednaqine
a

d
x +

b

d
y = 1 dobija Euklidovim algoritmom.

Specijalno, ako su brojevi a i b uzajamno prosti, tj. ako je NZD (a, b) = 1, onda je svaki
ceo broj c deǉiv sa d pa jednaqina ax + by = c sigurno ima rexeǌa.
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Primer 2. Rexiti diofantsku jednaqinu 252x + 918y = 36.
Rexeǌe. Skra²ivaǌem sa 18 = NZD (252, 918) dobijamo jednaqinu 14x + 51y = 2, gde je

NZD (14, 51) = 1, pa ta jednaqina ima rexeǌa. Na osnovu primera 1 je 14 ·11−51 ·3 = 1, odakle
je 14 · 22− 51 · 6 = 2, tj. jedno rexeǌe date jednaqine je par (22,−6). Na osnovu teoreme 2, sva
rexeǌa su data sa x = 22 + 51t, y = −6 + 14t, t ∈ Z. 4

Primer 3. (Dr¼avno takmiqeǌe za 8. razred, 2018) Pravougaona tablica 29×41 popuǌena
je prirodnim brojevima 1, 2, . . . , 29 ·41 najpre tako xto su u prvom redu, poqevxi od doǌeg levog
ugla, redom zapisani brojevi 1, 2, . . . , 29, u drugom redu brojevi 30, 31, . . . , 58 i tako daǉe
do kraja. Zatim je ista tablica popuǌena istim brojevima tako xto su u prvoj koloni, tako±e
poqevxi od doǌeg levog ugla, redom zapisani brojevi 1, 2, . . . , 41, u drugoj koloni brojevi 42,
43, . . . , 82 i tako daǉe do kraja. Koliko ima poǉa tablice u kojima je pri oba popuǌavaǌa bio
zapisan isti broj?

. . . . . . . . . . . . . . . 29 · 41

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

29(x− 1) + 1 29(x− 1) + 2 . . . 29(x− 1) + y . . . 29x

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

30 31 . . . . . . . . . 58

1 2 . . . y . . . 29

41 92 . . . 41y . . . 29 · 41

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

x . . . . . . 41(y − 1) + x . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

2 43 . . . 41(y − 1) + 2 . . . . . .

1 42 . . . 41(y − 1) + 1 . . . . . .

Rexeǌe. Ako se neko poǉe tablice koje zadovoǉava postavǉeni uslov nalazi u x-tom redu
i y-toj koloni, tada (i samo tada) va¼i 29(x − 1) + y = 41(y − 1) + x. Sre±ivaǌem se dobija
ekvivalentna diofantska jednaqina 10y − 7x = 3. ǋeno oqigledno rexeǌe je par (1, 1), pa
je opxte rexeǌe dato sa x = 1 + 10t, y = 1 + 7t, t ∈ Z. Rexeǌa koja zadovoǉavaju uslove
1 6 x 6 41, 1 6 y 6 29 dobijaju se za t ∈ {0, 1, 2, 3, 4} i ima ih 5 (to su (1, 1), (11, 8), (21, 15),
(31, 22), (41, 29)). 4

4. Rexeǌe dela (a) Arhimedovog problema

Ako se iz sistema (1) (u Arhimedovom problemu) eliminixu dve nepoznate (npr. z i t),
dobija se linearna diofantska jednaqina

267x− 371y = 0

sa dve nepoznate. ǋeno rexeǌe se mo¼e izraziti u obliku x = 371 · u, y = 267 · u za neki
prirodan broj u. Zamenom u sistem (1) dobija se

x = 2226 · k, y = 1602 · k, z = 1580 · k, t = 891 · k,

za neki prirodan broj k.
Ako se ovi izrazi uvrste u sistem (2) i postavi uslov da i x′, y′, z′, t′ moraju biti celi

brojevi, dobija se da mora biti k = 4657 · ` za neki prirodan broj `. Tada je

x = 10 366 482 · `, y = 7460 514 · `, z = 7 358 060 · `, t = 4149 387 · `,
x′ = 7 206 360 · `, y′ = 4893 246 · `, z′ = 3 515 820 · `, t′ = 5439 213 · `.
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5. Pitagorine trojke

Jedan od najjednostavnijih primera nelinearne diofantske jednaqine je

x2 + y2 = z2.

Rexeǌa te jednaqine predstavǉaju takozvane Pitagorine trojke (Pitagora, 6. vek p.n.e). Odre-
di²emo sva rexeǌa ove jednaqine u skupu prirodnih brojeva.

Jasno je da ako neka dva od brojeva x, y, z koji zadovoǉavaju datu jednaqinu imaju zajedniqki
delilac d (ve²i od 1), onda je i tre²i od ǌih deǉiv sa d. Zato ²emo daǉe pretpostavǉati da su
brojevi x, y i z uzajamno prosti u parovima (u protivnom mo¼emo skratiti jednaqinu ǌihovim
zajedniqkim deliocem d). Takvo rexeǌe (x, y, z) date jednaqine nazovimo primitivnim rexe-
ǌem. Jasno je da nala¼eǌem svih primitivnih rexeǌa (x, y, z) nalazimo i sva ostala, jer su
ona oblika (αx, αy, αz), α ∈ N.

Doka¼imo da od brojeva x i y jedan mora biti paran, a drugi neparan i da je z neparan
broj. Ako su x i y parni brojevi, onda i z mora biti paran, pa se jednaqina mo¼e skratiti.
Ako su x i y neparni brojevi, onda je z2 = x2 + y2 ≡ 1 + 1 = 2 (mod 4), xto se lako proverava
da je nemogu²e.

Neka je x = 2α paran, a y neparan broj. Data jednaqina mo¼e se napisati u obliku

x2 = z2 − y2 = (z − y)(z + y).

Oba qinioca na desnoj strani su parni brojevi (predstavǉaju razliku i zbir dva neparna broja),
pa su brojevi

u =
z + y

2
, v =

z − y

2
celi. Dobijamo da je x2 = 4α2 = 4uv, pa je α2 = uv. Lako je dokazati da brojevi u i v nemaju
zajedniqkih delilaca, pa sledi da oni moraju biti kvadrati celih brojeva, recimo

u = m2, v = n2,

pri qemu m i n nemaju zajedniqkih delilaca i razliqite su parnosti. Dobijamo da je:

(4)

x = 2α = 2mn,

y = u− v = m2 − n2,

z = u + v = m2 + n2

(m,n ∈ N, NZD (m,n) = 1, m > n i m, n su razliqite parnosti).

Nije texko proveriti da brojevi (4) zaista zadovoǉavaju jednaqinu x2 + y2 = z2 i da su pri
tom uzajamno prosti u parovima. Prema tome va¼i

Teorema 4. Da bi ure�ena trojka (x, y, z) predstavǉala primitivno rexeǌe jednaqine
x2 + y2 = z2 u skupu prirodnih brojeva, neophodno je i dovoǉno da se x, y i z izra�avaju u
obliku (4) ili

x = m2 − n2, y = 2mn, z = m2 + n2

(m,n ∈ N, NZD (m, n) = 1, m > n i m, n su razliqite parnosti).

Navodimo sve primitivne Pitagorine trojke oblika (4) kod kojih je m 6 9.

m n x y z m n x y z m n x y z

2 1 4 3 5 6 1 12 35 37 8 3 48 55 73
3 2 12 5 13 6 5 60 11 61 8 5 80 39 89
4 1 8 15 17 7 2 28 45 53 8 7 112 15 113
4 3 24 7 25 7 4 56 33 65 9 2 36 77 85
5 2 20 21 29 7 6 84 13 85 9 4 72 65 97
5 4 40 9 41 8 1 16 63 65 9 8 144 17 145
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Primer 4. Ako je polupreqnik kruga neparan prost broj, tada se oko tog kruga mogu opisati
taqno dva nepodudarna primitivna Pitagorina trougla. Dokazati.

Rexeǌe. Ako je a = m2 − n2, b = 2mn, c = m2 + n2 primitivna Pitagorina trojka,
polupreqnik upisanog kruga odgovaraju²eg trougla je r = 1

2 (a + b − c) = n(m − n). Ako je to
neparan prost broj p, mora biti: 1◦ n = 1, m = p + 1, a = p(p + 2), b = 2(p + 1), c = p2 + 2p + 2
ili 2◦ n = p, m = p + 1, a = 2p + 1, b = 2p(p + 1), c = 2p2 + 2p + 1. 4

6. Deo (b) Arhimedovog problema

(b) Odrediti ono rexeǌe Arhimedovog problema kod kojeg je x + y kvadratni, a z + t
trougaoni broj.

Broj oblika n2 je ,,kvadratni“, jer se n2 taqaka mo¼e rasporediti da obrazuju jedan kvadrat.
Ako se nekih p taqaka mo¼e rasporediti tako da obrazuje jednakostraniqni trougao, broj p je
,,trougaoni“.

•
•

• •

•
• •

• • •

•
• •

• • •
• • • •

1 3 6 10

Na primer, trougaoni su brojevi (slika)

T1 = 1,

T2 = 1 + 2 = 3,

T3 = 1 + 2 + 3 = 6,

T4 = 1 + 2 + 3 + 4 = 10.

Uopxte, svaki trougaoni broj se mo¼e prikazati u obliku Tn = 1 + 2 + 3 + · · · + n. Poznatim
postupkom, prethodni zbir se mo¼e izraziti kao

Tn =
1
2
n(n + 1).

Na pitaǌe kako prepoznati da li je neki broj trougaoni ili ne, odgovara slede²e tvr±eǌe.

Teorema 5. Prirodni broj p je trougaoni ako i samo ako je 8p + 1 kvadratni broj.

Dokaz. Pretpostavimo da je neki broj p trougaoni, tj. da je za neko n, p = Tn = 1
2n(n + 1).

Tada je

8p + 1 = 8 · 1
2
n(n + 1) + 1 = 4n2 + 4n + 1 = (2n + 1)2,

dakle 8p + 1 je kvadratni broj.

Obratno, ako je 8p + 1 kvadratni broj, on svakako mora biti kvadrat nekog neparnog broja,
tj. za neko n je

8p + 1 = (2n + 1)2 = 4n2 + 4n + 1.

Odatle je

p =
4n2 + 4n

8
=

n(n + 1)
2

= Tn,

tj. p je trougaoni broj.
8



Treba, dakle, odrediti prirodan broj ` (xto je mogu²e maǌi) tako da broj

(5) x + y = 4657 · 3828 · `
bude potpun kvadrat, a da broj

(6) z + t = 4657 · 2471 · `
bude trougaoni.

Kako je 4657 · 3828 = 22 · 3 · 11 · 29 · 4657 (broj 4657 je prost), uslov (5) ²e biti ispuǌen ako
je ` = am2, gde je a = 3 · 11 · 29 · 4657, a m je ceo broj.

Da bi broj z + t bio trougaoni, tj. da bi 8(z + t) + 1 bio potpun kvadrat (npr. jednak n2),
mora biti, na osnovu (6),

n2 = 8(z + t) + 1 = 8 · 4657 · 2471 · am2 + 1,

pa tako za nala¼eǌe brojeva m i n dobijamo novu diofantsku jednaqinu

(7) n2 = dm2 + 1,

gde je
d = 2 · 3 · 7 · 11 · 29 · 353 · (2 · 4657)2 = 410 286 423 278 424.

7. Istorijat Pelove jednaqine

Jednaqina (7) je verovatno najstariji poznati primer tzv. Pelove jednaqine. Metode rexa-
vaǌa takvih jednaqina razvijali su indijski matematiqari Brahmagupta (Brahmagupta, 598–
oko 660) i Baskara (Bhaskara, 1114–1185).

U modernu matematiku jednaqine ovakvog tipa uveo je Ferma (P. Fermat, 1601–1665), tako
xto je u jednom pismu engleskim matematiqarima uputio ,,izazov“ rexavaǌa pomenutog proble-
ma. On se u tom pismu najpre ,,¼ali“ kako se me±u matematiqarima aritmetiqkim problemima
poklaǌa premalo pa¼ǌe (ve² se rexavaju prete¼no geometrijski, pa se i aritmetika tretira
geometrijski), a zatim zadaje da se doka¼e slede²e tvr±eǌe.

Za proizvoǉan dati broj koji nije kvadrat postoji beskonaqno mnogo kvadra-
ta, takvih da ako se takav kvadrat pomno�i datim brojem i proizvodu doda
jedinica, rezultat je ponovo kvadrat.

Drugim reqima, on tvrdi da ako prirodan broj d nije potpun kvadrat, tada jednaqina

dy2 + 1 = x2

ima beskonaqno mnogo celobrojnih rexeǌa.

Problem su pokuxali da rexe engleski matematiqari Braunker (W. Brouncker, 1620–1684)
i Uolis (J. Wallis, 1616–1703). U prvoj varijanti oni su ,,prevideli“ uslov da se rexeǌe tra¼i
u celim brojevima, ve² su jednaqinu rexili za racionalne x i y:

x =
dn2 + m2

dn2 −m2
, y =

2mn

dn2 −m2
, m, n ∈ N.

Ferma je odgovorio da on nikad ne bi postavio tako smexno lak zadatak. Englezi su se ¼alili da
on naknadno meǌa uslove zadatka, ali su ipak posle izvesnog vremena poslali novo rexeǌe, koje
je u suxtini bilo isto kao i rexeǌe Baskare. Me±utim, Ferma ni ovaj put nije bio zadovoǉan,
jer je tvrdio (s pravom) da ponu±eni metod rexavaǌa doduxe dovodi do rexeǌa, ali samo ako se
unapred pretpostavi da rexeǌe postoji. Pritom je tvrdio da on zna dokaz egzistencije rexeǌa i
da ga je izveo metodom ,,beskonaqnog smaǌivaǌa“ koji je koristio i u nekim drugim situacijama.
Me±utim, taj dokaz, kao ni ve²inu drugih svojih dokaza nikad nije objavio.

9



Ojler (L. Euler, 1707–1783) je, prouqavaju²i Fermaovu zaostavxtinu, naixao i na prepisku
vezanu za navedeni problem i zainteresovao se za ǌega. Iz nekog razloga on je pogrexno smatrao
da je u rexavaǌu uqestvovao jedan drugi engleski matematiqar, Pel (J. Pell, 1610–1685), te
je jednaqinu nazvao po ǌemu. S obzirom na Ojlerov autoritet, taj naziv se zadr¼ao i svi
kasniji pokuxaji da se jednaqini da korektniji naziv nisu uspeli. Tako ²emo se i mi dr¼ati
tradicionalne varijante imena Pelove jednaqine.

Sam Ojler je u svojim radovima opisao algoritam za nala¼eǌe rexeǌa Pelove jednaqine,
ali qak ni on nije naveo dokaz da taj algoritam uvek dovodi do rexeǌa. Prvi dokaz je 1768.
godine objavio Lagran� (J. L. Lagrange, 1736–1813). Dokaz je izveden korix²eǌem veri¼nih
razlomaka i taj metod je i do danas ostao najpoznatiji. Postoje, me±utim, i drugi dokazi, od
kojih ²emo jedan opisati ovde.

8. Rexavaǌe Pelove jednaqine

Posmatrajmo, dakle, jednaqinu

(8) x2 − dy2 = 1, d nije potpun kvadrat,

qija rexeǌa tra¼imo u skupu prirodnih brojeva. Navedimo najpre neka jednostavna svojstva
ove jednaqine.

Uslov da je d razliqito od potpunog kvadrata je oqigledno neophodan da bi jednaqina imala
rexeǌa.

Primer 5. Na²i bar tri rexeǌa jednaqine x2 − 2y2 = 1.
Rexeǌe. Oqigledno rexeǌe je (x, y) = (3, 2).

32 − 2 · 22 = 1, (3− 2
√

2)(3 + 2
√

2) = 1, (3− 2
√

2)2(3 + 2
√

2)2 = 1,

(17− 12
√

2)(17 + 12
√

2) = 1, 172 − 2 · 122 = 1.

Drugo rexeǌe je (17, 12). Sliqno se kubiraǌem dobija rexeǌe (99, 70). 4
U opxtem sluqaju, prepiximo jednaqinu (8) u obliku

(x− y
√

d)(x + y
√

d) = 1.

Pretpostavimo, daǉe, da znamo jedno rexeǌe (x1, y1) jednaqine, tj. da je

(x1 − y1

√
d)(x1 + y1

√
d) = 1.

Stepenovaǌem sa n tada dobijamo

(xn − yn

√
d)(xn + yn

√
d) = 1,

za neke prirodne brojeve xn i yn. Dakle, data jednaqina pod navedenim pretpostavkama (dakle,
da d nije potpun kvadrat i da bar jedno rexeǌe postoji) ima beskonaqno mnogo rexeǌa (xn, yn) i
osnovni problem je nala¼eǌe jednog od ǌih. Najmaǌe od takvih rexeǌa (preciznije, ono rexeǌe
kod kojeg je xn + yn

√
d najmaǌe) naziva se osnovnim rexeǌem. Ono xto nije sasvim trivijalno

je da se doka¼e da ako je (xe, ye) osnovno rexeǌe, tada su prethodnim postupkom opisana sva
rexeǌa Pelove jednaqine. Dokaz te qiǌenice da²emo na kraju ovog odeǉka.

Kada je osnovno rexeǌe (xe, ye) poznato, odre±ivaǌe ostalih rexeǌa (xn, yn) mo¼e se iz-
vrxiti bilo opisanim postupkom stepenovaǌa, bilo formiraǌem rekurentne veze izme±u dva
uzastopna rexeǌa. Naime, iz

xn+1 + yn+1

√
d = (xn + yn

√
d)(xe + ye

√
d)

= (xexn + yedyn) + (xeyn + yexn)
√

d
10



zakǉuqujemo da mora da va¼i

(9)
xn+1 = xexn + yedyn

yn+1 = xeyn + yexn.

Dakle, nizovi (xn) i (yn) zadovoǉavaju sistem diferencnih jednaqina (9), uz poqetne uslove
x0 = 1, y0 = 0. Iz ovog sistema nizovi (xn) i (yn) se odre±uju rekurentno.

Primer 6. Neka je d = 14, tj. posmatrajmo jednaqinu

x2 − 14y2 = 1.

Probaǌem se nalazi ǌeno osnovno rexeǌe xe = 15, ye = 4 (zaista, 152 − 14 · 42 = 1). Kvadri-
raǌe daje (15 + 4

√
14)2 = 449 + 120

√
14, pa je x2 = 449, y2 = 120. Daǉe se mo¼e nastaviti

stepenovaǌem, me±utim jednostavnije je iskoristiti sistem (9). Tako je

x2 = 152 + 14 · 42 = 449, x3 = 15 · 449 + 4 · 14 · 120 = 13455, . . .

y2 = 2 · 15 · 4 = 120, y3 = 15 · 120 + 4 · 449 = 3596, . . .

Daǉim raqunom se mo¼e dobiti

n xn yn

1 15 4
2 449 120
3 13455 3596
4 403201 107760
5 12082575 3229204
6 362074049 96768360

itd. Vidimo da rexeǌa vrlo brzo rastu. 4
Primer 7. (Mala olimpijada, 1993) Za dati prirodan broj n odrediti jedan par (x, y)

prirodnih brojeva za koje va¼i x2 − 2y2 = 1993n.

Rexeǌe. Primetimo da je 1993 = 452 − 2 · 42 = (45 − 4
√

2)(45 + 4
√

2). Stepenovaǌem ove
relacije sa n dobija se da je 1993n = (x− y

√
2)(x + y

√
2) = x2 − 2y2 za

x = 45n +
(

n

2

)
45n−2(4

√
2)2 +

(
n

4

)
45n−4(4

√
2)4 + · · · ,

y =
(

n

1

)
45n−1 · 4 +

(
n

3

)
45n−3 · 43 · 2 + · · · . 4

Vratimo se sada osnovnom problemu nala¼eǌa najmaǌeg rexeǌa. U nekim specijalnim
sluqajevima to se mo¼e uqiniti jednostavno.

Primer 8. (a) Ako je d = a2 − 1, a ∈ N, osnovno rexeǌe jednaqine x2 − dy2 = 1 je (a, 1).
(b) Ako je d = a2 + 1, a ∈ N, osnovno rexeǌe jednaqine x2 − dy2 = 1 je (2a2 + 1, 2a). 4
Navodimo tablicu osnovnih rexeǌa Pelove jednaqine za vrednosti koeficijenta d 6 33.

d xe ye d xe ye d xe ye d xe ye

2 3 2 11 10 3 19 170 39 27 26 5
3 2 1 12 7 2 20 9 2 28 127 24
5 9 4 13 649 180 21 55 12 29 9801 1820
6 5 2 14 15 4 22 197 42 30 11 2
7 8 3 15 4 1 23 24 5 31 1520 273
8 3 1 17 33 8 24 5 1 32 17 3
10 19 6 18 17 4 26 51 10 33 23 4

11



Za neke, relativno male, vrednosti koeficijenta d, osnovno rexeǌe Pelove jednaqine je vrlo
veliko. Na primer, osnovno rexeǌe jednaqine x2−61y2 = 1 je (xe, ye) = (1766319049, 226153980)!

U opxtem sluqaju, me±utim, kao xto je ve² reqeno, nije unapred jasno qak ni da li takvo
rexeǌe postoji. Ovde ²emo dokaz egzistencije izvesti korix²eǌem Dirihleove teoreme o
diofantskim aproksimacijama.

Teorema 6. (P. G. L Dirichlet, 1805–1859) Neka je α proizvoǉan realan broj i t ∈ N.
Tada postoji racionalan broj p/q, takav da va�i

∣∣∣∣α−
p

q

∣∣∣∣ <
1
qt

i q 6 t.

Dokaz. Posmatrajmo t+1 brojeva αx− [αx] za x = 0, 1, . . . , t. Svi oni pripadaju intervalu
[0, 1). Podelimo taj interval na t intervala

[
0,

1
t

)
,

[1
t
,
2
t

)
, . . . ,

[ t− 1
t

, 1
)
.

Na osnovu Dirihleovog principa, bar jedan od tih intervala sadr¼i dva od datih brojeva; neka
su to brojevi αx1 − [αx1] i αx2 − [αx2] i neka je, na primer, x2 > x1. Tada je

1
t

>
∣∣(αx2 − [αx2])− (αx1 − [αx1])

∣∣ =
∣∣α(x2 − x1)− ([αx2]− [αx1])

∣∣.

Oznaqimo q = x2 − x1, [αx2]− [αx1] = p i va¼i²e 0 < q 6 t i

|αq − p| < 1
t
, tj.

∣∣∣∣α−
p

q

∣∣∣∣ <
1
tq

.

Koristi²emo jox i slede²e pomo²no tvr±eǌe.

LEMA 2. Ako su za neko k ∈ Z parovi (x1, y1) i (x2, y2) rexeǌa jednaqine x2 − dy2 = k,
onda je uslovom

X + Y
√

d = (x1 + y1

√
d)(x2 ± y2

√
d), X, Y ∈ Z

(uzima se proizvoǉan znak u posledǌoj zagradi) odre�eno rexeǌe jednaqine X2 − dY 2 = k2.
Dokaz. Sledi iz

X2 − dY 2 = (X + Y
√

d)(X − Y
√

d)

= (x1 + y1

√
d)(x2 ± y2

√
d)(x1 − y1

√
d)(x2 ∓ y2

√
d)

= (x2
1 − dy2

1)(x2
2 − dy2

2) = k2.

Teorema 7. Za proizvoǉan prirodan broj d koji nije potpun kvadrat, jednaqina x2 −
dy2 = 1 ima rexeǌa.

Dokaz. Neka je fiksiran prirodan broj t1 > 1. Na osnovu Dirihleove teoreme postoje
prirodni brojevi p1 i q1 za koje va¼i

(10) |q1

√
d− p1| < 1

t1
, q1 6 t1.

Tada je p1 < q1

√
d +

1
t1

< q1

√
d + 1, pa je

(11) q1

√
d + p1 < 2q1

√
d + 1.

Mno¼e²i leve i desne strane nejednakosti (10) i (11), s obzirom da je q1 6 t1, dobijamo da je

(12) |p2
1 − q2

1d| < 2
√

d + 1.
12



Izaberimo sada prirodan broj t2 tako da va¼i

t2 > t1 i
1
t2

< |q1

√
d− p1|.

Na prethodno opisani naqin na±imo novi par prirodnih brojeva (p2, q2) za koje va¼i |p2
2 −

q2
2d| < 2

√
d + 1. Zatim nastavimo ovaj postupak nalaze²i niz parova (pn, qn) koji zadovoǉavaju

nejednaqinu tipa (12).

Posmatrajmo vrednosti p2
n − q2

nd za sve n ∈ N. Sve one se nalaze u intervalu (−2
√

d −
1, 2

√
d + 1), pa kako taj interval sadr¼i konaqno mnogo celih brojeva, to postoji ceo broj k 6= 0

u ǌemu takav da je
p2

n − q2
nd = k

za beskonaqno mnogo vrednosti n. Me±u tako izabranim parovima (pn, qn) sigurno ²e postojati
dva, oznaqimo ih sa (x1, y1) i (x2, y2), za koje va¼i x1 ≡ x2 (mod |k|) i y1 ≡ y2 (mod |k|).
Oznaqimo sa x0 i y0 cele brojeve za koje va¼i

x0 + y0

√
d = (x1 + y1

√
d)(x2 − y2

√
d).

Na osnovu leme 2 va¼i

(13) x2
0 − y2

0d = k2.

Pritom je

x0 = x1x2 − y1y2d ≡ x2
1 − y2

1d ≡ 0 (mod |k|),
y0 = −x1y2 + x2y1 ≡ −x1y1 + x1y1 ≡ 0 (mod |k|).

Zbog toga je x0 = x|k|, y0 = y|k| za neke cele brojeve x i y, za koje, zamenom u (13) dobijamo da
va¼i x2 − dy2 = 1.

Doka¼imo jox, na kraju, ranije najavǉeno tvr±eǌe prema kojem su napred opisanim rekurent-
nim postupkom odre±ena sva rexeǌa Pelove jednaqine.

Teorema 8. Neka je (xe, ye) osnovno rexeǌe jednaqine x2 − dy2 = 1 (d nije potpun
kvadrat), tj. neka je to rexeǌe za koje je izraz x + y

√
d najmaǌi. Tada je svako rexeǌe

(x, y) te jednaqine odre�eno uslovom

(14) x + y
√

d = (xe + ye

√
d)n, x, y ∈ N,

za neko n ∈ N.
Dokaz. Da je par (x, y) odre±en uslovom (14) rexeǌe date jednaqine, dokazali smo ranije.

Pretpostavimo, suprotno tvr±eǌu, da postoji rexeǌe (x, y) te jednaqine za koje ne va¼i uslov
(14). Tada za neko n ∈ N va¼i

(xe + ye

√
d)n < x + y

√
d < (xe + ye

√
d)n+1.

Uzimaju²i u obzir da je (xe + ye

√
d)−1 = xe − ye

√
d, dele²i prethodnu dvostruku nejednakost

sa (xe + ye

√
d)n, dobijamo

(15) 1 < X + Y
√

d < xe + ye

√
d,

gde su X i Y celi brojevi odre±eni jednakox²u

X + Y
√

d =
x + y

√
d

(xe + ye

√
d)n

= (x + y
√

d)(xe − ye

√
d)n.

Na osnovu leme 2, me±utim, par (X,Y ) zadovoǉava jednaqinu X2− dY 2 = 1. Pritom su brojevi
X i Y pozitivni, jer iz prethodne jednakosti sledi da je 0 < X − Y

√
d < 1, a iz (15) je
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X + Y
√

d > 1. Na taj naqin je (X,Y ) rexeǌe date Pelove jednaqine u skupu prirodnih brojeva
za koje je izraz X + Y

√
d maǌi od xe + ye

√
d, xto protivreqi minimalnosti izbora rexeǌa

(xe, ye). Dobijena kontradikcija dokazuje teoremu.
Nije neoqekivano da opxta formula u zatvorenom obliku za osnovno rexeǌe ne postoji.

Primer 9. Odrediti sve prirodne brojeve koji su istovremeno kvadratni i trougaoni.

Rexeǌe. Jednaqina
x(x + 1)

2
= y2 se mo¼e zapisati u obliku

(2x + 1)2 − 8y2 = 1.

Dobijena Pelova jednaqina (d = 8) ima osnovno rexeǌe (3, 1) (kada je x1 = y1 = 1), a opxte
rexeǌe se mo¼e zapisati u obliku

2xn + 1 =
1
2
b(3 +

√
8)n + (3−

√
8)nc, yn =

1
2
√

8
b(3 +

√
8)n − (3−

√
8)nc,

pa je

2xn + 1 =
1
2
b(1 +

√
2)2n + (1−

√
2)2nc

i

xn =





⌊
(1 +

√
2)n + (1−√2)n

2

⌋2

, za n neparno,

⌊
(1 +

√
2)n − (1−√2)n

2

⌋2

, za n parno.

4

9. Konaqno rexeǌe Arhimedovog problema

S taqke gledixta teorijskog matematiqara, kada se doka¼e da neki problem ima rexeǌe,
i jox se na±e algoritam kako se do tog rexeǌa dolazi, problem prestaje da bude interesan-
tan. Me±utim, u sluqaju Arhimedovog problema ima jox mnogo izazova koje postavǉa rexavaǌe
Pelove jednaqine, a neki od ǌih bi mogli biti interesantni i ,,najtvr±im“ teoretiqarima.

Kao xto smo videli, za rexavaǌe Arhimedovog problema, tj. za nala¼eǌe brojeva m i n
dobijamo Pelovu jednaqinu

n2 = dm2 + 1,

gde je
d = 2 · 3 · 7 · 11 · 29 · 353 · (2 · 4657)2 = 410 286 423 278 424.

Ako se pozovemo na Lagran¼ov rezultat, znamo da ova jednaqina ima beskonaqno mnogo rexeǌa
i da se sva ona mogu lako na²i ako se prvo prona±e najmaǌe od ǌih. Ali kako do²i do tog
najmaǌeg rexeǌa i koliko je ono? Skoro je sigurno da ni sam Arhimed to nije znao.

Naime, posle Lesingovog otkri²a, mnogi matematiqari su, znaju²i i Lagran¼ov metod
veri¼nih razlomaka, pokuxavali da to rexeǌe prona±u. Posle vixe neuspexnih pokuxaja tek
je 1880. godine nemaqki matematiqar Amtor (A. Amthor) uspeo da doka¼e da najmaǌe rexeǌe
(taqnije, najmaǌi ukupni broj goveda), predstavǉeno u dekadnom zapisu ima

206 545 cifara!

Amtor je pokuxao i da na±e bar neke od tih cifara, ali je ve² qetvrta bila pogrexna.
Taqan zapis ovog najmaǌeg rexeǌa je na±en tek u eri raqunara. U radu [2] je 1980. godine

objavǉeno to rexeǌe koje u originalu zauzima 47 stranica kompjuterskog listinga. Navodimo,
prema qlanku [3] neke od cifara:

77602714 . . . 237983357 . . . 55081800,

gde svaka od xest taqaka zameǌuje 34420 izostavǉenih cifara.
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I na kraju, jedan xaǉivi komentar. Ka¼u da su se neki matematiqari poqetkom XIX veka
,,zabrinuli“ da li je toliki broj goveda mogao da stane na ostrvo Siciliju. Lesing je na to
odgovorio: ,,Ona su pripadala bogu Sunca, zar ne? Ako je on neki bog, vaǉda se nekako potrudio
da ih tamo smesti“.

LITERATURA

1. V. Mi²i², Z. Kadelburg, D. §uki²: Uvod u teoriju brojeva, 4. izdaǌe, Druxtvo matema-
tiqara Srbije, Beograd, 2013.

2. H. L. Nelson, A solution to Archimedes’ cattle problem, Journal of Recreational Mathematics
13, 3 (1980–81), 162–176.

3. H. W. Lenstra Jr., Solving the Pell equation, Notices of the American Mathematical Society
49, 2 (2002), 182–192.

4. J. R. Goldman, The Queen of Mathematics. A Historically Motivated Guide to Number Theory,
A. K. Peters, Wellesley, Massachusetts 1998.

15


