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APXMEIOB IIPOBJIEM O I'OBEIINIMA —
YBOA Y INMOPAHTCRE JEITHAYUMHE

3opau Kanenoypr
Beorpan, 21.02.2021.

1. YBon

HuodpanTcre jenmaumue nMajy BaKHY VIOTY y Pa3BOjy MaTeMaTmke. 3000 UMILGHUIE Oa, AKO Ce
M3y3My HEKM HajjeTHOCTABHUjU MPUMEPU, YTJIABHOM HE MOCTOje OMIITE METOJIE 3a IUXOBO pElaBaibe,
KpPO3 UCTOPWU]Y Cy HOKYMIaju TOT PeMaBama YeCTO NOBOIWIIM IO Pa3BOja HOBUX MATEMATUUKUAX TEOPHja.

N3 caumunux pasznora, OBakBe jeqHAYMHE CE CKOPO PENOBHO MOjaB/bYjy KAO 3aJalld HA MaTeMa-
TAYKMM TaKMUYEHUMa CKOPO CBUX HMBOA. J300r TOra Cy OHE W HEM30CTABAH NEO MPUIpPEMa 3a Ta
TaKMHU4YECHA.

Y 0BOM TEKCTY, KO3 IPUYY O jeJIHOM O HajCTAPUjUX MO3HATUX HpobaemMa OBOT TUIA, MOKymahemo
Ila TPUKAKEMO jenan Moryhu mpuctyn yBohemy ydyeHUKa y OBY BaKHY MATEMATHUKY MPOOJIEMATHUKY.

2. IlocraBka ApxumemoBor mpobJieMa

Benuku craporpukn maremaruuap Aprumed (287(7)-212 m.m.e) Boseo je, mamebhy ocrasor, na
IIOCTaBJba U pemaBa IpobieMe y KOjuMa Ce H0jaBJby]y BEOMa BEJUKM IPUPOIHU OPOjeBHU.

Taxko je memauku ucrpaxkusau Jecune (Lessing, 1729-1821) nponamao u 1773. roguue 06jaBuo
manupyc 3a Koju ce cmarpa jga caapxu ApxmMenoBo mucMo Epamocmeny uz Kupene (Epatocres,
oko 276-194 m.m.e). Y mmcMmy ce, y cTUXOBUMA, roBopu 0 ToMme aa je 6or Cynma mmao Ha Cunwmiu-
ju kpmo roBena. l'oBema cy Oumna on yetwpu pasznuuute BpcTe — Oera, npHA, mapeHa u cmeba — u,
HAPABHO, ¥ CBAKO] BPCTU OMJIO je M KpaBa W BOJIOBA. ¥ NAJHEM TEKCTY Ce Najy YCJIOBU KOje Cy 3a10-
BOJbaBAJIM OPOjEBU KpaBa, OJHOCHO BOJOBA y CBAKOj o TuX Bpcra. lIpeBemeHo ma caBpeMeHe O3HAKE,
aKo ce ca T,1, z,t 03Ha4e penoM Opojesu Genux, NpHUX, mapenux u cmebux Bososa, a ca x’,y’, 2, ¢/
omrosapajyhu 6pojeBu kpasa, ApxuMenoB 3amaTak je 6MO MOCTABJLEH HA cieneliy HAUMH.

APXVMMEOOB IIPOBJIEM

(a) Odpedumu npupoone bpojese x,y,z,t, kao u x’', y', 2/, t' xoju 3ad060omasajy caedehu
cucmem (1)-(2) 00 cedam auneaprur jeonavwura

- (Do

y
—(1+1) Tt
=g Th

1 1 1 1
A / / I NN
. <3+4>(y+y)’ & (5+6>( +1t),

(2)
y’:GJré)(erz’), t’:(é—i-%)(x—i-x').

(6) Odpedumu ono peweme npemrooHoz cucmema kod Kojee je x+y Keadpammuu, a z+t mpoyzaonu
bpoj.

Pamu ce, makme, o cucremy on 7 jenmauuna ca 8 Hemosnarux. OH ce, eTMMUHAIILjOM, MOKE CBECTHU
Ha jeNHy jeIHAYMHY ca JIBE HENO3HaTe, OOJIUKA

(3) ar + by = c.
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Takse jemmauumne, ako je, Ha mpumep, b # 0 um ako HeMa IPYTUX yCJIOBa, UMajy OECKOHAUAH CKYI

permema
{(@=7)|zer}

Ha mpumep, jemmauumna 3 — 6y = 5 uma y R OeckoHayHO MHOTO pelmema: 3a CBAKM peaJsan Opoj ,

: : x—5 .
ako u3abepeMo Opoj y Tako ma je y = 6 nap (x,y) he 3anoBomasaru nary jensaumny. Caudso,
22 — 1

CKyn pemema jemnaunie 2 — 3y = 1y R je { (:c, 3

) ‘ T € R}. JacHa je m reomerpujcka
VHTEPIPETANNja OBUX 3aKILyJaKa.

MebDyTtuM, y oBOM 3aJaTKy MOCTOjU U IOJATHU YCJIOB — PENICHA Ce TPasKe y CKYMy IPUPOIHIX
opojesa. Kako cy roepunujentu cucrema (1)-(2) pammonanuu 6pojesu, nocie ocnobabama ox numenu-
nana, nobujamo jemnauuny obnuka (3) y k0joj cy koedunujenru a, b, ¢ neau 6pojesu. Takse jennauune
cy, Kao IITO je MO3HATO, KacHuje HaszBaHe muodantckuM (Juogdanm, 3. Bex H.e.).

[Ipumernmo, HA mpuMep, na jemHauusa 3x — 6y = 5 y crkyny Z Hema pemema (3amTo?), 0K
jemnaunna 2x — 3y = 1 uMa GECKOHAYHO MHOTO 1[eJI00POJHUX pemtewma (X, y), IPU YeMy Ce CBa OHA MOT'Y
npexacraButu y obnuky © = 3t — 1, y = 2t — 1, rue je ¢ npou3BosbaH 1eo 6pPOj.

Y HApemIHOM OIe/LbKY IOKA3yjeMO KaKO Ce IO Pe3yJaTaTa MPEeTXOMHOT TUIA A0JIA3HU Y OMIITEM CJIyYa-
Jy-

3. JluneapHe mUOGAHTCKEe jeqHAUMHE ca IBe HEMO3HATe

Hajope moraxxumo ciaenehe momohuo tBpheme.

JIEMA 1. Axo je a = bq+r, onda je H3I (a,b) = H3I(b,r).

Jloxas. Heka je d mpousBosman 3ajenuuuru nenuiarn opojesa a u b. Tanga uz penamuje a = bg+r
cJeqU 1A je OH U Jejuiialn Opoja r, Tj. 3ajenuuyry peauian opojesa bu r. Cinuno, ako je d mpon3BoJbaH
3ajeIHUYKM Aeauial] OpojeBa b u r, U3 ucTe pejalyje Ciaequ Aa je OH U 3ajeIHUYKM meauial Opojesa
a n b. Illakie, CKyIOBM 3ajeJHUYKUX mesuialna O6pojeBa a u b, omHocHO OpojeBa b u r, MOKJIamajy ce.
3aro cy mebhycobuo jennaku u muxosu Hajsehu enementu, nakmne 6pojesu H3I (a,b) u H3I (b,r). m

Kako nahu majsehu 3ajemuuurn menmnan neaux 0pojesa a u b? OuuriemHo je mna muTame NeJbU-
BOCTU HE 3aBUCH OJ 3HAaKa, IIa MOkeMo a U b cmarparu npuponuuMm OpojeBuma. Ha ocHOBY mo3maTor
CTaBa 0 IEeJHeHmY C OCTATKOM Y CKYIy Ieaux OpojeBa, MO:ke ce ucmucatu ciaeneliv HU3 je THAKOCTU KOju
npeacrasiba mosHatu Bykaudos aszopumam (Eykaud, 4. Bek m.H.e):

a=bq +ri, 0<r <0,

b=r1q2 + 13, 0<re <y,

ry = Tr2q3 + 13, 0<r3 <re,
Tn—2 = Tn—-14n +Tn; 0 < Tn < Tn—1,

Tn—1 = Tnqn+1-

[Tomrro 6pojeBu ry umue cTporo omanajyhu Hu3 nmpuponHux OpojeBa, To e ce OBaj HM3 HAKOH KOHAU-
HOr Opoja kopaka 3aBpmurd, Tj. mohm hemo mo jemHakocTu O0MUKA T_1 = T'pQpi1, KOja TOBOPU O
NEJLUBOCTY [[BA, Y3ACTOIHA OCTATKA.

TEOPEMA 1. Iocaedwu ocmamax T, Koju je pazauqum 00 Hyse Y NPemroonom nocmynky

npedcmasma wajeehu sajednuury deauaay, 6pojesa a u b.

Zloxas. Kopucrehu nemy 1 mako je KOHCTATOBATU I je 3aI0BOJbEH ciemehu HE3 jeaHakocTu:
H31(a,b) = H3I(b,r1) = H3(r1,72) =---= H3M(rp_o,7n—1) = H3A(rp_1,70).

owro 7y, | r—1, T0 je H3I(r,_1,7,) = ryp, 1a KoHauHO Hobujamo ma je H3I (a,b) = r,, mro je
u Tpebano JoKa3aTu. W
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IIpuMEP 1. a = 918, b = 252.

918 =252-34 162, 252 =162-1+90, 162=90-1+72,90="72-14 18, 72 = 18 - 4. ITIpema
tome, H3I1(918,252) = 18. IIpurom je

18 =90 —-72=90 — (162 — 90) = 2-90 — 162 = 2(252 — 162) — 162
=2-252—-3-162=2-252 — 3(918 — 3-252)
=11-252-3-918. A

Cnnyno Kao y IPEeTXOAHOM HPUMEPY C€ MOKa3yje Ma U y OMIITEM CIYYajy BaKu

MocunenuuA 1. Axo cy a,b npoussonnu yeau b6pojesu ud = H3I1(a,b), onda nocmoje yeau
bpojesu xg,yo maxsu Oa je arg + byg = d u onu ce mozy odpedumu xopuwhewem Eyxaudosoz
anzopumma. Cneyujaaro, axo cy a w b ysajammo npocmu, onda nocmoje To,yo € Z maxeu da je
azxg + byp = 1.

[Tocmarpajmo cama jenHaunmy
(3) ax + by = ¢,

rae ¢y a,b,c natu neau 6pojesu u H3I (a,b) = d.

1° Ako 6poj ¢ Huje nemus ca d, jeAHAUMHA He MOXKe MMATH LeJI00pOjHuUX pemema (z,y) jep je
JleBa CTpaHa CUIYPHO AebUBa ca d, a IeCHa TO HUje.

2° Axo je ¢ memuBo ca d, OHIA jeTHAUMHY MOKEMO CKPATUTH ca d, ynMe OHA H00Uja eKBUBAJICHTAH
obnuk

(3 adr+by="<,
c b c
roe je a’ = 7 b = 7 d = 71 H3 (a’,b") = 1. Ha ocuoBy nocaemuue 1 mocroje neau 6pojesu

Zo, Yo TakBU na je a’'xg + b'yp = 1. Tana je ounrnenso ma jemnauwmna (3') uma pememe (1,y1), rae
je x1 = xg, y1 = 'yo. Ho, y ToM cayuajy jemnaumna mva OECKOHAUHO MHOTO pellema.

3aucra, npernocraBumo aa je (u,v) Ma koju nap ueaux 6pojesa 3a koju je a’u+b'v = /. Tarobe
je a’xy + b'y; = . lpema Tome mvmamo ma je a’u + b'v = a’x1 + b'y1, omakie je

a'(u—z1)+V(v—y1)=0.
Kako je H3I (a/,b') = 1, umamo ma je u — zq gemuBo ca b, mro maje, HAKOH OUUIJIEIHUX MOCTYIIAKA,
u=ux1+bt, v=y; —ad't, 3amexotecZ.

ns
du+bv=ad (r1+0t)+0 (y1 —ad't)=d'z, +Vy; =
cnemu na pobujenu map (u,v) 3a npousBosbHO t € Z 3am0BobaBa jemHaunny (3').
PesummpajMo 3akmydke 10 KOJUX CMO JOILIM.

TEOPEMA 2. Jluneapna duodarnmcka jednawuna ax + by = ¢ uma pewena axko u camo axKo
d| e, 20e jed= H3I(a,b). ¥ mom cayuajy je onwme pewewe jednavune 00AUKG

c b c a
= — — = — — — Z
T d:no+dt, Y dyo dt (t € Z),

a b
20e ce nocebno pewewe (To.yo) jeonavure ki + —y =1 dobuja Eyxaudosum aszopummon. m

d
Cnenujanuno, ako cy 6pojesu a u b y3ajamuo mpoctu, Tj. ako je H3II(a,b) = 1, ouna je caku
1eo 6poj ¢ memuB ca d ma jeIHAUUHA ar + by = ¢ CUTYPHO MMa Pelemha.
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IIPUMEP 2. Pemwntu muodantcky jemmaumuy 252x + 918y = 36.

Pewewe. Crpahusamem ca 18 = H3I1(252,918) nobujamo jemmaumny 14z + 5ly = 2, rae je
H3(14,51) = 1, na ra jenmauuna uma pemeta. Ha ocuoBy npumepa 1 je 14-11—51-3 = 1, omaxkune
je 14-22 —51-6 = 2, 1j. jenno pememe nare jensauuse je map (22, —6). Ha ocroBy Teopeme 2, cBa
pemema cy mara ca r =22+ 51t, y=—6+4+14t, t € Z. A

I[MTpuMEP 3. (IlpxaBHo TakMmuuene 3a 8. paspen, 2018) [Ipasoyraona tabmuma 29 x 41 monymena
je mpupoxuuM OpojeBuma 1, 2, ..., 29-41 majope Tako mMTO Cy y IPBOM PEJIY, IOUEBHIX OJ TOHETr JIeBOT
yria, pemom 3amucanu Opojesu 1, 2, ..., 29, y apyrom pemy 6pojesu 30, 31, ..., 58 u Tako masne
0 Kpaja. 3aTuM je ucTa Tabauna MOMymeHa UCTUM OpOjeBMMa TAKO MITO CYy y MPBOj KOJOHU, Takobhe
[OYEBINM OJ MOWEr JEeBOr yIJa, pemoM 3ammcanu Opojesu 1, 2, ..., 41, y apyroj konomu 6pojesu 42,
43, ..., 82 u Tako mase M0 Kpaja. Roauko mMa mosba Tadiune y KojuMa je mpu 00a MomymaBama 0uo
3amucan uctu 6poj?

29 .41
29(z —1)+1 29(x —1)+2 29z —1) 4y 29z
30 31 58
1 2 y 29
ar | 92 | Aly ] 29ea
x 41y —1) +x
o | a3 | .| ary—1)+2
1| a2 | ] sy —1)+1

Pewemwe. Ako ce HEKO mosbe TaBaUIE KOje 3aM0BOHABA MOCTABIHEHN YCIOB HAJNA3U Y L-TOM DIy
u y-10j KosoHU, Taga (u camo tana) Baxkm 29(x — 1) +y = 41(y — 1) + x. Cpebusamewm ce nobuja
eKBUBaJICHTHA muopantTcka jemnaumua 10y — 7z = 3. Hbeno oumrsemno pememe je map (1,1), ma
je ommre pememe garo ca x = 1+ 10t, y = 1 4+ 7t, t € Z. Pemema koja 3am10BOBHABAjY YCIOBE
1<z <41, 1 <y <29 nobujajy ce 3at € {0,1,2,3,4} m uma ux 5 (o cy (1,1), (11,8), (21, 15),
(31,22), (41,29)). A

4. Pememe nmena (a) Apxumenosor mpobiaema

Ako ce u3 cucrema (1) (y ApxumenoBoM mpobiemy) eJIMMUHWNIY [ABe Hemo3Hare (HOp. 2z U t),

nobuja ce MuHeapHa AMOMAHTCKA jeTHAUMHA
267x — 371y =0
ca nBe HemosHaTe. IDbeno pememe ce Moxke u3paszutu y obnuky x = 371 - u, y = 267 - u 3a Hekn
npupozan 6poj u. 3amenom y cucrem (1) mobuja ce
x=2226-k, y=1602-k, z=1580-k, t=2891-k,

3a HEKU Tpupogan 6poj k.

Axko ce oBu m3pasu yspcre y cucteM (2) u mocrasu ycnos ga u x’, y', 2/, t' mMopajy Guru nenn
6pojesu, nobuja ce ma Mopa outu k = 4657 - £ 3a weku npuponan 6poj £. Tana je

x=10366482 -0, y="7460514-¢, z="7358060-/¢, t=4149387-¢,

2’ =7206360-¢, v =4893246-¢, 2 =3515820-¢, t' =5439213 /.
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5. IInraropune Tpojke

Jenan o HajjenHOCTABHUjUX IpUMEpa HEIUHEADHE NUO(pAHTCKE jeIHAYMHE je
z? + y2 =22,
Pemema e jenmaunse npencrasibajy takozsaue [lumazopune mpojre (Illuraropa, 6. Bex m.u.¢). Onpe-
IrheMo CBa pellema OBe jefHAUMHe Y CKYIy IPUPOTHUX OpojeBa.

JacHo je ma axo Heka mBa on OpojeBa x, Y, z KOjU 3a,/J0BOJBABA]Y HATY jeAHAUMHY UMA]y 3ajeIHUYKA
nenunan d (Behw ox 1), ouna je u tpelin ox wux gemus ca d. 3aro hemo mame IpeTIOCTABLATH Aa CY
OpojeBu T, Y U z y3ajaMHO IPOCTU y HAPOBUMA (y IPOTMBHOM MOKEMO CKPATUTH jeJHAUYNUHY HUXOBUAM
zajemanyruM nenuoneM d). Takso pememe (z,y,z) AaTe jeqHaUMHE HA30BUMO NPUMUMUEHUM Deule-
meMm. JACHO je na HAJaKeHmeM CBUX NPUMUTUBHUX pelnema (T,y,z) HAIA3UMO U CBa OCTaJa, jep Cy
ona obmuka (ax,ay,az), « € N.

Horasxkrmo ma on OpojeBa x u Yy jemaH MOpa OWTu mapaH, a APYrU HeMapaH U Oa je z Hemapad
6poj. Ako cy x u y mapHu OpojeBU, OHAA M 2z MOpa OUTH TapaH, Ma Ce jeTHAUMHA MOMKE CKPATUTH.
Axo cy z u y menapuu 6pojesn, ouaa je 22 = 22 +y?> =1+ 1= 2 (mod 4), mro ce Tako TpoBepaBa
na je memoryhe.

Hexka je x = 2a mapam, a y menapan 6poj. lara jemgnaumna Moxke ce HATUCATH Y OOJIUKY

w? =22y = (2 —y)(z +y)

O6a unHMONA HA IECHOj CTpaHU Cy mapHu 6pojeu (IpeacTaBmbajy pasiuKy 1 30up nBa HemapHa 6poja),

ma cy 6pojesu N
ZTYy Z-Y

v =
2 7 2
nemu. lobujamo na je x2 = 4a? = 4uv, ma je a® = uv. Jlako je moxazatu ma GPOjeBH u U U HEMAjy
3aje[HMYKUX NEJIUIana, ma CIeAd Ja OHU MOpajy OuTu KBaApaTHu Heaux OpojeBa, penmuMo

u=m?, v=n?

Opu 4eMy M U 1 HEMAjy 3ajeIHUYKUX dejuiana u pasziuuure cy napaoctu. Ilobujamo ma je:
T =2a = 2mn,
y=u—v=m?—n?

4
@ z=u+v=m?+n?
(m,n € N, H3 (m,n) =1, m >n um, n cy pa3nnuure TapHOCTH).

Huje Temko nposeputu na Gpojeu (4) 3amcra 3a10B0/baBajy jeIHAUUHY 22 +y? = 2% u na cy npn

TOM y3ajaMHO IPOCTU y TMapoBuMa. [Ipema Tome Baskm

TEOPEMA 4. Jla b6u ypehena mpojra (z,y, z) npeodcmasnana npumMumuero pewene jeOnauune
2?2 4+ y? = 2% y cxyny npupodnuz bpojesa, HeonToORo je u 0080mHO 0G4 CE T, Y U Z USPAACABATY Y
obaury (4) usru

z=m?—n?, Yy = 2mn, z=m?+n?

(m,n € N, H3I (m,n) =1, m >n um, n cy paziusume napHoCMIL).

Hasoumo cse npumutusre [Turaropuse tpojke obmuka (4) xox kojux je m < 9.

m n T Yy =z m n T Yy =z m n T y oz
2 1 4 5 6 1 12 35 37 8§ 3 48 55 73

3 2 12 5 13 6 5 60 11 61 8 5 8 39 89
4 1 8 15 17 7 2 28 45 53 8§ 7 112 15 113
4 3 24 7 25 7 4 56 33 65 9 2 36 77 85
5 2 20 21 29 7T 6 8 13 85 9 4 72 65 97
5 4 40 9 41 8§ 1 16 63 65 9 8 144 17 145



IIPUMEP 4. AKo je mosynpeuynur Kpyra HemapaH IpocT Opoj, Tada ce OKO TOT Kpyra MOTY OMUCATH
TAYHO MIBa HEMOMynapHa npumutuBHA [luraropmua tpoyrmaa. Ilokasaru.

Pewemwe. Axo je a = m? —n?, b = 2mn, ¢ = m? + n? npuvmrusra [luTaropmea Tpojka,
HOJIYIPEUYHUE YIMCAHOT Kpyra omrosapajyher tpoyria je r = %(a +b—c¢) =n(m—mn). Axo je to
3 . 10 — — — — — 2
Hemapas npocT 6poj p, Mopa burtu: 1° n=1, m=p+1,a=p(p+2),b=2(p+1),c=p*+2p+2
wm2°n=p, m=p+1l,a=2p+1,b=2p(p+1),c=2p>+2p+1. A

6. Ileo (6) ApxmmemoBor mpodsieMa

(6) Odpedumu ono pewewe Aprumedosoz npobaema xod kojez je x +y keadpammuu, a z +t
mpoyzaonu 6poj.

Bpoj obmuka n? je ,kBampaTHI”, jep ce n? Tauaka MOMke PACIOPeIUTH Ja 00pa3yjy jelaH KBaIpar.

AKo ce HEKMX p Tayaka MO:KE PACIOPEOUTH TaKo Aa obpasyje jeIHAKOCTpaHWYHM TpPOyrao, 0poj p je
,,TPOYTa0HH “.

1 3 6 10

Ha npumep, tpoyraonu cy 6pojesu (ciuxa)

T =1,
Ty=1+42=3,
Ts=1+2+3=6,
Ty=1+2+3+4=10.

YommTe, cBaku TpOoyraoHu Opoj ce Moske mpukazatu y obauky T, = 1+ 24+ 3 + -+ + n. Ilosnatum
HOCTYIKOM, TPETXOAHN 30Up Ce MOMKE U3PA3UTU KAO

1
T, =-n(n+1).
2
Ha nurame Kako Npeno3HATH Aa JU je HeKM OpPOj TPOYTaoHM Wiu He, oarosapa cienehe tepheme.

TEOPEMA 5. Ilpupodnu b6poj p je mpoyzaonu axo u camo axo je 8p + 1 xeadpammu 6poj.

Jloxas. IlpermocraBuMo 1a je HeKu OpOj p TPOYraoHU, Tj. Aa je 3a HEKO N, p = T, = %n(n +1).
Tana je

1
8p+1:8-§n(n—|—1)—|—1:4n2+4n—|—1:(2n—|—1)2,

nakne 8p + 1 je kBampaTHu Opoj.
O6patHo, ako je 8p + 1 kBagparuu Opoj, OH CBaKAKO MOpa OWUTM KBaapaT HEKOr HemapHOr Opoja,
Tj. 38 HEKO N je
8p+1=02n+1)2=4n>+4n +1.
Omarie je
an?+4n  n(n+1)
T8 T2

b = Tna

Tj. p je Tpoyraouu Opoj. m



Tpeba, marue, ogpemuru npuponas 6poj ¢ (mro je moryhe mamu) Tako 1a 6poj
(5) x+y = 46573828 - ¢
Oyme MOTIYH KBampar, a aa 0poj
(6) z 4+t =4657-2471-¢

Oyie TPOyraoHU.

Kaxko je 4657 - 3828 = 22 -3 -11-29 - 4657 (6poj 4657 je mpoct), ycaos (5) he 6uryu ucmymen ako
je £ = am?, rae je a =3-11-29-4657, a m je meo 6poj.

Ila 6u 6poj z + t 6uo Tpoyraowm, Tj. ma 6u 8(z +t) + 1 6mo moTmyH KBagpar (HIp. jemHar n?),
Mopa Outwy, Ha ocHOBY (6),

n?> =8(z+1t)+1=8-4657-2471-am? + 1,
Ia TAKO 3a Hajaskeme OpojeBa m U n I00UjaMO HOBY MUO(GAHTCKY jeTHAUUHY
(7) n? =dm?* +1,

rme je
d=2-3-7-11-29-353-(2- 4657)2 = 410286423278 424.

7. Ucropujar IlesoBe jemuaumue

Jennaunna (7) je BepoBaTHO HajcTapUju NO3HATY IpUMED T3B. [lenose jednauune. Mertone pema-
Bama TAKBUX jeJHAUMHA PA3BUjAIM Cy MHIMjCKU MaTemarudapu bpazmazynma (Brahmagupta, 598

oko 660) n Backapa (Bhaskara, 1114-1185).

Y MomepHy MaTeMaTHRy jeqHauuHe OoBakBOr Tuma yseo je Pepma (P. Fermat, 1601-1665), Tako
MITO je y jeIHOM IUCMY EeHTJIECKUM MaTeMaTUdapuMa YIyTHUO ,M3a30B“ pelmaBamba IOMEHYTOr Ipobie-
Mma. OH ce y TOM MMCMY HAjupe , Kaidu‘ Kako ce Mehy mMaTemMaTuuapuMa apUTMETUUKAM TPOOIeMuMa
IOKJIaka IpeMaso naxkime (Beli ce pemraBajy HPETEKHO MeOMETPUjCKM, A Ce U APUTMETHKA TPEeTUpPa
reOMETPUjCKH), & 3aTUM 3ajaje Aa ce mokaxke cienehe tepheme.

3a npouszsomar damu 6poj Koju Huje Keadpam nocmoju 6eckorauHo MH020 K8aopa-
ma, maxeur 0a aKo ce Maka8 Keadpam NOMHONCYU damum Opojem U npous3gody 0oda
jeodunuya, pesyamam je noroeo Keadpam.

HpyruM pedrma, OH TBPAX Ja aKO IPUPOAAH OpPOj d HUje MOTIYH KBAAPAT, TANa jeTHAUMHA
dy?> +1 =22

“Ma OECKOHAYHO MHOTO IeJIO0OPOJHUX PelleHa.

[Ipo6mem cy mokymanu xa peme enriaeckn mareMaruuapu bpaynkep (W. Brouncker, 1620-1684)
u Yoauc (J. Wallis, 1616-1703). Y npBoj BapujanT OHU Cy ,,[IDEBUAEIA “ YCIOB Ja CE€ PEIIeHe TPAKN
y meauM 6pojeBuMa, Bel Cy jeqHAUNHY PEIIUIM 33 PAIMOHAJNHE T U Y:

dn? + m? 2mn
Tdn2—m2 YT G m,n € N.

depma je 0Ar0BOPUO Ja OH HUKAI He OM TOCTABMO TAKO CMEIIHO JIaK 334aTaK. [WHIJIE3U CY Ce KA 13
OH HAKHAJHO MEHa yCJIOBE 33aTKa, &JIU Cy UIaK IOCJIe U3BECHOT BPEMEHA IOCJIAJIU HOBO Pelleme, Koje
je y cymTurr 6miIo ucTo Kao u pememne backape. Mehyrum, Pepma uu oBaj myT Huje 610 3aI0BOJLAH,
jep je tBpamo (c mpaBoM) ma moHyDenn MeToqn pemaBama NOAyIIE JOBOAW 10 PELIeHa, ajld CAMO aKO Ce
VHAIpel IPETIOCTaBY N3 pelemne noctoju. [Iputom je TBpAMO ma OH 3HA TOKA3 €r3UCTEHIUje Pellenha U
[1a T'a je M3Be0 METOIOM ,,06CKOHAUHOT CMamUBama “ KOjU je KOPUCTHO U y HEKUM APYTUM CUTyalrjaMa.
MebyTuM, Taj mokas, kao HU BeNWHY APYIUX CBOjUX IOKA3a HUKAI HUje 00jaBUO.
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Ojaep (L. Euler, 1707-1783) je, npoyuasajyhu ®PepmaoBy 3a0CTaBIITHHY, HAXIIAO U HA MPENUCKY
BE3aHy 3a HABEAEHU MPODJEM U 3aMHTEPECOBAO Ce 3a mera. V3 HeKor passiora OH je TOTPENTHO CMATPao
Ia je y peliaBamy ydueCcTBOBAO jemaH Apyru enriecku mMaremarudap, [lea (J. Pell, 1610-1685), e
je jemmauumny HazBao mo mwemy. C o003upom ma Oj1epoB ayTOpuUTeT, Taj HA3UB Ce 3aAP:KA0 U CBU
KACHUjU TOKYIIAjU [a Ce jeTHAUWHW Oa KOPEKTHWjU HA3WB HuCy ycmenu. Tako hiemo ce m Mu ap:kartu
TpaIUIOHANHE BapujanTe uMmeHa llemose jemnauune.

Cam QOjnep je y CBOjUM pagoBMMa ONMKCAO AJTOPUTAM 33 Hajakeme pemema llenose jemnaunue,
ajy Yak HY OH HUje HaBEO MOKAa3 Ma Taj ajJropuTaM yBEK DOBOAM 10 pemema. [IpBu moxa3 je 1768.
romuse ob6jasuo Jaepanxc (J. L. Lagrange, 1736-1813). Iloka3 je usBemen kopuuhemeM BePUKHUX
pa3ioMakKa M Taj METOJ je U IO maHac ocrao majmosuaruju. llocroje, mehyTum, m Apyru mokasu, OX
KOjux NieMo jemaH ommucaTu OBIE.

8. PemaBame IlesoBe jemnaumne
ITocmaTpajmo, maksie, jeTHAUUHY
(8) z? —dy? =1, d HUje TOTIyH KBAaOpar,

ynja pemierma TPAKUMO Y CKymy mpupoxuux OpojeBa. HaBemmmo Hajupe HEKA jeIHOCTaBHA CBOjCTBA
OBE jeIHAUMHE.

Y ca0B 1a je d pa3amunTo Ol MOTIIYHOI KBaApaTa je OUUIJIeIHO HEeOIXOIaH 1a OU jeJHauMHa UMAJIa,
pemema.

IIPuMEP 5. Hahu Gap Tpu pemema jemuaumme x2 — 2y? = 1.

Pewemwe. Ouurnenno pemewe je (z,y) = (3,2).

32-2.22=1, (3-2v2)3+2v2)=1, (3-2v2)*3+2v2)?=1,
(17— 12V2)(17 +12v2) =1, 17 —2-122 =1.

Ilpyro pememe je (17,12). Canuno ce kybupamem nobuja pememe (99,70). A
Y ommreM ciy4ajy, IpenumuMo jeaHaduny (8) y obauky
(z — yVd)(z +yVd) = 1.
[IpernocraBumo, aajbe, 1a 3HAMO jeAHO pememe (x1,y;) jenHauuHe, Tj. na je
(z1 — 1 Vd)(z1 +y1Vd) = 1.
CrenenoBameM ca n Tana nobujaMo
(Tn = Yn V) (@n + yaVd) = 1,

3a HEKe IpupoaHe OpojeBe Ty U Y,. lakme, nara jemHauMHa MOJ HABEAECHUM MPETIOCTaBKaMa (IaKie,
na d HUje TOTIYH KBAAPAT U Aa 6ap jeJHO pelemhe MOCTOju) nMa GeCKOHAUHO MHOTO pelenha (Ty,, Yy ) U
OCHOBHU IPODOJIEM je HalaKeme jeJHOT o1 buxX. HajMame 01 TaKBUX pememna (IpenusHuje, OHO pelene
KOZ KOjer je &, + ynVd HajMame) HA3UBa ce 0CHO8HUM peutewem. OHO MTO HUje CACBUM TPUBK])ATHO
je ma ce mokaxke ma ako je (Te,Y.) OCHOBHO DEIIEHme, Tala Cy NPETXOMHUM IOCTYIKOM OIKCAHA CEG
pemema [lemose jemnaumne. Ilokas Te ummenune mahieMo Ha Kpajy OBOT ONEJLKA.

Kazna je ocuoBHO pememe (X, y.) T03HATO, onpehuBame OCTANNX pememha (Ty,, Y, ) MOKe ce n3-
BpmuUTU OMIIO OMUCAHWM TOCTYNKOM CTEIEHOBama, OMiIo hopMupameM pPeKypeHTHe Be3e uaMeby maBa
y3acTomHa pemema. Hawmmve, u3

Tn+1 + yn+1\/;l = (mn + yn\/g)(xe =+ ye\/‘j)

= ($e$n + yedyn) + (xeyn + yel’n)\/g
10



3aKJbYUyjEMO Ia MOpa Ia BaKU

Tn+1l = Teln + yedyn

Yntl = TelYn + Yeln.

9)

Takne, vuzosu (x,) u (yY,) 3a00BomaBajy cucreM mupepeHnHuX jenHauuna (9), y3 MOUETHE yCIOBE
xo =1, yo = 0. U3 oBor cucrema Hu30BU (T,,) 1 (yy) ce oapebyjy pekypenTHO.

ITpuMEP 6. Hera je d = 14, Tj. mocMarpajMo jeHAUNHY
2 — 14y% = 1.

[IpoBamem ce HATa3W HEHO OCHOBHO pememe T, = 15, y. = 4 (3amcra, 152 — 14 - 4> = 1). Ksampu-
pame maje (15 + 4v/14)? = 449 + 120V/14, ma je x5 = 449, yo = 120. Ilame ce MO¥e HACTABUTH
creneHoBameM, MehyTum jensocrasauje je uckopuctutu cucreM (9). Tako je

To =15 +14-4% = 449, 23 =15-449 + 4 - 14 - 120 = 13455,

Yo =2-15-4 =120, ys = 15120 + 4 - 449 = 3596,

IlamuM pauyHOM Cce MO:Ke To0uTH

n Tn Yn
1 15 4

2 449 120

3 13455 3596

4 403201 107760
5 12082575 3229204
6 362074049 96768360

urn. Bumumo ma pemema Bpio 0p3o pacty. A

I[TpyMEP 7. (Maua omuvmujana, 1993) 3a matu npuposan 6poj n oapemutu jenad map (x,y)
npupomEuX 6pojeBa 3a Koje Bamu T2 — 22 = 19937,

Peweme. Tlpmvetmvo na je 1993 = 452 — 2. 42 = (45 — 44/2)(45 + 41/2). CrenenoBamem oBe
penammje ca n gobuja ce ma je 1993" = (z — yv/2)(z + yv2) = 2% — 2y 3a

r = 45" + <Z> 45" 2 (4V/2)% + (Z) 45" (4V2) 4 -

y = (?)45"1-4+ <Z>45”3-43-2+--~. A

Bparumo ce cama ocHOBHOM mpobiieMy HaJla:Kema HAJMamher pellemha. ¢ HEKUM CIElr)aJIHIM
CIAydYajeBUMa TO C€ MO/KE YUUHUATU jeJTHOCTABHO.

[TPUMEP 8. (a) Ako je d = a® — 1, a € N, ocnoBro pememe jemnaumue 2 — dy* = 1 je (a, 1).
(6) Axo je d = a? + 1, a € N, ocrosHO pememe jemmaunse 22 — dy? = 1 je (222 + 1,2a). A

HaBoaumo tabmuny ocHoBHEX pemewa [lemoBe jemnaumue 3a Bpennoctu koepummjenta d < 33.

d Te Ye d Ye d Te Ye d Te Ye
2 3 2 11 10 3 19 170 39 27 26 5
3 2 1 12 7 2 20 9 2 28 127 24
5 9 4 13 649 180 21 55 12 29 9801 1820
6 5 2 14 15 4 22 197 42 30 11 2
7T 8 3 15 4 1 23 24 5 31 1520 273
8 3 1 17 33 8 24 5 1 32 17 3
10 19 6 18 17 4 26 51 10 33 23 4
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3a Heke, PEJATUBHO Maje, BPEIHOCTU KoeduimjerTa d, OCHOBHO pememne llemoBe jennauwmue je BpIo
Besuko. Ha mpumep, ocHoBHO pemene jemnaunte 12 —61y? = 1 je (ze,y.) = (1766319049, 226153980)!

Y ommreM ciaydajy, Mehyrtum, kao mro je Behi peueno, Huje yHampem jaCHO Yak HU 4 JU TAKBO
) ) )
pememe nocroju. Osme Tiemo moka3 ersucrennuje u3BecTu KopumhemeM Jupuraeoge meopeme o
QUOParmMCKUM anpoKCUMAUUJAMA.

TeEOPEMA 6. (P. G. L Dirichlet, 1805-1859) Hexa je a npoussoman peanan 6poj u t € N.
Taoa nocmoju payuonanar 6poj p/q, maxas da axncu

p‘ 1
a— 5

q

Joxas. Tlocmarpajmo t+ 1 6pojesa ax — [ax| 3ax =0, 1, ..., t. CBu OHM IpUNALA]y UHTEPBAILY
[0,1). ITogennmo Taj unTepBan Ha t UHTEPBAIA

o B3 )

Ha ocroBy [IupuxjieoBor IpuHIUIA, Oap jeJaH O TUX MHTepBaJa CaAp:KHd ABa Ol JATUX OpojeBa; HeKa
cy To OpojeBu oy — [awy) U axg — [axs] u Heka je, Ha mpumep, xo > x1. Tana je

% > |(azs — [azs]) — (a@1 — [ox])| = |2 — 21) — (Jaws] — [az1])|.
OsnaunMo ¢ = Xy — 21, |[aws] — [ax1] = p u Baskuhie 0 < ¢ <t u

1 1
e <d, o

Kopuctrhemo jom u cnemehe momohuo tBpheme.

JIEMA 2. Axo cy 3a nexo k € Z napoeu (z1,y1) u (72, y2) pewemna jeonavune x2 — dy? =k,
onda je Ycao8om
X4+YVd= (1 +ypVd) (2 £ Vd), X, YeZ

(y3uma ce npoussoman 3nax y nocaedmnoj 3azpadu) oopeheno pewemwe jeornawune X2 —dY? = k2,

Jloxas. Cnenn u3
X? —dY? = (X + YVd)(X - YVd)
= (21 + 11 Vd) (w2 £ y2Vd) (21 — y1Vd) (22 F y2Vd)
= (af —dy7)(23 —dy3) = k*. =

TEOPEMA 7. 3a npousgomar npupodar 6poj d xoju nuje nomnyn xeadpam, jednavura x> —

dy? = 1 uma pewena.

Jloxasz. Hexa je ¢urcupan mpupoman 6poj t;1 > 1. Ha ocuoBy IlupuxieoBe TeopeMe IIOCTOje
npupoHn OpOjeBU P U @1 38 KOje BasKM

1
(10) |1 Vd —pi| < o q <ty
1

: 1 .
Tana je p1 < qlx/g—i— . < qlx/g—i—l, na je
1

(11) Q1\/g+p1 < 2(]1\/g+ 1.

Muo:xehu nese u necue crpase Hejemaakoctu (10) u (11), ¢ 063upom zma je ¢1 < t1, mobujamo ma je

(12) P2 — ¢?d| < 2Vd +1.
12



W3zabepumo cama mpupoman 6poj to TAKO ma BaKu
1

to >t m tf < |q1\/g—p1\.
2

Ha mperxommo omucanyw HaumH HabuMo HOBEM map mpumpomEmx GpojeBa (D2, @e) 3a Koje Bakwm |p3 —
¢3d| < 2v/d + 1. 3armum macTaBuMo 0Baj mocTymak Hasmaszeln Hu3 mApoBa (Dp, ¢n) KOJU 33J0BOMHABA]Y
HejenHaunHy tuna (12).

Mocmatpajmo Bpemroctu p2 — g2d 3a cee n € N. Cbe ome ce Hajaze y MHTEPBATY (—Z\f —
1,2vVd+ 1), ma Kako Taj MHTEPBAJ CAIPKK KOHAUHO MHOTO LeJaux Opojesa, TO moctoju 1neo 6poj k # 0
y IBEMy TaKaB Ja je

pr —dpd =k
3a GeckoHauHo MHOrO BpexHoctu . Meby tako usabpanum naposuma (py,q,) curypro he mocrojatu
nBa, o3HaumMo ux ca (r1,y1) u (r2,y2), 3a Koje Baku x1 = x2 (mod |k|) u y1 = y2 (mod |kl).
Osmaunmo ca xg u Yo neie OpojeBe 3a Koje BaKu

2o + yoVd = (z1 + 1 Vd)(z9 — y2Vd).
Ha ocuoBy seme 2 Baskm
(13) zg —yod = k>
[Tputom je
To = 2129 — Y1y2d = 21 — yid =0 (mod |k|),
Yo = —x1y2 + T2y1 = —x1y1 + 2151 = 0 (mod |k]).

360r Tora je xg = z|k|, yo = y|k| 3a Here nene Gpojese z u y, 3a koje, 3amenom y (13) mobujamo ma
paxn 22 —dy’ = 1. m

Jloka:kuMO jour, Ha Kpajy, paHuje HajaBJLeHO TBpheme mpeMa KojeM Cy HaIpel ONMMCAHUM PEKYPEHT-
HUM mocTymkoM ozxpelena ca pemema [lemose jemmauune.

TEOPEMA 8. Heka je (Te,y.) ocnoeno pewemne jednavune 2 — dy?> = 1 (d nuje nomnyn
Keadpam), mj. HeKa je mo pewewe 3a Koje je uspas T + y\/g najmanu. Tada je ceaxo peweme
(z,y) me jeonawune oopeheno ycaosom

(14> T+ y\/g = (xe + ye\/g)n7 z,y € N,

3a nexo n € N.

Joxas. Ia je nap (x,y) onpeben ycaosom (14) pememe nare jemqnaumne, TOKA3aau CMO DaHMU]e.
[Ipernocrasumo, cynporso tBphemy, na mocroju pememe (x,y) Te jeqHAUMHE 3a KOje HE BAKU yCJIOB
(14). Tana 3a mexo n € N Baskn

(Ze + yeVd)" < x4+ yVd < (xe + yoVd)" .
Yaumajyhn y 063up na je (ze + yev/d)™' = zo — yo\/d, menehu mperxommy ABOCTPYKY HejeIHAKOCT
ca (z¢ + ye/d)"™, mobujano
(15) 1< X+YVd<z.+y.Vd,
rae cy X u Y menu GpojeBu oxpebhenu jemmaxomhy

T+ y\/g
(Te + yeVd)"

Ha ocrosy meme 2, mebytmm, map (X,Y) 3agosomasa jemmaumay X2 —dY 2 = 1. Ilpurom cy 6pojesn

X+YVd= = (x4 yVd)(ze — yeVd)™.

X u Y nosurwBHM, jep u3 mperxomEe jemHaxoctu ciemd ga je 0 < X —YVd < 1, a u3 (15) je
13



X +Y+Vd> 1. Ha 1aj nauun je (X,Y) pememe nare Ilenose jennaumue y ckymy npupomaux 6pojesa
3a koje je m3paz X + YVd mamu o xe + Ye\/d, ITO IPOTUBPEYN MUHUMATHOCTH H300pa pElICHA
(Te,Ye). Hobujena KoHTpaIuKIMja TOKA3yje TeopeMy. W

Huje meouexuBano ma ommra (HOpPMYyJa y 3aTBOPEHOM ODJIMKY 33 OCHOBHO DeNIEHhe He HOCTOjU.

ITPMEP 9. Onpenutu cBe nmpupomHe 6pojeBe KOju Cy MCTOBPEMEHO KBAAPATHU U TPOYTAOHMU.
x(x+1)

5 = y? ce MOe 3amucaTH y 06Uy

Pewemwe. Jemmaunna

(22 4+ 1)* — 8y? = 1.

Ilobujena IlenoBa jemnaunua (d = 8) mma ocHOBHO pememe (3,1) (kama je z1 = y; = 1), a ommre
pelleme ce MOMKE 3aIICaTu y OOIUKY

1

AR RO

2r, + 1= %L(3+\/§)”+(3—x/§)"J, Yn =

ma je
1

20 +1 = 5 [(14V2)" + (1 - V2)>"]

[\ )

2

, 3a 1 HelapHO,

(L+V2)"+(1-v2)"
Ty = - ? - A

(+V2)" = (1= V2"
- ,

3a n MapHO.

9. Konauno pememe ApxumenoBor mpoodsiema

C Tauke riaemumTa TEOPUjCKOT MareMaTHUapa, Kala ce MOKAkKe Na HEKM MpOodJIeM MMa pemene,
7 jom ce Habhe amropuTaM KakKO ce OO TOT pellema H0ja3u, TpobieM mpecrtaje na Oyme MHTEpecaH-
tan. MeDyrtum, y cayuajy Apxumenosor mpobieMa mMa jOII MHOTO M3a30Ba KOje IOCTAB/LA PEllaBamhe
[TesoBe jemmauune, a HEKW O HUX OM MOIJIM OMTV MHTEPECAHTHU U ,,HAjTBpHuM“ TeopeTuyapuMa.

Kao mro cMo Bumenu, 3a pemapame ApxumenoBor mpobseMa, Tj. 3a HajJakeme OpojeBa m U 1
nooujamo IlenoBy jennaumny
n? =dm?+1,
rue je
d=2-3-7-11-29-353-(2-4657)% = 410286 423 278 424.
Axo ce mososemo Ha Jlarpamxos pesynraT, 3HAMO Oa OBa jeHAUMHA MMa OECKOHAUHO MHOTO PEIeHa

1 Ia ce cBa OHa MOry Jjako Halim ako ce mpBo mpounabe HajMame on wux. Aam kako mohwm no Tor
HajMamer pemema 1 KoJuko je ono? CKopo je curypHo ma Hu caM ApXuMmen TO HUje 3HAO.

Hawume, mocme Jlecunrosor orkprha, mmorm maremarwdapu cy, 3Hajyhm u Jlarpam:xoB mMeTon
BEPWKHUX PA3JIOMaka, IOKYIIaBall Oa TO pememe nporaby. Ilocie Bume HeycmemHyx IOKymaja Tek
je 1880. romune memauku matemarudap Ammop (A. Amthor) ycmeo ma nokaxe na HajMame peEIICHe
(raunuje, HAjMAKY YKyIHU OPOj TOBEAA ), IPEACTABLEHO Y AEKAIHOM 3allCy UMa

206 545 mudpapal

Awmrop je mokymao u ma mabe 6ap mere ox Tux madapa, aau je el ueTBpTa OMIIA MOTPEITHA.

Tauan 3amuc oBOr HajMamer pememna je HaheHn Tek y epu padynapa. ¥ paxy [2] je 1980. romuue
00jaB/LEHO TO pelleme KOje ¥ OPUrHHANY 3ay3umMa 47 cTpaHula KOMIjyTepCKOT JucTuara. Hasomammo,
npema uiaHKy [3] Heke on mmdapa:

77602714 ...237983357 . .. 55081800,

r7ie CBakKa OJf IeCT Tavaka 3aMemyje 34420 m3ocraBibeHUX mudapa.
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W ua kpajy, jeman masuBu KOMEHTAp. Raky ma Cy ce HEKM MaTeMaTHyapu moueTkoM XIX Beka
,3a0pUHYIU“ ma JU je TOJUKM OpOj roBema Morao ga crane Ha octpBo Cunumiujy. Jlecuwnr je ma To
omrosopuo: ,,Ona cy npunanaia 6ory Cynna, 3ap wHe? AKo je oH Heku OOT, Bajbla Ce HEKAKO MOTPY U0
4 UX TAMO CMEeCTH .
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