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YBOJ

Axo je y paBHum Oxy nmat tpoyrao A A,AjompeheH koopauHaTama CBOjUX TEMEHA
A (xl’ v, ) , A, (xz’ Yy, ) A, (xl y3) OH/Ia je MOBpIIKMHA TOT Tpoyria oapehena Gopmyiom

1
a) P= E |x1(y2 — ¥3) + X2(¥3 — ¥1) + X3(¥1 — ¥2)| omHOCHO

1
0)P = 5 ly1 (X2 — x3) + y2(X3 — x1) + y3(X1 — X3)|

Axo Tpeba M3pavuyHaTH MOBPIIMHY MHOTOYIJIA KOJH j€ AT ca KOOpAMHATaMa CBOjHX
TEeMEHa,0HJIa Ta] MHOTOYTrao JeJIMMO Ha TPOYIJIOBE U MOBPIIMHY MHOTIOYIJa J00ujaMo
Kao 30Mp MOBPIINHA THX TPOYIJIOBA.

[TocraBipa ce muTame ma au mocroju (opmyra momohy koje OMCMO MOTIH
U3padyHaTH MOBPIIMHY MHOTOYTJa, He aenehu Taj MHOroyrao Ha Tpoyriose. OnroBop
je NOTBpAaH.

I[IOBPILINHA TPOYTJIA

Heka je y paBau Oxy nar tpoyrao A A,A;ompeheH koopauHarama CBOJUX TEMEHA,
A, (x,, yl)Az(xz, yz), A3(x3, y3). AKO OBaj Tpoyrao mnocMarpamo y KOOPAMHATHOM

cucTeMy Yy Tmpocropy oHma Ttadke A A,,A; umajy koopaunate Aq(xq,yq,0),

Ay (x5,7,,0), A3(x3,v5,0). Heka je 2P =A,A; X A{A3. IHTEH3UTET OBOI' BEKTOPCKOT
NPOM3BO/A jefHAK je MO AeHUHHINJH TOBPIIMHHU TapajeiorpaMa KOHCTPYHCAHOT Hajl

BeKTOpHMam " m Kaxo je: A—lAz(xz—xl,yz—yl,O), m3 (x3-X1,y3-y1,0) TO je

2P=A A, X A A, =( (x2-X))i+(y2-y1)]+0- K )X( (X3-X1)TH(y3-y1)j+0- K )

2P = ()cl(y2 - y3)+ xz(y3 - y1)+ )63()71 - yz))E, omHocHO 2P = - (yl(xz —X3) +

Y2t = 1) + y306 = 1))k Taje 2| = | (x, (v, = y,)+ 25, (v, = )+ 5, (3 = 32))|.
OTHOCHO 2|13| = |y1(x2 — x3) + ¥, (x3 — x1) + y3(x1 — x2)|.



) 1
OszHauyumo ca P nospuvHy Tpoyria To je P= E|x1 (y2 =V )+ X, (y3 -V )+ X5 (y1 - yzx ,

1
OHOCHO P = 5 ly1 (X2 — X3) + y2(X3 — X1) —y3(X; —X3)] .

VY oBuM nocmaTpanuM GopmyramMa BUIUMO JIa C€ jaBJba alicojiyTHa BpeaHOCT. To
3HAUM JIa U3pa3 Mo/ 03HAKOM arcoyTHO MOXKEe OMTH HEKa/ia MO3UTHBAH a HEeKaja
HeratuBad. Op dera To 3aBuUcH?

Hoxaxumo cienehe TBpheme:
Heka je y paBuu Oxy gat tpoyrao A,A,A;onpeheH koopauHaTaMa CBOJUX TEMEHA

A (x,, Y ), A, (xz,y2 ), A, (x&y3 ), HEKa je Tpoyrao ca TeMeHuMa A, A, 1 A; TUM peioMm

MMO3UTUBHO OPHjEHTUCAH U HEeKa je P3 =% (x1(y2-y3) + X2(y3-y1) + X3(Y1-y2)), OTHOCHO

1
p3=5 (—()’1(x2 —x3) + ya(x3 —x1) + y3(xq — xz))) (Ompes, P3 He 0o3HayaBa

NOBpIIUHY Tpoyria Beh HaBeaenu uzpas), Tana je

(0 (v =33+ 2, (5 = 30)+ 25 (0 = ) >0, moam-(y1 (earxa) +ya(x3-x)+y3(x1%2)) >0,
oxHocHO P3 >0
VYkomnuko je HaBegeHu Tpoyrao A, A, A, HeraTUBHO OpUjE€HTUCAH, Taaa

(o, (v, = 3)+ 2%, (35 = 30+ 25 (3 = ,)) <0, it ~(y1 (x2-%3)+y2(X3-X1)+Y3(X1-X2)) <0
oxHocHO P3<0.

Az (X3.Y3)

A (X4,¥9) Az (X2,Y2)

Crnuka 1
Jlokas:

Heka je A, A,A;no3utuBHO opujeHTHCaH Tpoyrao (Cnuka 1), Tana

Bektopu A/A,, AA,, n 2P TEM peIOM YMHE JIECHHM CHCTEM BEKTOpa, Ma je H3pa3

(xl(y2 —y3)+ xz(y3 —y1)+ 363(y1 —yz)) y3 k mosutuBan T1j. P3>0 ( jep je 2P wucror
cMepa Kao z - oca), ma P3 mpecTaBiba HOBPIIMHY TOCMAaTPAHOT TPOYyTIIa.
N3pasz-(yi(X2-X3)+y2(X3-X1)+y3(X1-X2)) j€ €KBUBAICHTAH MPETXOTHOM H3pa3y.

VYKOIWKO je HaBEIEeHW TPOyrao HEraTMBHO OPHJEHTHUCAH,Taja BEKTOP 2P nma cMmep

CYIIPOTaH BEKTOPY k. To sHaun 1A je u3pas (x1 (y2 = Vs )+ X, (y3 -y )+ X, (y1 -, )) <0, a
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[0 amCOJYTHOj BPEIHOCTH jeIHAK MABOCTPYKO] BPEAHOCTH MOBPIIMHE HAaBeIEHOT
Tpoyria 1j. P3<0 . U3pa3
-(y1(X2-X3)+Yy2(X3-X1)+y3(X1-X2)) j€ €KBUBAJICHTAH MPETXOIHOM H3Pa3y.

Jennakoct P3 =% (x1(y2-y3) + X2(y3-y1) + X3(Y1-y2)) c€ MOXe HanmucaTu U OOJIUKY

1 .
P3= §2i=1 Xk (Vi1 — Yi-1), TA€ j€: Yo = Y3 U Y4 =Yq, WIH

1 w3 .
P3= 'EZk=1 Vi (X1 — Xp—1), T€ je: Xg = X3 M X4 =X

INIOBPIIIMHA MHOT'OYTIJIA
‘ As (%3.¥3)
3 /’j_;fjfc As (X3, Y1)
Py
Aear) -
P, e
j» Ag (X4 Ye)
~ P
g /S T
/ ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
/'//4 ............ P1
f /,/ A ;
n‘; y o 7(; A C 2 W)
Ay (x1.¥4) A, (%;,Y5) 1 (kY1) A. (x2.)
Cnuka 2a Cnuka 20

Hexka je AA|A>A3 IO3UTUBHO OPUjEHTUCAH. Y 3MHUMO POU3BOJbHY TAUKy A4, PA3IUUUTY
ona tayaka A, Ap, A3 ( Cniuka 2a, Cnuka 26). Tauka A4 Moke OUTH BaH TpOyTJia
AA1A»A3, unn yHyTap mera. Ibux MoxkemMo Tako 03HauuTH Ja 4eTBopoyrao AjArAzAy
OyJie MO3UTHBHO OPHjEHTHUCAH.

[Tocmarpajmo Tpoyrnose AA|AA3 u AA3A4A . Heka cy: PF% (X1(y2-y3)+x2(y3-

1
YD+X3(y1-y2)) 1 PZZE (X3(ya-y1)+Xa(y1-y3)+Xi1(y3-y4)) U Ps=Pi+ P,
VY npBoM ciyuajy cy AA;ArAs u AA3A4A | no3utuBHO opujeHTHcanu (Cruka 2a), To cy
1 1
P= 5 (X1(y2-ya)+xa(ys-y)+x3(yi-y2)) u P =7 (X3(ya-yD)+xa(y1-y3)+x1(y3-ya))

MO3UTUBHU U3pa3u, na P, u P, mpencrasibajy moBpiirHe HaBEACHUX Tpoyriosa. Jlakie,
MOBPIIMHA YeTBOpoyriia A1AxA3A, je

1 1
P1+P2=§ [X1(y2-y3)+x2(y3-y1)+x3(y1-y2)] + 5 [X3(ya-y1)+Xa(y1-y3)+x1(y3-ya) =

1
5 (X1(y2-ya)+X2(y3-y1)+X3(y4-y2)+X4(y1-y3)) = P4
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Ako je Tauka A4 yHyTap Tpoyria, oHaa je AA;AA3; NMO3UTHUBHO OpHjEHTHCAH, a
AA3A4A | HeratuBHO opujeHTHcaH (Ciuka 20), a To 3Ha4u Aa je P; MO3UTHUBAH U3pPa3 U
P> neraruBan. Onatie npousuiasu 1a je P;+P; = P4 ma nonasumo 110 ucre Gopmyse.
VYKOJIMKO je 4eTBOpOyrao HEraTUBHO OPHMjEHTHCaH, OHjAa je P4 HeratuBaH Opoj, a 1o
aTiCOIYyTHOj BPEAHOCTH jE€AHAK MOBPUIMHU TOT YETBOPOYTJIA.

1 .
Jaxiie P4=§ (X1(y2-ya)+Xx2(y3-y1)+X3(ya-y2)+Xa(y1-y3)), WIH Apyrauuje 3anrucato
1 .
Py= 52t=1 Xk (Vk+1 — Yi—1) TH€ je: Yo = Y4 U Y5 =Y1, OJTHOCHO

l w4 .
Py=- 52k=1 Yi(Xp41 — Xp—1) THE je: Xg = X4 M X5 =X7.
Hexka je P moBpivHa 4eTBOpoyriia. M3 mpeTxoaHor cieau:

1 .
P= 5 |Zt=1 X (Vi1 — }’k—1)| rae je:yp=ys U ys=y, Wil

1 .
P= 5 |Zi=1yk(xk+1 - xk-1)| rae jexp=x4 U X5=X]

TBpheme:

Heka je mat mo3uTHBHO OpHjEHTHCAaH MHOTOYrao AjA,...A, ca koopauHarama A;(X;,Vi),
i=1...n.3a natu MHOroyrao noka3ahemo na Baxe cneaehe gpopmye:

n

1 .
(1) P,= 52 Xi{Yk+1- Yie1) TA€ je: Yo = Yn ¥ Yne1 = Y1,HIH

k=1

1 & .
2 P,=- 5 Z VilXks1- X1 TH€ j€: Xo = X, M Xpy1 = X1. TI€ P, npesicTaBiba
k=1

MOBPIIMHY HABEJIEHOT MHOTOYTJIA.
VYkonuko je MHoroyrao AjA; A, HETaTUBHO OPHMjEHTUCAH Taja je P, HeratuBaH Opoj,
KOjH j€ 10 alcCoJIyTHO] BPEJHOCTH jeAHAK MOBPIIMHUA MHOTOYyra A A A,.

An (Xn ’ YH)

Aq (X1,Y1)

Ay (X2,Y2)
Cnuxka 3
Jloka3s:
[TokazaHo je /1a 3a MO3UTHUBHO OPHJEHTHUCAH TPOYTrao Baxku popmya:

1 . .
P; =2 (x,(y, = ;) + x,(y; = v, )+ x5(3, = ¥,)), mro0 je moceban cuyuaj Gopmyie



1 .
P, = 52 Xk(Yie1- Vi) THE J€: Y0 = Yo M Yni1 = Y1 32 N=3.
k=1
[IpeTnocTaBuMO /1a 32 HEKO n Baku (popmyiia
1 & ) .
P,= EZ Xk(Yk+1- Yk-1) TO€ J€: Yo = Yn U Yni1 = Y1, WJIU JIpyTauuje 3amnucaHa
k=1

2P, =X1(Y2-Yn)+X2(y3-y1)+  +Xn(Y1-Yn-1) 3@ MHOTOYTA0 AA)...A.( BuaeTH Cauky 3.)

Mosi KiaiWiaa) e

A n+1 (Xn+1 7Yn+1)

Ay (X4, ¥y) 7 & \,
| s
| 4
| /
| / 3
‘ \
As (aya) ' A (X1,y1)

Cnuka 4a Cruka 40

As (X2,y2)

Hexka je A,.; Ban MHoroyruia (Cnuke 4a). (Fbux MokeMO Tako O3HAYUTH Jla MHOTOYTao
A1A;"ALApy Oyle TIO3UTHBHO OPHjEHTHCAH),P, TPeTXOMHU u3pa3 B 2Pr= Xp(Yn+1-
YD) +Xn+1(Y1-Yn)+X1(Yn-Yn+1) TOBpIIMHA Tpoyriaa AzAnsA; ( Tpoyrao ApAniiA; je
MO3UTUBHO OpHjeHTHCAH). 3a MHOTOyrao AjA, "ApA,; moBpmmHa P,,; Ouhe jenHaka
30upy mnoBpuuHa P, MHOrOoyrna AjA, A, u noBpmune P, Topyrna ApAn 1A Koju je
MO3UTUBHO OPUJEHTHUCAH, Tj.

2P, +2Px=[ X1(y2-yn)+X2(y3-y )+ X (Y1-Yn-D) ] H[Xn(Yne1-Y D+ Xn 1 (Y1-Y) +X1 (Y- Yos )] =
X1(Y2-yn)+X2(Y3-Y D)+ T HXn(Y1-Yn- 1) FXn(Yne 1=y DX 1 (Y1-Yn) +X1(Yn-Yns1) =
(X1(y2-Yn) X1 (Y- Yne O)H+X2(Y3-y O+ +Xn1(Yn-Yn2)+ Xn(Y1-Yn-D)+Xn(Yns1-Y1)) +Xn41(Y1-Yn)
= X1(Y2-Ynr D+ X2(Y3-yD+ H+Xn1(Yn-Yn-2) HXn (Yot 1=Yo- D) FXns 1(Y1-Yn) = 2Pn41

AKo je Tauka Apy; YHyTap nocmarpasor MHoroyria(Cnuka 46) 1 MHOroyrao
A1Ay " ApAp+ TO3UTUBHO OPHJEHTHCAH , Tafda je AA,Ay+1A| HETATUBHO OPUJEHTUCAH U
PA<0,nia je oniet 2P, +2Pr= 2P,

VYkonuko je MHOroyrao AjA; A, HETaTUBHO OpHMjeHTHUCAH Taja je P, HeratuBaH Opoj,
KOjH je TI0 ariCOMYTHO] BPEHOCTH jeHAK MOBPIIMHUA MHOTOYTIAa AjA) " A,.

®opmyna (2) nobuja ce HemocpeaHo u3 hopmye (1).

Heka je P noBpurHa MHOroyria. M3 nperxoaHor cienu:

1 .
P= 5 |21l}',=1 Xk (Vi+1 — Yi-1)| T0€ jeiyg=y, M Ypiy =y1, 1n

1 .
P= 3 |Xk=1Yk(Xr+1 — Xi—1)| T1€ jeixo=Xp M Xps1=X1

®dopmyrie 3a TOBPIIUHY TPOYTIia HaBeJeHEe Y YBOY MO a) U 0) Cy caMo moceOHH
CllyyajeBu OBUX (popmyia.



HEKE OCOBHUHE KOJE ITIPOU3WUJIA3E U3 HABEJJEHUX ®OPMYJIA

AKO MMaMO JBa TIO3UTHBHO OpHjeHaThcaHa deTBopoyria AjArAzAs n AsAsAgA; ca
3ajenHnYKoM ctpaHunoM AsA; (Cnuka 5a) u Heka ¢y P; u P, BUX0OBE OBPIIMHE TUM
penom, a P moBpimmHa MHOToyriia AjAxAzA4AsAg Tana je: 2P +2P, = 2P
[Tpumewyjyhu popmyiny (1) Ha ciuky 5a uMamo:

2P +2P; =[x1(y2-ya)+X2(y3-y1)+X3(Ya-y2)+Xa(y1-y3) [+ [Xa(ys-y ) +X5(ye-ya) +Xe(y1-
Y5)+X1(Ya-Y6)l = X1(y2-Y6)+Xa(y3-y)+X3(Ya-y2)+Xa(ys5-Y3)+X5(Ye-ya)+X6(y1-Ys) =2P.
Jaxie, nodujaMo pe3ynraT NOBpIIHHE MHOTOYTIIA A1A2A3A4As5A6.

A (Xa,y4)
) ,-// \\\,,\

A
iy

A3 (X3,y3)

e e

As (Xs,Ye) 1 (XnY1) \\A~\(J )
2 (X2,¥2
Cnuka Sa

Jlodujamo pe3yaTar noBpumHe MHOroyria A;AzAzAsAsAq. [lakiie 3ajeTHHYKA TyK
A4Aq ,,umrye3aBa”.(cnuka 50)



As (xays)

P\5\"*.‘J.r\’-?’)_;_;jj_l‘;f_'_‘_l— < N
| A (xsys)
P 1/
\ | /
Acteyd Ay (xy) =
Az (x2,y2)
Cnuka 56

AKO Cy KO HEKOT MHOTOYIJIA TAUKe Ay 1, Ax M Ay KOJMHEAPHe(y HallleM CIy4ajy
Tauke A3, A4 ¥ As ) OHJA TauKa Ay Koja je usmely A, U Ayiq ,,M4e3aBa”

(Cnuka 6a u Crauka 60).

PazmoTpumo 0By TBpABY.

AKO TmocMaTpamo CIHUKY 6a BUIAUMO J1a je:

2P =351 Xk Vier1 — Yi-1)

Onae nMamo: Yoy X (Va1 — Y-1) = X1(V2 — Vo) + X2(V3 — Y1) + X3(Va — Y2) +
X4(Ys —¥3) + X5(¥6 — Ya) + X¢(V1 — ¥5)= X1(V2 — V6) + X2(¥3 = Y1) + X3(Y5— Y2 + V4 —
Vs) + X4(¥s — ¥3) + X5(V6 — Va +Y3 — V3) + X6(V1 — ¥5) =X1(¥2 — Vo) + %2(¥V3 — Y1) +
X3 (Vs —¥2) + X3(¥Va — ¥5) + X4(¥5— ¥3) + X5(V6 — ¥3) + X5(¥3 — ¥a) + X6(¥1 — ¥5) =
X1(Y2 = Ye) + X2(y3 — Y1) + X3(¥5 — ¥2) + X5(V6 — ¥3) +X6(V1 — V5) +X3(Va — ¥s5) +
X4(Ys — ¥3) +xX5(¥3- Ya) = [X1(¥V2 — Ve) + X2(¥3 — Y1) + X3(¥5 — ¥2) + X5(¥6 — ¥3)
+X6(¥1 — ¥5)I+ [X3(Va — ¥5) + X4(¥5 — ¥3) +X5(¥3 - ¥4) ] 13 HaBeneHor cenu:

2P = 2Py p,a,450, + 2Paga,a,- Kako je: 2 Pyg,a. = X3(Va —Ys) + X4(ys — Y3) +

X5(¥3 - Ya) =0 (P a,4, =0 jep cy Tauxe: Az, A4, As Kommueape). [lITo 3nauu 1a je:
2P = 2Py 4, 4,4.4,-HaKiTC Ay ,uniIaE3aBA”.



As (Xs,Ys) A (Xays) A3 (X3,Y3)

\

= /,/ A, (X2,y2)
A (Xs,Ys) \\\ . //
A 1 (X1 7y1)
Cuka 6a
A4 (Xa,ya) Az (X3,Y3)

\ \
\\_\_ A 2 (X2,y2)
As (Xs,Ys) o -

—

Ay (x1,Y1)
Cnuka 60

Haxite, mpumenoMm mnperxogHor u ¢opmyna (1) wmm (2) npumehyjemMo aa YKOIHKO Y
HEeKo] GUrypu MMamo BHIIE KOJMHEAPHMX Tayaka, OHAa Taduke u3mely ,,uirdyesanajy”,
OJIHOCHO MO’KEMO MX M30CTaBUTH. Buaeru civke 6a u 60.

[TonuronanHa muHUja HE MOpa 1a Oyae mpocTta. Pazmorpumo Taj mpoosieM.

Cnuxka 7
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Y caenehum pasmarpamuma KopucTnheMo jeqHaAKOCT:

XA(YD - YO+XA(YE - ¥B) = Xa(¥p - YB)+XA(YE - Y¢), TA€ €Y XA,YD,YC,YE-YB, OATOBapajyhe
koopauHate Tayaka A,D,C,E u B (cauka 7).

Axo npumenumo dopmyny (1) wmm (2) Ha durype ca ciuke 8a u 80 Koje cy camo
Pa3IMYMTO OpUjeHTHCaHe 100nheMo pa3nuyuTe pe3ynrarte.

Heka cy P, P, P; pe3yaTtatu Koju ce 1o0ujajy npumenom ¢opmysie (1), oqaocHo (2) Ha
burype 4;A2A3 A3A4AsAs,  AsA7As opujeHTHCaHE Kao Ha ciunm 8a. Heka je P
pe3ynTar Koju ce 100uja mpuMeHoM UCTHX (opmysia Ha GUTYypy cliiKa 8a, Taja je
P+P,+P;=P

OBne cy A = Ag u A3 = Aj9, burype A;A2A; 1 AsA;As TO3UTUBHO OPHjEHTHCAHE, a
A3A4A5As HETATUBHO OPHjCHTHCAHA.

Hakie P ce nobuja kaj ce ox moBpiurHa Gurypa A;A>A;z; AsA7As oxy3Me OBPIIMHA
durype 43A4AsAs. OBne cy P; u P; jeanake nospiirHama oarosajyhum ¢urypama, a P,
je HeraTuBaH Opoj uMja je arncoyTHa BPeHOCT jeJHaKa MOBPIIMHHA OAroBapajyhe
¢urype.

2Py + 2P, + 2P; = [xitya-y3) + Xofys-y1)+ Xaby1-y2) [+ [X3tya-Ye)+ Xatys-ya)+ Xstye-ya)+
Xety3-ys)1+] Xety7-yg)+ X7ys-ye) + Xs(X6— X7)] = Xify2-y3) + Xoby3-y1)+ Xaty1-y2)+
X3ys-Yo)+ Xa€ys-y3) + XstYe-ya)+ Xe€ys-ys)+ Xe€yr-ys) + X7(¥s-Ye) + Xs(X6 — X7) =
X1€y2-y3) + Xofy3-y1)+X3tya-y2)+ Xiokyi-Yo)+ Xa€ys-y3) +Xstye-ya)+

Xety7-¥s) + Xo(y10 — ¥8) + X7(ys-Y6) +X3(yo— y7) =

X1€y2-y3) + Xoby3-y D)+ Xa(ya-y2)+ Xabys-y3) + XstYe-Ya) + Xety7-ys) + X7(ys-Ye) +
Xs€yo-y7)+ Xofy10-ys)+ X10(y1- ¥o) = 2P

OBJie CMO KOPUCTUIIM pa3MaTpame y Be3u ciuke 7 U aje A3 = Ajg U Ag= Ay

Cnuka 8a
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Ha cnunin 86 Takohe Baxwu jennakoct P;+P,+P;=P. OBze je P jenHako 30upy
HOBPIIIMHA TOCMaTpaHuX urypa.

As

Cuka 80

[pumemyjyhu ¢-ny (1) wm (2) Ha Gurypy Ha ciumnm 9a umu 96 1oO6ujamMo pe3yaTar Kao
u npuMeHa oapehenor uarerpaia. OBo HaC HABOJIM HA MUTAKE Y KAKBO] Cy BE3H
pasmarpane Gopmyse u oapeheHn uHTerpai.

b

P= S(ﬂx} - Yas)dx

B
YAE/I

Cnuka 9a

\
N\ 4

A;

o

Cinukka 90
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Cmuka 10 mpencraBiba moonmmTeme ciuke 9a u 96. OHO MWTO je M3IOMJbEHA JIMHU]a
A1A,A3ALA5AqA;Ag xon ciiuke 10 To je Y ap Kox cimke 9a u X — oca ko 96. OHo mTo
je f(x) ko 9a u 96 To je u3nomibeHa uHUjA A1 Aq4A134124541141049Ag KOIT

ciuke 10.

As
Cmuxka 10

»JIEIIJBEEbE® MHOT'OYT'JIA HA MHOT'OYT'AO U IIPUMEHA
PASMATPAHE ®OPMYJIE HA HOBOJAOBHJEHY ®UT'YPY

Heka na mHoroyrao A Az Ax.; Ax 101amM0 MHOTOYTa0 AjAxAx+1 "AnAs 1
OpHjeHTHCaHM Kao Ha ciukama 11a u 116. Heka cy P; u P, pe3ynTatu npumeHe
dopmye (1) ogHOCHO (2) Ha HaBeZleHe MHOTOYTJIOBE, Taaa je 2P, +2P, =2P, rae je P
pesynarar npumene ¢popmyne(l) onHocHo (2) Ha puUrypy umMja je MoJUroHaIHa JTMHK]A
A2A3...Ak_1AkAk+1"'An_ Haje:

2Py +2P,= [ xi€y2-yi)+xafys-yi+ “+ xikyr-ye-) 1+

[Xk(Yie1-Y DXkt 1 (Yra2- Y1)+ Xia2 (Yica3-Yia 1) - . Xn(Y2- Yo 1) +FX2(Y1-Yn) +X1(Yi-y2)] =
XokY3-Yn)+X3€Ya-Y2)+ 7+ XikYir1-Yie )+ Xir1 (Yka2-Yi) e .. HXn(Y2-Yn-1) =2P

Ogne ctpanuiie AjAx 1 A A, HiI4e3aBajy’”’ v J00HjaMo MMOJIUTOHATIHY JIUHU]Y
ArAz7 Ax 1 AAK+ 1A
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Cmuka 11a

Cmuxka 110

Hexa na mHOTOYTa0 AjA3 Ak | Ak 101aMO MHOTOYTA0A | A A, "Ax+1Ax |
OpHjeHTHCaHM Kao Ha ciukama 12a u 126. Heka cy P; u P, pe3yntatu npuMeHe
dopmyne (1) ogHOCHO (2) Ha HAaBeZleHe MHOTOYTIIOBE, Tajaa je 2P, +2P, =2P,rne je P
pe3ynrat npumene ¢popmyie (1) oqHocHO (2) Ha ¢urypy 4ymja je noJIUroHagHa
HI/IHI/Ija AkA1A2A3"'Ak_1AkAlAzAnAk+1 .

2Py +2P; = [ Xiy2-yi+xatys-yirt + xikyi-yien)] +

[X1€y2-Yi)+X2 (YYD +Xe€Yn-1-Y2) T+ ..+ Xica1 (Vi Yia2) + XikY1-Yie1)] =2P

Ogne ce ctpanune AjAru AjAyg ,, Aytuinpajy” U J001MjaMo MHOTOYTaOHY JINHU]Y
AAIALA A1 AKA 1AL AL ALy .
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Cnuka 12a

Cnuka 126

Ha cnnuan maunn npuMenyjyhu HaBenene ¢popmyie Ha ciuke 13a u 136 nomnasumo 10
VICTOT pe3yiTaTa.

2Py +2P,=[X1{y2-yi)+Xofy3-y)+. . X i€Yic Yoo Xy 1-Yie 1)1+

XK€Yk 1-Yn) Xk 1€ ka2-Yi)+ - - T X Y- Yn-1)] =X1€Y2-YIO+XEY3-Y 1)+ . FXe €Yk Yie2) + Xk Vi 1-
Vi DXk 1€V ka2-Yi)+- - - X Y- Yo 1)+Xiky 1-¥n) = 2P.
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Cnuka 13a

Cnuka 136
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HeKaje: P] = PA1A6A4A5 nu P2 = PA6A2A3 ( CJII/IKa 14) I/IMaMO naje:

2P +2P; =[X1€y6-ys)+Xekya-y1)+Xakys-Yo) + XstY1-Ya )+ [Xe€y2-y3)+ X2€y3-ye) +X3€ys-y2)]
= X1€Y6-Ys) + XekYa-y1) + XetY2-Y3) + Xofy3-Ye) + X3tYe-y2) + Xafys-Y6 ) + Xsty1-ya) =

= X1£Y6-Ys5) + Xe€y2-Y1) + XeYa-¥3) + XofY3-Ye) + X3€y6-y2) + Xa€y5-Y6 ) + Xs€y1-ya) =
(X1€Y6-Ys) + Xety2-Y1) + Xoby3-Ye)) + (X3€Y6-Y2) + X6tYa-y3) + Xa€ys-Ye ) + Xs€y1-ya4) =
(A1, As, 1 Ay cy KonmHEapHEe Tauke U Ay4, Ag, 1 A3 Takohe, ma je) =

X1€y2-ys) + Xofy3-y1) + X3(ys-y2) + X4€ys-y3 ) + Xsty1-ys ) = 2P

OBnie ce MHOTOYTa0AsA7A3A9A | ,,IPEKPUBA‘ TBOCTPYKO ca A1 AgA4As HAcAA3 na he
P nipencraBspaTy 30Mp MOBPIIHMHA ,,TIETOKPAKe” U METOYTIA YHYTap He.

Cnuka 14

Haxkne, yBek Baxxu P;+P,=P
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joul HEKA PASMATPAIBA ITIOBPIIMHE MHOT'OYTJIA

Pasmarpana gopmysa ce Moxke MPUMEHUTH U Ha PUTYpY Kao LITO je Ha caui| 15

As

Cnukal5

Crnuxka 16a camo BapujaHTa ciuke 1106, ma Baxke UCTH 3aKJbYUIH Tj. Aa je 2P =2P+2P,,
OTHOCHO 2P=X{y2-Yn)+Xofy3-Y1)+ "+ XikYir1-Yi-1)+ Xkt (Yir2-Yi) T+« - FXn(Y1-Yn-1)=[X1€y2-

VIOHXAY3-Y1H+ T+ XikY1-Yie ) Xk (i1 DXk 1 (Via2- Yo+ X2 (Viea3=Yie1) - - -+ Xn(Y1-Ya-
D+X1(yk-Yn)] = 2P +2P>.

Cnuka 16a
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Ako,,kaHan AxAApAxs cy3umo” (Cnuka 160) Tako na je Ax=A 1 Ax.1= A, Tana je:
2P= X1y yn)+Xoby3-y 1)+ T+ X €Yk Vi) FXi€ Y 1=k 1)+ Xicrt (Yie2-Yi)+ - HXn(Y1-Yae1)=
[X1€y2-YiO)+XokY3-y 1+ +HXic 1€y Yi2)+ Xiky1-Yie) ]+

Xk (Yre1-Y DXk 1 (Yka2-Yi)+ Xke2(Yiaz-Yia ) - Xa(Y1-Yo-)+HX1(Yk-Yn) ] =
[X1€y2-yD)+X2by3-y i+~ +Xp i€y -y D+ Xi€y1-yie) 1+

[X1 (Yo=Y 1) +Xn(Yk2-Y1)+ Xis2(Yis3-Yn) e o Xno1€¥n-Yi-2)HXn(Y1-Yn-0)+X1(Y1-Yn)] =

=[X1€y2-Yi-)+Xoby3-y i+ T HXii€y -y ) 1+

[Xn(Yis2-Yn-D)+ Xk2(Yka3-Yn)t- ..+ Xno1€Yn-Yi2)] =2P; + 2P, axne ,,kaHanA A1 AnAr” je

MIIIYe320 U JOOUIIM CMO JBOCTPYKO MOBE3aHy 00J1acT.

Ax A

Crnuka 166

Cnuxka 17 nokasyje npumeny ¢popmysne(l) Ha BULIECTpYKO MMOBE3aHy 001aCT.

Cnuxkal?7
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Ha cnukama 18a n186 momazuMo 10 MCTUX 3aKJbydaka, Tj BaXKH UcTa popmyia.
,,KaHaJII/IAkAk+1An+1An+2”I/IH_I‘Ie3aBajy.

Crnuka 180

Axo npumenumo popmyny (1) Ha ¢purypy ca ciuke 19a robuhemo:
2P=xXo(y1-¥n+1) +X1(¥2-Yo)+. .. FXn(Yne1-Yn-1)+Xn+1(Yo-Yn)
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Az.(xz'yz) Ay (X2.Y2)

Ao(Xg.¥o)
A%y Y4)

An(xn 'Yn) .'\-:'.-I(X!‘fl,-}"ﬂ‘l) An—1(xn—1!yn—1) n (Xn .Vn)

Cnuka 19a Cnuka 1960

Ykoiauko mpuOImkaBaMo Tauky Ay, Taukd A; (cimka 190) tako ma jpohe 10 HBUXOBOT
NOKJIanama Tauka A unruesasa u3 Gopmyne.Bugeru cimuky 196.

2P =Xo(y1-yD+X1(y2-yo)+X2(y3-y D+ +Xn1(Yn-Yn-2) FXn(Y1-Yn-1)+X1(Yo-Yn)

= X1(y2-Yot+Yo-Yn)+X2(Y3-y D)+ +Xn1(Yn-Yn-2) HXn(Y1-Yn-1)

= X1(Y2rYn)+X2(Y3-Y )+ +Xn-1(¥n-Yn-2)+Xn(Y1-Yn-1)-

Haxne 2P = x1(y2-yn)+X2(y3-yD)+  +Xn-1(Yn-Yn-2)+Xn(Y1-Yn-1)-

Axko mpumenumo dopmyny (1) Ha durypy ca cnuke 20a go6ujamo:
2P = Xo(y1-y+X1(y2-Yo)+X2(y3-y )+ +Xn(Y1-Yn- 1)+
+X1(Y2-Yn)+X2(¥3-Y D)+ +Xi(Y0-Yic-1)

2P = [x1(y2-yw)+ X2(y3-y)+ "+ Xn(Y1-Yn-1) I+

[Xo(y1-yi++ X1(y2-Yo)+ X2(y3-yD)+.e+Xuc(Yo0-Yic-1)]

A; : A,
Az (xz0Y0) Az(xé-yz)
o A SA
Ay(Xo.Yo) >l » pop M
A% i Ajsryy) Ak A
* AL Yy) Ve A (% . Yy) 101 ¥1)
An(Xn.¥n) An(Xs.¥n)
Cnuka 20a Crnuka 200
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AKO puMEeHUMO UCTY GopMyiny Ha ¢purypy ca ciuke 200 u ako jeAo(Xo,Y0)=A1(X1,y1)
Tagia uMamo: 2P =[ x;(y2-yn)+Xa(y3-y D)+ +Xa(Y1-Yn- DI+ [X1(y1-yi)+
+X1(y2-yD)+HX2(Y3- YD)+ AXi(Y1-Yic-1)]
2P = [ x1(y2-yn)+ X2(y3-y1)+ "+ Xn(Y1-Yn-1) I+ [X1(y2-y1)+
+ X2(Y3-Y 1)+t Xic(Y 1Y ic1) ]

®opmymna (1) u (2) mory ce npuMeHUTH 1 Ha ciuke 21 u 22. HaBeneHu npumepu MOTy
Ooutu ox momohuW Ja TMPUONMKHO H3padyHamo P HEKuX paBHUX (urypa koje cy
OrpaHUYeHE KPUBUM JINHUjaMa.

Ao
Cnuka 21

IllTa je P 3a ciuky 22? To je MOBpUIMHA OCeHYaHe (UTYPE IIYC MOBPIIMHA MHOTOYTJIA
AoA7A3A9ALA13A 4.

Cmuka 22
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P ©OUI'VPE F 1 IbEHA TITPUBJIMOKHA BPEJITHOCT

Axo y ¢urypy F orpanuueny kpuBoM JHHHMjOM (ciauka 23) YOUIIEMO MHOTOYTao
AjA;...A,, OHJIa MOXKEMO y3€TH MOBPUIMHY HABEJEHOI MHOIOYIJIa KOja c€ payyHa Io
dopmymnu (1) unu (2) 3a mpubaKHy BpenHocT nospuuHe ¢urype F.

Az

A1

An

Cnuka 23

AKO y KPYTI HJIH eJIMICY KOjU €y JaTH Y IPABOYIJIOM KOOPIAMHATHOM CHCTEMY
yIHUCYjeMO MHOTOYTJIOBE M 3aXT€BaMO /1a HajAy»a CTPAHUIIA MHOTOYTIJIa TeKU
HyJu Taga ¢-ae (1) u (2) aajy 3a pe3yJTaT NOBPIIMHY KPyra 0OJHOCHO
equnce.(Buau[S] crpana 65 -66).0Bo je uaeja kojy je kopucTuo Apxumen y rpehem
BeKY Ipe HOBe epe.

Crnuka 24 moka3yje Kako MOXXeMO U3padyHaTH NpuOInKHO P ¢purype orpaHu4eHe
nyxkuma ApAj, AgA, ¥ KPUBOM JIMHUJOM KOja Caapu Tauke Aj, Ay, Ag,..., An1, Ap.
Ogne P He mpeacTaBiba MOBPIIMHY OceHYaHe (purype jep je 3a MHOroyrao
AoA1A2A3A, 1A, IOBPIIMHA JIBAITYT padyyHaTa.

Cmuka 24
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Ako morienamo gopmyre:

1 n
P, = EZ XiKfYie1= Y1) s Y0 = Vs Ynel = Y1
k=1

.
P,=- Ez Vi€Xie1- Xk13 > X0 = Xn, Xpg1 = X| YOUMheMO J1a TIOCTOjH CIMYHOCT Ca
k=1

HEeKUM (opMylIamMa Koje CMO CpeTallu IPUIMKOM H3ydaBama ofpeleHor nurerpaia

~ yn-1
(P~ Xk=o f () (g1 — X))

na ce Hamehe nmuTame Be3e oBuX Gopmyna u oapehenor narerpana. To 6u Ouna
nmoceOHa TemMa

[TpoGaem ce Moske jorn pa3pahuBaTu u U3BECTH JOII HEKU U3Pa3H 3a pauyyHambe

MOBPIIUHA PAa3HUX PaBHUX PUTYpa KOPUIINCHEM IPAHUYHE BPETHOCTH U TOPE
HaBeZieHUX (opMyIa u uaeja.
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	НЕКЕ ОСОБИНЕ КОЈЕ ПРОИЗИЛАЗЕ ИЗ НАВЕДЕНИХ ФОРМУЛА          8
	УВОД
	ПОВРШИНА ТРОУГЛА
	ПОВРШИНА МНОГОУГЛА
	НЕКЕ ОСОБИНЕ КОЈЕ ПРОИЗИЛАЗЕ ИЗ НАВЕДЕНИХ ФОРМУЛА
	У следећим разматрањима користићемо једнакост:
	xA(yD - yC)+xA(yE - yB) = xA(yD - yB)+xA(yE - yC), где су xA,yD,yC,yE,yB, одговарајуће координате тачака A,D,C,E и B (слика 7).
	Нека су P1,P2,P3 резултати који се добијају применом формуле (1), односно (2) на фигуре А1A2A3, А3A4A5A6,    А6A7A8, оријентисане као на слици 8а. Нека је P резултат који се добија применом истих формула на фигуру слика 8а, тада је P1+P2+P3 = P
	Овде су А6 = А9  и А3 = А10, фигуре А1A2A3 и А6A7A8 позитивно оријентисане, а А3A4A5A6 негативно оријентисана.
	Дакле P се добија кад се од површина фигура А1A2A3,  А6A7A8 одузме површина фигуре А3A4A5A6.  Овде су P1 и P3 једнаке површинама одговајућим фигурама, а P2 је негативан број чија је апсолутна вредност једнака површини одговарајуће фигуре.
	,2𝑃-1. + 2,𝑃-2. + 2,𝑃-3. =  [x1﴾y2-y3) + x2﴾y3-y1)+ x3﴾y1-y2)]+ [x3﴾y4-y6)+ x4﴾y5-y3)+  x5﴾y6-y4)+
	x6﴾y3-y5)]+[ x6﴾y7-y8)+ x7﴾y8-y6) + x8(x6 – x7)] =  x1﴾y2-y3) + x2﴾y3-y1)+ x3﴾y1-y2)+  x3﴾y4-y6)+  x4﴾y5-y3) +  x5﴾y6-y4)+ x6﴾y3-y5)+  x6﴾y7-y8) +  x7(y8-y6) + x8(x6 – x7) =
	x1﴾y2-y3) + x2﴾y3-y1)+x3﴾y4-y2)+  x10﴾y1-y9)+  x4﴾y5-y3) +x5﴾y6-y4)+
	x6﴾y7-y5) + x9(y10 – y8) + x7(y8-y6) +x8(y9 – y7) =
	x1﴾y2-y3) + x2﴾y3-y1)+ x3﴾y4-y2)+  x4﴾y5-y3) + x5﴾y6-y4) + x6﴾y7-y5) + x7(y8-y6) +
	x8﴾y9-y7)+ x9﴾y10-y8)+ x10(y1- y9) = 2𝑃
	Овде смо користили разматрање у вези слике 7 и да је А3 = А10  и А6 = А9
	.
	Слика 8a
	На слици 8б такође важи једнакост P1+P2+P3=P. Овде је P једнако збиру површина посматраних фигура.
	Слика 8б
	Примењујући ф-лу (1) или (2) на фигуру на слици 9а или 9б добијамо резултат као и примена одређеног интеграла. Ово нас наводи на питање у каквој су вези разматране формуле и одређени интеграл.
	Сликка 9б
	Слика 10 представља поопштење слике 9а и 9б. Оно што је изломљена линија  ,𝐴-1.,𝐴-2.,𝐴-3.,𝐴-4.,𝐴-5.,𝐴-6.,𝐴-7.,𝐴-8. код слике 10 то је YAB код слике 9а и x – оса код 9б. Оно што је f(x) код 9а и 9б то је изломљена линија ,𝐴-1.,𝐴-14.,𝐴-13.,𝐴...
	слике 10.
	,,ЛЕПЉЕЊЕ“ МНОГОУГЛА НА МНОГОУГАО И ПРИМЕНА РАЗМАТРАНЕ ФОРМУЛЕ НА НОВОДОБИЈЕНУ ФИГУРУ
	Нека на многоугао А1А3...Аk-1 Аk  додамо многоугао А1АkАk+1...АnА2 и  оријентисани као на сликама 11a  и 11б. Нека су ,𝑃-1.  и ,𝑃-2. резултати примене формуле (1) односно (2) на наведене многоуглове, тада је 2,𝑃-1. +2,𝑃-2. =2𝑃, где је 𝑃 резултат...
	А2А3...Аk-1АkАk+1...Аn. Па је:
	2,𝑃-1. +2,𝑃-2.= [ x1﴾y2-yk(+x2﴾y3-y1﴿+ …+ xk﴾y1-yk-1)]+
	[xk(yk+1-y1)+xk+1(yk+2-yk)+ xk+2(yk+3-yk+1)+…+ xn(y2-yn-1)+x2(y1-yn)+x1(yk-y2)]  =
	x2﴾y3-yn)+x3﴾y4-y2)+ …+ xk﴾yk+1-yk-1)+ xk+1(yk+2-yk)+…+xn(y2-yn-1) =2𝑃
	Овде странице А1А2 и А1Аk,,ишчезавају” и добијамо полигоналну линију
	А2А3...Аk-1АkАk+1Аn.
	Слика 11б
	Нека на многоугао А1А3...Аk-1 Аk  додамо многоугаоА1А2Аn...Аk+1Аk  и  оријентисани као на сликама 12a  и 12б. Нека су P1  и P2 резултати примене формуле (1) односно (2) на наведене многоуглове, тада је 2,𝑃-1. +2,𝑃-2. =2𝑃,где је 𝑃 резултат примене ...
	Линија АkА1А2А3...Аk-1АkА1А2АnАk+1.
	2,𝑃-1. +2,𝑃-2. = [ x1﴾y2-yk(+x2﴾y3-y1﴿+ …+ xk﴾y1-yk-1)] +
	[x1﴾y2-yk)+x2(yn-y1)+xn﴾yn-1-y2)+…+ xk+1(yk-yk+2) + xk﴾y1-yk+1)] =2𝑃
	На сличан начин примењујући наведене формуле на слике 13а и 13б долазимо до истог резултата.
	2,𝑃-1. +2,𝑃-2.=[x1﴾y2-yk)+x2﴾y3-y1)+…+xk-1﴾yk-yk-2)+xk﴾y1-yk-1)]+
	[xk﴾yk+1-yn)+xk+1﴾yk+2-yk)+…+xn﴾yk-yn-1)] =x1﴾y2-yk)+x2﴾y3-y1)+…+xk-1﴾yk-yk-2)+xk﴾yk+1-yk-1)+xk+1﴾yk+2-yk)+…+xn﴾yk-yn-1)+xk﴾y1-yn) = 2𝑃.
	Нека је: P1 = PA1A6A4A5 и P2 = PA6A2A3 ( Слика 14). Имамо да је:
	2P1 +2P2 =[x1﴾y6-y5)+x6﴾y4-y1(+x4﴾y5-y6 (+ x5﴾y1-y4 )]+ [x6﴾y2-y3)+ x2﴾y3-y6) +x3﴾y6-y2)] = x1﴾y6-y5) +  x6﴾y4-y1) + x6﴾y2-y3) + x2﴾y3-y6) + x3﴾y6-y2) + x4﴾y5-y6 ) + x5﴾y1-y4 ) =
	= x1﴾y6-y5) +  x6﴾y2-y1) + x6﴾y4-y3) + x2﴾y3-y6) + x3﴾y6-y2) + x4﴾y5-y6 ) + x5﴾y1-y4 ) =
	(x1﴾y6-y5) +  x6﴾y2-y1) + x2﴾y3-y6)) + (x3﴾y6-y2) + x6﴾y4-y3) + x4﴾y5-y6 )) + x5﴾y1-y4 ) =
	( А1, А6, и А2 су колинеарне тачке и А4, А6, и А3 такође, па је) =
	x1﴾y2-y5) + x2﴾y3-y1) + x3﴾y4-y2) + x4﴾y5-y3 ) + x5﴾y1-y4 ) = 2P
	Овде се многоугаоA6A7A8A9A10  ,,прекрива“ двоструко са A1A6A4A5 иA6A2A3 па ће P представљати збир површина ,,петокраке” и петоугла унутар ње.
	Дакле, увек важи     P1 +P2= P
	ЈОШ НЕКА РАЗМАТРАЊА ПОВРШИНЕ МНОГОУГЛА
	Разматрана формула се може применити и на фигуру као што је на слици 15
	Слика 16а само варијанта слике 11б, па важе исти закључци тј. да је 2P =2P1+2P2, односно2P=x1﴾y2-yn)+x2﴾y3-y1)+  …+ xk﴾yk+1-yk-1)+ xk+1(yk+2-yk)+…+xn(y1-yn-1)=[x1﴾y2-yk(+x2﴾y3-y1﴿+ …+ xk﴾y1-yk-1)]+[xk(yk+1-y1)+xk+1(yk+2-yk)+ xk+2(yk+3-yk+1)+…+ xn(y1-...
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