JIPYKABHU CEMUHAP IMC 2021

AHAJIMTUYKA TEOMETPHJA
(MMIJIMLUTHY NPUCTYII, IPUHIUII IT0JIape)

OBaj TEKCT HAMEHEH j€ yUeHUIIUMa U rpodecoprma MaTeMaTHKE y CPEIHbUM HIKOJIama.

[{use oBOT TEKCTa je Ja ce MOKaXe jellaH, Majo JAPyradyuju MPHCTYI, y pellaBamky 3ajaTaka y aHAJIUTHYKO]
TCOMETPH]H.

OAPEBEHOCT ITPABE

Caaky mpaBy y [lekapToBOj paBHH MOKEMO OJPEIUTH Ha BHUIIE ,,pa3IMYUTHX HadyuHa“. Penumo, mpasa je
jenHo3HaveHo oxapehena ca:

1. /[IBe cBoje pa3nuuuTe TauKe;
2. YrnoM Koju 3aKiiamna ca HO3UTUBHUM JICJIOM aIlCIFCE U jeTHOM CBOjOM Ta4KOM;
3. VYrioMm Koju 3aKjamna ca IO3UTUBHUM J€JIOM aIlCIICce U 0OJICEYKOM Ha OpJUHATH (He Oall cBaka IIpaBa);
4. BekTOpoM mpaBIia 1 jeTHOM CBOjOM TaYyKOM;
5. BekTopoM HOPMAaJIHUM Ha BEKTOp IPaBIa U jeJTHOM CBOjOM Ta4KOM.
JEAHAYUHA ITPABE

Heka je mat Bexktop p=MN =(a,b). To 3naun 1a ce o Tauke M 70 Tauke

N nona3u Tako LITO c€ MO arlcCIUCHO] OCH ,,JIOMEPUMO™ 3a TYKUHY d, a 1O
OpJIMHATHO] ocu 3a nayxkuHy b. Heka cy koopaumHate OBUX Tayaka

M (xM , yM) , OMTHOCHO N (xN, yN) . Taya ce jenHaunMHa pase, KOjoj je MpaBall

oJpeheH BEKTOPOM p U KOja CalipKH, peIMMO TauyKy M , MOXe 3alucaTtd y

00uKYy:

X=Xy _ Y= Vu .
I/I3pa3 = HC TpGGa CXBAaTUTU Kao _]e,[[HaKOCT KOJIMYHHUKA JICBEC U MOCCHC CTpaHe, Beh Kao
a

YUHCHUILY JIa C€ OJ1 jeJHE 10 Jpyre Tauke OBE MpaBe MOXe Johu ,,ioMepameM™ TI0 alcClUCHOj OCH 33 NYKUHY
a, a mo OpJUHATHO] OCH 3a IYKHHY b . AKO je jeHa o7 KOOpJAWHATa BEKTOpa 13 =MN = (a,b) jeHaKa HyJH,
TO 3HaYW J]a HeEMa ,,ioMepama’ TyK oArorapajyhe oce.

N3 (1) ce mory 40OUTH U OCTaU OOJIMIIM jeTHAUYMHE TIpaBe:

Yu—Y
- y_yM:u(‘x_xM)’a:xM_xN’b=yM_yN;
Xy — Xy

- y_yN:k(_x_xN)’k:M;
Xy — Xn

- y=kx+n,n=Yy, —kx,;

- bx—ay+c=0, c=ay, —bx,
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JIPYKABHU CEMUHAP IMC 2021

OBo nocneame 3Ha4YM Ja aKo je mpasall pyxkama IpaBe Ay BEeKTopa ; = (a,b), KOe(UIHUJEHTH Y3 X U y CY

KOOpJMHATE HEMY OPTOTOHAIHOT BEKTOpa é=(b,—a). Moxemo pehun u na je b=A , ogHOCHO a=A .

y 9
OpnaBene n100MjaMo jeqHAYMHY TTPaBe Y UMIUTMIIUTHOM OOJIUKY
Ax+By+C=0 (1),
OJTHOCHO

A -x=A -y+C=0

Koedpunujent C 06e30ehyje na mpaBa caapku 3a1aTy Ta4Ky U JJAKO CE€ padyyHa HaraMer.
Heka cy nate nBe npase p:ax+by+c=0u g: Ax+ By+C =0. OBe npase cy:
- IoAyApaHe, aKO Cy UM CBH oAroBapajyhu koeduinjeHTy nponopuuonaiau, a: A=b:B=c:C,

- IapaJeJiHe, aKO cy UM ojJroBapajyhu koeduujeHTH y3 Hero3Hate NponopuUnuoHaiiy, a:A=b: B,
- HOpMAaJHe, aKo je 30Up Npou3Boja KoepHlMjeHaTa y3 UCTe HEeMo3HaTe jeiHaK Hyiu, aA+bB =0.

IIpumep 1.
Hare cy Tauke A(2, —3) , B(—l,l) ucC (—2, —5) . OnpenuTy jeqHaunHy Nnpase Koja:
a) caapxu A u mapanenHa je ca BC,
6) campxu C u HOpMaliHa je HAa AB.
Pewere:
a) 3a mpaBy BC Baxu A =1-(-5)=6 u A =—1-(-2)=1, na je BC:6x—y+7=0. Tana je npasa,
allBC, Aea obmuka a:6x—y—15=0.

6) Ciau4HO MPETXOJHOM, MOKEMO HalaMeT Jla u3padyHamo ja je mpaBa AB:4x+3y+1=0, onakie je
clABu Cec, c:3x—4y—-14=0.

YI'AO USBMEBY ABE IIPABE

Hexka cy nare jeaHauuHe JBe MpaBe y UMIUITMIMTHOM OONMUKY p:ax+by+c=0 u g:Ax+By+C =0. Kako
3HaMO Ja Cy YIJIOBM ca HOPMaJHHM Kpaluma jeJHaKu U Ja (a,b) u (A,B) IPEeCTaB/bajy BEKTOpE

OpPTOrOHAJIHE Ha IpaBall IpyXkamwa NpaBux p U ¢, kopuctehu nedpuHULN]y CKaJapHOT IPOU3BOA, CIEIH Ja je

|aA+bB|
cos ¢ = cos[] (p,q)=\/ , 32 OLITAp yrao ¢ .

(@ +07) (A + B)
O,Z[aB,Z[C CJICAC U MPETXOAHO ITIOMCHYTHU YCJIOBH NAPAJICTIHOCTHU U HOPMAJIHOCTH ABC ITPABC.

. C C )
Opxceunin Ha KOOpAMHATHUM OcaMma, YKOJIMKO je IpaBa 3ajgata y obnuky (1), cy x, :_X uy, :E’ mna je

2

MOBpIIMHA TPOYTJIa oJipel)eHor mpaBoM U KOOPAWHATHUM ocama jaTta ca P = 2|AB| .
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I10JIAPA

[Tonapa je mojam Mo3HAT U3 MPOjEKTHBHE FeOMETpHje. 3a MOTpede aHATTUTUIKE TeOMEeTpHje, KopucTrheMo
cienehy nepununmjy:

Jdedununmja:

Ionapa' je npaBa oxpeljeHa TOAMPHIM TauKaMa TAHTEHTE MOBYYEHE U3 Tauke (IT0JT) Ha IIPOM3BOIBHY KPHBY
ApyTor peaa.

Cnenyja/iHM C/Iy4yajeBH:

a) AKO je Tauka (II0JI) Ha KPHBHU JPYTOT pejia, IoJIapa” je UCTO IITO M TAHTCHTA HA KPHBY.
6) AKo je Tauka (I0JI) YHyTap KPHBE JPYror peja, MoJIapa je [pasa’ MapaseiiHa CeUnI KPUBE K0joj je Mol

CpEIHUIITE.

Kako gohu g0 jegHauune nosaape?

Jennaunna monmape p, u3 Tauke A(x,,y A) nobuja ce u3

jemHaYMHE KpPWBE APYroT pela Tako IITO C€ KBaJIpaTHH

YaHOBM X° My’ 3aMEHE PEIOM Ca XX, , OHOCHO ca Yy,
.. 2 2

(ako je jennaunna kpuse nata ca (x—p) u (y—gq) , oBu

WIAHOBH Ce Mehajy wiaHoBuMa (x, —p)(x—p), onHOCHO

(yA—q)(y—q)), JIOK c€ JIMHEApHH YIAHOBH X H Y

Xa Yty,

. X+
MEmajy ca , OITHOCHO

OnpehuBame jeqHauYMHE TAaHT'€HTE M3 MPOU3BOJbHE TAauKe HAa KPUBY JIPYTOI pena CBOJM C€ Ha M3pauyHaBambe
HajBUILIE JIBE je/IHAYMHE ToJape, TOo heMo BUIETH Y KaCHUJUM IpUMepuMa.

3alITo paAUTH TaHreHTe noMohy nmosiape?

[Ipennoct Merona mojape je y TOME IITO HHUje MOTPeOHO MaMTHTH YCIIOBE JOAWPA 3a CBAKY II0jeIMHAYHY
kpuBy. [lomohy mosape MOXeMO OApEeIUTH jeAHAYMHY TAHT€HTEe KPHBE YMjU IIEHTap HHUje Yy KOOPAUHATHOM
nouetky. Takole, momohy nosnape MoxeMo JOOMTH U jelHAUMHE TAaHTEHTH KOje Cy MapajesiHe alcClIUCHO] OCH,
IITO HUJE ClIyyaj YKOJIMKO KOPHUCTHMO YCIIOB JoJupa. BemT pauyHyMja Moxke TOBOJBHO Op30 Ja paju cBe
3ajjaTke momohy nosape, He onrepehyjyhu ce namhemem HenoTpeOHUX Popmya.

! [Nokas ce Mmoxe Hahu y yubeHuky Petar Javor "Analiticka geometrija ravnine", Skolska knjiga Zagreb,1990 — nHdopmaumjy ayryjem
ap Munanku Fapaawesuh dunannosuh, npodecopy PAD-a, majum Hawer 6user yueHuKa Codpuje dunmunosuh (3-8, 2017 roa).

’ Ose dopmyne nocToje y 36MpKama Koje ce KopucTe y HacTaBu.

* 0Bo je npumeTuno JosaH TaHacujesuh, yueHuK 4-9 wkoncke 2018/19, cnpemajyhu npnjemHun 3a bakynTer.
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3aganu:

Y oBoM zaeny pazmarpaheMo HEKOJIMKO TUTIOBA 3a7aTaka. [Tokazahemo kako ce MOTy peluT KOpUIhemeM
npuHumna nouape. Ocranu 3agaiy MOTy MOCIY>KUTH 3a CAaMOCTaJIaH Pa/l.

Mebyco6Hu noJ102kaj ABe MpaBe

JlaTa je TauKa Koja je cpeaULITe TETUBE KpUBe APYyror peja

IlpaBa ogpebeHa goaupHUM Taukama TaHreHTH (I[losiapa)

TaHreHTa y Ta4Ku Koja npunajia KpuBoj

TaHreHTa Koja je napaJjieJJHa WJid HOpMaJIHa Ha JaTy NpaBy

TaHreHTa U3 Tauke BaH KpUBe JPyror peaa

3ajesHUYKe TaHTeHTe

Haj6simKe Tayke JaToj MPaBoOj

Ocrasiu 3aganu

% C. OrtbaHoBuh 1 K. MBaHoBuMh, 36MpKa pelweHnx 3aaaTaka 3a 3. Paspes ruMHasuja u TEXHUYKKX WKona, beorpag 2010.
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3AJIALIU

Mebhyco6Hu moJi0:kaj ABe NpaBe

661. (B) OmpenuTn yrao moja KojuM ce CeKy mpase:
a) x+2y—-9=0u x—3y+14=0 6) xN3—y+4=0u x3+y—4=0

718. (B) OnpenuTy jeqHaunHe BUCHHA TPOYTJIA YHje Cy CTpaHuIle nate jeqHaunHama BC :3x—y—18=0,

CA:x—y—-2=0, AB:x+2y+1=0, a 3aTiM oJpeAUTU OPTOLICHTA.

(*) Temena Tpoyria cy A(3, 2) , B(—1,8) " C(S,—Z). Onpenut:

- ipaBy Koja caapu Tauky A u mapanenua je ctpanuim BC;
- BUCHHY 13 TeMeHa B ;
- TOXKUILHY JIUHAJY Koja oaroBapa temeny C ;

- cumeTpaiy nyxxu AB .

719. Hahwu jennaunHy npase koja caapixu Tauky M (—1, 3) u canpaBoM p:3x+2y—6=0 obpasyje yrao ox 45°.

723. OapenuTH jeIHAYMHY cUMeTpaie ayxu AB , A(l, —4) , B (3, 2).

726. Hahu jennaumHe nmpaBux oapeheHHX BUCHHAMa TPOYTJIa aKo CY jeJJHaYMHE HheroBux crtpanuia 2x—y+3=0,
x+5y-7=0,3x-2y+6=0.

JlaTa je Tauka Koja je cpeaMLITe TETUBE KpUBe JPYyror peaa

. . . 1
846. Jlat je kpyr (x - 1)2 +y* =4 . OnpeauTy jeiHAYNHY TETUBE KPYra Koja caapKu TauKy A(Z,—Ej u

MojIe/bEHA j€ TOM TaYKOM Ha J[Ba jeJIHaKa Jiefa.

847. Hamucatu jennaunny Tetuse kpyra (x—3)" +(y— 4)2 =16 xoja nponasu kpo3 Tauky A(5,7), koja je

CpCAUIITE TPAKCHEC TCTUBC.

976. (B) Jlata je jennaunna enurce 4x° +9y* =36 utauka N (1,1). Hanucaru jennadnny Tetnse kojoj je

Tauka N cpeauuire.

1045. (B) Kpos tauky A(3,—1) koHcrpymcaru tetusy xunepboie x° —4y’ =4 Koja je TOM TauKoM

IIPENOJIOBJbEHA.

1091. (B) Jlara je napaGona y” = —4x . Openuty jeaHaunHy TeTHBe mapaboie Kojoj je Tauka M (—2,—1)

CpeIuIITe.

TaHreHTa y Tauky Koja npunaja Kp1ugeoj

831. OppeauTu jeqHAYMHY TAaHT€HTE Kpyra y Tauku AOAUpa:

a) X’ +y’=5M(L-2), ) (x=1)+(y-2)° =25,M(5,5),
6) x*+y’ —2x-3y=0,M(0.3), 0 (x+2) +(y—=2) =25,M (1,-2),
B) x’+y’=20,M(4,2), ¢) X4y —2x—4y+3=0,M(2,1)

833. OnmpenuTH jeqHAYUHY HOpMAJie Kpyra y lberoBOj Ta4KH, aKo je:

a) X er2 +4x—4y—17 :O,M(2,5) ,
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6) x*+y’—6x—8y+17=0,M(5,6),
B) X +y’ =25M(3,4).

906. Hahu jenHauynHe TaHTeHATA KOj€ AaTy €IUICY AOJIUPY)Y Y TAUKH:

2 2
2 f_6+1y_2:1’A(2’_3)’ B) 4x”+9y° =22,A(1,2),

T) 3x? +4y2 = 48,A(2,—3) ,

6) 2x°+3y* =21,A(3,1),
m x*+3y° =16,A(2,2).

911. OgpenuTy jeAHAYNHY TAHT€HTE U HOPMAJI€ €IUIICE Y CBOJO] TAUKU:
a) 3x*+4y’ =12,D(~1,y, >0), Xy

6) —+2 —1LD(5.y, <0).
)50 % (5.5, <0)

954. OnpenuTH jeqHAYNHY TAaHTEHTE XUTIEPOOIIe y CBOjOj TAUKH:

a) x’—4y* =64,D(10,y>0), B) 9x” -y’ =144,D(x<0,-9)
X2 yz X2 yz

6) ——=—=1,D(5,y<0), ——-=—=1,D(4,2).

) 5 =LD(5.0<0) N oy b(42)

IlpaBa ogpebena goaupHuUM Taukama TaHreHTH (Ilos1apa)

837. W3 Tauxe P(2,-3) xomctpyncane cy tanrente kpyra (x—1)° +(y+5)" = 4. Hahu jennaummy Tense koja

CaJp)KU JOJIMPHE TauKe.

2 2

(*) U3 tauke P(—16,9) KOHCTPYHMCAHE Cy TAaHI'€HTE EJIUIICE ”y + y? =1. 3pauyHartu ojcTojame Tauke P of

TCTUBC CIIUIICC oszeljeHe AOJUPHUM TadKama.

TaHreHTa Koja je napaJieJiHa WJiM HOpMaJIHa Ha JaTy NpaBy

830. lata je mpaBa x+2y+1=0 n kpyr x° + y> =5. OApeauTH jeHAUNHE TAaHTEHATA JATOT KPyra Koje Cy:
a) [lapanenne ca 1aTom mpaBowm,
6) Hopmanne Ha naTy npasy,
B) Ca maTom mpaBoM rpaje yrao on 45°.

834. OgpenuTy jeAHaYMHE TAHTCHTH KpyTa Koje Cy napajeiHe JaToj MpaBoj:

a) x> +y =51:2x—y+1=0,

6) x> +y —10x—12y+36=0,/:4x-3y+10=0.

835. OnmpennTH jeqHAYMHE TAHTEHTH KPyra Koje Cy HOpMajHe Ha 1aTy MpaBy:
a) X’ +y =4, pix+y=2, 6) x*+y> —6x-8y+15=0,p:y=3x.

909. OnpenuTH jeqHAYNHE TAHTEHTH €JIUIICE KOje Cy MapaliesiHe 1aToj IpaBoj:
2 x_2+y_2:1,l:2x_y+17=0’ 6) 9x* +16y> =144,1: x+y—-1=0,
30 24 B) x> +4y>=10,/:3x+2y+7=0.
910. OgpenuTy jeqHaYNHE TAHTCHTH EITUTICE KOj€ Cy HOPMaJIHE Ha 1aTy MPaBy:
a) 25x> +169y> =4225,4:13x+12y—115=0 B) 3x°+4y’ =120,g:2x—y+7=0,
6) X +4y> =20,g:2x—2y—13=0, r) x*+4y" =16,q:3x-2y+18=0.

921. OnpenuTH jeTHAUNHE TAHTEHTH enurce x° +3y° =28 Kkoje ca mpaBoM x—5y—20=0 rpaze yrao 45°.
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2 2
956. OnpenuTy jeTHaYNHY TaHTEHTE XuTepOoIe X % =1 mapanenne npaBoj x+y—7=0.

*** OapeauTH jeIHaYNHY TaHTEHTE mapadosie Koja je mapaieiiHa J1aToj mpaBoj:

K) P:y’=4x+8,1:x-2y+3=0
3) P:y’=1-x1l:x+2y+1=0

TaHreHTa U3 Ta4Ke BaH KPUBE JPYyror peaa

832. Hahu jemnaumHe TaHTeHAaTa Kpyra KOHCTPYHUCAHUX M3 TaYKe Ha KPYT:
a) x’+y*=25M(7,1), r) x’+y*=32,M(8,8),
6) x°+y’—8x—4y+16=0,M(0,0), n) X’ +y +2y=0,M(L1).

B) X +y’ —2x+4y=0,M(—4,3),

857. W3 tauxe A(4,2) KoHCTpyHCaHe Cy TaHTeHTe Ha Kpyr x° + y” =10. F3padyHaTy yrao KOju Te TaHIeHTE

Mehy cobom rpae.

907. OnpenuTH jeqHAYNHE TAHTEHTH HA €IUIICY KOHCTPYHCAHHX M3 JIaTe TauKe:

2 2 2 2 _ _
9 22 1 a(12,-3), r) 19x” +25y* =475,A(10,-8),
2 18 ) 9x° +15y> =135,A(-6,3),

6) + 2 =1,A(10,4), 2 2_ _
) 5t ie (10,4) e) 25x +24y’ =600,A(~16,9).

B) X +4y2 :100,A(2,7) ,

953. OnpenuTH jeqHAUYMHE TAHTEHTH KOHCTPYUCAHUX U3 JJaTe Tauke Ha JaTy Xunepoouy:

a) A(1,0),2x* -9y’ =18, B) C(-3,5),3x* —y* =3,

6) B(0.3),x" —y* =9, r) D(2,0),9x* -8y*=72.

996. OnpeauTH jeiHaunHy TaHIeHTe napadone y” =8x Koja caapxku tauky a) P(5,—7),6) 0(—4,2).

3ajesHUYKeE TAaHTeHTe

870. Hahu jegnaunHe 3aje JHUYKU TAHT€HTH KPYropa:

a) X +y’ —4x—2y+4=0u x*+y +4x+2y—-4=0,

0) X’+y'=2m (x—2)2+y2:8,
2

B) x2+(y+1)2:5 u x2+(y—4) =20.

914. Hahu jennauynHe 3ajeIHUYKUX TAHTE€HTH JIBE]Y €ITUIICH:
2 2 2 2 2 2 2

a) =+l =1n 4+l =1, 6) Z+i=1n vty =I.
5 4 45 4

HajosinKe Tayke JaToj IPaBoOj
874. Ha kpyry x° + y*> —2x—4y =20 Hahu Tauky A Haj6mKy npasoj 3x+4y+34 =0 u uspauyHatu

OJICTOjamb€ Tauke A Off T€ IpaBe.

875. lat je kpyr x” + y° =34 u mpaBa Koja caapxu Tauke M (9, —2) uN (6,10). Onpenutu KOOpAMHATE TaYKe

A xoja mpuIaaa nmpasoj, a HajOImKe je Kpyry ¥ Tauke B Ha Kpyry Koja je HajylajbeHHja o]l TIpaBe.
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923. OnpenuTy TauKy Ha equncu x° +4y> =20 Hajomuky (Hajaasby) IpaBoj x+y=7.

(*) Ha ennnien 2x° + y* =18 nare cy tauke A(1,4) u B(3,0). Onpenutn Ha enuncu tauky C TaKo ja
nospunHa Tpoyria ABC Oyne HajBeha.

OcTasv 3agauu

957. Onpenuty Benuuudy b° y jeqrnaunnu xunepoone b°x> —16y” =16b> 3Hajyhu na je npasa
15x+16y—36 =0 TanrenTa Te xunepooe.

958. Onpenuty jennaunny xunepbone b°x> —a’y” =a’h’ ako cy jeHAUYHHE [BE]y HEHUX TAHIEHTH
5x—6y—16=0 u 13x—-10y—-48=0.

1016. IlpaBa ceue mapabony y aBema taukama. OapenTH jeJHaYMHE TaHTeHAaTa mapadoie y TUM TauKama,
BEJIMYMHY YIJIa KOJU OHE TPaJie ¥ MPECEYHY TaAYKy TAHTCHTH:

a) [:x—2y—6=0,P:y° =2x,
6) [:2x-3y+4=0,P:y" =4x.

949. (B) V jennaumnm npaBe Ax+y—5=0 oapeanTtu mapaMmerap A TaKo Ja IpaBa JIOAUPYje eITUICY
Ox* +16y° =144.
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