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NP KABHO TARKMUWYEILE 13 MATEMATURE
YUEHVEKA CPEOIBLUX IITKOJIA 2019/2020.

Pemema

Axo je mup. a =b, ouga je b+c=c+d, tj. b=d, a omarne c+d=e+a, Tj. ¢ = e, aJau OHIA
jed+e=a+b, 1j.e=a,na je a=b=c=d=e. Vcrom 3akibyury BoIuJO Ou u b = ¢ urm.
3aTo HamaJbe cMaTpaMo ma je a # b # c# d# e #a.

Hexka je (6e3 cmamema ommroctn) a < b. Ako je b < ¢, ouma je b+c¢ > c+d > d+ e, onakue
mobujamo b > d u ¢ > e, amu tamna u3 b(c+d) = dle + a) < b(c+ a) cieqn d < a. Cana u3
a(b+c) =d(e+a) < ale+b) caemu ¢ < e, wro je kourpamurnuja. lakne, b > ¢. Hacrasmpajyhnu
Ha CIWYAH HAYMH, 3aKBYyUIyjeMO na Baxku a < b>c<d>e <a>b, au 1o je Hemoryhe.

IIpBu urpau nma nmobequnury crparerujy. OH y cBOja nmpBa aBa moresa Tpeba ma obe3benu na
nudpe 3 u 9 Oyny uckopumhene. Tana je npyru urpad npuaybheH na y CBOM IOCJIEIHEM IOTE3Y
yrnorpebu nudpy 1 mnu 7. MeDyrum, npsu Moke na ce cBojuM TpehnM nmore3oM nobprHe na u
oBakKo nobujenu 6pojesu Oyny messuBu ca 3. JloBOBHO je ma apyrome mpemycTtu Opoj Koju maje
oCTaTak 2 Ipu Jejbeny ca 3. AKO je m3 cBake KJIace OCTaTaKa JOCTYIHa Oap 1o jenHa mudpa, OH
TO CBaKaKO MOKe IOCTUNU, a Y jeIWHOM IIPEOCTaJIOM CIydYajy, KaJa Cy UCKOpUIIheHe yeTupu
uudpe 0,3,6,9, moke ma ynorpebu mudpy 2.

Heka je n = 6r. Tpaenu n-troyrao mMa CBe yIJIOBE

. o
jemuake 180° — %. ITounumo on mpaBuUIAHOT 2r-TOYTJIA.

Kaxo je meros yHyrpammu yrao jenmax 180° — 180

IOOBOJBHO je Ha CBAKy HEMOBY CTPAHUILY HAKAJIEMUTHU
jemHAKOKpAaKM Tpale3 ca YoM Ha OCHOBU @. Jenan
OBaKaB TpAaIle3 MOKe Ce CKJIOIWUTU OX TPU TPOYraoHa
OJCEeUYKa IPABUIIHOT Jr-TOYIJa, YMME je KOHCTPYKIUja
npuMepa roToBa.

Ilatu 6poj je jemnak M = x3+ax?+br+c, rae je x = 10", Heka je M = (y — 1)y(y + 1). Kako
je (r—1)x(x+1) < 23 u (z+3)(x+4)(2+5) > 23+ 1022, mopa 6utn z+1 < y < x+3. Taza umamo

z(z+1)(2+2) = 234+32%+2z =10...030...0020...000,
(z+1)(2+2)(z+3) = 23+622+112+6 =10...060...0110...006 3a n >1,
(z+2)(2+3)(z+4) = 2°+922+262+24 = 10...090...0260...024 3a n > 1.

Bumumo ma 3a n > 0 jenuno cayuaj y = z+ 1 maje pememe. Ocraje na mcnuramo n = 0 u Tana
HaJIa3UMO jOIN jeqHo pememe: x = 12 u M = 1716.

IIpema Tome, jemmua pemema (n;a,b,c) cy (0;7,1,6) u (n;3,2,0) 3a n > 0.

Axo Makcum omabepe taury P y cpemumry nysxku AB, omma kojy ron tauky (@ ma Mwuna
omabepe, Baxu Ppoa + Ppgc = Ppop + Proc = Pppc = 1010. Cana Maxcum Moxe y3etn
jemno on temena A n C kao tauky R Tako ma o6e36emu mospumny Ppgr = 505.

C npyre crpame, ako je AP = k- AB (0 < k < 1), Muna moxke na
omabepe raury () tako na je PQ | AC. Tana hie 6utu Ppgr = Ppga =
k- Ppoa = 2020k(1 — k) < 505 (jep je k(1 — k) < (0= — 1y
HE3aBUCHO o m3bopa taure R.

IIpema tome, oarosop je 505.

Hamumumo maTy jeIHaKOCT KAao KBAAPATHY jeJHAYMHY 1O 2: 22 — (x +
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y)z + (2% + 2y + 2y? — 1) = 0. Hbena muCKpUMMHAHTA MOPa OUTU HEHETATUBHA!
D=(z+y?—4@®+ay+2y°>—-1)>0, 1j. T7y*>+2zy+ (32 —4)<0.

Y mobujeHoj KBagpaTHO] HejeTHAUWHU IO Yy HEeTePMUHAHTA OMET MOpa OUTM HEHeraTWBHA, 14

je 42 —28(322 —4) > 0, 1j. 522 < 7. Cnemn na je x > f%.
IIpu Tome, 3a x = f\/% BPEOHOCTU Y = \/% uz= f\/% cy jemHoszHauno ompebene.

IIpermocrasumo na je (p,) jeman takas GeckoHayaH HuU3. Dpumyhn modverHe wiaHoBe 1O
noTpebu, MOXKeMO na cMaTpaMo Ja Cy CBU 4jgaHOBUM Behu ox 3.

Axo je p1 =€ (mod 3) 3a € = +1, onna Mopa 6utu u p2 = 2p; — e = € (mod 3) (y cynpoTHOM je
p2 =2p1 +€=0 (mod 3)), na UHAYKIMJOM CIE€MA Ppy1 = 2Py — € U OJATIIE

pn=2""1p; — (2" ' —1)e 3acme neN.

Mebyrtum, Tana 3a n = p; no Pepmaosoj reopemu Bazku p, = 0 (mod p1), na je p, caoxken
O6poj, mTo je KoHTpanuknuja. lakiae, TpaskeHU HU3 HE IOCTO]U.

IIect nmoma al, b2, b8, h8, g7, gl 3amoBo/maBajy ycJOB 3amaTKa.
3awncra, cBux 6 mospa Cy IpHA, A je OA jeAHOT IO APYrOr YBEK
norpeban mapan Opoj more3a, ajau OBa MOTE3a HU Y JeOHOM Iapy
HUCY HDOBOJHHA.

IIpernocraBumo na je moryhe omabparm 7 moma. Tana y Gap jen-

HOj mosioBMHU Tabie, penuMo JieBoj (konone a-d) mma Gap 4 mosma. .

Ilomennmo oBy moMOBUHY Ha TPU IPYyIE MOJBA: A

)

(1°) Bpcre 1 n 2, (2°)BpcTe 3,6 1 7 u (3°)Bpcre 4, 5 u 8.

YHyTap jemHe rpymne, OX CBAKOT IIOJba N0 CBAKOT APYIOr CTWKE Ce Yy HAjBUIIE TPU IIOTE3a -
jemuuu m3yserak cy nosa al u b2 wu3 rpyme (1°). IIpema Tome, 06a oBa moma MOpajy OuUTH
meby omabpanmma. Cinubo, u mossa a8 u b7 mopajy Outu mely omabpanmma, amu TO je
memoryhe, jep ce om mosma b2 mo moma b7 Moxke cruhu y Tpu moresa.

IIpema Tome, omrosop je 6.

Nmarunapuu neo necHe u jieBe CTpaHe AATe jeTHAUWHE je

1009
2020
_ k 2019—2k 1 2k
bibkg,o( 1) <2k: 1)(1 b=".

. 72020\ _ 2020 (2019
Rako je (2k+1) = 2k+1( 2k

3a Heku 1eo 6poj A, ma mopa 6utu b = 0. Cana ce jemnaumna csomu Ha a?°%0 + |qf
omarae je a?020 < 22920 1j. |a| < 2. [IpoBepom nobujamo ma je jemuno pememe z = a = 2.

) mapan 0poj 3a cBako k, oBa jemHakocT y3uma o0auk —b = 2A-b
—aq= 220207

Osnaunmo ca (x,y) mobe y I-TOj KOJIOHU CJIEBa HAIECHO U Y-TOj BPpCTU 040310 Harope. Ilores

3HAUM CKOK ca nodka (r,y) Ha (z + 3,y +2) wm (z — 2,y — 1). Ilpn 39/36/33(30/27
cBakoM noresy Besununaa A = 5y — 3x ce ysehasa 3a 1. 40373431/28/75|22
Moma (6,1), (7,1), (8,1, (8,2), (1,7), (1,8), (2,8), (3,8) cy ,msonopana”  [36[35/37200260257007
- ca BUX NAYK MOJKe HAIIPABUTU HAjBUIIE jeman more3. Ha ocraTky 33[30(2 34211815 r2
tabse MuauMmanaHa spensoct A je —11 ma momy (7,2), a MakcuMasHA 28(25 2/2:(916,]5;(0,7
29 ma momy (2,7), TakO ma mayk Moke ma Hampasu Hajsume 40 moresa. 220l pafi1] 875 | 2
OBaj 6poj mocTwske Tako IWTO IOYHe ca mosba (7,2) u urpa npous- 12 1; 1/3? i’fé’?ﬁ

BOJBHO CBe 20 moJba (2,7).



Upyro pewewe. O3naummo nome (7,2) 6pojem 0, a 3a n > 0 6pojeM n 03HAYMMO CBA MOJbA IO KOJUX Ce
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MOJKe CTMNU C HEKOT ToJba O3HaueHOr Opojem n — 1. Tobujamo tabauiny kKao Ha Caunu. Y imOj
ce HaJIa3U 1 0CaM U30JI0BAHUX 1I0Jba, a HajBehim 6poj koju ce mojasmyje je 40 ma momy (2,7).

3aMeHOM MecTa p U ¢ aKO je MOTPeGHO, MOMKEMO Ia CMAaTpaMo Aa je p = q+06 > q u (ay ... ag)p =
(ag...an)q £ 1, y3 (Moskna caabuju) ycmos n > 2971 —1.

Vmamo p™ < (an ...a0)p < (ag...an)q +1 < ¢, 1j. (%)" < q. C mpyre crpame,

n n 2
P 0 no n\ o no . @ —q
> (14+=-) =1+ —+ —+---214—, omnakueje < —.
q q q 2) ¢* q 201 -1

Mebyrtum, onasne 3a 2 < g < b cuenqu § = 1, nok ce 3a ¢ > 6 jeOHOCTABHOM WHIYKIjOM
noKasyje ma Basm 2971 > q2 q + 1, Te Tama HeMa pelIema: 3aMCTa, aKO TO BA)KU 3a (¢, OHIA
je21>2(g?—q+1)>¢*+q+1, 1j. Bakm u 3a ¢+ 1. Ilakne, <5 up=q+1.

IIpeocrase cayyajeBe ucnuryjemo pyuno. 3a (p,q) = (6,5) umu (5,4) umamo n > 15, ogHOCHO
n > 7, mro Huje moryhe, jep je y oba cayuaja (q) > gq. 3a (p,q) = (3,2) y 063up momasu camo
n=1, 1j. £1 = (ab)s — (ba)2 = 2a — b, onakiue je a = b=1u m = 4. Hajsan, 3a (p,q) = (4,3)
Mopa butu n = 3, tj, £1 = (abed)y — (deba)s = 63a+13b—5¢—26d > 63-1+13-0—5-2—26-2 =1,
Te je jemmna moryhuocr (a,b,c,d) = (1,0,2,2) u m = 74.

Jemuna pemema cy m =4 = (11)3 = (11)s +1 u m = 74 = (1022), = (2201)3 + 1.

Heka je O mnenrap onucanor kpyra k tpoyraa ABC. ITomro je <AOB = 2<ACB = <APB,
tauke A, B, O u P nexe uHa uctom kpyry . Tauka O je cpemumre ayka APB oBor kpyra, mna
je PO cnomamma cumerpadsa yraa APB. He ymamyjyhu ommroct, cmarpahemo na je P Ha
kpahem ayky AO kpyra 7.

C npyre crpane, Kako je <P,BP+ <PAP, = 2<CBP+2<PAC = 2(«APB—<ACB) = <IAPB
Basku AP, || BP,. Ako npasa P,P, ceue npasy AB y
tauku K, mo Tasecosoj treopemu umamo AK : KB =
APy : BPa = AP : PB, onakne caenu na u K nexu
Ha CHOJballmho] cumerpadu yriaa APB. Ilakie, npase
AB, OP u P,P, nvajy 3ajeqauuky Tauky K.

Cana morenmuja tauke K maje KM - KN = KA -
KB=KP-KO, onakne caenu na tauke M, N, O u
P nexe ma jemnom kpyry. IIpu tome je O cpemumre
ayka M PN, na je PO cnospammsma cuMeTpasaa yria
MPN. To swauu na je <MPK = <OPN, a takobe je u <KPA = <BPO, onakjie cienu
<MPA = <BPN.

IMoctoju. Jenna Taksa dpymkmmja je f(z) = sinZ. Baucra, ranma je f'(z) = jcos%, f'(z) =

—% sin § u, yommTe, MHAYKIUjOM CJIEIA Ja 3a CBaku 1eo 6poj k > 0 Bamnm

sin — u

1 k ) -1 k
f(2k) (1,) _ (22]3 ; f(2k+1)(l‘) _ ( ) z

Te je y 0ba cayuaja | (z)] < 2.

= (2,1) mobujamo f(2) € {1,4}.
IIpermocrasumo npso ma je f(2) = 1. Ycuos 3anaTka 3a (myn) = (z,1) u (m,n) = (x,2) maje
(x+1)(z+2) | f(x) —1 3a ce x € N, ma kaxo je f(r) < 2?2 < (x+1)(z+2), Mmopa 6urn f(x) = 1.
Ocraje cayuaj f(2) = 4. Tana ycuaos 3anmatka naje x + 1| f(z) — 1wz + 2| f(x) —4 3a cBe
I

r €N, nma je f(x) — 2% memuso ca (r + 1)(z +2), Te 360r f(r) < 2% cnemu f(x) = 22 3a cpe .
2

Ommax mvamo f(1) =1, a u3 ycaosa 3amatka 3a (m,n)

Haxkae, onrosop cy ¢yurmmje f(x) =1u f(z) =«

IoBomHO je mokaszaTtu ma cy morennuje tavaka O1 u Oy y OAHOCY HA ONUCAHU KPYT TPOyLJa
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PQR jennaxre, 1j. na je Op - O1Q = O2P - O2R.

Oszmaunmo ca K u M penoMm momgHO:Kja HOpMaJia U3 TadKe
E ma nmpase O1D u CD. Tauke D, K, P u () nexke Ha
uctoj kpy:xuumu, na je O1P - 01Q = O1K - O1D. Taxkobe,
u tauxke D, E, M u K nexke Ha UCTOj] KPYKHUIM, 1 je
OlK'OlD = OlMOlE Haj3a/1, 360r AOlMA ~ AOlAE
je 01M . 01E = 01A2. HpeMa ToMe, 01P . OlQ = 01A2.
Amnanorno Baxknu OsP - O3 R = 02A% = 01 A2, onaxne ciemu
TBpheme.

ITounumo ncnuTuBameM Opoja MArvyHUX CKymoBa k Oy:Ku ¢ KpajeBuMma y Taukama Pi, ..., Pay
Ha KPyry obojeHrM Ham3MeHWdYHO UpBeHO u miaaBo. O3Haummo oBaj Opoj ca ci. Taurka P ce
MOKe CIOJUTH CaMO C HEKOM TaukoM P, mpyre Goje, te j Mopa Outm mapHo: j = 27 (i =
1,2,...,k). Ha ckynosuma tavaka {Pa,...,Psi—1} n {Psit1,...,Par} mMa ¢;—1, OMHOCHO Ck—;
MATUYHUX CKymoBa nysku. /lobujamo pemanujy
Cr = Zizl Ci—1Ck—i, Y3 YCJIOB (1 = 1,
. . . . 1 (2K
ITO je mO3HATa pEKypPeHTHa penanuja 3a Karamanose Opojese: ¢ = k_-',-l(k)
Y mamewm ciyuajy csaka Tauka ckyma D = {41, As, Aoni1, Aonta, Aant1, Aania} MOKe OuTH

CIIOjeHa caMoO C TAvykOM Apyre 0oje um Apyre HapHOCTU HWHIEKCA, HAKJIE, C APYTOM TAYKOM
ckyna D. Tauke ckyna D ce mory oBako (Tj. ,,Marnuuo”) moBe3aTw HA 5 HAUMHA:

(1°) ako cy To myxu AsAapi1, A2ni2Aant1, Aant2A41, oHe nene ocramux 6n — 6 Tauaka HA TPU
CKyTIa OJ TI0 2n — 2 Tadaka, Te Taja UMa Co_, MATUUHUX CKYTIOBA yKMU;
(2°) ako cy 1o mysku Ay As, Aony1Aont2, Aant1Adnt2, OUATIEMHO UMA C3y—3 MATUYHAX CKYIOBA;

(3°) cBakm ox; mpeocrasa TPU HAUMHA AAj€ MO Cp_1C2n—2 MATUYHUAX CKYIIOBA.

YKyman Opoj MarmdHuX CKYIMOBa je C3p_3 + 3Con_2Cn_1 + ci_l.

Tpanesu ABCD, ACBE u DEBC cy jemHakokpaku, jep Cy
terusau. VI3 AC 1 BD nob6ujamo 2<<CAB = <CAB + <ABD =
90°, 1j. <CAB = 45°. Tarobe je <ABE = <«BEC = <DFA = 45°
(yraosu man jemmaxum tetusama AE, BC u DA). Ilame, ako 03-
Haunmo <EAB = x, ouna je u <CED = <EDB = x (yraosu Han
jemnakum teruBama CD u EB). Cana je 36up yriosa y TPOYILILy
ABE jemnax 3 -45° + 2z = 180°, onmarie je x = 22,5°.

IIpema Tome, yrumosu Tpoyria ABE cy <A = 22,5°, <B = 45° u
<F =1125°.

Ako je n > 1, cBaku on cabupaka je mapas, na je u garu 6poj napan (u Befiu ox 2) u camum
TUM CJIOKEH.

Axo je n =1, natu 6poj je jemmak 21!+ 2020!+ 7, wro je memuso ca 7 (u Behe ox 7) u camum
TUM CJOKEH Opoj.

Heka je d = AC, a hy u hy pemom Bucune u3z remena B u Dy ANACB u ANACD. Tana je
Pipcp = %d(hl + hs), ma je crpaHuna Tpa:keHor kBanpara a = Vd-h, raoe je h = hl—;h?
Hy:xuny a mnako koHcTpyumemo. Omnabepumo taduke

X, Y u Z y ToM mOpeTKy Ha OpaBOj Tako ma je
XY =duYZ = h. Herxa mopmama w3 Y ma XZ ,
ceue MONYKPYT Hanm npeudnukoM X Z y taurku 1. Tana

e YT =VYX YZ=a.

Wcnuraliemo 3a koje Bpemuoctu p,q,7,s,t je F = L. 3namo ma je (x = y) = L camo ako je
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z=T uy= L. Ilakne, Mmopa 6urtn ((p = q) = t) =Tunu ((r =1t) = (s = t)) = 1. U3 mpyre
jemnakoctu caemu na je (r =t) =T u (s =t) = L, a onarue je oner s =T ut = L, mro 360r
((péq)ﬁt) =(r=1t)=T mnajeu (p=q)=r = L. Hajsan, onatne je p=T uqg= L.

Cse y cBemy, F' = L cawmo 3a (p,q,r,s,t) = (T,L,1,T,1). Carenn ma uckasua cioBa ¢, r u t
nMajy KeJbeHy OCOOUWHY, MOK je p U S HeMajy.

IIyrama koja 3aBpmaBa y Kpajib0j OECHOj KOJOHM CACTOJU C€ O IBa IIOoTe3a HamecHO m k < 5
more3a Harope. 3a naro k oBakBa myTama uMma k + 2 moresza meDy kojuMa ce mo3unuje aBa

rnmoresa HArope Mory omabpaTu Ha (kf) HauuHa. Y KynHy Bpennoct A mobujamo cabupameM

sak=0,1,....5 A= (2)+)+()+ Q)+E)+() = 1+3+6+10+15+21 = 56.
IIyrama kKoja 3aBpmaBa y KpajibOj TOPHOj BPCTU CACTOjU Ce O TEeT IoTe3a Harope m j < 2

more3a HALECHO. 3a OATO j OBaKBa IyTama uMa j + 5 moreza mebhy kojuma ce mo3unuje j
moTe3a HaOEeCHO MOTY Oomabpary Ha (];‘5) HaunHa. Y KyOHY BpemHocT B mobujamo cabupamem

sa j=0,1,2: B=(J)+(})+(5) = 146421 = 28. Behe je A.

Kamuon Y KOM€ HeMa CJIOHa MOXKe ce Oﬂa6paTI/I Ha 4 Ha4ylVHa, & CJIOHOBU C€ MOT'y paCllopeauTn
Yy mIpeocTaJia TP KaMUOHa Ha 6 HAYUHA. OCTaje da pacCliopearMo Jbyde.

(1°) Aro y jemHoM KaMHMOHY MMa TPOje Jbyau, TO MOpa Outu kamMuoH y rome je Ilepca. OBo
TpOje Jbyau MOy ce omabpaTu Ha (g) = 20 HaumHAa, a OCTAJIO TPOje Ce MOI'y PACIOPEIUTHI
Ha 6 Haumnaa. To je 206 = 120 mauuna.

(2°) Ako ce y IBa KaMUOHA BO3U IO IBOje JbyIU, jedaHn on Tux kamumona je Ilepcun, a apyru
ce bupa Ha 3 HavmHa. [lepcunu mparuonu ce MOTy omabparu HA (g) = 15 mauuHa, aBOje

IYyTHUKA Y APYIOM KaMUOHY Ha (3) = 6 HauMHAa, a IPEOCTAJIO ABOje Ce MOI'Yy PacIOPeIUuTH
Ha nBa HauyuHa. 1o je ykymHO 3-15-6-2 = 540 HauuHa.

Yrynuo uma 4 - 6 - (120 4 540) = 15 840 Hauuna.

Axo cTpanune Tpoyria o3HauumMo ca a, b u ¢, uMamMo
a+b>2vVab> 2V2P.

Ha wcty mauun umamvo u a + ¢ > 2vV2P u b+ ¢ > 2v/2P. CabupameM 0Be TpU HEjeTHAKOCTU
nobujamo 20 = 2(a + b+ ¢) > 61/2P, mro kBagpupamenm maje O > 18P.

Hatiomena. Y crBapm, Baxku u jadua mHejemnaxoctT: 02 > 121/3 - P.

2B.3.

25.4.

Cabupame naTux jemHaumrHa naje KBagpartHy jemaaumny y2 — (2p—1)y+p? = 0 umja cy pemema

20— 1+ +/1—4p 2p—1—+/1—4p

Y1

Ila Ou oBa pemema buia peanHa, Mopa outu p < i. [IIraBumie, n3 npBe jeqHayWHE HAJIA3UIMO
x=1+£+/y+ 1, mrro Moxke 6GuTu peaaHo caMo aro je y; > —1. OBaj ycJiOB ce MOke 3ammcaTi

ka0 2p— 14+ +/1—4p > -2, 1j.
V1—4p>—(2p+1).

Ako jep > *%, OBO je ayTOMaTCKM TadyHO. AKO je p < f%, KBapupameM gobujamo 1 — 4p >
(2p 4+ 1)2, 1j. 4p® + 8p < 0, omake je p > —2.
1

IIpema ToMe, CKYI TPaKEHUX BPEAHOCTU D je MHTEPBAJ [—2, Z]‘

IIpeTnocTraBuMO na HUKOje TpuU HaTe AY:KU HE umHe Tpoyrao. Heka cy mare my:Ku y Heomamajy-
hem moperky a1 < ag < -+ < ag. Tama je mo mpernocrasuu az > ai+as = 200, ag > as+asg > 300,
as = az + aq = 500, ag = a4 + a5 = 800, a7 > as + ag > 1300 u ag > ag + a7y > 2100. Oso je
KOHTPAAUKINja, YAME j& HOKA3 3aBPIIEH.
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Bunnmo na cy 3a n > 4 csu cabupum ocuMm apyror (3!) memusu ca 4, ma je matu 6poj mapas,
a Huje messuB ca 4, Te He MOKe OUTU KBaApar.

3a n =3 matu 6poj je 21!+ 2020! + 12 u memus je ca 3, a Huje ca 9, ma OmeT HUje KBAIPAT.
3a n =2 matu 6poj je 21!+ 2020! + 8 u meswus je ca 8, a Huje ca 16, ma HU OH HUje KBAIPAT.

Hajzan, 3a n = 1 matu 6poj je 21! + 2020! + 7 u nemwus je ca 7, a muje ca 49, na HU OH HUje
KBaJIpAaT.

Iartu 6poj ce moske 3amucaru kao 111(1000z+y) u nemwus je ca 111 = 3-37. Axko je ou KBagpar
npupoaHor Opoja a, oHzAa je u a mepuBo ca 3 u 37, Tj. memuso je ca 111. Mebyrum, npoBepom
Bpeanoctu a € {111,222, ...,999} He HAIA3UMO HUjETHO DELICHe, MITO 3HAYM Aa PEUIeHa HEMA:

1112 = 12321, 2222 = 49284, 3332 = 110889, 4442 =197136, 5552 = 308025,
6662 = 443556, T777% = 603729, 8882 = 788544, 9992 = 998001.

Upyeo pewewe. [loTyn kBagpar ce yBek 3aBpimasa jemnoM ox mudapa 0,1,4,5,6,9. Huppa y He moske
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35.3.

35.4.

36.5.

6uru 0 (6poj Hysa Ha Kpajy MOpa OUTK HApaH), He MOKe OWTH HU HeKa ox mudapa 1,5,9
(uraue 6u 6mo obnuka 4k + 3), kao Hu mudpa 6 (urave 6u 6ro obnuka 4k + 2). Ilakue, mopa
outu y = 4. Mebytum, Hujenan on Opojesa 111444,222444,...,999444 numje moTmyH KBAaIPAT,
IITO Ce OMPEKTHO IPOBEpaBa.

IMocmarpajmo mexku Tpoyrao ABC cacrasiben on jemuauuyHUX Tpoyriaosa. Cabepumo 6p0JeBe v
TEMEHUMa OBUX jeIMHUUYHUX TPOYIJIOBa. Pe3ynrar je mo yCciaoBY 3anaTKa
nemwus ca 3. [Ipu Tome cy:

— Opojesu y temenuma A, B u C paduyHATU 1O jeIHOM;

— ocrasu Opojesu Ha nyxkuma AB, BC u CA pauynatu no 3 myra;

— 6pojesu yuyrap tpoyriaa ABC pauynaru mo 6 myra.

IIpema Tome, u 36up GpojeBa camo y temenuma A, B u C je nemwus ca 3.

Osnaunmo ca @, b u € jequHUYHE BEKTOPE Ny’ NATUX TPU]y NPABUX, & Ca U jeJUHUYHU BEKTOD
nysk Tpaskene npase £. Tpeba na Bawku |U-d| = |U-b| = |U-¢]. To ce moske 3anucaru Kao

G- (@+b)=7-(@+&) =0

3a HEKM O] yeTupu n3bopa 3HaKoBa +, WTO 3HAYM Aa je ¢ 3ajeHUUYKA HOpMaJa Ha (HEKOJUHe-
apHe) BekTope d+b u d+ ¢ Kako cBaku u3bop 3uakoBa + maje mo jeqHy TAakBy IpaBy, HOCTOje
TavyHo 4 TpaskeHe mpase /.

Oszraunmo x =14/6+ 6+ --- NG (2018 kopena). TpaskeHna HejeJHAKOCT Ce MOKE 3AlUCATU Kao

3—+v6+x 1
T A >%- (*)

3a moueTak, IPUMETUMO [a je M3pa3 U3 3aJaTKa Ne(UHUCAH, jep je

x<\/6+\/6+---\/6+\/§\/6+\/6+--- 9= =16+/9=19=3.

2018 2017

Hejennakoct () KBaapupameM u MHOKemeM ca 3 — 2 > 0 moctaje 3 — /6 +2 > £(3 — z). OBo
ce zamenoM t = /6 +x cBomu Ha 6(3 —t) > 9 —t2 = (3 —t)(3+1), Tj. 3+t < 6, mTo je TauHoO.

WNrpau koju 3aTexkne muoHa Ha ceamMoM peny mobebyje y mapemnom moresy. To 3nauu ma ryou



4B5.1.

urpad Koju 6yme npunyhen ma mocTtaBu NMuOHA HA CEAMU pPen, a TO he Outy camMo ako cy Beh
CBU IIMOHU y ImecToM pexy. IIpema Tome, moOeqHUK je OHAj HAKOH YMjer moTe3a Cy CBU IIUOHU
y IMEeCTOM pemy.

ITomenumo nuone y yetupu napa. bpaukuaa crpareruja je ga, kam roj AHKa IoMepu NUOHA U3
jemHOr mapa, OHa Ha WCTYU HAYWH IIOMEPU M APYyror nuoHa u3 Tor mnapa. OBako he, cBe mok He

Oyoy CBU IMOHU y IIECTOM pely, HAKOH CBAKOr AHKMHOT more3a Dpamka umaru cBoj. akie,
nobenuhe Bpanka.

Ilatu u3zpa3s je jemHax

1 1
sin 10° sin 30° sin 50° sin 70° sin 90° = 3 sin 10° sin 50° sin 70° = 1 sin 10°(cos 20° — cos 120°) =

1 1 1 1 1
1 sin 10° cos 20° + 3 sin10° = g(sin30° —sin10°) + 3 sin 10° = 6

mITO je panmoHajaH 6poj.

Apyio pewemwe. 3a cBam ox yriaosa ¢ € {10°,50°, —70°} Basn sin3p = 3sing — 4sin® ¢ = % I pyrum

4B5.2.

4B.3.

45.4.

peunMa, cBaku ox 6pojesa x € {sin 10°,sin50°, — sin 70°} je pememe jenuauuue
823 —6x+1=0,

a no BujeroBuM popMyrama IpOU3BOL TPU pellema OBe KyOHE jeqHAUNHE je —%. ITpema ToMe,

sin 10° sin 50° sin 70° = %, omaKJe CIenu Mna je BPEeAHOCT U3Pa3a M3 3aaTKA 1—16.

JleBa Tabauna je mo3HaTW mpWMMeEp MAarwdYHOr KBanpara ca OpojeBuma 1,2,...,9. Ilpumep 3a
nmeo (a) nobujamo 3ameHOM 0BUX Opojesa ca a+d,a+2d, . ..a+9d, a npumep 3a neo (6) 3amMeHOM
opojesuma 11,12,13,21,22,23, 31,32, 33:

41912 a+4d | a+9d | a+2d 2113312
3157 (a) |a+3d|a+5d|at7d (6) [13]|22]|31
8116 a+8d| a+d | a+6d 3211123

Bpojesu 22 +x u y? 4y cy mapuu, na je 6poj y upsoj jemsaxoctu Hemapas, Tj. a = 0. Taxobe,
2% —x u y® —y cy memusu ca 3, ma 6poj y APYroj jemHAKOCTU Huje mesbuB ca 3, Tj. b= 0. Harn
CHCTEM C€ CBEO Ha

?+yi+ar+y+1=5

B4y —r—y+2=2°

W3 npee jemnauwnne je ¢ > 0, ma je
—322°—-5=a’ -2’ = 2w +y° -y =2y +1=f(a)+ fy) + 1,

rae je f(t) =t(t—2)(t+1). Karo je f(1) = —2u f(t) 2 03at > 2, mopa 6utu f(z) = f(y) = -2,
tj. z =y =1. Tana jec=1u (z,y,a,b,¢) = (1,1,0,0,1) je jemuuo pememe 3anaTka.

Tpoyrao ozuauasamo ca ABC, nomuoxje sucune uz A ca D, a cpenumre crpanune BC ca M.
ITocmarpajmo Tauky A’ cumerpuuny tauku A y ommocy Ha M. Tana je AD = h, u AA" = 2t,,
a Kako je ABA'C napanenorpam, Basku u <ABA' = <ACA’ = 180° — o, mToO 3HAUM na Tadke
B u C npunagnajy kpyskHuM JyKoBUMa Han TetuBoM AA’ ca mepudepujckum yraom 180° — a.



4B.5.

ITounumo KoHCTPYKIM]y npTameMm Tpoyriaa ADM y kome je AD = hy,
AM =t, u <ADM = 90°. 3aTum mpecinKkajMo Tauky A CUMETPUUHO
y omrocy Ha M, no tauke A’. Cama KOHCTPpYWIIMMO KPY#KHU JIYK HAIT
nysxu AA’ kao TetuBoMm u nepudpepujckum yraom 180° —a. Y npeceky
oBor Jsyka ca mnpaBoM MD nobujamo tauky C. Hajzan, tauky B
HaJsia3uMo cuMmerpudno tayku C'y omuocy Ha M.

Pememe nocroju monx ycmosom ma je t, > h, U je AMHCTBEHO je OO HA
CUMETPHjy.

IMpumerumo na je p(n) < n 3a cBe npuponHe Gpojese n. 3aUCTa, aKO je N = df ...A100, OHAA
je k
p(n) =apar -+ -ar < 10%a, < n

(jemmakocT Bazku caMo Kagma je n jemrormdpen 6poj). MebyTtum, uz 0 < p(n) = n?—21n—40 < n
cnemu 22 < 21% VOOl < n < 11 + /161 < 24, ma y 063up momasu camo n = 23. To 3ancra jecte
peleme.

Buaren rakmuuema 2019/2020.
mramMmnahe ce mociae p:KaBHOT TakKMUYEHa
mo Hapyuowau, mo 1meuu ox 150 muHAapAa.

Herame here nahu na cajry JIMC.
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