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JYBUIIEJ

Hparu unraouu,

Kao mrro Bumute Bama u Hama TAHITEHTA crurna je no 100-tor 6po-
ja. McTtuHa, naHamme BpeMe HHje Oalll HaKJIOKEHO MpociaBaMa Hu jyOmiejuma.
Ho, ympkocT BelnKoj 3IpaBCTBEHO] KPU3W KOja je Yrpo3wWiia YWTaBY IUIAHETY,
penakiyja HacTaBjba J1a Jielia Kao u panuje. Hamamo ce na je Tako u ¢ Bama 4u-
TaoLUMa.

Cse je moueno npe 25 roauHa, ganeke 1995. Hu to Bpeme HHje Omio
Oam cpehno. CaHkimje, eKOHOMCKa Kpu3a, KaTactpodanHa uH(Ianuja, omnmTa
ockyauua u cupomamTBo. Ha moapydjy tanamme CaBesne PemyOnuke Jyrocna-
Buje (CPJ) HemocTajano je MHOTO ImITa, TIa M MaTeMaTH4dka auteparypa. [locebHO
je HelocTajana MepHoAUKa U3 MaTeMaTuKe U padyHapcTBa. MaTemaTuuyapu Be-
huHe HamIMX yHUBEp3WTETa, 3ajeHO ¢ JIpyIITBOM MareMaTudapa Jyrociaruje,
CXBaTHJIHU Cy Ja HEITO Mopa Jia ce YYMHHU He O JIM ce TaJallikba CUTyanuja, oap
JEeTUMHUYHO, NopaBuia. Tako je HUKIA uieja o0 MOKpeTamby Jacoluca U3 marte-
MaTHKe U padyHapctBa. Ha npeanor rpymne u3z Hosor Cana, npuxsahieHo je na ce
30Be TAHI'EHTA.

On camor movetka, TAHI'EHTA je xao cBoje y3ope, nMana yrieaHe u
yBEIUKO adupMucaHe CBETCKEe uacomuce IomyT pyckor KsaHTa, KaHagckor
Crux Mathematicorum, amepuukor Mathematics Magazine u ciuunux. Bpeme-
HOM je hopMHUpaa CBOj CONCTBEHH MPOGUIT U CTHIL.

IIpBu rmaBHM ypeaauk 6no je npodecop Patko Tomwmh m3 HoBor Cana,
a OpojHY pelakiujy caudmbaBalii Cy MaTeMaTHYaph M3 CKOPO CBUX YHHBEP3H-
TETCKHMX W 3Ha4ajHUjuX mKoyuckux neHrapa CPJ. Kachuje cy ce memanu u ypen-
HHULY U peAaKlyje, ajd OCHOBHA KOHLEMIMja 4acoluca OCTaia je TOTOBO UCTa
Kao Ha MOYETKY.

Csaku 6poj TAHI'EHTE nounmao je ¢ ABa Wi TpU WIaHKa U3 MaTeMa-
THKE U padyyHapCTBa YHMjU Cy ayTOPH OMJIM eMUHEHTHH JoMahu 1 HHOCTpaHH Ma-
teMmatryapu. Caapkaju ¥ HUBOM WiaHaka M3 MaTeMaTHKe ¢y Bapupanu. Hajsehu
Opoj OWO je HAMEHEeH U JTOCTYIaH NMPOCCYHNM YUCHHIIUMA CPEAbUX U HaIpe-
HUjUM YUYCHHIIIMa CTapHjuX pa3pela OCHOBHHX IIKoja. MehyTum, Omio je ca-
Ipkaja, a Ma uX cajl, KOju Cy 3aXTEBaJIM IMpe 3Hame U Behy MaTeMaTHuKy 3pe-
JIOCT J1a OM ce MpaTWiv U pasyMelnu. tbuxoB unTanadyku Kpyr YHHWIN Cy TaJeH-
TOBaHU YYEHHUIM W IIUPOK KPYyT JbyOHTEha MaTeMaTHKE U MaTeMaTHYKHX Clia-
JOKycana.

CiudHO je OWIo ¢ YiaHIIMMa U3 payyHapcTBa. AyTOpH, Takohje 3HaIU
CBOje CTpYKe, [IPE3eHTOBAIM CYy KaKo CTaHAapAHE TeMe M calapiKaje Tako M Haj-
caBpemenyje. C 003MpOM Ha TO KOJMKOM CE€ Op3MHOM pauyHapCTBO pa3BHjallo,
Omia je To MpUJIMKA 3a YUTAOIIS JIa CC Ha BPEME YII03HA]y ¢ HAJHOBHjHM JIOCTHT-
HyhrMa 13 Te MOJIepHE Hay4HE U IPUMCH-EHE TUCIUTLTIHE.



lybunej

CranHa u pernpe3eHTaTHBHA, Ouia je u octana pyopuka 3AHALIA U3
MATEMATHUKE. Uctuna, nanac ce 3oee HAI'PAJTHU 3AJIALIY, anu caapxaj
je octao HempoMemeH. Y cBakoM Opojy moHocuia je oapeleH Opoj 3amataka u3
CKOpO CBUX 0o0nacTu maremMaTuke. TeXuHe 3amaTaka OWiie Cy y PacloHy OX
OOMYHHX, IIKOJICKUX, IIa CBE JO HECTaHAApIHUX M BPJO TeIIKuX. MHOru cy
OWIM paBM M3a30BH 3a pelnaBade. To je yjeaHo OMII0 M CBOjJEBPCHO TAKMUYCHE
KOje je MaJo 3amakeH oa3uB. Melhy ydyecHunmMa OUM Cy ¥ MHOTH BPCHH TaK-
Mugapu. Ha kpajy mIkosicke ToAauHe, HajyCIIeITHUjH ¢y Onii HarpahuBaHu MaTe-
MaTHYKOM JINTEPATYPOM.

Py6puxa 3AJJALIN U3 [TPOITPAMUPABA Ouna je maHmaH npeTxoi-
HOj. [Ipe3eHToBana je mo HEKOIMKO 3a/aTaKa U3 MporpaMHupama PasInuuTHX ca-
Ipkaja U TexxnHa. Takohe je Omia TaKMHYAapCKOT KapakTepa M HajyCITCITHHjU
ydeHunu Onnn cy HarpahuBaHu.

C BpeMeHa Ha BpeMe, Kao TIOMON M YIyTCTBO 332 HACTABHHUKE CPEIHBHX
mKoa, mojaBspuBana ce pyopmka MSABPAHU IHKOJICKU 3AJJAIIA. On
2002. romune mpepacna je y cranny pyopuxky [IMCMEHU 3AALIU kojy ox
OHJa, TIa CBE JaHAIUX JaHa, BeoMma ycnemHo Boau Cphan OrmanoBuh. Py6-
pHKa caIpKH Npeaiore MUCMEHHMX 3aJaTaka 3a PeJOBHE I'MMHA3Uje U CPEImbe
IIKOJIE Ka0 U 32 MAaTeMaTHYKe TUMHA3H]e.

TAHI'EHTA je yBek mokiamana MOCeOHY MaXiky MaTeMaTHYKUM W
MHQOPMATHYKUM TaKMHUUCHHMa CBUX HUBOA. M3BewmTaju, 3amany U pelema ca
moMahmx TakMHUeHa, OaJKaHCKHX W MeljyHapoIHWUX ONWUMITHjama, Kako W3
MaTeMaTHKe Tako U U3 MHQopMaTHKe, 00aBE3HO Cy HAJIA3WIM CBOja MecTa y
onrosapajyhum 6pojesuma TAHI'EHTE.

Uuramauka myOnmKa je MpaBOBPEMEHO OOaBelITaBaHa O HOBUM IIy-
Oymkaijama, moceOHO of cTpaHe [[pymiTBa MaTemMaruyapa, O 3UMCKHM W JICT-
BHUM [IKOJIaMa, 0 CEMHUHApUMa U CIIMYHUM MaHUQecTalujama.

TAHI'EHTA wuma pyroronuuimby W YCHEUIHY capaimby C YIVIETHOM U
CBETCKH MMO3HATOM H3aaBaukoM kyhow ,IlllaxoBcku unpopmarop™ u3 beorpana.
lopunama je ona moxpoButess ctanne pyopuke HIAXOBCKA CTPAHA xoja
JOHOCH 4YJIaHKE HaMCHEHE IIMPOKOM KpYTry JbyOuTesba IIaxa M MaTeMaTHKe.
Hajycriemmamju pemaBaun HarpagHUX 3ajaaTraka OWBajy HarpahuBaHH BpeaHUM
npousBoauma ,,lllaxoBckor uHpOpMaTopa“.

C 003upom Ha oIty cuTyanujy, OynyhHocT HuMano Hehe OUTH HaKIIO-
IBeHA KTacuuyHOM m3maBamtBy. To Hehe 3a06uhn vm TAHI'EHTY. 360r Tora je
NOTpeOHO /1a CBE BHIIE M CBE 030MJbHHjE Pa3MHIIIBbA O IITO OpKeM Mpenacky Ha
€JIEKPOHCKO U3Aaibe Yacomuca.

[IpBu kopax y Tom mpaBiy Beh je HanpaBsbeH. CBu Opojesu TAHI'EH-
TE ox 1995. no 2018. ronuHe Cy IUTHTATM30BAaHU M TIOCTaBJHCHH Ha cajT [pyrmi-
TBa Maremarndapa Cpouje. Tume cy mocTany IOCTYNHU HAjUTUPUM YUTATaYKUM
KPYTOBUMA.

A BM Jparu 4WTaoly, YUTAjTE, Y’KUBAJTE U IHUIINTE HAM.

Pegaxyuja



CaBpueHu bpojesu

CABPLUEHU BPOJEBU

Paiviko Towuh, Hoeu Cag

boi je ciusopuo ceeini 3a 6 gana, jep je 6 caspuen 6poj,
anu Ou oH 6uo caspuier u ga cligaparse Huje wpajano woauxo.
CeTu ABrycTUH

JIEOUHULIIA

3a npupogaH Opoj n KaxeMo Jia je caspuieH aKko je 30Up CBUX HETOBUX
npaBux Jenuiana jeqHak n. [IpaBu JenvoI OPUPOAHOT Opoja M Cy CBH
JIEMO O N KOjHu ¢y MamH of n. Ha mpumep, 6poj 6 je caBpimeH, jep ¢y CBU
ErOBY TMpaBu jaenuoiu 1, 2 u 3, a \wuxoB 30up je 6. Uemrhe ce caBpiieH Opoj
JeuHUIIE Kao MpUpoJIaH Opoj n TakaB jAa je 30Mp CBHX HETOBUX Jeiuiala
(yxspyuyjyhu u cam 6poj n) jeqHak 2n.

Jlako ce mpoBepaBa, Ha npumep, aa ¢y 28, 496, 8128 u 33550336 ca-
BpIIICHU OpOjEBH.

OYHKIMIA o(x)

Bugumo na y nedunnnuju caBpimeHux OpojeBa ¢urypuiie mojam 30up
genunaya. 30Mp Aenuiana je jeaHa ox GyHkIMja ca kKojom ce decto cpehemo y
Teopuju OpojeBa. YobuuajeHa o3Haka 3a QyHKUH]Y ,,30up aemanana’ je o(n).

Jlaksie, 3a cBaku mpHpojaaH 6poj n aedpunumemo o(n) xao 36up cBHX
MO3UTHBHHUX JIeNmiala opoja n.

30up nenuialna je jejHa Ol BaKHUX apUTMETHUYKUX (DYHKIHja TeopHje
opojesa.

Apuiimeiuuuka gpyuxyuja je GyHKIHja meIo0pojHIX MPOMEHIBHBUX KOja
y3UMa caMo I1eJ100pOjHe BPEIHOCTH 3a CBE BPEIHOCTH CBOjUX NMPOMCHJBUBHUX 3a
Koje je nedmHrcana. Ha mpumep, MOJIMHOM ca IeI00pojHIM Koe(HIIHjeHTHMA je
apuTMeTHdka QyHKIHja.

Apurmernuka (QyHKIHja of jenHe mpomensbuBe f(x) je myninuiinuxa-
iHu6Ha aKo Cy 3aJI0BOJbeHA cliesieha JBa ycioBa:

(1) f(n) Huje UOCHTUYKY jefHAKA HYIIH;

(2) f(mn) = f(m)f(n), ako je NZD(m,n) = 1.

Ha npumep, pyukmmja f(n) = n* je mynrunmmxarussa.

Jlako ce BumM 1A je, 3a MynTHiutMkatuBHy ¢yukuujy f(n), f(1) = 1.

Hawume, ako je 3a Heko ny, f(ny) # 0, onna je f(ng) = f(ng - 1) = f(ngy) f(1),
onakie cienu na je f(1) = 1.
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Jacno je na je a(p) = p + 1, axo je p mpoct 6poj. Jasbe, ako je p
npocT Opoj, oHAa je

k+1
p -1
o(") = 1+p+p* +p*+ - +p" ==——
Teopema 1. Ako je = p; 'py? ... pp* , OHI@ je
ap+l _ g pap+l g aptl
o(n) =2 — Bz — o —
p1—1 p2—1 pr—1

,ZZOK(,ZS‘. CJ'IGI[I/I Ha OCHOBY YHMILCHHUIIC a CC IMOCIIC MHOXKCHA 3arpaaa
(T+p+p2++p/) 1 +p + 03+ +52) oo (L+p+DE++D5),

CBaKH JIeTUTEIh Opoja n mojaBJbyje TAa9HO jeAAHITYT Kao cabmupak.

Teopema 2. ®ynkuuja 6(1N) je My ITHILUIMKATUBHA.

Jlokasz. Heka cy x 1 y y3ajaMHO MPOCTH OpPOjeBH M HEKa Cy BHXOBE (haKTOpH3a-
[{je Ha TPOCTE YMHHOIEe (KAHOHCKA MPECTaB/barbha) IaTe ca
— %102 Ak _ B1 B2 Br
X=piDy e Dy MY =01'qy° o Gy

Kako OpojeBu x 1 y Hemajy 3ajeIHUYKHX MMPOCTHX JENUIIala, KAHOHCKH OOJIHK
HBUXOBOT IPOU3BOA j&

ar B1

xy = pips? . pikqPighe . g,

ma je mpema teopeMu 1

p1—1 p2-—1 Prk—1 q1—1 qz—1
qEr+1_1
qr—1

= a(x)a(y).

TEOPEME EVKIJIMJA 1 OJJIEPA

Huje mo3narto ma mu mocroje HemapHU CaBPIICHH OpPOjeBH.
Eykmunosa n OjnepoBa Teopema, y3eTe 3ajeIHO, 1ajy ToTpedaH U JT0BO-
JbaH yCJIOB Jla OM HEeKH MapaH MpupojiaH Opoj OO caBpIIIeH.

Teopema 3. (Eyknun) Ako je 2™ — 1 mpoct 6poj, onza je 2"~ 1(2" — 1) casp-
IeH 0poj.
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Jloxas. Kopucrehn unmennny na je 6(p) = p + 1, ako je p npoct 6poj u My-
tummkatuBHOCcT (yHkimje o(x), umamo nma je 3a m=2""1(2"—-1) u
2"—1=p

o(m) =c(2"1-p)=0Q"-1DpP+1)=2"-1) 2" =2m.

Teopema 4. (Ojnep) Axko je mapan npupoad Opoj caBpilIeH, OHAA OH UMa OOJIHK
2""1(2™ — 1), rae je 2™ — 1 mpocr 6poj.

Jlokas. Heka je m = 2™ 1. q, rne je q nenapan 6poj, n > 1 u o(m) = 2m.
Crnenu na je

o(m) = o(2" No(q) = (2" — Do(q) = 2m = 2"q.

q
2"-1"
naje g = (2™ — 1)k, rue je k nenapan 6poj u na je 6(q) = 2" - k. Kako cy k u
(2™ — 1)k nenmonm Opoja q W Kako je wuXOB 30up jeanak 2" -k = 0(q),
crenu aa g Hema npyrux genwnana. Jakie, ¢ = (2™ — 1)k je mpoct 6poj, ma je
k =1,T1j.2"™ — 1 je mpoct 6poj.

Opnarne je o(q) = 2" Kaxo je 6(q) mpupoiaH u q Henapan 0poj, ciieau

O
OBWJIHM U OCKY/IHU BPOJEBU

Craporpuky MaTeMaTH4apu Cy CMaTpajd BaXHHM JIa Y3 CBaku Opoj
M3y4aBajy W CBE IETOBE JICNHOIE. 3aTO Cy IMOpe] CaBpIICHUX OpojeBa MmocMa-
Tpanmu obunne W ockygue Opojese. Bpoj n je obunan, ako je o(n) > 2n, a
ockynman ako je o(n) < 2n. Y ToM cMucly, ,HajOCKyIHHjH® Cy HpOCTH
opojesu, 3a xoje je 6(n) = n + 1. Ockyauu cy, Takohe, U CTENEHHU JBOjKE, alH
je KOI BHX ,,0cKy/Iarmja” Hajcaabuje mspaxkena: 6(2%) = 28K+t — 1. C npyre
CTpaHe, OOMIHOCT MOXE OMTH BeoMa U3PaXKCHA.

Teopema 5. Axo je n caspiiieH wiu o0wiIaH Opoj, oHJa je mn oouinad Opoj, 3a
CBaku mpupozan 6poj m > 1.

Joxkas. Hexa cy d; = 1, d,, ... , d, = n cBu genuonu Opoja n. Tana cy md,,
md,, ..., md;, aemuouu 6poja mn. Kako je m > 1, nenunan 1 HUje yK/bYUCH Y
OBY JIMCTY Jenuiara ox mn. M 6e3 ocranux aenuiana Opoja mn, TO je JOBOJEHO
Jla 3aKJbYUHMO 712 je

o(mn) > 1+ md; + -+ md, > md; + --- + md;, = mo(n).
Kaxko je n capien unu obunan, 1o je 6(n) = 2n, na je

o(mn) > mo(n) = m-2n = 2mn,
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HITO 3HA4H J1a je Opoj mn obuiaH.
m

O6wnHu 6pojesu Mamwu o 50 cy 12, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 42 u 48.
Oo6wtHocT Opojea 20 1 40 Moke ce JUPEKTHO MPOBEPUTH, a 3a OCTAJIC HABEIC-
He OpojeBe ciei Ha OCHOBY MPETXOHE TEOPEME WM Ce, TaKkoh)e, MOXKe TUPEKT-
HO TIPOBEPHTH.

Teopema 6. Caku napan 0poj Behu oz 46 MOXxe ce MPEeACTaBUTH Kao 30U JBa
obwHa Opoja.

JHoxkasz. OcraTak mpu aesberby mapHor O0poja ca 6 je 0, 2 unu 4, Tj. cBaku mapaH
1eo Opoj je obnuka 6k, 6k + 2 nnm 6k + 4.

Axojen =6kuk >4, Baxun = 6k =62+ 6(k — 2), a npema teo-
pemu 5, 06a Opoja Ha IeCHO] CTpaHU Cy OOMITHA.

Axojen =6k +2uk =5, Baxu

n=6k+2=6-3+6(—-3)+2=20+6(k—3);

20 je obuan Opoj, Kao U APyru cabupak (Teopema 5).
Axojen = 6k +4uk > 8, Baxu

n=6k+4=6-6+6(k—6)+4=40+6(k—6);

a 40 u 6(k — 6) cy obmau 6pojesw, 3a k = 8.
O

Teopema 7. CBaku 11eo 6poj Behm oxg 83160 Moxe ce mpeAcTaBUTH Kao 30Up
JBa
oOutHa Opoja.

loxa3. 3a mapHe OpojeBe TBphewme ciaean Ha OCHOBY IIPETXOTHOT 3a1aTKa. 3aTo
hemo ce orpaHnYNTH Ha MOCMAaTpame HemapHux OpojeBa Behux ox 83160, mana
Joka3 koju hemo gatu o0yxBaTa U mapHe Opojese.

Kao u y mperxogaum TBphemuMa, OOMITHOCT cabupaka MpOU3WIIa3d U3
YUEEHUIIE 1a CY OHM JISJbUBH MTO3HATUM OOHMITHUM OpojeBHUMA.

JacHo je ma u3 HemapHOCTH 30HMpa a + b mpu3wIasu ga cy a u b pasnu-
YUTE MApHOCTH. 3aTO HaM je 3a J0Ka3 MOTPeOHO jJa mpoHaljeMo HEKH HemapaH
obunan O0poj. McmocraBsba ce Ja cy HemapHU oOWIHM OpojeBH PEeTKH; HajMarmbH
je 945 (cnenehu je 1575).

Cana hemo ce mo3patu Ha jenaH M0OpPO TO3HATU PE3yJTaT U3 TEOpHUje
JWHEAPHUX AUO(AHTCKUX jeTHAYNHA KOJH TIIacH:

Ako ¢y a u b yzajamno dpociuu ipupognu 6pojesu, onga jegHauuHa
ax+ by =c
uma pewierse y CKyiLy upupoghux opojesa, 3a ceaxku iapupogar o6poj ¢ > ab.

6
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Hajmamu mapan obunan 6poj ysajamuo mpocT ca 945 =33-5-7 je
88 =23.11. 3aro jenHaunHA

88x + 945y = ¢

uMa pemewe (X,y) y CKyly HpHpOTHHX OpojeBa, 3a CBaKd MPHPOIAH OpOj
¢ > 88-945 = 83160. Kako cy 88 u 945 o6wmHu 6pojeBu, 88x u 945y cy
o0OuTHKM OpOjeBH 3a MPOM3BOJbHE NMPHUPOHE Opojere x U y. Tume je TBpheme 110-
Ka3aHo.

m

KOJIMKO UMA CABPIIEHUX BPOJEBA?

Caspuwenu 6pojesu, kao u cagpuieHu bYgu, 6pio cy peiKu.
Pene [lexapt

Huje mo3naTo ma u uMa OECKOHAYHO MHOTO CaBpIIICHUX Opojea. Huje
M03HATo, Takole, 1a JIK YOIIITe OCTOj¢ HENMapHU CaBpIICHU OpojeBH. 3aTo Ou
0110 KOPEKTHH]E TIOCTABUTH MUTame: ,,KOJUKo MMa NpUpoaHuX OpojeBa 3a Koje
3HaMo (Tj. 3a Koje je JoKa3aHo) Ja cy caBpmeHu?“ CBH 0 caja IMO3HATH CaBp-
menu 6pojesu cy obnuka 2"71(2" — 1), rae je 2™ — 1 mpocT 6poj.

MebhyTum, MU He 3HAMO KOJIMKO MMa MPOCTHX OpojeBa obmmka 2™ — 1,
HUTH J1a JH je BHXOB Opoj KoHayaH win OeckoHadaH. [lpupomgHum OpojeBn
obnuka 2™ — 1 HasuBajy ce Mepcenosu b6pojesu v 3a BUX KOPUCTHMO TOCEOHY
o3Haky: M, = 2" — 1.

Creneha Teopema naje jeqad moTpebaH amy HE W TOBOJhAH YCIIOB Aa O
Mepcenos 6poj M,, 6uo mpocr.

Teopema 8. Axo je n mpupoman 6poj u 2™ — 1 mpocr, oHAa je 1 1 TIpocT 6poj.

Hoxas. JlokazaheMo eKBUBaJICHTHO TBphemwe, Tj. Aa je 2™ — 1 cioxen 06poj, ako
je n cnoxen 0poj. Hekajen =rs,r > 1,s > 1. Tana je

2"—-1=2" -1
:(ZT)S_l

=T -D@DHST+ @252+ -+ 1).
Od

IIpema mpetxonHoj TeopeMu, Opoj obnuka2™ — 1 He MOke OUTH MPOCT
ako n Huje npocT. 3aTo ce KopuctH cneneha norauuja. [umemo M, = 2P — 1,
I7ie ce mojpasymesa ja je p npoct 6poj. bpojeu M), nasusajy ce Mepcenoeu
dpociiu 6pojesu Mo (PpaHIlyCKOM MareMaTudapy u3 17. Beka KOju HUX je
M3y4yaBao y Be3U ca caBplieHHM OpojeBMMa. MepceHOBH MpocTu OpojeBH Cy O
moceOHoOT 3Havaja. Pa3mo3u 3a TO Cy IeIOM HCTOPHjCKH, a ICJIOM CE 3aCHHBAjy



CaBpueHu bpojesu

Ha YALCHUIM Ja TaKBH MPOCTH OpOjeBH Hala3e MPUMEHY Y IPYyTAM oOjacThMa
MaTeMaTHKe.

M, je npoct 6poj 3a npBa yeTupu npocra 6poja: p = 2, 3,5, 7 (M, = 3,
Mz =7, M5 = 31, M; = 127). Mehytum, cnenehun MepceHoB Opoj je CIOXKEH:
My, = 2047 = 23 - 89.

MepceH je TBpauo nacy 2, 3,5, 7,13,17,19, 31, 67, 127 u 257 jenu-
HH TIpocTH OpojeBu, He Behu ox 257, 3a koje je Opoj 2P — 12 npoct. MehyTum,
OBa JINCTA CaJP>KU TPEIIKe, KOje Cy OTKPUBEHE MHOTO BPEMEHa Iociae cMpTH M.
Mepcena. Haume, nBa Opoja 3a koje je MepceH TBpauo Aa Cy IPOCTH, YCTBApH
Cy CIIOXKEHH, a UCITyIITeHa Cy Tpu mpocta Opoja. [lepsymmn (1827 — 1900) je,
1883. ronune, nokazao na je Mg, ipoct. 3a OpojeBe Mgg 1 M4 je, Takohe, yT-
BpheHo aa cy mpoctu. C npyre cTpane, 3a OpojeBe Mg, 1 M, 5, I0Ka3aHO je a Cy
CIIO’KEHH.

YTBpAUTH A2 NH je HEKW BEJUKU Opoj (PeluMoO O]l HEKOJIHMKO CTOTHHA
mudapa y IeKaJHOM 3arucy) IpocT, HUje HUMAJIO JIaK 110cao, YaK HU JaHac Kajl
pacnojiaxeMo MONHUM cyneppadyHapuMa. MepceHOBH OpojeBH, MeljyTum, cria-
najy y Kiacy TpHpOIHHX OpojeBa 3a Koje Cy pa3BHjeHe e]uKacHHje MeToIe
TeCTHpama.

o nanac je 3a 50 MepcenoBux OpojeBa yTBpheHO Ja Cy TIPOCTH, i TO
uucy npeux 50 MepcenoBux 6pojeBa. TpeHyTHHU pekopaep je 0poj M7732917 =
277232917 _ 1 xoju je oTkpuBeH (70Ka3aHO 1a je mpocT) 26. nenembpa 2017.
roquHe. To je u HajBehu mocas mo3HAT MpocT Opoj yommTe. [lekaaHu 3amuc Tora
Opoja cagpxu 23249425 uudapa. Jbyncka mMamra HUje JOBOJbHA Ja CE CTEKHE
Mpe/IcTaBa O BEIMYMHU TaKO BEMKUX OpojeBa. Ymopemumo Ta ca OpojeM ere-
MEHTAapHUX YeCTHIA Yy LeJI0j BUAJBMBOj BacHoHU. Pu3n4apu Cy IOILIH 10 3a-
KJby4Ka Ja 3amuc Tora opoja caapxku oko 80 nudapa, gakne, morao Ou ce 3amu-
CaTH y jeTHOM peiy.

ToncrojeB "Pat u mup", mpumndaHO Aedena K\UTa, CaapKU MPUOITIIKHO
3,1 MunnoHa rpadUyYKMX 3HAKOBa (CJIOBa M 3HaKOBa MHTepHyHKuHje). [lakie,
KIbUTa Y K0joj OM OMO HalTamIiaH camo JIeKaJHU 3amuc gocaj HajBeher mo3Ha-
TOT TIpOCTOT Opoja Omima Ou ckopo ocam IyTa nedsba o1 ToJICTOjeBOT Hajmo3Ha-
THjeT poMaHa.

N3 EyxnnaoBe Teopeme clie/id 1a Ha OCHOBY CBakor npoctor MepceHo-
BOT Opoja mo0ujamMo jedaH mapaH caBplIieH 0poj.

Kako Ham HHCy mO3HATH Opyru OpojeBH, OCHM OHHX KOje HOOHjaMo Ha
ocHOoBYy EykimmoBe Teopeme, ciienu 1a HaM je jaHac mo3Harto ceera 50 caspiie-
HuX OpojeBa. Hajeehu on mux je oHaj KOju A0OHMjaMO Ha OCHOBY HajBeher 10
caJjia mo3HATOT MpocTor MepceHoBor Opoja, Tj. Opoj

— 277232916 (77232917
M77232917 =2 (2 - 1)



CaBpueHu bpojesu

3AJIALIN

1. JlokazaTu na cTeneH IpocTor Opoja He MOoXKe OWTH caBpItieH Opoj.

Pewere. Axo je

k+1 _ 4

o(pk) =1L

k+1

= 2pk’

p—1

tamaje (p — 1) - 2p* =p — 1, omakze je 2p* = p**1 + 1, 1.2 > p,

HITO j& KOHTPAJAUKIIHja.

2. AKko je n caBpIiieH 0poj, OHJIa je 30Up PELUIIPOYHUX BPEIHOCTH HECTOBUX JIC-
nunana jemHak 2. Jlokasarm.

Pewemwe. Hexkacy dy = 1, d,, ..., d = n cBu genuonu caspiieHor o6poja n. Ta-
Ia je

n,n

n
44+ —=2n
dy d; dk ’

OZIaKJIE TOCIIE JIeJbeHha Ca N CIIEN TBpheme.

3. Jlokaszatu na ce JCKaJHU 3alliC CBAKOT MApHOT CaBPIICHOT Opoja 3aBpliaBa
ugpom 6 wiu 8.

Peweme. Tapan caspuien 6poj m je o6mauxa 2"~ 1(2" — 1), rae je 2™ — 1 npoct
0poj. [Ipema Teopemu 8, Tana je u n mpoct 6poj. akie, n = 2 wnu je n odomuKa
4k + 1 wm 4k + 3.

Ako jen = 2, tana je m = 6 u TBpHCHE BaXKHU.

Axkojen = 4k + 1, rana je

m = 2% (2%+1 — 1) = 16*(2 - 16F — 1).
Kaxo ce 16" 3aBpmasa mudpom 6, 2 - 16% — 1 ce 3appmasa uuppom 1, ma ce m
3aBpiuasa uudpom 6.

Axojen = 4k + 3, Tana je
m = 24k+2(2443 _ 1) = 4. 16%(8 - 16% — 1).

Kaxko ce 16" 3aBpmaBa mudpom 6, 4 - 16* ce 3aBpmaa mudpom 4, 8- 16% — 1
ce 3aBpiuasa udpoM 7, ma ce m 3aBpiuasa udpoM 8.

4. Hahu cBe caBpmene OpojeBe n TakBe na cy n — 1 un + 1 o6a mpoctu 6poje-
BU.

Pewierve. OuurienHo je na ce HajMamu caBplleH Opoj 6 Hamasu u3Mely nBa
npocrta 6poja 5 u 7. Jlokazahemo na Hema Ipyrux caBpIICHHUX OpojeBa ca TOM
0COOMHOM.



CaBpueHu bpojesu

Heka cy n — 1 u n + 1 npoctu OpojeBu 3a HeKH npuponad o6poj n > 6. Tana je
3a HeKku 11eo Opoj k > 1,n—1 =6k —1un+ 1= 6k + 1. (Caku nipoct 0poj
Behu o1 3 maje npu aesbemy ca 6 octarak 1 wim 5.) Taga je n = 6k, na cy 6po-

. nnn . .
jeBH M, =, =, = PASTUYUTH JICTHOLH Opoja n, Behu ox 1. Kako je

n+-+-+Z+1=2n+1>2n,
2 3 6
cienu 1a 6poj n He MoKe OUTH CaBpIIIEH.

5. Hahu cBe caBpiueHe 6pojese 7 3a Koje je u 6poj G(G(n)) CcaBplIIEH.

Peweme. llpernoctaBuMo 11a je n mapas caBpiieH 0poj. Tana je, mpema Ojnepo-
Boj Teopemu, n = 2P~1(2P — 1), rae je 2P — 1 npoct 6poj. Kakocy 2 u 2P — 1
Pa3IUYUTH POCTU OPOjeBH, TO je

o(o(n)) =o(2n) = 0(2”(2’” - 1)) =0(2P):-0(2? - 1)
=P —1)((2P - 1) +1) =2P(2P* - 1).

JacHo je na je oBaj Opoj mapaH, a ako je u caBpiiieH, oH je Beh Harmmcan y Ojie-
poBOM OOIIHKY 3a caBplieHe mapHe OpojeBe. Y Tom ciyuajy je 2Pt — 1 mpocr
0poj, na je u p + 1 mpoct 6poj. Caenu na cy u p u p + 1 npoctu OpojeBu, ma
Kako Cy TO Yy3aCTONHH TPUPOAHH OpojeBu, To je p = 2. Tama je n =
222 -1)=6mnu

G(G(n)) = 0(0(6)) =o0(12) = 28.
Jakne, n = 6 je jequHO pelIeHhe.
Huje mo3HaTo nma nu moctoje HemapHU caBpIIeHH OpOjeBH, ajy HHjE JTOKa3aHO
HH JIa He MoCToje. 3aT0 MOpaMo pa3MOTPHUTH U Taj ciIy4aj. AKO je 1 HemapaH ca-
BpIIEeH 0poj, Taxa je 6(n) = 2n, npu yeMy cy 2 ¥ N y3ajaMHO TIPOCTH OPOjeBH,
naje

o(oc(n)) = o(2n) = 0(2) - o(n) =3 2n = 6n.

JacHo je na je 6n napan Opoj, a aKo je u caBpLICH, OHJA je

6n = 2P"1(27 — 1),

rae je p npoct 0poj. Melytum, kako je p Henapan O0poj, Opoj 61 caapKu IpocT
YPHUIAL 2, alK He ¥ 6mio koju crenel 2%, 3a k > 1. To 3nauwm na je 2P~ 1 = 21,
onakie je p = 2. Cnequ ga je 6n = 2(22 — 1) = 6, omaxne je n = 1. Kako 1
HUje caBpllieH Opoj, IO CMO JI0 KOHTpaAuKiuje. Jlakie He IMOCToji HenapaH
caBplIeH 6poj 1 3a KOjH je G(G(n)) caBpuIeH 6poj.
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O jeaHom HeoppeheHom nHTerpany n Ojneposoj dbopmynu

O JEAHOM HEOOAPEHEHOM UHTEIPAIY K OJIIEPOBOJ
OOPMYIJIN

Munan Muitipecku, beoipag

VY tpehem pazpeny rumHaszuje obpalyje ce popmyra 3a TPUTOHOMETPH;]-
CKH 00JINK KOMIUIEKCHOT Opoja

z = p(cosx + isinx),

IJIe Cy p U X PEJIOM T3B. MOJyO M apryMeHT KOMIUIeKcHOT Opoja z. [pu mpen-
CTaBJbakhy Yy KOMIUICKCHO] PaBHH, P j€ pacTojame oarosapajyhe Ttauke z o1 Ko-
OpIHATHOT TToueTka O, IOK je X yrao KOju KOjH BEKTOp 0z obpasyje ¢ TO3UTHB-
HUM cMepoM Re-oce.

3a TPUTOHOMETPHUjCKH OOJMK KOMIUIEKCHOT Opoja Be3aH je cienehn exc-
MTOHCHITH]JTHA 00JINK

e = cosx + isinx,

no3Har kao Ojneposa ¢popmyia.

UzBohemem Ojnepose popmyie HeheMo ce OaBUTH jep OHa HHUje TIPe.-
BUl)eHa IIITAHOM W TIPOTPaMoOM 3a cpenme mKose. Pasmor je mro To 3axTeBa
no3HaBame M Kopuinhewe Tejmopose dopmyiie 3a pa3Boj QyHKIHUje Y CTEICHH
pen.

Jenna ox mpumena OjiepoBe GopMyIie OTHOCH CE Ha PEIllaBame M0jeIr-
HuX HeonapeheHux wuHTerpana. tbeHoM ymoTpebOM ce TOCTyMak pelaBama
ckpahyje wnm mojegHocTaBibyje. Kapakrepuctnyan nmpumep je cienehu wHTe-

rpa:
[ e* cosx dx.

Kao mTo je mo3HaTo, 0Baj MHTETpANI CE€ jeIHOCTABHO pEIlaBa ITBOCTPY-
KOM TMapuyjaiHoM uHTerpanujoM. Mehytum, y3 nomoh Ojnepose popmyie, jen-
HOCTaBHO C€ pelllaBa caMO METOJIOM cMeHe mpomenspuBe. lllTaBuiue, ,,ycmyT
106MjaMo U peniere unterpaia [ e* sinx dx.

Heka je I; = [e¥*cosxdx u I, = [ e*sinx dx. Tana 3a 36up I, + il,
UMaMo

I +il, = [e¥cosxdx + i [e*sinxdx

= [ e*(cosx + i sinx)dx

Kaxo je, Ha ocHOBY Ojnepose dopmyie, cos x + i sinx = e, cnenu
L +il, = [e*edx = [e(1TDxdx,

11



O jeaHom HeoppeheHom nHTerpany n Ojneposoj dbopmynu

Haxon cmene (1 + i)x = t, dt = (1 + i)dx, nobujamo

[e@+dxgy = 2 [etgr = et 4,
1+1 1+

rae je C = C; + iC,; €4, C, € R xommiekcHa KoHcTaHTa. Bpahajyhu ce Ha mpo-
MEHJBUBY X A0OHjaMO

e(1+i)x 1 it ox
L +il, =——=—°Ye*+(C, +iC, .
1 2 1+ 1+ 1 2
Kakoje —— = —2"t 10, oix — cosx 4+ i sinx, 106ujamo gasmbe
J 1+i (A-D@A+d) 2 o » AOOH] A

X
11+i12=%(1—i)(cosx+isinx)+C1+iC2
e* . .eX . ,
=7(cosx+smx)+L7(smx—cosx)+Cl+LCz
e* . .(e* . .
=7(cosx+smx)+Cl+1(7(smx—cosx)+62).

W3jennavaBajyhu peanne nenose, modujamo 1a je
X
I; = [e*cosxdx = e?(cosx + sinx) + C;.

CanyHo, M3jeAHaYaBaleM MMarHHApHUX JEN0Ba, A0OWjaMO pellemhe W APYror
UHTErpaia

X
I, = [e*sinx dx = %(sinx— cosx) + C,.

Jlako je mpoBepuTH Ja ce METOIOM TapIyjaliHe WHTErpanuje 100ujajy
UJICHTUYHH PE3yITaTH.

3AJJIATAK
Ynorpedom OjnepoBe Gpopmyne, OIpeIUTH BPESIHOCT Heoipel)eHuX uHTerpana:
(@) [ €% cos bx dx; (6) [ e%* sin bx dx

akoa,b € R.

JIMTEPATYPA

[1] YouTube canmak ca xaHamza
blackpenredpen: https://www.youtube.com/watch?v=E ecLWj rcM
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HarpagaHu 3agaum

HATPAJTHU 3AJIALIM
Anexcangap Munenkoeuh, Henag Ciiojanosuh

VY pyOpurn ,,Harpamgau 3amanu” y cBakoM O0pojy majemo 20 3amaTaka Ko-
jU Cy TIOJIeJbeHU y JIBE Ipymie. 3a7ali U3 MpBe rpyIe ¢y NOoAeJbEHH 10 pa3peu-
Ma ¥ HAMEHCHHU CY MPEe CBEra yueHHWIIMMAa KOjU ce TaAKMUYe Y b KaTteropuju, n0k
Cy 3aJ1aIli U3 JpyTe rpyle HAMEHEHH YUCHUITUMA A KaTeropuje v HIUCY MoJeIbe-
HHU T10 pa3peanma.

[To3uBaMo cBe uuTaole Aa Maby MpeaIore 3aaaraka Koje cMaTpajy Imo-
ceOHO MHTEpecaHTHHUM, Kao U cyrectdje kKoje he Ham momohu mpu cactaBibamy
pyOpuke. Takole, mo3uBamMo cBe yUCHHKE Ja Ha ajJpecy pelakiyje maby OTKY-
I[aHa WIM YUTKO MCIHCAHa PelleHha MOCTaBJbCHUX 3a/laTaKa; CBaKW 3aJaTak Ha
3aceOHOM JHcTy. McTo Baku | 3a mpeasiore 3ajaraka. Y HapeJHUM OpojeBuMa
gacomnwuca MyOIHKyjy ce KOMIUIETHA pellickha paHHuje TOCTaBJheHUX 3a7aTaka, a
Ha Kpajy IMKIIyca HajyCICUIHUjH peliaBayn ce Harpalyjy.

[Ipensore u penema 3a1aTaka cilaTH Ha aJipecy:
»aHreHTa” — 3a pyopuky ,,Harpagausaganu”
IIpupoaHo-MaTeMaTH4KH (PaKyITET
Panoja JomanoBuha 12
34000 KparyjeBan

W eJIEKTPOHCKOM momToM (uckpyunBo pdf dopmar) Ha anpecy

tg_nagradnizadaci@yahoo.com

HajkacHuje o 10. 09. 2020.

[MpBa rpyna
Ilpeu paspeg

M1714. OgpennTit MUHUMAIIHY BPETHOCT peaiHe GyHKIHje

y = |4x — 8| — |x| + |2x + 2|.
M1715. JleceT ocoba je pacmopeljeHO yKpyT ca jenHaKUM pacTojamuMma n3Mmely
cycennnx. Caka oco0a Mmo3Haje TayHo TPH 0code, ABe Topes cedbe u 0cody Koja

CTOjU TaYyHO HacIpaM He. Ha KoNmMKo ce HauMHa JaThx AeceT ocoba MOXKe pas-
OWTH y TIeT MapoBa TakKo J1a ce y CBakoM mnapy ocode mel)ycoOHo mo3Hajy?

13



HarpagaHu 3agaum

M1716. Kpyxuuue k,(04,2) u k,(0,,4) ce nogupyjy crnossa. [IpaBe p u q cy
3ajelHMYKe TAaHTeHTe THX KpykHuua. [IpaBa p nommpyje kpyxuune ki u k, y
tTaukama A u D, pecrnieKTHBHO, JIOK MpaBa q Aoaupyje kpyxuune kq u k, y Tad-
kama B u C, pecnektuBHO. OnapeiuTH MOBPIIMHY HEKOHBEKCHOT MIECTOYIJA
AO0,BCO,D.

Apyiu paspeg

M1717. Iujaronane tetuBHOT yeTBopoyrina ABCD cexy ce y Tauku O. Jloka3a-
TH 112 je Tauka O cpeaumute nujaronane BD ako je AB: AD = CD: CB.

M1718. Heka cy p u q no3utuBHH OpojeBu 3a Koje Baxu loggp = log;, q =
log16(p + q). Onpenuru s.

M1719. Heka cy a, b u ¢ ayxusHe crpanuna tpoyria ABC u Heka cy a, [ u
Y Mepe oaroBapajyhux yHyTpanmsux yriosa Tpoyria. Axo je a? + b = 9¢?,

ctgy

OApeaAnuTH m .

Tpehu pazpeg

M1720. IIpaBa s, umja je jemHaumHa 3x — 5y + 10 = 0, poTtupa Oko Taudke
(10,8) 3a 45° y cmepy cynpoTHOM of KpeTama Kaza/bke Ha 4acOoBHHUKY. Ofpe-
JIMTH TIPECEKE MpaBe S', 100HjeHe POTAIMjOM NPABE S, Ca KOOPAMHATHUM OCaMa.

M1721. [ar je pactyhu reOMETpHjCKH HHU3 YHjU CY CBH WIAHOBH CTEIIEHU Opoja
3 ¥ uMju cy M3TOXKHUONK LenH OpojeBu. Ako je Y./ _ologs(x,) = 308 u

56 < logz(X7 -0 %) < 57, onpenuty logs (x14).

M1722. UzpadyHaru Z;’f;oﬂ.

gn+2
Yeiuepitiu pazpeq

9(x sin x)2+4
x sinx

M1723. OapeanTi MUHUMANHY BpenHOCT pyHkumje f(x) =
3ax € (0,m).

M1724. Onpemutu Gynximjy f(x) axo je f"(x) = 24x% — 48x + 2 u ako rpa-
¢uk pyukumje f(x) nmponasu kpo3 tauke (1, —9) u (—2, —4).

14



HarpagaHu 3agaum

M1725. 3a KoimKo NpUPOIHUX OpojeBa n = 2 BaXku Ja 3a KOMILJIEKCHE OpojeBe
Z1, Z3, ... , Zn KOJU UCIYHABAjy YCIIOBE:

@) |z1| = |zz| = = = |zp| = 1;
©®)z;+z;++2,=0,

ClIen Aa Cy TH KOMIUICKCHH OpojeBH pacmnopel)eHn paBHOMEPHO Ha KPY>KHHUIIH
NOJyNpevyHuKa 1 y KOMIUIEKCHO] paBHH?

Apyra rpyna
M1726. Y ckymy peanHux OpojeBa peIInTH jeAHAYNHY
(x2906 1 1) (1 4 x2 + x* + -+ + x200%) = 2006x200>,

M1727. Heka cy a, b u ¢ IO3UTUBHHU peaHu OpojeBu TakBu aa je abc = 1. Jlo-
Ka3aTH J]a 32 CBaKH MpupoaaH O0poj k > 1 Baxxu HejeqHAKOCT

k k k
a b c 3
—+—+—=>-
a+b b+c c+a 2

M1728. Jlokaszatu ga ce 6poj 21992 — 1 mosxe 3amucaTv Kao MPOU3BOJ ILIECT
npupoaHux 6pojesa Behux ox 2248,

M1729. Onpennutu CBe HEHEraTHUBHE 1ieje Opojese a, b, ¢, d U N KOju 3a10BO-
JbaBajy jeIHAKOCT

a’?+ b2+ c2+d*=7-4"
M1730. Hexka cy x,y,z > 0. Jloka3atu aa Baxxu HejeHAKOCT

x y z
2x+y+z x+2y+z x+y+2z

<3
4

M1731. Onpenutu KOIOMEH peayiHe (GyHKIIH]je
f(x) = sin* x — sinx cos x + cos* x.

M1732. Heka je n > 1 npupoaan Opoj u HeKa ¢y a4, dy, ..., A, € (0,1). Onpenu-
TH MakCHMaJIHy BPEIHOCT 30Mpa

Va1 —agyq).

aKo je aj41 = Aq.
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HarpagaHu 3agaum

M1733. Heka je T ={1,2,3,4,5,6,7,8}. Onpeautn 6poj HENMpa3HUX MOJICKY-
nosa A ckyna T Tako na 3 | S(A) u 5 + S(A), rue je 6poj S(A) 36up cBux ene-
MeHaTa cKkyma A.

Pewera 3agaTaka us npowrnor 6poja

M1694. [Ise npase unju cy KoeuuujeHTy npasua 3 u g ceky ce y tauku (3, 3).

OppenuTy NOBPIIMHY TPOYTJIa OApel)eHOT THM ABeMa IpaBaMa U X — OCOM.

Peuwierve. Ha ocHOBY KoeuIMjeHaTa mpaBama NpaBux U TayKe Koja UM Ipunana
MOX€EMO, 3a 00€e IIpaBe, OAPEIUTH IIPEceKe ca y-ocoM. PemaBameM jenHaunHa

3=3-3+n
1
3= g -3 + n,,
mobujamo nma je ny = —6 u n, = 2. JegHaumHe mpaBuX cy p:y =3x —6 H

qy = gx + 2. IIpaBa p ceue x —ocy y Tauku (2,0), a npaBa q y Tauku (—6,0).

Hakie, Tpoyrao ozapeheH mpaBama p, ¢ M X-OCOM HMa TE€MEHa y TadKama
(—6,0), (2,0) u (3,3). Crpanuria Koja npumnaaa arncuucu uMa IyKuHy 6 + 2 =
8, 0K je BHCHHA KOja OJroBapa TOj CTPAHHMIIH jeJHaKa pacrojamy Tauke (3,3)

. . . 83
o1 x-oce, a To je 3. Ciemu a je MOBPIIMHA TPAKCHOT TPOYTIIA jeTHaKa -5 = 12.

M1695. Y ckymy peanHux OpojeBa pelInTU CUCTEM jeHAYMHA
x+3y=3
|lxl = Iyl = 1.

Pewere. U3 nipBe jeanaunne cnenu Aa je x = 3 — 3y, ma Kajga TO YBPCTUMO y
Apyry jennauuny go6ujamo ||3 — 3y| — |y|| = 1. Pasnukosahemo sBa ciyuaja.

1° y>1. Tana je 3—3y<0uy>0,maje |3—3y|=3y—3u
ly| = y. Crora je jennauuna ||3 — 3y| — |y|| = 1 expupanentna ca |3y — 3 —
y| =1, ognocuo |2y — 3| = 1. OBae umamo jiBa MOACIyYaja:

Hy= % Tana je 2y —3 = 0 u jennaumna |2y — 3| = 1 mpenasu y
2y — 3 =1, ogaxiie je y = 2. 3amewyjyhu To y npBy jeqHaunHy n1o0ujamMo 1a je
x = —3. [Ipema tome, pemewe je (x,y) = (=3, 2).

21 Sy<%.Taz[aje 2y —3 < 0,maus |2y — 3| = 1 nobujamo na je
3 — 2y =1, onakne je y = 1. HakoH 3aMeHe y NpBY jeIHAYMHY J00HjaMoO 1a je
x = 0. Pememe je (x,y) = (0,1).
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HarpagaHu 3agaum

O0a pemiema cy BaIMIHA jep UCITYyHaBajy MOTPEOHE YCIIOBE.

2°. y<1. Tanma je 3—3y >0, nma je |3 —3y| =3 —3y. Jennaumnna
[I3=3yl —lyl| =1 je exnusanentna ca |3 — 3y — |y|| = 1. Taxohe numamo
JIBa MOJICITyYaja.

(1) 0<y<1 Tamaje y>0u |y| =y, naje jennaunna |3 -3y —
|y|| = 1 exBuBasientHa ca |3 — 3y —y| = 1, ognocuo |3 — 4y| = 1. Cax uma-
MO jOIII JIBa MOJICITyYaja.

o OSyS%. Crnemn na je 3—4y >0 u |3 —4y|=3—4y. Tako
nmobujamo jemHaumHy 3 — 4y = 1, omakie je y = % 3aMeHOM Y TIPBY jeAHAYNHY
cucTeMa, 1001jaMo 1a je x = 3 Pememe je (x,y) = (3,l )

2 272

o %<y< 1. Taga je 3—4y <0 u |3 —4y| =4y — 3. Jennauuna
|3 — 4y| = 1 je exBuBanentHa ca 4y — 3 = 1 unje je peteme y = 1. Mehytum,
OHO OTIaja 300T OrpaHHYCHa 32 ).

(2) y < 0. Tana je |y| = —y u nobujamo jennaumny |3 —3y +y| =1,
ogHocHo |3 —2y| = 1. Ilomro je y <0, m3pa3 3 — 2y je NO3UTHBAH, Ia
nobujamo jemHaunny 3 — 2y = 1, ogakne je y = 1. Ho, Ta Moryhnoct oTnana
jepjey < 0.

Ha ocHOBY cBera rope HaBeIEHOT 3aKJby4yjeMO Jia CHCTEM jeJHa4YrHa

UMa TpH pelema, (x,y) € {(—3,2), (0,1), G,%)}

M1696. Ha xonuko HauMHa ce ciioBa u3 Tabene (ci.1.) Mory mosesaTu y ped
KBU3 ako ce kpeTame 3a04umbe 0] MoJba y KoMe ce Hanasu ciioBo K u npurom
ce, MPWINKOM KpeTama, Moe npehin Ha caMo HEeKO 0o/ CyceaHuX moJba? 3a AaTo
HI0JbE CYCEIHA Cy MOJbE U3HA, NIOJBE UCIIO, OJBE JIEBO U MOJBE IECHO O Fhera.

3 7 3
3 n B n 3
n B K B 7
3 n B n 3
3 7 3
Cn.l.

Peweme. Tlosbe y xome ce Hanazu cnoBo K nMa 4eTupu cyceiHa mosba y Kojuma
ce Hanasu ciioBo B. Crora je 6poj n3bopa npsa aBa cioBa y peun KBU3 jemnak
4. llasme, cBakoM clIOBY B cy cyceana tauno mo 3 cioBa M, JOK Cy cBakoMm
cnoBy U cycenna tauHo mo 2 cnoBa 3. Ha ocHOBYy mpuHLMIA TpOHU3BOAA, 1O
peun KBU3 ce moxxe ctrhu Ha 4 - 3 - 2 = 24 pa3nuunTHUX HAYHHA.
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M1697. Onpenutu npuposan 6poj n takas na je (n + 1)! + (n + 2)! = 399nl.
(n! mpencrarspa MPOU3BO MIPBUX N IPUPOJHUX OpojeBa, Tj. n! =1-2 - ... n.)

Pewierve. Ha ocHoBy nedunnnyje dakropujena AaTy jeIHaAunHY MOXKEMO Tpen-
crasutu y oomuky (n + 1)n!+ (n+ 2)(n + 1)n! = 399n!. Iomro je n! mno-
sutuBaH 6poj, cieau ga je (n+ 1)+ (n+2)(n+ 1) = 399, oanocuo n? +
4n — 396 = 0. Pemewa cy n; = 18 u n, = —22. Kako je Opoj n npupozaH,
peueme 3agatka jen = 18.

M1698. Onpenutu Opoj HEMOAYIAPHUX TPOYTIOBA UHje CYy IYKHHE CTpPaHHIIA
log, x, log, x 1 3, 3a 1eo 6poj x.

Pewierve. Jla 6u norapuram Ouo nedunucan mopa ga x > 0. Kako je log, 1 =
log,1 = 0, cnenu na je u x # 1. [Ipema Tome, x je ueo 6poj sehu ox 1. C npy-
re cTpaHe, na OW 1MoCcTojao TpOyrao 4uje cy AykuHe ctpanuna log, x, log, x u 3
Mopajy OuTH UcTIymheHe cienehe Tpu HejeTHaKOCTH:

log, x +log,x >3
log, x +3 > log, x
log,x +3 > log, x .

U3 npBe nejennakoctu log, x +% log, x > 3, omnocHo log, x > 2, ogakie je
x> 4. U3 apyre umamo log, x +log, 8 >% log, x, omnocuo log,8x >

log, Vx . Cneqm 8x > +/x, mT0 je ucmymeHo 3a X > 6—14. Ha xpajy, u3 tpehe

nobujamo log, 64x > log, x? , onaxie je 64x > x2u 0 < x < 64.

Y3umajyhu y 003up cBa Tpu orpaHuuema, qooujamo aa je 4 < x < 64.
Hakie, mocroje 59 HemoAymapHUX TPOYTJIOBAa 4YHje Cy MyXXHHE CTpaHHIA
log, x, log, x u 3, 3a 11€0 OpoOj X.

M1699. Tpoyrao ACD, ca mpaBuM yriom kox TemeHa C, KOHCTPYHCaH je Haj
xunoteHy3oM AC jenHakokpako-mipaBoyrior Tpoyria ABC tako na cy tauke D
1 B ca pazmmuntux crpana npase AC. Ako cy ayxuHe crpanuria AB u BC jen-
Hake 1 cm u ako tpoyrioBu ACD w ABC wumajy jenHake oOume, OApEIUTH
sin(24BAD).

Pewere. Kako je Tpoyrao ABC jenHaKOKPaKO-TIPABOYTJIM M KAaKO Cy AYXKUHE
ctpanuna AB u BC jemnake 1 cm cnenu na je AC = V2 cm (cn.2.). Jlame, Ha
OCHOBY YCJIOBA O jeTHAKOCTH oOMMa JiBa Tpoyria cienu aa je AD + CD = 2 cm.
Ipumenom Iluraropune Teopeme Ha Tpoyrao ACD nobujamo na je AD? —
CD? = 2 cm?, onnocuo (AD + CD)(AD — CD) = 2cm?. U3 cuctema jenHaun-
Ha
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AD +CD =2cm

AD—-CD =1cm
cnemu na je AD =§ cmu CD =% cm.

A

Cn.2.

Kaxo je sin(24BAD) = 2sin(4BAD) cos(4BAD), onpeauhemo sin(4BAD) u
cos(4BAD). Tlowro je ABAD = 4BAC + 4CAD, 10 je

sin(3BAD) = sin(4BAC + 4CAD)
= sin(4BAC) cos(4CAD) + cos(4BAC) sin(8CAD)

_ 2,

T2 3 2 3

_4+V2

=iz (1)

CanyHo je

cos(4BAD) = cos(4BAC + £CAD)
= cos(4BAC) cos(8CAD) — sin(3BAC) sin(£CAD)

_Vz2 2z V21
2 3 2 3
=2, @
Konauno, u3 (1) u (2) je
sin(24BAD) = 2 sin(4BAD) cos(4BAD) = 2 - +12 . 422

7
9

IITO j€ YjeIHO U pelIehe 3aaTKa.
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M1700. Jennaunnom x2(x + y + 2) = y2(x + y + 2) cy onpebene:
(a) nBe mapaneinHe mpase;

(6) nBe mpaBe Koje ce CeKy;

(B) TpH pa3nuymTe MpaBe Koje ce CeKy Y jeHOj TauKH;

(T) TpU paznMYKTE MpaBe KOje HEMajy 3ajeIHUUKY TauKy;

(m) mpaBa u mapabouna.

O0pa3IoKUTH OJTOBOP U OAPEAUTH jeHAUNHE OAroBapajyhnx ckymoBa Tayaka.

Pewerve. Jlata jefaunna je expuBanentHa ca (x2—y?)(x + y + 2) = 0, oano-
cio ca (x —y)(x+y)(x+y+2)=0. Onare je x —y =0 wm x+y =0
wmx+y+2=0,00HOCHOYy = XWINYy = —X WU Yy = —X — 2.

[Ipema Tome, y nutamy cy Tpu npase. Kako apyra n tpeha umajy Koe-
¢unmjente mpaBua —1, oHe cy mapajienHe. 3aKJbydyjeMo 1a je TauaH OATOBOP
non1 (T) OTHOCHO J1a Cy AaTOM jeIHAYMHOM ojipehyeHe Tpu pa3inuuuTe mpase Koje
HEMajy 3ajeTHUIKY TauKy.

M1701. Ckyn S unHe cBM HU30BH 0] 19 enemMeHara Koju 3a70BoJbaBajy cienche
yCIIOBE:

(a) cBaku enemedT je 0 wmm 1;

(6) mpBHU U MOCJIEAHY €IEMEHTH CBaKOT HH3a Cy HYJIE;
(B) HM y jeJHOM HHU3Y HE MOCTOj€ ABa CyCEAHE HYJIE;

(T) HU y jeTHOM HH3Y HE ITOCTOj€ TPH CYCEIHE jCAMHHUIIC.

Onpeautu Opoj HU30BA Y CKyIy S.

Pewerve. Tlo ycrnoBy 3ajaTka, IpBU U MOCIEIHH €IEMEHTH HH3a cy Hyne. Ha
OCHOBY YCJIOBa J]a y HU3Yy HE MOCTOje IBE CyCeHE HYJIe U HE TIOCTOje TPH CyCe-
HE jeJMHUIle, TO MPAaKTUYHO 3HA4W Jia he ce mocie MpBe Hylie y HU3Y, CBaka
cieneha Hyna Hala3uTH ABa WJIM TPH MeCTa yJaJbeHa OJ NPETXOJHE HyJIe.
Wsmely mux he 6utn 0J10KOBM O jeHE WM ABE jeAWHUIE. Tako cBaka HyJa H
0JIOK jeauHMIIA KOjU clIeau 00pasyjy moaau3 mykuae 2 wiu 3. Kako je mocien-
BH eneMeHT Huza 0, Tpeba 1a ycTaHOBUMO Ha KOJIMKO HadWHa ce 0poj 18 moxke
NpeACTaBUTU Kao 30Mp JBOJKH U TPOjKH MPH YeMy je perocies cabupaka OUTaH.
PasnukoBalieMo HEKOJHKO ClTydajeBa CXOJHO TOME KOJHKO UMa cabupaka Koju
cy tpojke. [Ipumerrmo na, ¢ 063upom 1a je 36up 18, 6poj Tpojku Mopa OUTH ma-
paH.

(a) Hujegna wipojxa. Taga cy cBu cabupuu nBojke, Tj. 18 =9 -2, te
TaKBUX HU30Ba MMa TaYHO jEaH.

(6) /e wmpojre. Tana mmamo 8 cabupaka, Be TPOjKE M IIECT JABOjKH.
MecrTa 3a Tpojke MOKEMO H3a0paTH Ha (2) = 28 HauKMHa, HA OCTAIIUM CY JIBOj-
ke. Tonmko nma Tpa)XCHUX HU30Ba OBOT THUIIA.
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(B) Yeitiupu wipojre. Can umamo 7 cabupaxa, Y4eTHPHU TPOjKE U TPH JBO]-
ke. Kao y (0) 3akpyduyjemMo n1a TakBUX 30MpOBa, OJHOCHO TaKBMX HH30Ba, MMa

() =3,

(r) Lleciu mpojxu. Taga cy cBu caOUpIH TPOjKe, Ma je TAYHO jelaH Ta-
KaB 30Mp ¥ Ta4HO jeJ]aH TaKaB HU3.

Ha ocnoBy nmpuniuna 36upa, us (a), (0), (B) u (T) 3aKJpydyjeMo Ja CKyII
S unan yrkymHo 1 4+ 28 4+ 35 + 1 = 65 pa3nuuuTHX HU30BA.

M1702. Ako S(n) o3HayaBa 30up nudapa NIpUPOTHOr Opoja N, OAPESAUTH CBE
npupoaHe OpojeBe n 3a koje Baxxku n + S(n) + S(S(n)) = 2019.

Pewere. 3a n < 2019, najpeha Bpennoct m3paza n + S(n) + S(S(n)), oun-
rieaHo ce poctmke 3a n = 1999. Ilomro je $(1999) = 28 u S(S(1999)) =
S$(28) =10, cnemn ma je 2019 =n+Sn) +S(S(n)) <n+ 38, omHOCHO
n+ 38 > 2019, 1j. n > 1981. PaznukoBahemo geTupu cirydaja.

1° n=198x, 0<x<9. Tagma je n=1980+x uS(n) =18 + x.
Bpennoct S(S(n)) 3aBucH o1 X ¥ UMaMo J1Ba IMOICITy4Yaja

(a)x < 1. Taz[ajeS(S(n)) =S(18+x) =9+ x,maje
n+Smn)+S(Sn)) =(1980+x)+ (18 +x) + (9 + x) = 2019,

onHocHO 3x + 2007 = 2019. Cneau x = 4, mTo je y KOHTpagukuuju ca x < 1.
Taxo oBaj ciyyaj HUje Moryh

(06)2<x<9.Tamaje 18+x =2y, rneje 0 <y <7, naje S(18 +
x) =2+y=x—2. Onamne je

n+Sn)+SEm) =(1980+x) + (18 +x) + (x — 2) = 2019,
onHOcHO 3x + 1998 = 2019, ogaxie je x = 7.
Haxie, jemnHo pememe je n = 1987.
2° n=199%, 0<x<9. Taga je n=1990+x uS(n) =19 + x.
Bpennoct S(S(n)) moHoBo 3aBucH of X, na uMamo cienehe moxciydajese.
(a) x = 0. Tanaje S(S(n)) = S(19 + x) = 10, na je
n+Smn)+SEn)) =1990+ 19 + 10 = 2019,

onHocHO n = 1990, mTo je Takohe pememe.

(0) 1<x<9. Tamaje 19+x =2y, e je 0 <y <8, nmaje S(19 +
x)=2+y=x—1.Cremn

n+SMn)+SESm) =01990+x) + (19 +x) + (x — 1) = 2019,
onHocHO 3x + 2010 = 2019, ogaxue je x = 3. Pememe je n = 1993.
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3°n=200x,0<x <9.Tamajen =2000+xuS(n) =2+ x.3a
S(S5(n)) umamo aBa moxacIy4aja.

()0 <x<7.Tanaje S(S()) =S(2+x) =2 +x, naje
n+Smn)+S(S(n)) =(2000+x)+(2+x)+(2+x) =2019,

onHocHO 3x + 2004 = 2019, omakie je x = 5. Tako je n = 2005 jom jemHo
periem-e.

(6) 8 < x < 9. Jlako ce mpoBepasa 11a je
2008 + 5(2008) + 5(S(2008)) = 2008 + 10 + S(10) = 2008 + 10 + 1
= 2019,

na je n = 2008 Takohe pememe.
C nmpyre cTpaHe je

2009 + S(2009) + 5(5(2009)) = 2009+ 11+ S5(11) =2009+11+2
> 2019,

nan = 2009 Huje pememe.
4°n=201x,0<x<9.Canjen=2010+xuS(n) =3 +x.3a
S(S(n)) umamo cnenehe mojaciayyajese.
(a) 0<x <6.Tanaje S(S(n)) =SB+x)=3+x.maje
n+Smn)+S(S(n) =2010+x) + (3+x) + (3+x) = 2019,

omHOcHO 3x + 2016 = 2019, onakie je x = 1. Pememe je n = 2011.

6) 7<x<9.Tamaje 3+x=1y, rneje 0<y <2, maje S3+
x)=1+y=x—6.Cremn

n+Smn)+S(S(n) =2010+x) + (3+x) + (x—6) = 2019,

omHocHO 3x + 2007 = 2019, onmakne je x = 4. Mehytum, To oTmana jep je
7<x<09.

Ha ocHOBY CBUX aHANTHM3UPAaHUX CIIydyajeBa CICAH aa
n € {1987,1990, 1993, 2005, 2008,2011}.
M1703. On cBux ,iomkoBa“ jeAMHUYHE KOIIKE OJCEUYCHE CY MOIyJdapHe Mupa-

MUJC TakKO aa je Ha CBaKOj CTpaH1 KOLIKE OCTAa0 IMpaBUJIaH OCMOYTao. O,E[pCZ[I/ITI/I
3alIpEMUHY TAKO HACTAJIOT TCJIa.

Peweme. Axo je x 60YHa MBHIIA jeIHE OficEUeHE HpaMuUe, Tajaa Cy Tpu OouHe
CTpaHe Te MUPaMUC jeTHAKOKPAKO-IIPABOYIJIM TPOYIJIOBH ca CTpaHUIlaMa X, X

¥ x\/2 , 10K je OCHOBA jeHAKOCTPaHMYAH TPOYrao cTpanuie X2 (ci. 3).
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Cn.3.

[TomTo je Ha cBakoj CTpaHU KOLKE OCTA0 MPAaBHUJIAH OCMOYTao, HEroBa

cTpanuna je xv2. Ogarie cneau 1a je x + xvV2 + x = 1 jep je xomxa jeauuuy-
_2-v2

1
24v2 2

3a onmpehuBame 3ampeMuHE 0JICEUEHOT ,,hoIKa‘ 3T0IHO je J1a ce Taj I1e0
nocMarpa Kao TpPOCTpaHa MHUPaMUa 4Ydja je OCHOBA jeTHAKOKPAKO-TPaBOYTIH
Tpoyrao ¢ KaTerama x; Kao ,,homak™ npu TemMeny A Ha ci. 3. Bucuna Tako noc-

MaTpaHe TPOCTpaHe MUpaMHIE je Takohe X, I1a je leHa 3alpeMHHA jeTHaKa

Ha. OTynaje x =

11 x3
3 Exz X = Kako korka uma ocam ,homaka®, \HxXoBa yKyIHa 3ampeMuHa
3
2 -2 20 — 14v2
. . 8x3 _ 4x3 4( 2 ) b=  10-7V2
jenHaka je — = — = = = .
6 3 3 3 3
. . 10-7V2 72 -7
Crnenu fa je 3ampeMuHa HacTajlor Tena jeqHaka 1 — . ==

M1704. Ckyn mpupogHux OpojeBa ce Ha3mBa ,,pa3ylheH CKym'* ako 3a cBaKy Tpoj-
Ky Y3aCTOIIHHX MPHPOIAHUX OpojeBa calpKu HajBUIIE jenaH Opoj U3 Te TPOjKe.
Ha mpumep, 3a Tpojky 1, 2, 3 pa3zyheH ckynm Moxke Ja capH WIM HUjeAaH OX
X OpojeBa wiu camo 1 unu camo 2 mim camo 3. Konmko uma ,,paszyhenux mo-
ckynosa“ ckyna {1, 2, ... ,10}.

Peweme. Heka je {aq, ay, ..., a;} ,pasyhen nopckyn* ckyna {1,2, ... , 10}, rae je
a; < a, <--<a;. Tana je, 300r ycioBa 3ajarTka,

a,—a,=3,a3—a, =3,...,a; —aj_1 = 3. (D)

Omasne je a; =2a;+3, az=a,;+6, ... , a;=a,+({—1)-3. Kako je
a; <10 u a; =1, ciequ na je i < 4. Jlakie xapauHAIHOCT ,,pa3yheHnx moa-
ckymoBa“ ckyna {1, 2, ... , 10} je najBumie 4. Tako umamo niet MOryhHOCTH, Tj1e
[ O3HauaBa KapIMHAIHOCT ,pasyhenor momackyma®; i = 0 oarosapa Mmpa3HOM
HOJICKYILY.

IIpe Hero mWTO ce YHyCTHMO Yy pa3MaTpame THX CIydajeBa, IPUMETHMO
cienehe.
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Heka {ay, a, ..., a;} ,,pasyhen moackyn* ckyna {1,2, ... ,10}. Taga my,
¢ o03upom Ha (1), ogrosapa moackyn {a,,a, —2,..,a; — (i —1) - 2} ckyna
{1,2,...,10 = (i — 1) - 2}. Mehyrum, Baxkm u oOparHo. Haumme, ako je
{b,, by, ..., b;} moackym ckyna {1,2,...,10 — (i — 1) - 2}, Tama ce ako BUIH J1a
je {by,by +2,...,b; + (i — 1) - 2} ,,pasyhen moackyn* ckyna {1,2, ... ,10}. Ka-
KO je y muTamy Oujekiuja, Opoj ,,pa3yheHux i-umaHMX MOACKYIOBa™ CKyIa
{1,2,...,10} jenmak je Opojy i-wiammx mojickynosa ckyma {1,2,..,10 —
(i—1)-2}. AoHjejennak (10 Zl.(L 1)) = (12i Zl).

Pa3MoTpUMO Caji TIOMEHYTE CIlydvajeBe.

1° i = 4. Ha 0oCHOBY HAIpeJl pe4eHor Opoj TPAKEHHX YETBOPOUIAHUX
,»pa3yheHrX MmoacKymoBa‘ jeJiHaK je

12 -2:4) _ (4) _
= 0=1
Taj 6poj je jennak 6Gpojy 4eTBOpOUWIAHHMX MOJACKyMmoBa ckyna {1,2,3,4}, a 1o je
OUMIJIEIHO jefjaH; caM Taj ckyn. MHave, oaroapajyhu ,,pazyhenn noackyn‘ je

{1,2+2,3+2-2,4+3-2}=1{1,4,7,10}.
2° i = 3. bpoj TpakeHHX TPOUJIAHUX MOJCKYIIOBA jeIHAK je
12-23) _ (6) _
(3% = () =20
3° i = 2. bpoj TpaxeHUX ABOWIAHHX MOJCKYIIOBA jeTHAK j&
12-2:2) _ (8) _
()= () =28
4° i = 1. bpoj TpaskeHHX jeAHOUIAHMX TIOJCKYIIOBA jeIHAK j&
12-21 10
( 1 ) = (1) = 10.
5° i = 0. bpoj TpakeHUX Mpa3HUX NOACKYIOBA jeTHAK je

(25 = (D) =1

Ha ocnoBy npuHImna 30upa, yKynan 0poj TpakeHHX ,,pa3yheHux moj-
ckynoBa“ jemHak je 1 + 20 + 28 + 10 + 1 = 60.

M1705. Heka cy a, b u ¢ no3suTUBHH peanHu OpojeBu TakBu na je a’ + b? +
c? = 5. Jlokasatu 1a je Tana
a3 b3 3
+ >
2b + 3¢ 2c+3a 2a+3b

Pewerve. TIpuMeHOM TIO3HATE HEjeTHAKOCTH U3Mel)y TeOMeTpHjCKe U apuTMe-
THYKE CpeIMHE T00UjaMo J1a je

+a(2b+3c)22J

25a3
2b + 3c

25a3
2b + 3c

~a(2b + 3c¢) = 10a?.
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AHaJIOTHO je
3
20" 4 b(2¢ + 3a) = 2\/ 255° . h(2¢ + 3a) = 10b?
2c +3a 2c+ 3a
25¢3 25¢3 _ P
oz T c(2a + 3b) = 2J2a+3b -c(2a +3b) = 10c”.

CabupameM Tpu HEjeTHAKOCTH J00HjaMo 11a je

3 3 3
5( I A — )+5(bc + ca + ab) =10(a? + b% + ¢?),
2b+3c 2c+3a 2a +3b

OJHOCHO

a3 b3 c3

1 2 2 2
orae T 3eme T 5o Zg(lO(a + b* +c?) —5(bc + ca + ab)).

Ha ocHOBY mo3HaTe HejeTHAKOCTH a’?+ b%+c%?>bc + ca + ab ciemn na
je

(10(a? + b% + ¢?) — 5(bc + ca + ab)) = 5(a? + b? + c?).

W3 mocneame 1BE HEjeIHAKOCTH J00MjaMO

a3 b3 c3

1 1
>—-5(@?*+b*+c?)==-5-5=1,
2b+3c 2c¢+3a 2a+3b 25 25

IITO je ¥ Tpebayo Ja ce TOKaxe.

M1706. lokazaru na je

1++/5

T
COS — =
5 4

. . T . . T . .
Peweme. TlocMaTpajMo KOMIUICKCHH Opoj Z = cos_ +ising, unju je peanHu
s .
JIE0 X = COS .. Kopuctehu MyaspoBy (opmyia T1ako Haza3sumo jaa je z° = —1,
IITO j¢ CKBUBAJICHTHO Ca

+D@E*—-22+z2-z+1) =0.

Kako je z # —1, cnemu na je z* —z3 + z2 —z+ 1 = 0. Jlesemem ca z2 # 0,
OBY jesHAUMHA MO3Ke TpaHCGOpMICaTH y 00MuK z2 + Ziz - (Z + i) +1=0.

ITommTo je x = cos% > (0 peaylHU A€0 KOMIDIEKCHOT Opoja z, Jako ce ao0uja aa
2
. 1 1 1
jez+-=2xmn z? +—= (z+;) — 2 = 4x? — 2. JlakJe peanHu €0 X KOM-
IJICKCHOT Opoja Z 3a10B0JbaBa jeTHAYNHY
4x2 - 2x—1=0.
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1&

V5 . TC 1+
, T). COS — =

. . 1+
Kako je x > 0, Hanazumo n1a je x = S "

M1707. Ako cy a, b, ¢, d, e TO3UTUBHHU peaHu OPOjeBH, TOKA3aTH J1a BayKH He-
JjeaHaKoCT

a b [ d e >5
b+c c¢c+d d+e e+a a+b _ 2°

Pewerse. Ao TIpBU pazoMak MPOLIMPUMO ca a, IPYyTH ca b, ... , OCIeamH ca
e, mo0HjaMo jeTHAKOCT
a b c d e
+ + + =
b+c c+d d+e e+a a+b
a c? d? e?

ab+ac bc+bd cd+ce de+da ea+eb’

2 bZ

Jabe hemo kopuctH crneaehy ieMy Ydju J0Ka3 OCTaBJbaMO YHUTAOIMMA
3a BeXOy.

Jlema. Axocya, b, c,d, e, x,y, Z, u, v peastau OpojeBU TakBU Aa Cy X, Y, Z, U,
U MO3UTHBHH, TaJla BaKH HEjETHAKOCT

z u v x+y+z4+u+v

[Mpumemyjyhu nemy Ha mocnenmsu u3pas 1odujamo 1a je

a? b? c? d? e?

ab + ac bc + bd cd + ce de + da ea+eb

(a+b+c+d+e)?
ab+ac+ad+ae+bc+bd+be+cd+ce+de’

Kaxo je
(a—b)¥+(@—c)+(@—-d)?+@—e)+b—-0c)+bh-d)?*+
(b—e)+(c—d)?+(c—e)+([d—-e)?=0,
KBaJIpHpamkEeM U JeJHOCTaBHUM TpaHchopmMaljama nodujamo na je
2@+ b%>+c?+d*+e?) >
ab+ ac+ad + ae + bc+ bd + be + cd + ce + de,

OIHOCHO
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(@>+b*>+c?+d*+e?) +
2(ab+ac+ad +ae+bc+bd+be+cd+ce+de) =

g(ab+ac+ad+ae+bc+bd+be+cd+ce+de).

Kako je

(a+b+c+d+e)=
(@ +b*+c*+d*+e?) +
2(ab+ac+ad+ae+ bc+ bd + be + cd + ce + de),

U3 TIOCTICIEE HEjSTHAKOCTH CIICTU

(a+b+c+d+e)=
;(ab+ac+ad+ae+bc+bd+be+cd+ce+de).

Y3umajyhu cBe y 003up, 1o6ujamo

a b c d e a? b2 c? d? e?

b+c c+d d+e e+a a+b_ab+ac+bc+bd+cd+ce+de+da+ea+eb

(a+b+c+d+e)?
“ ab+ac+ad+ae+bc+bd+be+cd+ce+de

;(ab+ac+ad+ae+bc+bd+be+cd+ce+de)

~ (ab+ac+ad+ae+bc+bd+be+cd+ce+de)

5

>

M1708. Onpenutu cBe mapose nenux opojesa (X, y) u npupoaan 6poj m 3a Koje
Baxu 1a je x2(x% +y) = y™m*tL,

m+1

Pewemwe. Jennaunny x2(x2+y) =y MHOXehU ca 4 MOKXEMO 3alucaT y

06muky (2x? + y)? = y2 + 4y™*1 ym
(2x2 + )2 = y2(1 + 4y™™1).

Kako je mecHa cTpaHa MOTIYH KBajparT, MOTIYH KBajpar je u jera. U3
Tora cnemm aa je 1+ 4y™~1 nornyn kBaapar. Kako je To Henapan 6poj, oH je
KBaJpaT HenapHor 6poja. Otyna je 1 + 4y™™1 = (2a + 1)2.

U3 nocnenme jennakoctu je y™~1 = a(a + 1). Kakocy a u a + 1 y3a-
jaMHO TIpOCTH OpOjeBH, CBaKH O HHUX Mopa OutH (I — 1)—BH CTENEH HEKOT
Opoja. A To je moryhe camoza m—1=1,1.m=2,majey = a(a + 1).
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Hakne, umamo 1a je 2x2 + a(a + 1) = a(a + 1)(2a + 1), na je

x?=a*(a+1).
3akspyuyjeMo na je a + 1 mormyH kBaapatr Hekor Opoja. Cramspajyhu na je

a+1=t?mnanobujamo majex =t3 —tuy =t* —t2

M1709. Cse nyne nomanoma p(x) = x1°% — 100x% + --- + 1 cy peanne u mo-
3UTHBHE. YKOIHKO je Moryhe, OJIpefIuTH Te HyJIe.

Pewerse. Kako je p(x) moauHOM cTOTOT cTerneHa, oH uMa 100 Hyna (pauyHajy-
hu Bemectpykoctn). Heka cy To x4, X5 , ... , X190- Ha ocHOBY Buerosux ¢op-
MyJia je

x1 + xz + "'+ x100 = 100 (1)
X1t Xg st Xp90 = 1. ()

Kako cy Hyne x4, X3 , ... , X100 PCAIHE U TIO3UTUBHE, KOpHUCTehn HEjeI-
HAKOCT apUTEMETHYKE U TEOMETPHjCKE CPEANHE HAIA3UMO J1a je

100 X1+ X+ + X100
\/x1'x2""' X100 = 100 3

IpU YeMy jeAHAKOCT BaXKH aKO M CaMo aKo j& X1 = X, = *** = X190- MehyTum,
300r (1) u (2), u 1eBa ¥ AecHA CTpaHa cy jenHake 1, Tj. BaXKH jeJHAKOCT.

Jakie, iMaMo 11a je X; = Xy = *** = Xqq9, 1A U3 jeqHakoctH (1) mobu-
jaMo laje X = Xp = =+ = X190 = 1.

M1710. Y ckymy peamHux OpojeBa PEIINTH CUCTEM jeTHAYNHA

a+b=28
ab+c+d=23
ad + bc = 28
cd=12.

Pewere. 3ronno hemo nzabpaTu aBa KBajapaTHa TPUHOMA, TIOMHOXHUTH UX U HUC-
KOPUCTHUTH J]aTe BPEAHOCTH Y TOOUjEHOM MTOJMHOMY YETBPTOT CTETICHA.

To cy xBagpaTHU TPUHOMU x% + ax + ¢ u x? + bx + d. Hakon MHOXe-
a 100ujaMo

(x?2+ax+c)(x>+bx+d) = (1)
x*+ (a+b)x3+ (ab + c + d)x? + (ad + bc)x + cd.

C 003upoM Ha Jate BPeAHOCTH, pe3yaryjyhu moaunom p(x) riacu

p(x) = x* +8x3 + 23x? + 28x + 12.
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A 0H ce MOXe 3aImicaTd y 00JIUKY
p(x) = (x + 1 (x + 2)%(x + 3).

Kaxo je momuoM p(x) jenHak IMpoM3BOY JBa KBaJpaTHa TPUHOMA, MMaMo JBE
moryhHocTn

p(x) = ((x + D(x +2))((x + 2)(x + 3)) = (x% + 3x + 2)(x? + 5x + 6).
u
p(x) = ((x + D(x +3))(x +2)% = (x% + 4x + 3)(x2 + 4x + 4).
360r (1) u cumeTpHje U3 mpBoOr U3pasa 3a p(x)a00ujamMo perermha
(a,b,c,d) €{(3,5,2,6),(5,3,6,2)},
a U3 ipyror
(a,b,c,d) €{(4,4,3,4),(4,4,4,3)}.

3ajeaHo, YMHE CKYI CBUX pelIeHa AaTOT CUCTEMa jeJHaYHHA.
M1711. Ako 3a 4IaHOBE HU3A A4, Ay, ..., A, BaXKE chenehn ycnoBu

a; = 0’ |a2| = |a1 + 1|’ cee |an| = |an—1 + 1|,

a1+a2+...+an> 1

JTOKa3aTH Ja je .
n 2

Pewerve. Jlepuaummmo |a,,4| ca |a,41| = |a, + 1|. Kaxo je |x| = |y| ako u
caMo aKo je x2 = y?, umamo 1a je

a3 =a?+2a; +1

a3 =as+2a, +1

a?=a’_;+2a,_4+1

a’,; =a%+2a, +1.

Cabupajyhu neBe u necHe cTpaHe U UMajyhu y By J1a Cy HEHeraTUBHE, 1001ja-
MO

al,;=2(a;+ a+-+ay)+n=0.

. aptax+..+tan 1 . .
Opatne je I — = — > » LIITO € TPAXKCHA HE)CIHAKOCT.
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M1712. Jlokasatu ia 3a cBaka jBa peanHa Opoja a u b Baxxu HejeTHAKOCT

la+b| < la| [b|
1+la+b| — 1+|al 1+]|b|’

Peweme. Axo cy a u b ucTor 3Haka, Taaa Baxu jeaHakoct |a + b| = |a| + |b|,
na 100ujamMo 1a je

latbl _ _lal+|b| _ la| n |b| < la| |b|
1+ |a+b| 1+ |al+|b| 1+ |a| + |b]| 1+ |al+|b] — 1+]al 1+ |b|

AKO ¢y a 1 b cynpoTHOT 3HaKa, 6e3 Ty0Jberha OIMITOCTH MPETIOCTABUMO /1A je
|a| = |b|. Tana je |a + b| < |a| na je

a+b a a b
[ I < la| < la| |b| _
1+ |a+b| 1+ |al 1+ |al 1+ |b|

To je u Tpebano moKa3aTH.
M1713. OpeauTn ocTaTak npu aesbemy 6poja 32 — 1 Gpojem 23, n € N.

Pewemre. bpoj 32" — 1 mokeMo 3ammcatu y 001Ky
37" —1=(3"""-1)(3%"" +1), (1)
a 6poj 32" 1 y 00MuKy
32" —1= (32" - 1)(37"" +1).

3amemwyjyhu to y (1), 106ujamo
37" —1=(3"" -3+ 137" +1).
Tpumemyjyhu nery tpancdopmatmjy Ha 32 - — 1 uTa. Ko6HjamMo 1a je
32" —1=3B-DB+DE2+1)(B¥ +1)-- 3 +1)(37 +1).
OuwuriieqHo, cBaku oj OpojeBa 32 41, 32° 4 1, ...,E’)zn_2 +1, 32" 4 1je ne-
JeHB ca 2. TBpauMo 1a HUjeaaH HHje eJbUB ca 4.

3ancra, kako je 3 = —1 (mod 4), cnenn 32" =1 (mod 4). Oryna je
32 1 1 = 2 (mod 4), mna je

B2+DBE¥+1)-- (37 +1)(377 +1) =2"12m + 1).

30



HarpagaHu 3agaum

Tako nmamo na je

32" —1=2-4-2"1Q2m+1) = m-2"*3 4 2n+2

OJIaKJIe 3aKJbYUyjeMO JIa je TPaKeHH OcTaTak jeqHak 2™m+2,

3anmatke cy pemmnn (TanrenTa 6poj 98):

Muinpecku Munan, IV pazpen, beorpag: M1675, M1677, M1678, M1679,
M1680, M1692, M1693; Tewmuh Oimwen, 1 pazpen, Cyborumna: M1675, M1676,
M1680.

3anmatke cy pemnn (TarrenTa 6poj 99):

Muinpecku Munan, IV paspen, beorpag: M1705, M1706, M1707, M1709,
M1710, M17012, M1713; Tewmuh Oirmen, 1 paspen, Cyootuma: M1694, M1695,
M1696, M1697, M1698, M1699, M1700, M1706, M1708, M1710, M17012;
Heiiposeuh Jlyka, IV pazpen, I'opmpun Munadosam: M1706, M1707, M1709,
M1711,M17012, M1713; Illyxkneecku Anekca: M1713.
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Ynapusatbe y 6unapTUTHUM rpadoBmma

Hello, World!

YNAPUBAHKE Y BUNMAPTUTHAM TPA®OBUMA

Ilaene Mapitiunosuh, beoipag

YBoa un pedpmHuumje

VY rpadoBuMa ce MOKEMO CpPEecTH ca pa3HHUM HHTEPECAHTHHM IpolIie-
MHUMa OJl KOjHX je BeJIHK Opoj TeXaK M HHUje HaM IO3HAaTO Kako Ja WX Op30
pemmMo. Y Ty KaTeropHjy cranajy npoOieMH HajIyker myTa, Hajehe Kimke,
XpOMaTCKor Opoja WTH. Y OBOM 4YIaHKy hie OWTH TpeACTaB/beH jelaH Of
Hajmo3HaTHjuX rpadoBcKUX MpobieMa: MmpobjeM MaKCHMAlHOT yMapuBama y
rpady.

Be rpane rpada cy nezasucrne ako HeMajy 3ajeIHHYKHUX YBOPOBA. Vila-
pusarve je CKyIl TpaHa TakaB Jla Cy CBaKe JIBE He3aBHCHE. Y (JOPMATHOM 3aIuCy,
T0 je ckynlt M = {ey,e5,++, e} C E TakaB najee; Ne; = @ 3acpel # j.

Hexka je G rpad ca ckynom uBopoBa V = {0, 1, 2,3,4,5,6,7} u ckynom
rpana  E = {{0,2},{0,4},{0,5},{1,4},{1,5},{1,7},{2,3},{2,4}, {4, 5}, {5, 6}}
(cn. 1). Tana je M = {{0,2},{1,4}, {5,6}} (none6smane rpane) jeano ynapusame
yaG.

Cn. 1.

3a gaty rpad G u mato ynapuBame M y HeMy, yBOAUMO HEKOJIMKO HO-
BUX TI0jMOBa Koje ieMo KacHHje KOPUCTUTH.

Usop v je yilapen y M yKOJIHKO je Kpaj Heke rpane u3 M. Y MpoTHBHOM,
v je neyilapen y M. Ha npumep, y TopmeM rpady 4BOp 5 je yImapeH y HaBele-
HOM yIiapuBamy M, Mok 4Bop 3 HHjE.

Vnapusame M je maxcumanno ykonuko je |M| = |M'|, 3a cBako apyro
ynapuBatbe M'. (|[M| o3nauaBa Gpoj rpana y ymapusawy M.) Caspuweno winu
tlepghexitino yilapuearse je yrapuBame Y KOjeM je CBakd 4Bop rpada G ymapeH.
Ha npumep, y rpady rope, ynapusambe M HUje MaKCHMAIHO, JIOK j& yIapUBarmbe
M = {{0,4}, {1,73},{2,3}, {5,6}} caBpiieHo. OUYHIIIeIHO, CBAKO CaBPIIEHO YIapH-
Bamb€ j€ MaKCHMAITHO, a 00paTHO HE MOpa Aa BaXKU.

Heka je M ynapuBame y rpady G. 3a iyt P = v, ... Uy, Tpada G Kaxe-
MO JIa Hau3MeHuyHy W aritiepnupajyhiu ¢ 003upoM Ha M ako 3a merose rpaHe

32



Ynapusatbe y 6unapTUTHUM rpadoBmma

BAXU: V1V, E M, v,v3 € M, v3v, E M, v4vs € M, ... umu vV, € M, vyv3 €
M, v3v, € M, vyvs € M, ... . TakaB myT jomr 30BeMo M-nausmenuunu vna M-
anwmimeprupajyhu. Iyt 2 — 0 —4 — 1 — 7 je jenan M-nausmenuynu myT y Tpa-
dyHacm 1.

Tosehasajyhu iiyiti ¢ 063upoM Ha ynapuBame M unn M-nosehasajyhu
nyT je M-nausmenuynu MyT YUjU KPajibH YBOPOBU HUCY ynapeHu M. Ouurnen-
HO, cBakd moBehaBajyhm myT je HemapHe aykuHe. Y Tpady Ha ci. 1, myT
3—2-0-4-1-7je M-nosehasajyhu.

Ilpobrem makcumannol yiapusarba je poOJIeM HallaXemha MaKCHUMall-
HOT yIapuBama y matom rpady. [Ipobiem je pemen 3a ommra cirydaj. Exmonm-
coB anropuram, urja je cnoxenoct O(|E||V|?), Hanasu MakcHUManHO ynapHBa-
€ 32 POU3BOJbaH rpad. MehyTum, anropuram je mpeonirpan 3a OBaj 4JIaHakK.
Mu hemo ce ucCkJbydnBO 0AaBUTH OBUM MPOOIEMOM y T3B. OMIAPTUTHM TpadOBU-
Ma.

I'pad G je Ouiiapiiuitian ako ce HETOB CKYI YBOPOBA MOXKE IMOCITUTH
Ha JIBa HEeMpa3Ha JVCjyHKTHA MOJACKyMa (IPHA U OeM YBOPOBH) TaKO Jla CBaKa
rpana rpada G crmaja jeqad MpHU U jeTaH Oeu 9Bop.

MoxeMo BHIETH Jia c€ Y BEIMKOM Opojy MPaKTHYHUX MpodieMa y KOju-
Ma ce jaBjba po0JieM ynapuBama, [0jaBJbyjy yrnpaBo OMNapTUTHHU Tpadosu. Ha
npuMep, MpodiieM pacrioziesie mociioBa (job assignment), mpodieM dopMupama
Opaunux maposa (marriage problem) ut.

HUcnocraiba ce na ce y OunapTuTHUM TrpadoBuMa, mpoOdieM MaKkCcHMa-
HOT yIlapMBama 3HATHO JIAKIIIE U OpiKe peraBa.

BepxoBa Teopema

OsBo TBpheme koje motude o ppaHiryckor rpad-reoperruuapa bepxka je
KJIyYHO 3a HCTIUTHBaha MAKCUMATHUX YIIaPHBaba.

Teopema. (bepx 1957) Viuapusare A je maxcumanno y ipagy G axo u camo
axo y G He ociuioju A-tiosehasajyhu wiyiu.

Hokas. (<) IlpBo hemo mokazaTu Aa yKoiuko He moctoju A-mosehasajyhu myT,
Taja je ynapubamwe A MakcuMaiaHo. Heka je kapauHAIHOCT yrapuBama A jenHa-
kak, 1. |A| =k

IIpernoctaBuMo cynpoTHO. Taga MOCTOjU MaKCHUMAIIHO ylapuBame B
TakBo ga je |B| = m > k. Ilocmarpajmo cana moarpad G’ rpada G mHAyKOBaH
CKYIIOM TpaHa Koje Cy y Ta4yHO jeaHOM oj yrnapuBama A u B. Kako ynapuBame
YyHE HE3aBUCHE IPaHe, U3 CBAKOT yBopa rpada G’ u3iasu TayHo jeaHa rpaHa (u3
A wnmu w3 B) unm tayHO 1Be TpaHe (jenHa u3 A u jenHa w3 B). [lakie, crenen
cBakor uBopa y G' je 1 mnm 2. 3a Takse rpadose Baxu crnenehe TBpheme unju
JIOKa3 0CTaBJbaMO YHTAONKMa 33 BEXKOY.
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Jlema. Axo je ciueiien ceaxoi ueopa ipagpa G 1 unu 2, inaga je céaxa KomioHeH-
wwa tosezanociuu ipaga G Wy unu Yuxiyc.
m

U3 oBe JieMe cleau Ja Cy KOMIIOHEHTe rpada G' Hau3MEHUYHH I1yTEBH
WIM HAaW3MEHWYHU IUKIyCc. HaWm3MEeHWYHM NHKIYyCH Cy, OYHIJICAHO, MapHUX
JIy’)KWHa, T1a caJip)ke jeJHaK Opoj rpaHa u3 ynapuBama A u B. McTo Baxu 3a my-
TeBe napHe nyxuHe. OcTajy MyTeBU HEeMapHUX AyxuHA. CBaKU O]l BbUX TIOYHIHE
W 3aBplllaBa ce TpaHaMa W3 UCTOT ynapuBama, A wim B. Kako je m > k, nocroju
Oap jemaH MyT KOjU TTOYHILE M 3aBpIaBa ce TpaHaMa u3 B. Meljytum, Taj myT je
A-noBehaBajyhu, mTo je cynpoTHO MPETIIOCTABITH.

(=) Jokaxumo caf 1a ako je ynapuBame A MakcuManHo y G, Taga G He
canpxu A-noBehasajyhu myT.
[IpernocraBumo na G caapxu A-nosehasajyhu myt

P = 010,030y ... Vag—1V2g-

Axocae;, i =1,2,..,2k — 1, o3naunmo rpany {v;, v;;,}, Tana e; € A, e, € A,
e3 €A, ..., e 2 €A, ey_q & A. TlocmarpajMo ckyn rpaHa

C=A\{ezey...,e002}U{ey, e3,...,€201}.

Ounrnenno je |C| = |A| + 1. C apyre ctpane, Jako ce BHIU Ja Cy CBake JBe
rpane u3 C HezaBucHe. [Ipema Tome, C je ynapuBame y G Koje UMa jefHy TpaHy
BUILIE 07 A, IITO je y KOHTPaIuKIHjH ca MakCUMaIHomhy A.

m

BepxxoBy Teopemy hemMo KOpPHCTUTH Yy KOHCTPYKUHMjH TPBOT
NOJMHOMHOI aliTOpPUTMa 32 Hajlakeme HajBeher ymapuBama y OWNApTUTHOM

rpady.

YnapuBawe y 6unapTutHom rpady

Hexka je A ynapuBame y OumaptutHoM rpady G. [Ipukazahemo anropu-
tam Koju y ciaoxeroctd O(|E|) mpoBepaBa na mu y G nocroju A-niosehasajyhu
yT.

Heka je S ckyn cBUX HeynmapeHUX 4BOpOBa jenHe 0oje (Hmp. Oene). Cana
U3 BHUX KOJCKTUBHO MOXeMo Ja myctumo anroputam DFS (mperpara rpada mo
nyounn). I'pad G mpetpaxyjemo Ha cienehu HauMH:

— aKo CMO y IIPHOM YBOpY, OHJIAa HAIl ciefehu kopak y mperpasu mMopa
na Oyne ka 6e10M YBOpY Kpo3 TpaHy U3 yrnapuBama A;

— ako cMo y 0eroM 4BOpy, MOKeMo nhu y AyOWHY 1O OHIIO K0jOj TpaHH
KOja HHUje U3 ynapuBama A.
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AKO y HEKOM TPEHYTKY CTUTHEMO 110 OHMJIO KOT HEyIapeHOI LPHOT YBO-
pa, To 3Ha4YM Ja cMO Hamuiu A-moBehaBajyhu myT. Ha oBaj HaumH hemo cBaky
rpady obuhu HajBuIe jeHOM (KO mpeTpara rpada y IyOMHY HUKalX HE yla3u-
MO y YBOpOBE y KOjuMa cMo Beh paHHje OMIN), I1a je CII0KEHOCT OBAKBOT TIPOIIe-
cajennaka O(|E| + |V]).

EBo jennor koHkperHor npumepa. Heka je G Ounapruran rpad ca ci. 2
v Heka je A = {{0,3}, {2,5}, {6,7}} (moneGsbane rpaHe) jenHo yrnapuBame y G.

Cx. 2.

ITommTo je wBop 1 jenuHu HEeymapeHu Oeu YBOp, MpeTpary y 1yOnHy 1mo-
YUBEMO caMo u3 mera. Mnemo rpanama {1,0}, {0,3}, {3,2}, {2,5} no Genor uBo-
pa 5. Opatiie MOXeMO HacTaBUTH Omio Kojom ox rpana {5,4} u {5,6}. Ako Hac-
taBuUMO rpaHoM {5,6}, u motoM rpanom {6,7}, He HauIa3MMO HU Ha jeJaH HeEy-
napeH yBop. Mehytum, nperparom kpo3 rpany {5,4} Hanna3uMo Ha HEyHapeHH
upau uBop 4. To cMo cmo Hanumn A-noBehaBajyhu nytr 1 —0—3 —2 —5 — 4.

Cxoxnno bepxoBoj Teopemu, nodujamo Behe ynapusame

B = {{0,1},{2,3},{5,4},{6,7}} (cn. 3).

Cn. 3.

IMpumMemyjyhu UcTH anroputam Ha ynapuBame B koHcTaTyjeMo na He
noctoju B-noeehaBajyhu myT y G. Ha ocHOBY BepxoBe Teopeme, B je Makcu-
MaJTHO yIIapuBambe.

VY ommteMm city4ajy, HaBeICHH allTOpPUTaM ce MOHAaBJba JOK ToJl MOCTOjU
nosehaBajyhu myT u ok rox mosehaBajyhu myT moctoju, oBaj anropurtam he ra
Hahu. Tako 700MjaMO HOBH alTOPUTaM KOjU Pad y CI0KEHOCTH
O(VelicinaUparivanja * |E|), mrro je O(|V]| - (|[E| + [V])).
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[MUTABE. 3amro oBaj anroputam He paju 3a HeOUIMapTUTHE Tpadose?

Anroputam Xonkpodta n Kapna

Cana hemMo mpeiCTaBUTH aTOpUTaM KOjU paan y 60Jb0j CIIOKEHOCTH O]
nperxonHor. IlpeacraBiba Hamorpaimy MPETXOAHOT, Kao W JHokasa bepikose
TeopeMe.

[Iporuec pama caMor ajaropurMa je jako CIM4aH NpeTXoAHOM. Pasmukyje
ce y ToMe 1To ce kopuctd BFS (mperpara mo mupunn), ymecro DFS (mperpara
no xyownn). To 3Haum na he cBu HeynmapeHu Oenu yBOpoBH OWTH Ha nyOomHU 0.
CBHU BHUXOBHU cyceau cy Ha nyomnu 1. CBH cycemnd THX YBOpPOBa y KOje BOIH
rpaHa W3 yhnapuBama Cy Ha AyOmHM 2 W Tako nasee. Ilporec mperpare mo
OyOMHHU ce ImpeKuaa KaJ Ha HeKoj qyOuHu Haljemo HeynmapeHu upHH yBop. Heka
je To nyouHa k.

Cajna mocMaTpamo CBe HEyIapeHe I[pHe YBOpPOBe Ha ayOounu k. OBO 3Ha-
4K aa nmoctoju noseharajyhu myt myxxuHe tauHo k. Caga hemo u3 HeymapeHux
0enux 4YBOpPOBAa IyWITATH IIpeTpary Mo AyOMHH W y3UMaTu IUjCKYHTHE
noBehaBajyhe myteBe myxkune k mokie moxxemo. To 3Haum nma hemo mymraTu
nperpary y AyOHHY M3 CBAaKOT HEyMapeHOr Oelor yBopa, Mpu 4eMy heMo yBek
noBehaBaTh nyOuHy M HeheMo yJa3WTH HU y jefjaH 4BOp BHIIE o jeaHoM. Kax
HalleMo Te myTeBe, y CBAaKOM OJ HUX heMO M3BPLIMTH MPOMEHY I'paHa Kao y
bepixoBoj Teopemu. Tako hemo BennurHy ynapusama nmosehasaru 3a mo 1.

Kako HHMjeman 4BOp HHUCMO NPOLUIM ABAIlyT, BPEMEHCKA CIOKEHOCT je
O(|E| + |V|), xako 3a mpBy IpeTpary 1o UIMPHHY TAaKO U 3a Jajby MO TyOWHH.
Ogaj nporec hemo moHaBIBATH CBE TOK TOJ HaTa3uMo rosehasajyhe myTese.

EBo mnycrpanuje oBor anropurMa. Heka je G Oumapturan rpad Ha cit. 4
u neka je A = {{0,3},{6,5}} (none6mane rpane) jesmo ynapusame y G.

Cx. 4.

Bungumo na cy Ha nyounu 0 Heymapenu 6enu usoposu 1 u 7. [o anro-
putMy, Ha nyounu 1 cy npuu yBopoBu 0 u 6, Ha TyOWHU 2 Oeu YBOPOBU 3 H 5
1 Ha myowunn 3 1ipHU YBopoBH 2 U 4 (ci. 5(a)). Kako cMo Hammmm HeymapeHe 1p-
HE YBOPOBE Ha NyOWHH 3, MIPECTajeMO ca ca MPeTparoM y MIHpUHYy. Y OBOM CITy-
Yajy ¢cMO OOHIIUIM Lo Tpad, amu To He Mopa yBek Aa ce aecu. Canga U3 cBaKkor
YBOpa Ha AYOMHM HyJa pajuMO MpeTpary y AyOWHY, CIUYHO MPETXOIHOM
aNropuTMy, ¥ Hanazumo nosehasajyhe myreee 1 —0—3 —4u7 -6 —5— 2.
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Ynapusatbe y 6unapTUTHUM rpadoBmma

Burie He mocToju MOryhHOCTH Jajhe MpeTpare jep cMO UCTPAKUIIU CBE
rpane. Ctora y aBa jgoOujeHa nmosehapajyha myTa M3BpIIMMO 3aMEHY rpaHa (Cil.
5(0)) u Tako nmoBehaMo YKyITHY KapJAMHAITHOCT yIapuBama 3a 2.

® @ ®© @
0O O 0O O
G 5) G 5)

(a) (6)
Cn. 5.

Buaumo na y cBakoj utepauuju moBehaBaMo BEIMYHMHY ylapuBama 3a
0ap 1. Ako oBaj anropuTaMm MOHABJHAMO JIOKJIE TOA TocToju nosehasajyhu myT,
BpEMEHCKa CIIOKEHOCT he Omtm 0ospa on mpeTxomHe Wiu he joj OUTH jemHaka.
MelyTumM, ucmocTaBba ce Ja je 3HaTHO Ooska. To ce jemaBa jep y CBaKoj
urepauuju koja pagu y cnoxenoctu O(|E|+ |V]) moxemo na Hahjemo Benuk
0poj mosehaBajyhux myrema. IIpuMernMo jomn, ma y CBakoj WTEparljd OBOT
anroputMa He moBehaBaMO caMO BEIHYUHY YylapuBama, Beh W gyoicumy
Hajxkpahel @osehiasajyhel iymwia. HauMe, y jeHO] UTEpaldju y3UMaMoO ITyTEBE
nykuHe k nokie rox moctoje, aa 6u y cneaehoj urepanuju cBaku nosehasajyhn
nyT 6uo nyxune 6ap k + 1. M3 Tora cnemu na he mocne \/m KOpaka CBaku

nosehaBajyhu iyt 6utn nyxuHe Oap m . Y ToM TpeHyTKy ocMaTpaMo, Kao u
y nmokaszy bepxoBe Teopeme, CKyIl rpaHa KOjH Ce€ T0jaBJbyje V TAYHO jETHOM O
yIapuBama, Haller ¥ MaKCHUMAJIHOT yhapuBama. Hame ymnapuBame Tpeba na
MOMPaBUMO 33 OHOJNMKO KOJUKO Yy TOM CKYITy IMOCTOjH IyTE€Ba KOjH HMajy
HerapHaH Opoj rpaHa, ca BUILE IpaHa M3 MAaKCHMAITHOT yrapuBama (ckyna B u3
nmokasa bepxxose Teopeme). Jlako ce BuAM na je CBakW of THX ITyTeBa yBehaBa-
jyhu yT 1 na cy onu csu MeljycoOHo mucjyHkTHU. Kako je cBaku nosehaBajyhu

S 4
nyT ayxuHe 0apeM / |V |, BuxoB ykynan 6poj je HajBuIie \/l?vll =./|V|. To 3na-
YW J1a Hallle yrapuBame Tpeda Jia monpaBuMo 3a HajBuine +/|V|. To mame mo-
BJIAYM J1a aKO [TOHOBUMO WTEpaIlMje OBOI aaropurma joul +/ |V| myra, nahu hemo
najsehe ymapusame. CBe y CBEMY, aIropuTaM CMO UTEpUpanu Hajsuiue 4/ |V| +
VIV =2{/|V| nyra mro 3Haun ga LEo anropuram paad y BPEMEHCKO] CIO-

xenoct O((|E| + [VDVIVD.
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Ynapusatbe y 6unapTUTHUM rpadoBmma

OBa oreHa HHje YBEK OIITpa U 32 MHOTe (pamuimje rpadoBa alropuTam
paau 3HaTHO OoJbe. Ha mpumep, 3a T3B. peTke rpadore (y Kojuma je Opoj rpaHa
6mu3ak Opojy uBopoBa) ouekuBaHa cioxenoct je O(|E|log|V]).

MonnoyaBake AOMMHaMA

3a kpaj hemo mpezacTaBUTH jenaH mpobiIeM KOju MOXe epUKacHO Ja ce
peIIH ITyTeM yTapuBama.

Haitia je ipasoyiaona wiabra m X n (ca. 6(a)) y kojoj cy Heka Hloma 3a-
oparena (o3nauena ca X). Luw je ga ce na wabny dociwiasu Hajeehu moiyhu
Opoj uelipexnaiiajyhux gomuna, dpu yemy ceaKa goMuHa 3ay3uma gea Hezaopa-
FbeHa o/ba Koja uMajy 3ajequudky Clulpanuyy.

(a) (6)
Cin. 6.

Ako Tabiy 000juMO Kao maxoBcKy (ci. 6(0)), MOKEMO jOj IPUAPYKUTH
ounapturan rpad G Ha cinenchm maunH. UBopoBHU Ccy HezaOpameHa MMojba, a IBa
YyBOpa Cy cycelnHa ako oaromajyha mosba MMajy 3ajeqHUUYKY CTpaHuily. bemum
noJbuMa OAroBapajy Oeiy 4YBOpOBH, a LIPHUM LPHU 4YBOPOBHU. I'pad G je oum-
IJIeIHO OUMapTUTAaH jep ¢y cyceau OenX YBOPOBA MCKJbYUMBO LIPHU U OOpPaTHO.
Tako OumaptuTan rpad Koju omroapa Tabmu ca ci. 6(0) nma 7 6enmux u 6 1p-
HHUX YBOPOBA.

CBaka TOMUHA IIOKPHBA jeHO OEJI0 U jeJHO LPHO MO0Jbe, IITO OAroBapa
rpanm rpada G. Kako cy momune Henpekiamnajyhe, oarosapajyhe rpane cy jemno
ynapuBame y G. Crora, Hajeehu moryhu Opoj Henpekianajyhux momMuHa oAaro-
Bapa MakCHMAJIHOM ymapuBamy y G, Ma MOKEMO MPUMEHUTH ajiropuram Xom-
kpodt-Kapma.

Homajmo ma rpad G wMa HajBHIIE MN YBOPOBA U 1A j& CTEIMEH CBAKOT
4yBOopa HajBuIe 4. Axo ca V o3HaunMo Opoj YBOpoBa, Taza je Opoj rpaHa HajBU-
mre 2V, te rpad G cnana y perke. 3 Tora cieau aa he Xonkpo¢t-Kapnos anro-
pUTaM pPagUTH y OYeKHBaHO] cioxkeHoctu O(mn * log(mn)).
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Mpennosn 3a 4eTBpPTM NUCMEHU 3a4aTaK

NMPEQTIO3U 3A HETBPTU MUCMEHU 3AOATAK
Cphan Oimwanosuh

TMMMHASWJE, CPEAME LUKOIJIE

| PASPE[
Jluneapne jegnauune u Hejeguauune, CIUYHOCI,
wipuioHomemipuja upagoyinoi iupoyina

1
= — aKo
a

a X

x+a 1 _2a2+(x+a)2)(l 1)

1. Pemuty jeqHayny ( =
Jen y x2+ax+a?2 a-x a3 —x3

a € R\ {0}.

2. Pemuty Hejennaunny: (a) (2 — x)(x? — 2x — 3) = 0;
®) 2x—1]—|x—1] —x < x.

3. Pemrutu cucteM jegHaunHa
2 —
a‘x+y=a

ax+y=1.

4. Ako je S Tauka Kpy)KHHUIIE omucaHe Ooko kBaapata ABCD crpanuie a, oape-
JTIUTH 30HUp AS? + BS? + CS? + DS?.

5. CBeTnoHuK ce Haja3m Ha cTeHd koja je 180 m u3nax mopa. M3 yamma Ha my-
YHMHH, TIOIHOK]E CBETHOHMKA c€ BHIM mox yrioM on 48°, a cam ceetnonuk (on
TOHOXKja 10 Bpxa) mox yriom ox 6°. Konuka je Bucuna cBetnonuka? (Yzetn
najetg48° ~ 1,106 u .tg 54° ~ 1,3764)

[l PASPE

Tpuionomeipujcxe ¢hynxyuje

. 1. 1
1. Ako cy o ¥ 3 OIITpH YIIIOBH, TAKBH Jia je tg o = ~usin B = Ti5 » M3padyHaTH

BpeqHoCT o + 2.

COSX — COSOl __ sin? a cos B
cosx — cos 3 sin? Bcosa

2. Axo je , IOKa3aTH JIa TaJa Baxu tg? g = tg? % tg? g

. 1 1 16
3. Pemnty jeqHaUMHy —% + —5 = — .
Jjea Y cos2Z ' sin? ;—C tgx
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Mpennosn 3a 4eTBpPTM NUCMEHU 3a4aTaK

4. Oapemutu cBe BpeaHoctu X, x € (0, 21), 3a Koje BaXKu HEjeTHAKOCT

4sin®x —2(1+/3)sinx +v3 > 0.

5. M3pauyHarn nopumHy tpoyria ABC ako je: BC =6, £BAC = 60° n
AB + AC =3 +3.

[l PASPE[]

Huzo6u; xomiinexkcHu 6p0je6u; UOTTUHOMU

1. 3a yaHOBE aPUTMETUYKOT HU3a A4, Ay, A3, ... BAKA Ay * Qg = 121 a3z-a; =
12. OnpeuTH n Tako naje a; + a, + -+ a, = 55.

2. Onpenurtu OpojeBe a, b, ¢, d Tako aa Baxu cineache. bpojeu a, b, ¢ 00pa3yjy
apUTMETHYKU HU3, a OpojeBu b, ¢, d reomerpujcku. Ilputom je a +d = 20 n
b+ c=15.

. log, n? —2log, n
3. Uspauynatu: (a) lim,,_,, ——2—2—;
log, n3+Zlog, n
1+5+17+53+..+ (23" 1-1)-3" +5n
n+3 )

(6) lim,,_ o0

. 3m ., . . 3m .
4. Axojew = 8 (COS? + isin ?), OJpPEINTH CBE KOMIUIEKCHE OpojeBe Z Tak-

Be 1a je z3 = w.

5. Axo nommaoM p(x) mpu nesbewy ca x — 1 — i naje ocratak 2 + i, a pu Jie-

mewy ca x — 1 + i ocratak —2 + i, Koju ocrarak naje p(x) mpu mnpu Iesbemy ca
x% —2x +2?

IV PASPEL
Kombunaiuopuxa, éeposaiunoha u ciiamuciiuxa
1. OnpenuTH cBe IpUpPOIHE OpOjeBE N 3a KOj€ BaXKU:
@ ()= GED =150+ D0 () > 2(,Y)-
2. Hahu koeduimjent y3 x> y passojy:

(a) (\/} + %)16 ;(6) (1 — x + x2)3.
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Mpennosn 3a 4eTBpPTM NUCMEHU 3a4aTaK

3. Y ¢dyndanckom npBeHCTBY ydecTByje 18 xiyOoBa oJ1 KOjUX Cy 2 3HA4ajHO
KBAIMTETHH]ja o ocTanuX. CiydajHIM M300poM ce hopMupajy IBe TPyIIe O 0
9 kiryboBa. Konuka je BepoBaTHOoha na he ce aBa nomenyTa kiry6a Hahu:

(a) y paznmuuntiM rpynama; (0) y uctoj rpymnu?

4. Y xytuju ce Hanaze 10 kyrnuna, 6 o6ojeHux u 4 HeoOojeHe. JeneHa ciy4yajHo
u 0e3 Bpahamwa n3Bnayn 4 xyrmune. OfpeuTi BepoBaTHONY 1a Cy CBE U3BYYCHE
Kyrauie ooojeHe.

5. Tpu crpenua rahajy mery. BepoBatHohe na hie moronutu 1msb penom cy jen-
1 2 3 .
Hake —, - W <. Ilokasajio ce 1a je npi HCTOBPEMEHOM rahamy cBa TpH CTpenia

3abene)keH Ta4uHO jeAaH moroaak. OapeanTH BepoBaTHONY 1a je IHJb MOTr0JnOo:
(a) mpBu cTpemnarr; (6) apyru crpenarr; (B) Tpehu cTpemnarr.

MATEMATUYKE TMMHA3WUJE
AHAJIM3A C AITTEBPOM

[lo HacTaBHOM IIaHy M IpOrpaMy YETBPTH IIMCMEHH 3aJaTaK U3 aHaJH-
3e ¢ anredpoM paau ce yetnpu yaca (180 munyTa). Y MaremMaTnikoj TUMHa3HjH
y Beorpany 3amanu o0yxBaTajy UuTaBO rpaanBo oArosapajyhe rogune.

Opnykom CtpyuHor Beha 3a MaTeMaTHKy ILIKOJE, MUCMEHH 3aJaTak 3a
YEeTBPTH pa3pel cacToju ce M3 JABa Jela — KIACHYHOT Jefla ca JBa 3aJaTka U
TecTa ca BHIIECTpyKuM u3dopom ox 10 3amaraka. Octanu paspeau page camo
tecT ca 20 3amaraka. OBze cy U3JI0KEHHU 3aJIallil ca YeTBPTOT MMCMEHOT 33/1aTKa
mkoscke 2018-19. rogune.

| PASPE[

Tect mma 20 3agaraka Ha 2 ctpanune. CBaky 3agaTak Bpenu 5 moeHa. [lorpe-
IIaH OATOBOp AoHOCH —1 moeH. 3aokpykuBame oaropopa (N) He JOHOCH HU TIO3UTHBHE
HH HEeTaTHBHE IIOCHE. 3a 3a0KpY’KHBaIbe BUILE O j€HOT OArOBOPA WIIM HE3a0KPYKHBa-
e HUjeJHOT OAroBopa Jo0uja ce —2 noena. Bpeme 3a paj je 180 munyra.

6—x

. . 6 —
1. Bpoj pemema HejegHAUNHE XTX >

1= 2x g3 Y CKYIy IEIHX OpojeBa jenHak je:

A7, B (C)9; (D)10; (E)oeckonauno maoro; (N).

3-+5 M ERs V5 .
e 3 s lpuIaza HHTepBay:

WE2 HED 02 mED) ®ED) ®

2. BpenHoct u3paza

wu
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Mpennosn 3a 4eTBpPTM NUCMEHU 3a4aTaK

3.Hekaje f: R = R. Jlata je popmyina
@)@ ERAYyERAx =Y Af(x) =0 Af(y) =0).
Koja ox cnenehux peyenuiia oarorapa natoj Gopmyin?
(A) dynkumja f uma 6ap aBe Hyle y ckyny R;
(B) ¢pynknuja f uma HajBuIIE 1BE Hyse y ckyny R ;
(C) dynkumja f uma TauHo aBe Hyse y ckyny R;
(D) dynkumja f nma Builie ox ABe Hyle y ckyny R;
(E) dynkuuja f uma 6eckonauno Hyna y ckyny R; (N).
4. Axo je momuaoMm P(x) = x3 + ax? — 3x + b nesmuB monuHOMOM X2 + 6x + 5, Tama
je a + b jeanako:
A)8; (B)28; (O)—-12; (D) -8; (E)—2; (N).

n? +n+138

5. Konnko nma mienux OpojeBa n 3a Koje pa3ioMax .

MMa IIeTI00pojHE BpeIHOC-

T™?

(A)8; (B)15; (C)16; (D)24; (E)30; (N).

6. Cxynosu A u B 3amoBossaBajy cinenehe ycnose: A,B + @, AUB ={a,b,c,d,e, f},
AN B = @. bpoj ckynosa {A, B} jennax je:

(A) 31, (B)30;, (C)64; (D)63; (E)62; (N).

ax

+2
— [IpousBox CBUX BpeAHOCTH PEATHOT MapamMeTpa a 3a
a

7. Jara je pyuximja f(x) =

Koje je dyHkuuja f nobpo neduHucaHa OUjeKinja 1 jeJJHaKa CBOjOj MHBEP3HO] (DYHKIH-
4, jenHaK je:
1

A -2, B-1, (OO0 M5 EIL M.

8. Ha ckyny R nedununcana je GuHapHa onepanuja * ca: x * y = [x — y], rae je [a] ueo
Zieo peasHOT Opoja a. Mely HapemanM TBphemrMa

D@ExeR)(VyeR)x*y=y) 2)(VxeR)(VyeR)(x*y=—y*x)
NWyeR)(@ExeR)(x*xy=y) 4)(Vx e R)Ty € R)(x xy = 2019)

TayuHO je TBpheme Mol peaJHuM Opojem:

A)1); B)2); (C)3); (D)4); (E)suue tBphema je tauno; (N).

9. Konuko uma ypeljenux naposa (x, y) npupoaHux 6pojesa umju je 36up jeauax 720, a
4Mju je HajBehH 3ajeTHIYKH JeuIan

Ae6; B8 (€)10; (D)12; (E)14; (N).
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Mpennosn 3a 4eTBpPTM NUCMEHU 3a4aTaK

10. Ha cromy ce manaze 10 pa3nmuuuTHX Kaparta W3 CTaHIApIHOT LKA 3a Urpy, mehy
KojuMa je nama xepu. Jleser ox oBux 10 kapara Tpeba nogenuti Anekcanapu, bpanku
u BecHu Tako na Anekcannpa nobuje 3, bpanka 4 u Becna 2 kapte. Paznuuutux nozena
Kapara y kojuma BecHa no0uje qamy xepir uma:

(A) 2800; (B)2520; (C)15120; (D)16800; (E)5040; (N).

11. Bpoj Taunux melhy cnenehim nckazmuma je:

1) ITocroju penanyja Ha ckyiy Z Koja HUje HU CHMETPUYHA HH AHTUCHUMETPHYHA.

2) Ilocroju penanyja Ha ckyny R Koja jecTe aHTHCUMETPUYHA, a HHje CUMETPHYHA.

3) Vkynaun 6poj Ounapuux penanuja va ckymy {0, 1,2, 3,4,5,6,7, 8,9} jennak je 1024.
4) Cpaka penaiyja Ha CKyIly UpalOHAIHUX OpojeBa je pediekcuBHa.

Ao ®1 ©O2 M3 EY4H N).

12. Momuuom p(x) nemuB je mosmuHomoM q(x), a momuHOM q(X) TPH JIEJbERmHY ca
x% + x + 2 naje ocratak 2x + 2. AKO je KOJMYHHUK TIPH JIEJberby MoauHoMa p(x) nosu-

nomoM q(x) jemnak x* + x3 + x + 1, Tazma je ocratak npu aesbemy noauHoma p(x) ca
x? + x + 2 jemnak:

(A)10x—2; (B)4x+6; (C)4x—8; D)x+1; (E)2x+2; (N).
13. Heka je n HajMamu mpupofan Opoj Koju je nesbuB ca 13, a mpu nessemy ca 2, 3, 4,

5,6,7,8,9,10, 11 u 12 naje ocrarak 1. Tana je 30up npBe u nocientme mudpe 6poja n
jeaHax:

A2 B3 (©)6 D38 (E)9; M.

2_
14. Cxyn Bpeanoctu peanHor 6poja a 3a koje je Gpynkumja f(x) = %x + 2019

onanajyha, a rpaduk ¢yukumje g(x) = 2019x + 5a — 11 ozncena Ha y-ocH OjCeYaK
nyxuHe Behe ox 19, je:

(A) (6,+00); (B) (—0,2); (C) (=o0,~13); (D) (~e0,2) U (2,3);
®) (-0, =)\ {2} (V).

15. Bpoj periema cucremMa jeHaYMHA
lx—yl=2
x| + |yl = 4
y ckyny R jenHak je:
Ao ®B1L ©O2 M3 EY4H N
16. Hajseha BpeHocT uspasa 2019 — 2x2? — 2y? — 2yz — z2 + 4x — 10y, rae x,y,2 €
R, jennaka je:

(A) 2052; (B)2046; (C)2019; (D)2017; (E)1992; (N).
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17. 30up cBUX BPEIHOCTH PEeaHOT MapaMeTpa a 3a Koje jeTHaunHa
(a® —3a%? —a+ 1)x = a? — a — 6 — 2x HeMa peluera, jeHaK je :

A)-1, B)0; (O, D2 (E)3; ).
18. Heka je A = {-5,—4,—-3,-2,—1,0,1,2,3,4,5}. bpoj dyukuuja f: A > A, TakBux
naje f(x) < |x| — 4 3acBe x € A, jennax je:

W ®F O O ®E ™.

19. 36up Hajmame u Hajsehe BpenHocTH M3pasa (x — y)? + xy, 3a peanHe 6pojeBe X U y
KOjH 337I0BOJBABA]Y YCIOB X2 + y? = 4, jenHax je:
A)2; B)4; (©O)6; (D)8; (E)10; (N).

20. Cxyn BpeJJHOCTH PEallHOT MapameTpa a 3a Koje HejelHadrHa |3 —|x - 4|| < a uma
ckyn pemera obmka (o, B) U (v,8), rme o, B, v, ER na<B<y<3§,je

(A) (0,3]; B)B,+); (€)(0,3); (D) [3,+); (E){3}; (N).

[l PASPE

Tect numa 20 3amataka Ha 2 crpanuie. CBaku 3a1aTak Bpeau 5 moeHa. Ilorpe-
IIaH OTOBOp AoHOCH —1 moeH. 3aokpykuBame oaropopa (N) He JOHOCH HU ITO3UTHBHE
HH HETaTHBHE MOEHE. 3a 3a0KPYy>KMBAE BHUILE O] jeTHOT OATOBOPA MM HE3a0KPY>KHUBa-
e HUjeJHOT OAroBopa Jo0uja ce —2 noena. Bpeme 3a paj je 180 munyra.

1. Ako z € C u 3amoBoJbaBa jemuakocT Z + 2Z + |z + 3i| = 16 — 3i, Taxa je BpeaHOCT
|z| jemmaka:

(A3 B)2vV3 (O4; D3V3 E)5 M)

2. Peanan 6poj a, 3a koju pyukumja f(x) = ax? + (a®> —a — 42)x + 2a + 1 noctuxke
MakCHUMyM 3a X = 1, NpuIajia HHTEpBaIy

@ (-2,-1):®) (-8,-%): © (25 O (5.14); (B) (1416); (V).

3. Konuko nesnux GpojeBa 3a/10BoJbaBa HejeHaundy vV3x2 + 11x — 4 < x + 1?
(A)smmeon3; (B)3; (©)2; D)1; (E)0; (N).

4. TIpou3Bo/ CBUX BPEIHOCTH PEaJHOT MapaMeTpa d, TAKBUX JIa 3a PElleka KBajpaTHE
jemnaunne x2 + 2x + 2 = a(x — 1) Baku x? + x3 = 8, jennax je:

A -4 B)-8 (O)6; (D)4 (E)8; (N).
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5. Hajmame pemieme jequaunne |4 + 3|x|vVx? — 6 = 4 npunana uarepsany:

(A) (=»,=3]; B)(=3,-1; (©)(-13]; D) B,5]; (E)(5+); (N).

6. CBa peanna pemema jerHaunHe 108,919 2018x = log, 15 2019x npunanajy uaTepBa-
ay:

@A) 0,5 ®) (55 © (511 O Q2] @) (G, +00 ) (V).

2019’ 2018 2018 2018

7. Kosuko uma npupoaaux 6pojesa n takBux aa je @(n) = 96 u t(n) = 12?2
(Bpoj @(n) je 6poj mpupoaHUX GpojeBa MamUX O N KOjH Cy y3ajaMHO MPOCTH ca N, a
t(n) je ykynan 6poj HO3UTHBHUX JeIMIIALA TIPUPOIHOT Opoja n.)
A)0; B)2; (O)3; (D)sumeon4; (E)4; (N).

2 _ 2 —
8. 30up CBUX pealHUX pelieHkha jeHAYNHE (\/7+ 1)x e + (\/f— 1)x e
jeImHaK je:

A)=3; B)—6; (O)-2; D)0; (E)3; (N).

9. Komnko uma yerBopounanux ckynosa A = {a,b,c,d} rakBux najea+b =c+d =
2018u A c{1,2,...,2018}?

@A (*7%); ®)2018-2017; (C)1009-1008; (D) (*®); ®) (%)

10. Bpoj pemema jennaunne 20197 = x3 + 201? Yy CKyIly peannux 6pojesa jeiHaK je:

A0, B)1;, (© 2; (D)3; (E)sumeoxn3; (N).

11. Kosuko ¥Ma BpeIHOCTH MPUPOTHOT Opoja n 3a Koje pa3Boj OMHOMa (W - \/})n ca-
Ipu unal obnuxa ax’, rae a € Z \ {0}?

A4, B)6; (O)7; (D)8; (E)11; (N).

12. Jlata je damumuja Gyukuuja fr: R - R, fi,(x) = —x% + 2mx + 6m+9, rae
m € R\ {—3}. Heka cy A,, u B, Tauke npecexa rpadpuka QyHKUMje f;,, ca X-0CoM, a
C,, Tauka npeceka rpaduka f,,, ca y-ocom. Kommko uma BpeHOCTH MapameTpa m 3a Ko-

je je noBpumHa tpoyria A,, By, C,, jennaka 3?

(A)1;, (B)2; (C)3; (D)sumeon3; (E)ne nmocroju takse Bpeanoctu; (N).
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13. Octarak npu nememy 6poja 1 + 71 + 72 + -+ + 72919 gpojem 19 je:
Ao, @1 ©2 M-2; E)-1; (N).

lz—1+1] |z|
|z -2+ 2i| lz-1-1i]

14. Axo 3a z € C Baxku =1, rama je Im(i - Z) jemnax:

Ao ®1L ©)2 DM-2; ([E)-1; (N).

15. 3a xonuxo naposa (p, q), rje je p 1Ipocr, a g 1ueo 6poj, Baxu p — q* = 47

A0, B)1;, (©O2; (D)3; (E)Bumeon3; (N).

16. Cxyr cBHX pellema HejeJHaunHE (\/g + 2)x+3 < (\/g - 2); je:
(A) [-2,-1]; (B) (=0,-2]U[-1,0); (C)[-2,-1]U (0, +);
(D) (=00, 2] U [-1,+00); (E)(—o0, =2] U [0,1] U (2, +0); (N).

17. Hexa je S = Y 1_, ((4" -2) (Z)), e je n mpoct 6poj Behn on 10. Tana je ocrarak
pH AeJbemy Opoja S OpojeM n jemHak:

A0, B1, (©)2 (D)3; (E)sehuon3; (N).

18. Komuko mMa npupomHux aenmiamna opoja 7079 TakBUX /1A CBAKH O FbUX UMA TAYHO
70 penmtana?

(A)27; (B)24; (C)72; (D)36; (E)144; (N).

19. Ha xonuko HauMHA ce 3a OKpyriu cto Mory cmectutu bane, Jlaza, Ilepa, Baca, AHa,
Mara, Kaha, ®uha u Cama Tako aa je ucnymeHo cienehe. bane u ®uha, a ucto Tako
Ilepa u Baca, He cMejy cenmetH jeaan nopen apyror, mok Kaha u Maia mopajy cenetu
jenHa mopen apyre?

(A) 7440; (B) 6480; (C)5280; (D)2640; (E)3720; (N).
log, 72 lo % 18 — log 18
logss 2 logy4 4

(A) —log,3; (B)0; (C)3; (D)log,9; (E)—-1; (N).

20. Bpennoct u3pasa jenHaka je

[l PASPE[

Tect mma 20 3agaraka Ha 2 ctpanune. CBaky 3agaTak Bpenu 5 moeHa. [lorpe-
IIaH OATOBOp AoHOCH —1 moeH. 3aokpykuBame oaropopa (N) He JOHOCH HU TO3UTHBHE
HU HETaTHBHE IMOCHE. 32 3a0KPYKUBAE BUILE OJ jETHOT OATrOBOPA MM HE3a0KPYKHUBA-
e HUjEIHOT 0JIroBopa nobuja ce —2 moeHa. Bpeme 3a pax je 180 munyTa.
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1. latu cy cKynoBu

A={(ab,c)|ab,ceqQ}

B = {(al,az, . 0y) |INEN,q; €Q,j € {12, ...,n}}

€ ={(@)i2 | a, €{0,1,..,9}},

D= {p(x) =apt+ax+--+ax"|n€N,q €Z,j € {01, ...,n}}.
Komnmko mely wuma Ma npedpojuBux ckynona?

@3 B4 OL D2; (E)O; N

2. Hexka cy a u b Hajmama 1 HajBeha BpeqHOCT JoMeHa (pyHKIje

flx) = /logl(Z + 2 sin x) na untepsany [0, 21]. Konuko usHocu a? + b??
3

(A) 212 (B) =T

36

© = D)L Bk (N).

n5/2—2m-1)32+vn-2 _

nS

3. Hexka je lim,,_, a € (0, +0). Komuko je a + s?

WL B-3 OF O3 E® N

2 2 2
4. Hus (x,) je3amarcaxy = 3, %y = 2 4 X1 = 4%, —4x,_;3an > 1. Tana je
lim,, e +/[%n + Xpyq| jennax:

(A)2v2; B)+w; (O, (D)6 (B)2; (N).

5. Ckyn cBUX NpUPOAHUX OpojeBa KOju MpH JeJbey ca 4 aajy ocrarak 1 pa3dujeH je Ha
MOJICKYTIOBE Ha ciieaehy HauuH:

{1}, {5,93, {13,17, 21}, {25, 29, 33,37}, {41, 45,49,53,57}, ... .
36up eneMenara y 29. moJcKyIy jeJHaK je:

(A) 48749; (B)49039; (C)48807; (D)51057; (E)45357; (N).

Vn .
1, [4 7 oz &
\/;+\/;+ ot Tnz

Wt B OV E O ®2E N

6. 'panryHa BpeHOCT HU3a YMjH j€ OIIITH WIaH a,, =
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7. Heka cy a u b peannn 6pojesn taksu 1a je lim, o, (Van® + bn — 2 —Vn? + 2) = 3.
Tanma je a — b jegHako:

(A) a u b Hucy onpehern; (B) —5; (C)—-3; (D)5, (E)1;, (N).

8. 30up obuma ner kBagpara nzHocu 200, a qy’)KMHE BUXOBHX CTPAHHIA NPEACTABIbA]Y
MeT NPBUX WIAHOBA JEHOT apUTMETHYKOI HU3a. AKO je 30Mp IMOBPIINHA PBOT U YETBP-
TOT KBajjpaTa MUHMMAJIaH, TaJa je Jy)KhHA CTPaHuIle HajBeher KBaapara jeqHaKa:

A)13; B)15 (O11; (D)12; (E)14; (N).

9. Ako cy Xy, X, W X3 Hyse nonuHoMa x> + 3x? + 2x — 5, Taja je BpeIHOCT U3pasa
1 1 1
+
x1+3 X2+3 x3+3

jenHaka:

Wi B2 ©)-1; Dd)-2; (E)0; (N).

10. Hexa je pynkumja f: (—o0,—1] U (1,4+0) - R 3anaraca f(x) =ax +b ’%, rae

cy a u b peannu 6pojesu. Heka je y = x — 1 xoca acummrora rpaduka Gpyukimje f(x)
KaJg X — —00 ¥ HeKa je ¥y = mx +n Koca acumnrora rpaduka mcre (yHKIHje Kax
x = +oo0. Taja je m — n jegHaKo:

A4 B)-1L ©2 DM-3; (E)O, IN).

_ [2m 2 _[m 2 2
11. Jatu cy ckymoBu A = {T |m,neNmM < n} uB= {; |m,n€N,m* <2n }
Kounuxo je sup A + sup B?

(A)3; B)1+V2; (OV2; D)2+V2 (E)2; (N).

VZ+2 1 1 . .
ﬁ_1+ﬁ_1+ﬁ+'“]€ﬂHaKJe.

12. 36up reomeTpujcKor peaa

(A) 2 ++/2; (B)7V2 —5; (C) 6 + 4V2; (D) 5vV2 — 2; (E) pex ue xonpeprupa; (N).

13. JIaT je monmuHOoM P(x) = x2019 — x2018 4 52016 _ »2015 4 ... 4 3 — x2 — 673. Ko-

JIMKHM j€ OCTaTaK TpH Jesbery nommuoMa P(x) nommnomom x2 + x + 1?

(A) 673x + 673; (B)2019x — 2019; (C) 1346x — 1346; (D) 1346x + 1346;
(E) 2019x + 2019; (N).
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14. [atu cy uckasu:

(1) CBaku orpann4eH HU3 je KOHBEpPICHTAH;

(2) CBaku MOHOTOH M OTPAaHUYCH HU3 je KOHBEPTCHTAH;
(3) CBaku KOHBEpreHTaH HH3 je OTpaHIYCH;

(4) CBakun KOHBEpPreHTaH HU3 j&€ MOHOTOH.

(A) cer; (B) (2) u (3); (C) mujenan; (D) (1), (2) u (3); (E)camo 3); (N).

15. Hexka je

3
4% +2-6% + 4.9 In(x2+7x — 1) o2+ Y31

a= llmx_)“o W’ b= llmx_)“o 1n(x4+—x2—1)’ Cc = hmx_,o

JC3
Tana je a + 4b — 6¢ jemHaxo:

(A) 6ap jenman ox a, b, ¢ He mocToju win HUje peanan opoj; (B) 0; (C) —6; (D) —4;
(E) 10;  (N).

16. Heka je € = cosl—g0 + isin%. Tana je Im(1 + 2¢ + 3€? + 4¢3 + --- + 200¢'°9)

jeIHaKo:

(A)0; (B)—100ctg 2—:][0; (C) 100; (D) —100; (E)100 ctg 2%; ).

17. Heka je f: R — R ¢ynkuunja nedrHncaHa Ha 1IETIOM CKYIy peanHux OpojeBa. Ako je
byHkumja mapha, nepuoanyna ca nepuomoMm 7 u f(3) = 6, tana je f(—3) + f(4) —
f(18) jennaxo:

(A) 6; (B)—12; (C)nemoryhe je jenuncteno oapenutu; (D) 12; (E) —6; (N).

18. Heka S,, 03HauaBa CyMy IIPBHX 7. 4JIAHOBA HEKOI PEAIHOT apUTMETHYKOT Hu3a (a,),
n = 1 ca paznukom d. Ako cy OpojeBu S;, Ss 1 Sg TpH y3aCTOIHA YIaHA HEKOT T€OMET-
PHjCKOT HU3a, OHAA je a4 /d jemHaxo:

(A) =2 +iV6; (B) Takas HU3 He mocroju; (C) —2 + V6, (D) 1;
(E) -2 —iv6; (N).
e™ + sin? x

x2 4+ enX

CKyII Tayaka y kojuma ¢pyHkuuja f (x) mMa mpexua. bpoj enemenara ckyma A jenHak:

19. Heka je dyukumja f:R - R mata ca f(x) = lim,_ u Heka je A C R

(A) 2; (B) 0; (C) 6eckonauno muoro; (D) 1; (E) 3 wiu Buiire, anu koHauno MHOT0; (IN).

z2" -1

20. Heka je z € C, |z| = 1, n € N. Tana je uzpas jemHak u3pasy:

2iz™

(A) Im(z"); (B) Re(z*™); (C) Re(z™); (D) Im(z"); (E) Re(z*") + Im(z*"); (N).
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MATYPCKWN MNCMEHWN 3AOATAK N3 AHAJIU3E C AJTTEBPOM

Cacroju ce o1 1Ba Jena u caapku 12 3aiaTaka Ha 2 CTpaHHUIIE.
IIpeu geo je Tect ox 10 3amaTaka Ha Koje ce OATOBapa 3aKPYKUBAKEM jEIHOT OJI IIOHY-
hennx oxarosopa. CBaku 3ajarak Bpenu 5 moeHa. [lorpeman onroBop noHocu —1 moeH.
3aokpyxuBame onroropa (N) He TOHOCH HM MO3UTHBHE HU HETaTHBHE IMOEHE. 3a 3a0-
KPY)KHBambe BHUILIE O] jeJHOT OJIrOBOpa HIIM HE3a0KPYKUBahe HHUjEJHOT 0JroBopa J100u-
ja ce —2 moeHa.
Jpyru neo unHe 2 KJIacHMYHA 3a/1aTKa KOjU ce paje y BexOaHku. 3amaiu Bpene mo 25
noeHa. Bpeme 3a pan je 180 munyTa.
3ajaTke U3 NpBOT jena Tpeba paJuTu Ha jelHOj CTpaHH BexOaHKe, a 3aaTKe U3 JAPyror
Jielia Ha IPYroj CTPaHH.

TECT

. n 2019 1 . .
1. Tpanuana BpeaHoCT limy, 1o Yih=q ~7o1s JeAHAK je:

2019 2019,

A)0; (B)+oo; (O —: D)= E)L N).

—x2/2

cCosx —e

2. Axo je a = lim,_, — ub= 1imx_>+oo((§/x6 + x5 — /x6 — x5), onza je

3a + b jennaxo

W B ©Ox M3 ®F N

3. Bpoj pemema jennaunne 20197* = x* +m_]

Ao B1L (©2 M)3; (E)sumeon3; (N).

4. Hexa je f(x) = e*(3x? — 2). Tana je f ?9(0) jennaxo:
(A) 1030e; (B)1022; (C)1259; (D)914; (E)1136; (N).

5. BpeaHocT rio6anHor MUHUMYMa (QYHKIIHje
f(x) =x* —4x3 + 2 + logs(x + 5) log,,5 3
jenHaka je:
(A) 3; (B) vema rmobayinu munumynM; (C) —31; (D) —13; (E) —24; (N).

2n—k
2n+k

. 1 . . .
6. Hus (a,) jesamarcaa, = - R=11n ,m = 1. Tana je lim,_, a, jennax:

27 16 4
A= B)In> +2(ng—z(mm;,mn%E—L(m.

\/_’
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1/2 arcsinx
dX nu 12 = f /

7.Hexajel, = [> =% o

/6 sin2x

dx. Tagaje 6I; — \/512 jeIHaKo:

(A)3In3—4VZ+4+-mV3; (B)—3In3+4VZ +4—2m3;
(C)3In3+ 4V2 — 4; (D)31n3—2\/§+2+§n\/§; (E)3In3 —4v2+8; (N).

8. 3ampemuHa Tena HacTaJOr POTALMjOM OKO y-0CE€ KOHBEKCHE (PUrype OrpaHuveHe JIu-

nujama x% + y? = —2x n x? + y% = 2x jennaxa je:
n? n? 2 FICEE m n
A—-m B)5: O +m; M+ E)-—55 (V).

9. TyxwuHa ayka kpue y = In(1 + cosx)3a 0 < x < g H3HOCH:

(A);In3; (B)2In3+1; (O3+1; M)3; (B)2In3; (N).

o arctg x
X2

10. BpenHoct unTerpana f1+ dx je:

T[

A% B)T+2In2 (OF-sln2; (D)2 (E)+oo; (N).

3AOALN
11. /letajpHO MCIMTATH TOK W HAIpTaTH Tpaduk GHyHKIIH]jE

. 2x
fx)=x+ arcsin——.

2m dx
12. Mspauynarn fo (1 + 3 cos? x)(l + sin’ ) ’

FTEOMETPUJA

| PASPE[

Crnuunociu

1. Y xpyr ca nearpom O ynucan je npasoyriau tpoyrao ABC (4C = 90°). Heka
je K cpenumte myka BC xoju He caapxu Tauky A, N — cpeaumre crpanune AC
u M — mpecedna Tauka npase KN u kpyra paznuuuta og K. Y taukama 4 u C
KOHCTpyHCaHE Cy TaHIeHTE Ha Kpyr Koje ce ceky y Tauku E. JlokaszaTu nma cy
tpoyrinoBu MNE u ONK cnuyuu.
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2. Oxo jemHakocTpanuyHOT Tpoyriaa ACD omwmcaH je kpyr ca neHTpoMm O. Heka
je B Tauka kpyra TakBa na je BC = 2AB. Axo je E npecek nyxu AC u BD, no-
kazatu na je EO || AD.

3. OcHoBuue Tpamnes3a ¢y a u b. Oxpenutu IyXuHYy OyXK{ KOja je mapajeiHa ca
OCHOBHIIaMa U KOja JIeJIM Tpare3 Ha J[Ba JIe)la jeHAKHX TOBPILIHHA.

4. Heka cy A, B' u C' penom cpemumra crpanuia BC, CA u AB tpoyrina ABC n
Heka je S 1eHTap Kpyra ymmcaHor y Taj tpoyrao. Ako je SANB'C' = {A,},
SBNC'A" ={B;}uSCnAB" ={C,}, noxazatu na ce npase A'A;, B'B; u C'C;
CEKY Y jeIHO] TauKu.

5. Jlata cy aBa KOHIICHTpHUYHA Kpyra. /loka3aTu aa 30up KBajapaTa pacrojama
TayKe Koja MpUMaja jeTHOM OJl KPyroBa Oj] KpajeBa MPeYHUKa APYror Kpyra He
3aBHICH HU 0] 1300pa Taduke HU O] n300pa MpeyHHKa.

I PASPE[]

Obpiuna wiena; HaypiuHa ieometipuja

1. Hdara je mpaBunHa TpocTpaHa nmupamuna SABC (S — BpX) udja je OCHOBHa
uBHUIlA a ¥ 4dbje ¢y O0oune uBuie b (b > a). Chepa moaupyje paBaH OCHOBE Y
tauku A u 60uny uBuily SB. Hahu nonynpeunuk te chepe.

2. YuyTap mpaBe Kyne cmeinTtene cy ase chepe. Beha cdepa noaupyje ocHOBY 1
oMoTay KyTe, TOK Mama cdepa noaupyje Behy chepy u omoraud xyme. M3paday-
HaTH 3allpeMHUHY KyTle ako ¢y HoxymnpeyHunu chepa 2 cmu 1 cm.

3. lata je n-tocTpaHa mHpamHIa y Kojy Moxe aa ce ymnuie chepa. Caka ox
OOUHMX CTpaHa MUpPaMUIE 3apOTHPA Ce OKO OAroBapajyhe GouHe MBHUIIE TaKo 1a
ce MOKJIONH ca paBHU OcHOBE. [IpuToM, HOBH MONI0kKaju OOYHUX CTPAaHHULIA HMajy
3ajeTHUYKNX Tadaka ca YHyTpamrHolnhy ocHoBe. Ha oBaj HaumH moOujeHo je n
CIIKa BpXa MHMpaMHJIe y pPaBHU OCHOBE. J[0Ka3aTW Ja OHE NPHIANAjy jeTHOM

4. Jlare cy Tauke A[A'(2)], B[B'(—1)] u C[C'(—=2)], rue je jenunnua mepe
1cm.
(a) 'pagyupatu npase AB, BC u CA.

(0) OmpenuTu Tpar U HaruOHU yrao paBHH O Koja je oxpeheHa Taukama
A,BucC.
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5. Jlare cy mnpojeximje a’, a’’ u b’, b" npasux a u b koje ce cexy y Tauku C.
IIpaBa c, xoja je cagpxu Tauky C ¥ MmapajieiiHa je paBHH Ti;, c€de IpaBe a M C.
Onpenutu o0e MPOjEeKIHje MPaBe C.

PELUEHA
MMHA3WJE, CPEOHE LLUKOJIE

I paspen. 1.3a a # 1 — pememe x = 1;3a a = 1 — HEeMa pelema.

2.(a)x € (—o0,—1] U [2,3]; (6) x € [—g, 0] U [2, +0). 3. 3a a = 1: Geckonau-
Ho pemema (a,1 —a), a €ER; 3a a = 0: Hema pemema; 3a a # 1 u a #0:
peleme (%, 0). 4. 4a%.5. h~43,1m.

T T 51 T T 2T
IIpa3pez[.1.2.3.x—5+kn,x—5+kn,kEZ.4.0<x<g,§<x<?,

5?“<x<2n.5.P=3+‘/§.
I paspex. 1.7 = 10.2.0, 5, 10, 20 wma =, 22, 22 2 3. (a) 2 (6) 4.
4.21534 = 16 (cos T2 4 i sin ) = 0,1,2,3.

5.7(x) =i(3 — 2x).
IV paspen. 1. (a) n = 28; (6) n € {7,8,9}. 2. (a) (\7); (6) —7; 3. (a) (6)—

4.&-5-(3)29’( )29’( )29'

MATEMATNYKE MTNMHA3WJE

AHanm3za ¢ anredpom

Ipaspen. 1.B; 2. C; 3. A;4.E;5.E; 6. A;7.B; 8. D; 9. B; 10. B; 11. C; 12. A;
13.E; 14.C; 15. E; 16. B; 17. B; 18. A; 19. D; 20. C.
M paspen. 1.E;2.B;3.E;4.D;5.B;6.A;7.B; 8. B;9. A; 10. B; 11. D; 12. D;
13.B; 14. C; 15. C; 16.B; 17. B; 18. A; 19. C; 20. E.

Il pazpen. 1. A;2.D; 3. A;4.E; 5. A;6.D;7.B; 8. E; 9. A; 10. A; 11. B;
12.C; 13. A; 14.B; 15.D; 16. B; 17. A; 18. B; 19. B; 20. A.

IV paszpen. Tect. 1. B; 2. B; 3. C; 4. E; 5. E; 6. D; 7. C; 8. A; 9. D; 10. B.
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3amanu

T
12.2 (3 ++2).
I'eomerpuja

I paspen. 1. YoytctBo. Tauke A u C npunagajy xpyry Hax npednukom OF.

a? + b?
3. P 4. YoyrctBo. [lpumenutu YeBnny Teopemy.
_a(2b-a13 _ 64t 3
I pazpen. 1. r ——Zm.Z.V == C
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Haw roct — Anda n omera

HALWLI TOCT

AJI®OA 1 OMET'A

AKO BaM Kaxy Jia je HeKO ocBajad Menaba Ha MehyHaponHum marema-
TUYKUM OJIMMIIMjajaMa, /a je BPCTaH MaTeMaTHuap-UCTpaKUBay, 1a je ayTop
OpojHMX MaTeMaTHYKHUX MMyOJMKaluja, Aa je Kao W3y3eTaH OpraHuzatop OHo Ha
HajBumKM QyHKIMjaMa Ha MaremaTHakoM (akynTety u y JpymTBy MaTeMaTH-
yapa CpOuje, 1a je ... , BepoBaTHO heTe cyMmBHUaBO 3aBPTETH TJIABOM U MIOMHU-
CIIUTH [1a je Y IUTamy NpeTepuBame. AJIM HUjE, IOTOTOBO aKO CE Taj HEKO 30BE
3opan KagenOypr.

3opan KanenOypr

3opan KagenOypr je pohen y Bpumy 1950. rogune. ¥V Beorpany je 3a-
Bpmmo Martematnuky rumHa3ujy u [IpupogHo-matemarnuku dakynrer. Ilo au-
IUIOMHpaBky, paauo je Ha MarematniukoM ¢akyarery y beorpany u Tamo mpo-
1120 CBa 3Bamba OJ] ACHCTEHTA N0 peloBHOr mpodecopa. HakoH neH3noHncama
n3alpaH je y 3Bame mpodecop-eMepuTyc.

TokoM YUTaBOT PaTHOT BEKa aHTAXKOBaH je y pany [pymrea maremaTn-
yapa Cpbuje (panmje JyrociaBuje): MpenCceAHUK penyOnnyke U caBe3HEe KOMHU-
cHje 3a TaKMUYeHha M3 MaTeMaTHKe, PyKOBOJWIIAI] jyTOCIOBEHCKE EKUIIe Ha Jie-
BeT MelyHapoaHUX MaTeMaTUYKUX OJUMIIHjaja, IpeacenHuk JKupuja Ha HEKO-
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IUKO banmkaHckuX onuMmujaza, ypeAHUK BHIIE M3Jamba M 4acolluca, Mpenacem-
HUK [pymTBa y uernpu mangara utq. [IpaBa kapujatuna IpymiTea.

Kao mto ce u3 HaBegeHor Buau, Oorata W ycrmeuiHa kapujepa. Mebhy-
TUM, TO HUje cBe. O ApyruMm aerabuma, Haj00JbE U3 TIPBE PyKe — O] caMor 30-
paHa.

Bpusio paHo cTe ce okpeny/Ju MaTeMaTHlH. KaxkuTe HaM Kaj U Kako
je cBe movedto. /la 1u je Hexko nMao nmocedan yrunaj?

Konuko mamTumM, MaTemartuka je (TaduHUje, pauyH) OJyBEK OO HEIITO
IITO Ce KOJ MEHE ToJIpa3yMeBa, HEIlITo IITO MU ,,uae’ 6e3 mpobiema. Ha To je
JOJAaTHO YTHIIA0 MOj HACTABHHK y OCHOBHO] IIIKOJH, 3Bao ce bopusoje [lonosu-
Ha. bro je npaBu mocBeheHUK U jako ce HEPBUPAO KaJl HEKO HHjE MOTao Jia CXBa-
TH HEMITO MITO je ’heMy U3IIIeIao jeHOCTaBHO. JemaH o1 IPUHITUIIA My je OHo:
,»32 MEHE JIBOjKaIll M METHYap MOPajy KCTO JIa 3HAjy; pa3jIMKyjeM uX caMo 1o Op-
3uHU paaa“. Hucam curypas na je To oAroBapaio ocTaauM hamuma, aim MEHH je
CBAKaKo MOMOTJIO Jla YBE:)KOAM Op30 MAaTeMaTHYKO PA3MUIILIbAISE.

HapaBHo, Benmuku yTuiaj je uMana 1 MaremaTidka THMHa3dja Koja je,
Ha MOjy cpehy, oTBopeHa Oamn KaJ caM Mojia3uo y Apyru paspen. To me je nedu-
HUTHUBHO YYBPCTUJIO Y OpHjEHTAIMjH Ka MaTeMaTuiii. CBakako, TOME Cy JOTPH-
HEJIW W OJJINIHH mpodecopr, ToMeHyo 0ux Bojuna m Mumuiy [lajoBuh, xao u
Bnagumupa Muhuha.

Buau cTe Beoma ycnenmHd HA TAKMAYElbUMa U3 MAaTEMATHKeE, a U U3
dusuxe. Koje cy Bam Harpane mocedno apare? Kako cy TakMuuema u3riie-
nana raaa?

Jako je Temko mopeAuTH Tadallmba TAKMUUYECHA U 0Ba cafga. To je oTnpu-
TUKe Kao Kax ce ymopelyjy, y atnerury, [lecu OBenc u Jycewn bonrt wumm, y
mwBamy, [lorn Bajemunep m Majkn ®@enmc. Ha mpumep, Bajecmunep je cnas-
JbEH Kao MpBHU Koju je mpermirBao 100 merapa 3a Mame O] MUHYTA, a JaHac He-
KOM OMJIaJUHILy KOjH TO He ypaau a0 18-te rogune kaxy: ,,Mou, aere, ma Tpe-
HUpaj HemTo Apyro!“ Y3 1o Tpeba y3eTH y 003up WHTECH3UTET TPEHUHTA OHJIA H
cazia, HAaYMH UCXPaHe U jOIll MHOTO TOTa JPYyTOr.

Ha Hexn HauMH, CIMYHO je ca TaKMHYCHUMa U3 Marematuke. Heku 3a-
Jaly KOju Cy Y OHO BpeMe KaJ caM ceé TAKMHUYMO CMaTpaHH TELIKUM, JaHac Je-
Tyjy CKOpO CMENTHO (TTIOHEKH Ce J1ajy M 'y OCHOBHO] IIKOJIN). AjH, Tpeba y3eTn y
003up KoIM4YMHY MH(pOpMaIHja Koje CMO MOTJIM Aa 10OHjeMo U3 Tana JOCTYIHE
muTeparype (MHTEpHET je, HapaBHO, OMo Hay4yHa ()aHTACTHKa), a CBAKAaKO U Bpe-
Me Koje cMo mocBehuBanmm mpunpeMama. Moxzaa Mu HeheTe BepoBaTH, amu 3a
10jaM KOHTPYEHIIHje TIPBH IyT CaM 4yo TeK Y YETBPTOM pa3pely TMMHa3Hje!

CBakako, Ipare cy MU CBE Harpajae, U3 MaTeMaTHke, Kao U u3 (Qusuke
(TakMuUema U3 MporpaMupama Tajaa jorn Huje O0miro), momahe m MehyHapoaHe.
HapasHo, HajBumie nennM nge tpehe Harpane (cax O ce To 3Baio OpoH3aHE Me-
Jasbe) Ha MehyHaponHuM MaTeMaTWdkuM onumnujagama. Moxnaa he 3ByudaTu
NPETeHLHO3HO, alli MUCIUM J1a Tpeba pehu aa je, Ha HeKH HauuH, JaHaC MHOTO
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JaKie T0OMTH BUCOKY Harpamy Hero Tajaa. Hamme, cama ce TakMuue IpecTaB-
Huiy npexo 100 3emaspa, a Tazma ux je OO camo JeceTak, U TO y IPOCEKY MHO-
ro jaunx Hero mro je To npocek nomenytux 100. Edekar je na cy, peuumo, Mo-
jux 27 noena (ox 40 moryhux) Ha 10. onmumnujagu y MockBu Omin jeasa io-
BOJHHU 3a OpOH3aHy Menajby, a JaHac je 4eCcTo TpaHulla 3a ,,37ato’ ucnos 30 (u
TO oz 42 moryha). Mnak, 1a TOHOBUM, y3 MHOTO Tee 3aJaTKe.

Cnenujamusaunuja Ha Jp:xaBHom yHuBep3utery y MockBu. IloTom
nokropart. Kako je usriienao MareMaTH4KH KMBOT Y MOCKBH y To Bpeme?
Ja s je nMao yTunaj Ha n300p Teme 3a JOKTOPAT M JaJbU HAYYHHU pan?

Ka ¢dyHKIImoHanHOj aHamM3u caM ce yCMepHro 3axBajbyjyhu mpodecopy
BbpanunciaBy MupkoBuhy koju je Ha MaTeMaTHIKOM (aKyITeTy OHO CKOPO jeIu-
HH CIIpeMaH Jja ce MOCBETH pafy ¢ mociexuruioMuuma. HeyMopHo je opranuzo-
BaO CIICIMjaTHE KypCceBe M BOAMO ceMuHape. Pasno je To ¢ BEMMKHM eHTy3Hja3-
MOM, T1a je BpJI0O Op30 OKYIIHO OKO ceOe rpyIy Hac MJIaJuX, CIPEMHHUX IIa Ce
YVIYCTUMO y aBaHTYpY ,,0aB/beHha HayKoM*. Y3 CBe TO, OMO je M3Y3€THO CKpO-
MaH. Tako MaMTHUM PEYEHHIy KOjy je YIMYTHO jeIHOM KOJIETH Kaja MY je, Kao H
MEHH, J1a0 CaBeT Jla HACTaBU ycaBpluaBame Y MOCKBH: ,,¥Y3 MeHe hemr moxma
JIOKTOpHpaTH, a y3 BUX hem nocrtatu Matemaruyap.

VY 0HO BpeMe, PeTKO ce OJUIa3WiIo Ha CHelHjalr3alyjy Ha 3amaf, joIl
Mame ,Ipeko O0ape. Tamammu Cosjercku Caes, mocebHo MockBa, 6mo je pe-
JATUBHO MPHUCTYIIAYHO MECTO, ITa Hac je OUII0 ToCTa KOjU CMO CE€ TaMO ycaBpIia-
Bay. MHUCIIMM 1a MOCKOBCKA MaTeMaTH4Ka IIKoJa, Y TO BpeMe, HU y 4YeMy HHje
ycTynajla OHMMa Ha 3amajy, 4ak WX je y HEeKOM MOIJeqy W HpeBa3HiIa3uia.
Wmak, oHO MITO M€ je HajBHIIIe UMIIPECHOHUPAIIO 32 BpeMe 00opaBKa TaMo, OWITH
Cy BeJHKa 1MocBeheHOCT pagy Ha HayYHOM YCaBpIlaBamby U MHTEH3UTET KOjHM
Cy TOM TOCIYy MPUIa3WIH CKOPO CBU ca KOjUMa caM MMao KOHTakT. [loceOHO
Ka/la Cce yNMopeau C YIJIaBHOM CIa0MM EHTY3HMja3MOM C KOjUM Cy CBOM MOCITY
NPUCTYIAH IPOCEYHH CTaHOBHUII MOCKBE.

Op mo3HaTHX Hay4YHHKa C KOjUMa caM MMao MPWIMKE Ja Ce CPETHEM,
nomeHnyo 6ux Anzapeja Kommoroposa, koju je Taga Beh OMo y ronnHama u HHje
y4ecTBOBaO y HacTaBu. Ha jemHoj KoHbepeHIHjH, Ha K0joj caM y4ecTBOBao, 0o
j€ IOYacHU MPEICEIHUK O] KOTa Cy CBH YUECHHUIIN JOOHIIH, Kao IOKIIOH, IO jel-
HY MaTeMaTHUYKy KIBHUTY C BErOBOM MOcBeTOM. MHave, MOj Tajammu MEHTOD,
Buxrop CanoBHnumj, cana je Beh 27 roguHa peKTop MOCKOBCKOT YHHBEP3UTETA.

Kao nacraBHuk, paauau cre Ha MartemaTuukoMm (¢akyJirery, a HCTO
Tako u 'y MatemaTnukoj rumHasuju y beorpaay. Koju Bam ce nocao Buie
ponagao? Kako cy Bac npuxsaranu crynentn u hann?

Temko 6u My OHMITO 1a AaM MPEIHOCT jeJHOM win apyrom nociy. C jen-
HE CTpaHe, IpOoIleHAT MaXXJbUBHUX CyIIanama je curypHo Behu mehy hamuma y
MaTemMaTu4yK0j TMMHA3H1jH, IIOrOTOBO IIITO CaM y TOCIIEIhE BpeMe YIIIaBHOM JIp-
’Ka0 HACTaBy Y T3B. MEHTOPCKOM ojiesbeby. C Ipyre crpaHe, HacTaBa Ha (akyJi-
TETy WIMaK Mpya MOryNHOCTH 3a W3jarama HEKMX O30HJBHHjUX campikaja. Y
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CBaKOM CJIy4ajy, YBEK caM BOJEO Aa IP>KMM YacoBE M HHUKaJX MU HHje Manajio
TEIIKO J1a MX UMaM U MPHJINYHO MpeKo HopMme. Moxaa he 3BydaT# HECKPOMHO,
aJIM MUCJIMM J1a Cy M€ U halli ¥ CTYZACHTH yBEK J00pO MPUXBATAIH.

Bbunu cre nekan Maremaruukor ¢akyiarera y beorpaagy y Tpu Man-
nata. Kako cre ce cHaja3naM y Toj ya03u? Y K0joj MepH TakBa (pyHKIHja
5»JIEKH* jeTHOM MaTeMaTH4yapy?

He 3nam ma i hete Mu BepoBaTH, ajl MHACIUM JIa caM OHMpaH Ha PYKO-
Bosehe dyHkumje Ha DakynTeTy HajBUIIE 300T TOTa IITO Cy KOJEre OCETHIe Aa
ja TO Y CTBapH He JKeJIMM — HUKaJ HUCY BOJICNIM OHE KOjH Cy Ce ,,TypaJin‘ Ha TaK-
Be QyHKIHje. buio je, HapaBHO, U JICMHX AU U TCIIKUX MOMEHaTa. Y MOM CITy-
4ajy, CBaKako je Hajrexxu O0mo mepuon CtymeHtckor nportecta 1996/97 romumne,
Kaga je Moj akynrer mehy mpBuma cTao Ha cTpaHy cTyleHaTta. buio je Be-
JIMKKX MPUTHCAKA OJl CTPaHE TAJallllhe BIACTH, alld MOJApIIKa Kojera ¢ dakyi-
TeTa je Omta CKOpOo jeTHOIYIIHA TaKo Ja CMO 33j€THO OJ0JICITH CBEMY TOME.

HNma ce yrucak na cre y JApymrey marematuuapa Cpouje onBajka-
na. buau cre Ha rortoBo cBuM dyHknujama. Penure HaM HeEWITO 0 CaMOM
NMOYeTKY M MpBOM aHraxmany. Kako suaure yJjory Jlpymrsa y nomyJapu-
3alMjH ¥ pa3Bojy MaTeMaTHKe KO Hac?

W menu ce yuHuU ga cam ,,0ayBek y JpymtBy marematuuapa. [loueno
j€ TO joII y CTyIEHTCKHM JaHWMa, Kaj je HEKOJWIIMHA Hac aHTaKOBaHA 3a Jie-
)KypcerBo Ha CaBe3HOM TakMuuerny. OaMax 1Mo THILIOMHpamy, mpodecop Mu-
huh Mu je moHymno na OynmeM ,,lIeTaromKi PYKOBOIWIAI " OJIMMITH]CKE CKHUIIE
(manac 6w ce T0 3Bano ,,deputy leader”), mro cam HapaBHO MPUXBATHO KAO BEJIH-
Ky vact. OnmMax HapeIHe TOAWHE, TI0CTao caM | ,leader”. HakoH Tora, Hekako
MIPUPOJTHO, je/THA CTBAp je HHUIUpAJa IPyTy, 1a He HaOpajam.

Mucnum aa je ynora JlpymiTea MatemMaTruapa BpJIO 3HaUajHA, aik J1a Taj
3Ha4aj HUje y JOBOJbHO] MepH mmpe mo3Hat. Ha npumep, ApymrBo obaBsba 3a-
MCTa OrpOMaH MOCao OpraHu3allje MaTeMaTHYKUX M MPOTPaMepCKUX TaKMHYe-
Ha Ha CBUM HHMBOHMMA Y KOjeM je aHTa)KOBaH M3y3€THO BEJUKH OpOj HaCTaBHHKA.
[IpuroMm je oanazak Ha HajBUIIA MeljyHapoJHA TaKMHUYEHa CaMO BPX JIEICHOT
Opera. A kaja ce OJUMIIMJIIM BpaTe ¢ MedajbamMa, HU MEIUjU, Tla YaK HU Hallle
KOJIeTe-MaTeMaTH4apy, CKOpo na He momumy JlpymTBo Maremarwdapa, 0e3
YHjer aHTaKoBamka He OM OMJI0 HU OJIMMITH]CKE €KUIe HH pe3yirata. Hekako ce
,IToJIpazyMeBa’™ ma je To ,,TaMoO HEeKo* opraHm3oBao. HapaBHo, mobpum memom
CMO CaMHM 3a TO KPWBH jep HaM CaMOpPEKJIaMHpame HUKAJ HHje OMiIo jada cTpa-
Ha.

Y ume penaknmje Tanrenre, 3axBabyjeM ce Ha Jby0a3HOM MHTep-
Bjyy u keaum Bam nmyHo cpehe, 31paB/ba y cBakor 100pa y 1a/beM KHUBOTY

Y paay.
B. [TerpoBuh
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CasHajemo

CA3SHAJEMO

Jomahun 9. EBporicke matematnuke onummujaze 3a nesojke (EGMO)
Oouna je Xonanaumja. 300r maHAeMHje KOpOHA BHpYycCa, TaKMHUYCHE je
OIIpKaHO TAaKo LITO Cy JEeBOjKE paguiie 3afgatke ox kyhe. Hama exuna y
cacraBy: Jenena MBanunh, Upura bankosuh, Mununia Byrnenuh u Mu-
Jjba JoBanoBuh mocTtHria je mM3BaHpeAaH ycrex. 3ays3ena je 2. MecTo,
onMax m3a exurie Pycke denepamnuje. Jenena, Mpuna m Munwuma cy oc-
BOjWJIC 3JIaTHE Menalbe, a Muba cpeOpHY.

[pBu nyT oBe romune, 14. anpuna, oapxkaHo je PeBujaHo TakMuueme
U3 MaTeMaTHKE 32 YYCHHMKE OCHOBHHUX IIKOJA. 3ajaly Cy OWiM THIa
TecTa ca MeT MOHy)eHMX OAroBopa 3a CBaKH 3aJaTak. Y UEHHIH Cy 3a-
JnaTke pagunu ox Kyhe y mepuony on 2 cara. Ilo peunma opranuzaTtopa,
O/I3MB je OMO M3BaHpeAaH. 3a/ally U peliekha MOTY Ce BUJICTH Ha ajpe-
cu: https://dms-takmicenje.vmdevbox.com/

VY yropak 21. anpuinia oap:xkano je online PepujaiHo TakMHUUCHE YUCHU-
Ka OCHOBHHUX IlIKONAa u3 MH(popMmaTHke. Ha TakmMuuewy je y4ecTBOBajlIO
109 obmapennx yueHuka ox 5. mo 8. paspena. Bumie mHpopMannja Ha
anpecu: https://takprog.petlja.org/osnovnaskola.

VY yropak 12. maja on 14 mo 20 gacoBa oxapxkaHo je online PeBujanHo
TaKMHUYCHC yYUCHHKA CPEIbUX IIKOJa W3 MareMaTthke. TakMuU4ueme je
O0wio Ha 8 HMBOa, 3a CBakH pa3pen A u b kareropuja. YuecTBOBajoO je
629 yuenuka. Periema cBux 3amaraka Omia cy 1ocTynHa Ha cajty Jpy-
mTBa MaTeMaTudapa Cpowuje y 22 gaca HCTOT JaHa.

3amamny, pemema u apyre uHpopmaimje Mory ce Hahu Ha agpecu
https://dms-takmicenje.vimdevbox.com/srednje-skole/.
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HarpagHu WaxoBCKKU 3agaTak

Tanrenta 99 - pememwe

HATPAJTHU IIIAXOBCKU 3AJIATAK
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Ilpuu Byye u MmaTupay 5 noresa

Lf3+! 2. Lf3
2. Kgl Dg4 mar

1...

LeS 3. Lf4 1.4 4. h3 Dh3+ 5. Kg1 Dh2 mar.

2....

HAT'PABEHUA

Anexcangap Crakmuh, 4. pa3p. ['mmuazuja ,,Mcunopa Cexynunh®,

Hosu Can; Pagunuka 41, 21000 Hosu Capn

Capa Anbheaxosuh, 1. pa3p. ['umHazuja Mnanenosar;

Cage lllymanoswuha 5, 11400 MnaneHoBait
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LLUAXOBCKA CTPAHA

IPBU INAMITMOH

ITpBY 3BaHUYHU NPBaK CBETA y
maxy Ouwo je Aycrtpujanar Bui-
xenm lItajun. Pohen je 1833. y
jespejckom rery y Ilpary y tana-
0] AyCTpOyrapcKoj MOHApXH-
ju. [pemunyo je 1900. rogune y
Byjopky.

IIpBak cBera je mocrao 1886.
TO/IMHE TI0CiIe 1odesie y Medy ca
Joxanom lLlykepTopToM jemaHHM
0]l HajjayMx Urpaya TOr BpeMeHa.
Turyny je apxao no 1894. kana
je m3ry6mo o uzazuada Emany-
ena Jlackepa.

,JlaxoBcka moma“ Beher mena
19. Beka Owia je ,,HamaJ 1o CBa-
ky neny“. 1 IlTajuur je To cie-
o cee no 1873. A onpa je, mo
NIPBU IyT, YBEO y IPAKCy T3B.
MO3ULMOHY Urpy. MHOru caBpe-
MEHHIM Cy My HPHroBapaid 3a
,-KYKaKBUUKH MPUCTYII HE CXBa-
tajyhm na je Llrtajaun tTume mo-
JIOXKHO KaMeH TeMeJball MoJep-
HOT II1axa.

W3 pomaHTHYapcKOr neprona,
Irajuun je ocraBuo HU3 OpH-
JbaHTHUX OcTBapema. KomOuHa-
uyja u3 napruje ¢ bapnenebenom
n3 1885, kojoj je mperxommia
MO3HMIMOHA JKPTBA IEIIaKa, CIia-
na y Omcepe IMIaxOBCKOT CTBapa-
JIaIITBa.
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]_HTajHI/ILI (6eJ‘m) MOYUILE JAYTY
KOMOMHALM]Y Y KOjOj MY je IJIaB-
HU npobiiem cna® mpsu pexd. 1.
Te7+!! Kf8. Jacno, ne uze 1. ...
De7 300r 2. Tc8+ ura. Anwm, 3a-
mro ue 1. ... Ke7? Tana Genu ur-
pa 2. Db4+ Kd8 (Ha 2. ... Dd6
3. Db7+ Dd7 4. Tel Kd6 5. Sf7+
U maja LpHa gama. A Ha 2. ...

Ke8 3. Tel+ Kd8 4. Se6+ u omner
naga nama jep He uzae 4. ... De6
5. Te6 Tcl+ 6. Tel) 2. Df8+ De8
3. Sf7+ Kd7 4. Dd6 13B. emo-
JIETHU Mat KOju hie ce BUACTH H
Ha kpajy. 2. Tf7+ Kg8 3. Tg7+!
Kh8. Ton je Hemoaupsbus, a He
uze 3. ... Kf8 360r 4. Sh7+ un na-
Ja [pHAa JaMa ca Oiaxom. 4.
Th7+! Kg8. lllerwma Genor Toma
mo 7. peny noxaceha Ha turec me-
JMBaHA TIO PAa3ameToj XKUIU H3-
Hax nposanyje. 5. Tg7+! Kh8 6.
Dh4+ Kg7 7. Dh7+ Kf8 8. Dh8+
Ke7 9. Dg7+ Ke8 10. Dg8+ Ke7
11. Df7+ Kd8 (He Bpemu 11. ...
Kd6 12. Df6+ De6 13. De6 mar.)
12. Df8+ De8 13. Sf7+ Kdé 14.
Ddé6 mat. HajaBibeHH enoseTHH
MaT KOjH 3acyXyje Iujarpam.

EBo jom jemme IllTajuniose
(upHH) Opasype.

4. Kh4 Sg2+ 5. Kg5(hS). Kpan
MOpa y HEYroAHy LIETHY. S. ...
Tf5+ 6. Kg4 h5+ 7. Kh3. Tloky-
mraj 6excTBa, anmu 7. ... Tf2! mar.

Hpuu (IlItajaun) je Ha moTesy
Y OBOj TIO3HIIH]H.
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INana y oum m3pasura Hepas-
BUjeHocT Oernor. CBe Tpu durype
JAMHMHOT KpHJIa Cy Ha TIOYETHUM
MOJIOXKajuMa, IITO HE CIYTH Ha
o0po. And, yIpKoC TOMe, HUII-
Ta HE HaroBemTaBa Ja he ce Ou-
TH FOTOBO y map more3a. EBo ka-
ko je Illrajuum je m3Beo mpaBu
,Blitzkrieg®. 1. ... Dh4! 2. Tg2.
HapagHo, ve une 2. Th4 360r 2.
.. Tgl mat, a mocne 2. Tg8+ Tg8
CBE je UCTO, 11a 1 rope, 3a Oeror.
2....Dh2+! 3. Th2 Tgl mar.

HATPAJTHU 3AJJIATAK

Lpuu Boau omacaH Harma, ajau
ce TPEHYTHO HE BHJHM KaKo Jia ra
HactaBu. lrajuun Hanasm 1. ...
Tg2+! nocne yera mouume mpa-
Bu BatpomeT. 2. Kg2. He Bpenun
2. Kh1 Th2+ y3 6p30 MaTHpame..
2. ... Dh3+!! 3. Kh3. He cmacaa

3. Kh1 306o0r 3. ... Tf2! u mar Ha
g2 nmm h2 He MoXe Ja ce crpe-
yu. Ha 4. Db8+ Kf7. 3. ... Se3+

Besu Byue n maTupa
y 5 nore3a

Pemema catu Ha agpecy:
vojpet@gmail.com
Hajycnemnuju pemaBaun Ouhe
Harpal)uBaHM IaXOBCKOM JIMTE-
parypoMm m3znaBauke kyhe "llla-

XOBCKH HH(popMmarTop".
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