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ДВЕ ЗАНИМЉИВЕ КОНСТРУКЦИЈЕ 

 
Јенс Карстенсен, Алија Муминагић, Фредериксберг (Данска) 

 
 
 Геометријске конструкције чине важан део средњошколске геомет-
рије. Конструктивни задатак захтева од решавача добро познавање особина 
многих геометријских фигура и тако га присиљава да учи „теорију“. Међу-
тим, та теорија често није довољна да би се задатак решио. Потребно је да 
се умешно користи и примењује. Другим речима, захтева креативност и 
маштовитост.  
 Упркос свему, геометријске конструкције се генерално све ређе 
срећу у школској пракси. Поготово оне које желимо да прикажемо у овом 
чланку. 
 Познато је да се сваки алгебарски израз, који се добија од једне или 
више дужи применом коначног броја рационалних операција (сабирање, 
одузимање, множење, дељење) и квадратним кореновањем, може констру-
исати лењиром и шестаром. (Под појмом дуж подразумеваћемо геометриј-
ску фигуру, а исто тако и њен мерни број - дужину. Из контекста ће бити 
јасно на шта се односи.)  
 Ево неколико елементарних примера, за које се претпоставља да су 
познати читаоцу, у којима је 𝑥 поменути алгебарски израз. 
 
1.  𝑥 ൌ 𝑎 ൅ 𝑏 (сабирање дужи 𝑎 и 𝑏) 
 
2.  𝑥 ൌ 𝑎 െ 𝑏, 𝑎 ൐ 𝑏 (одузимање дужи 𝑏 од дужи 𝑎) 
 
3.  𝑥 ൌ 𝑛𝑎, 𝑛 ∈ ℕ (множење дужи 𝑎 природним бројем 𝑛) 
 
4.  𝑥 ൌ

௔

௡
, 𝑛 ∈ ℕ (дељење дужи 𝑎 природним бројем 𝑛) 

 
5.  𝑥 ൌ

௡

௠
𝑎, 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ (множење дужи 𝑎 рационалним бројем 

௡

௠
 ) 

 
6.  𝑥 ൌ

௔௕

௖
 (четврта пропорционала) 

 
7.  𝑥 ൌ √𝑎𝑏 (геометријска средина дужи 𝑎 и 𝑏) 
 
8.  𝑥 ൌ √𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶ (хипотенуза правоуглог троугла с катетама 𝑎 и 𝑏) 
 
9.  𝑥 ൌ √𝑎ଶ െ 𝑏ଶ (катета правоуглог троугла с хипотенузом 𝑎 и катетом 𝑏) 
 
 Многи сложенији изрази могу се конструисати свођењем на неке од 

наведених. На пример, конструкција израза 𝑥 ൌ
௔మ௕య

௖మௗమ се своди на конструк-

цију 6 следећим низом конструкција у којима се такође користи конструк-
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ција 6: 𝑥ଵ ൌ
௔௕

௖
, 𝑥ଶ ൌ

௫భ௔

௖
, 𝑥ଷ ൌ

௫మ௕

ௗ
, 𝑥ସ ൌ 𝑥 ൌ

௫య௕

ௗ
 . Слично, при конструкцији 

израза 𝑥 ൌ √𝑎ସ െ 𝑏ସర
 најпре се изврше трансформације 

   

𝑥 ൌ √𝑎ସ െ 𝑏ସర ൌ ටඥሺ𝑎ଶ െ 𝑏ଶሻሺ𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶሻ ൌ ඥ√𝑎ଶ െ 𝑏ଶ ∙ √𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶ . 
 
Потом се искористе конструкције 9 и 8: 𝑥ଵ ൌ √𝑎ଶ െ 𝑏ଶ,  𝑥ଶ ൌ √𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶ. На 
крају се примени конструкција 7: ൌ √𝑥ଵ 𝑥ଶ . 
 Још једна примена конструкције 7 дата је у следећем типичном 
конструктивном задатку. 
 
 Задатак 1. Дате су две непаралелне праве 𝑝 и 𝑞 и тачка 𝐴. Кон-
струисати кружницу која пролази кроз тачку 𝐴 и додирује праве 𝑝 и 𝑞. 
 
Решење. Анализа. Нека се праве 𝑝 и 𝑞 секу и тачки 𝑆 и нека је 𝑘 тражена 
кружница (сл. 1).  

 
Сл. 1. 

 
Како кружница 𝑘 додирује праве 𝑝 и 𝑞, њен центар 𝑂 лежи на симетрали 𝑠 
оног угла 𝑝𝑆𝑞 који садржи тачку 𝐴. Стога кружница 𝑘, осим кроз тачку 𝐴, 
пролази и кроз тачку 𝐵 симетричну са 𝐴 у односу на 𝑠. Притом, права 𝐴𝐵 је 
нормална на симетралу 𝑠 и сече праву 𝑞 у тачки 𝐶. Нека је 𝑄 тачка додира 
кружнице 𝑘 и праве 𝑞. На основу теореме о потенцији тачке у односу на 
кружницу, важи 𝐶𝑄ଶ ൌ 𝐶𝐴 ∙ 𝐶𝐵, односно 𝐶𝑄 ൌ √𝐶𝐴 ∙ 𝐶𝐵. Како су дужи 𝐶𝐴 
и 𝐶𝐵 познате, дуж 𝐶𝑄 се може добити конструкцијом 7.  
 
Конструкција. Конструишу се симетрала 𝑠 и тачке 𝐵 и 𝐶 из анализе. Затим 
се одреди дуж 𝑑 таква да је 𝑑 ൌ √𝐶𝐴 ∙ 𝐶𝐵. Даље се на правој 𝑞 конструише 
тачка 𝑄 таква да је 𝐶𝑄 ൌ 𝑑 и потом кружница 𝑘 која пролази кроз тачке 𝐴, 
𝐵 и 𝑄. Кружница 𝑘 је тражена.  
 
Доказ конструкције. Препушта се читаоцима. 
 
Дискусија. Ако је 𝐴 ് 𝑆, задатак увек има два решења. (Зашто?). Ако је 𝐴 ൌ
𝑆 задатак нема решење. 
         □ 
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Напомена. (а) Задатак се може решити и хомотетијом или још напредни-
јом трансформацијом  инверзијом. Остављамо читаоцима за вежбу.  
(б) Ако су праве 𝑝 и 𝑞 паралелне, конструкција се знатно поједностављује. 
Нека се читаоци сами увере. 
 
 Следећи задатак спада у оне „необичне“.  
 
 Задатак 2. (а) Дата је дуж 𝑋𝑌 ൌ 1. Конструисати дуж √5ర

. 
(б) Дата је дуж 𝑌 ൌ √5ర

 . Конструисати јединичну дуж. 
 
Решење. (а) Конструкција. Конструише се правоугли троугао 𝑋𝑌𝑍, с пра-
вим углом код 𝑌, такав да је 𝑋𝑌 ൌ 1 и 𝑌𝑍 ൌ 2 (сл. 2(а)).  
 

 
                                       (а)                                                    (б) 

Сл. 2. 
 
 Конструише се тачка 𝑈 таква да је 𝑈 െ 𝑋 െ 𝑍 и 𝑋𝑈 ൌ 1. Затим се 
конструише полукружница 𝑘 с пречником 𝑈𝑍 која лежи с оне стране праве 
𝑈𝑋𝑍 с које није тачка 𝑌. У тачки 𝑋 се конструише нормала на праву 𝑈𝑋𝑍 и 
њен пресек с полукружницом 𝑘 означи са 𝑉. Дуж 𝑋𝑉 је тражена. 
 
Доказ конструкције. По Питагориној теореми је 𝑋𝑍 ൌ √1ଶ ൅ 2ଶ ൌ √5. Тро-
угао 𝑈𝑍𝑉 је правоугли с правим углом код 𝑉, па су троуглови 𝑈𝑋𝑉 и 𝑉𝑋𝑍 
слични. Отуда је (конструкција 7) дуж 𝑋𝑉 геометријска средина за 𝑈𝑋 и 

𝑋𝑍, односно 𝑋𝑉 ൌ √𝑈𝑋 ∙ 𝑋𝑍 ൌ ඥ1 ∙ √5 ൌ √5ర
.   

 
Дискусија. Очигледно, задатак има јединствено решење. 
 
(б) Конструкција. У тачки 𝑋 се конструише нормала 𝑠 на 𝑋𝑌, а у тачки 𝑌 
полуправа 𝑡 која с полуправом 𝑌𝑋 образује угао φ једнак углу 𝑋𝑉𝑈 из (а) 
(сл. 2(б)). Нека је 𝑈ଵ пресек 𝑠 и 𝑡. Дуж 𝑋𝑈ଵ је тражена. 
 
Доказ конструкције. По конструкцији је ∆𝑈ଵ𝑋𝑌 ~ ∆𝑈𝑋𝑉. (Напоменимо да 
дуж 𝑋𝑌 не мора да буде једнака дужи 𝑋𝑉 из (а) иако су обе по √5ర

. Разлог је 
што јединичне дужи у (а) и (б) не морају да буду једнаке.) Отуда и из 
чињенице да однос дужина не зависи од система мерења (од избора једини-
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чне дужи) следи 𝑈ଵ𝑋 ∶ 𝑋𝑌 ൌ 𝑈𝑋 ∶ 𝑋𝑉, односно 𝑈ଵ𝑋 ∶ √5ర ൌ 1 ∶ √5ర
, па је 

𝑈ଵ𝑋 ൌ 1. 
 
Дискусија. Као и у (а), задатак има јединствено решење. 
         □ 
 
 За тачку 𝑋 дужи 𝐴𝐵 кажемo да дели дуж 𝐴𝐵 у златном или божан-

ском односу ако је  
஺௑

஻௑
ൌ

஺஻

஺௑
 . Ако однос  

஺௑

஻௑
 означимо са 𝜙 и узмемо у обзир 

да је  је 𝐴𝐵 ൌ 𝐴𝑋 ൅ 𝐵𝑋, тада претходна једнакост гласи 𝜙 ൌ 1 ൅
ଵ

థ
 . Одатле 

је  𝜙 ൌ
ଵ ା √ହ

ଶ
 .  

 За правоугаоник са страницама 𝑎 и 𝑏 кажемо да је златан ако је  
௔

௕
ൌ 𝜙.  

 
  Задатак 3. Конструисати златан правоугаоник чија је површина 
једнака површини датог квадрата.  
 
Решење. Нека је 𝐴𝐵𝐶𝐷 дати квадрат. Без утицаја на општост, можемо узети 
да је квадрат јединични, тј. 𝐴𝐵 ൌ 1. Тако треба да се конструише златни 
правоугаоник површине 1. 
 
Конструкција. Конструише се кружница 𝑘ଵ са центром у тачки 𝑋  среди-
шту странице 𝐴𝐵 и полупречником 𝑋𝐶 (сл. 3).  
 

  
Сл.3. 

 
Нека је 𝑊 њен пресек с продужетком странице 𝐴𝐵 преко 𝐵. У тачки 𝑊 
конструише се нормала на 𝐴𝐵 и са 𝐸 означи њен пресек с правом 𝐶𝐷. Кон-
струише се кружница 𝑘ଶ са центром 𝐷 и полупречником 𝐷𝐴 и са 𝐹 означи 
њен пресек с продужетком странице 𝐶𝐷 преко 𝐷. Конструише се полу-
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кружница 𝑘ଷ, с пречником 𝐸𝐹 и центром 𝑂, која је са оне стране праве 𝐶𝐷 
са које нису 𝐴 и 𝐵. Нека је 𝑇 њен пресек с продужетком странице 𝐴𝐷. У 
тачки 𝐶 конструише се нормала на праву 𝐶𝑇 и са 𝑆 означи њен пресек са 
страницом 𝐴𝐷. Даље се конструише кружница 𝑘ସ са центром 𝐷 и и полу-
пречником 𝐷𝑆 и и са 𝐺 означи њен пресек са продужетком странице 𝐶𝐷 
преко 𝐷. Најзад, конструишу се права кроз 𝐺 паралелна са 𝐴𝐷 и права кроз 
𝑇 паралелна са 𝐴𝐵 и њихов пресек означи са 𝑅. Четвороугао 𝐺𝐷𝑇𝑅 је тра-
жени правоугаоник. 
 
Доказ конструкције. Очигледно је 𝐺𝐷𝑇𝑅 правоугаоник. Треба да се покаже 
да је златни и да је његова површина једнака 1. 
 
 (а) правоугаоник 𝐺𝐷𝑇𝑅 је златни. Доказаћемо да је 

஽்

஽ீ
ൌ 𝜙. По кон-

струкцији тачке 𝑊 и из правоуглог троугла 𝑋𝐵𝐶 имамо да је 𝑊 ൌ 𝑋𝐶 ൌ

ටቀଵ

ଶ
ቁ

ଶ
൅ 1ଶ ൌ √ହ

ଶ
 . Отуда је 𝐴𝑊 ൌ 𝐴𝑋 ൅ 𝑋𝑊 ൌ

ଵ

ଶ
൅ √ହ

ଶ
ൌ

ଵ ା √ହ

ଶ
ൌ 𝜙, па је  

 
                                                   𝐷𝐸 ൌ 𝐴𝑊 ൌ 𝜙.    (1) 
 
Како је 𝐸𝐹 ൌ 𝐷𝐹 ൅ 𝐷𝐸 ൌ 𝐷𝐴 ൅ 𝐷𝐸 ൌ 1 ൅ 𝐷𝐸, из (1) следи да је 𝐸𝐹 ൌ 1 ൅
𝜙. Стога је полупречник полукружнице 𝑘ଷ једнак  

ଵ

ଶ
𝐸𝐹 ൌ

ଵ ା థ

ଶ
, те је   

 
                                             𝑂𝑇 ൌ 𝑂𝐹 ൌ 𝑂𝐸 ൌ

ଵ ା థ

ଶ
 .   (2) 

 
Како је 𝑂𝐷 ൌ 𝑂𝐹 െ 𝐷𝐹 ൌ

ଵ ା థ

ଶ
െ 1 ൌ

థ ି ଵ

ଶ
, из правоуглог троугла 𝐷𝑂𝑇 и (2) 

добијамо 
 

                      𝐷𝑇 ൌ √𝑂𝑇ଶ െ 𝑂𝐷ଶ ൌ ටቀଵ ା థ

ଶ
ቁ

ଶ
െ ቀథ ି ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
ൌ ඥ𝜙. (3)

   
 Из правоуглог троугла 𝑆𝐶𝑇 имамо да је 𝐷𝐶 геометријска средина за 
дужи 𝐷𝑆 и 𝐷𝑇, тј. 𝐷𝐶 ൌ √𝐷𝑆 ∙ 𝐷𝑇. С обзиром на (3) и да је 𝐷𝐶 ൌ 1, следи 

1 ൌ ට𝐷𝑆 ∙ ඥ𝜙 , одакле је 𝐷𝑆 ൌ
ଵ

ඥథ
 . Тако је 

 
                                                      𝐷𝐺 ൌ 𝐷𝑆 ൌ

ଵ

ඥథ
 .   (4) 

 

 Коначно, из (3) и (4) добијамо 
஽்

஽ீ
ൌ

ඥథ
భ

ඥഝ

ൌ 𝜙 и правоугаоник 𝐺𝐷𝑇𝑅 

је златни. 
 
 (б) површина правоугаоника  𝐺𝐷𝑇𝑅 је 1. Из (3) и (4) следи 
 
                                           𝑃 ஽்ோ ൌ 𝐷𝑇 ∙ 𝐷𝐺 ൌ ඥ𝜙 ∙

ଵ

ඥథ
ൌ 1. 
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Дискусија. Ако су 𝑎 и 𝑏 ሺ𝑎 ൐ 𝑏ሻ странице траженог златног правоугаоника, 

тада је 𝑎𝑏 ൌ 1 и  
௔

௕
ൌ 𝜙. Следи 𝑎 ൌ ඥ𝜙 и ൌ

ଵ

ඥథ
 , те је тај правоугаоник поду-

даран с добијеним 𝐺𝐷𝑇𝑅. Дакле, задатак има јединствено решење. 
         □ 
 

Напомена. Како је 𝐴𝑊 ൌ 𝜙 (сл. 3) и 𝑊 ൌ √ହ ି ଵ

ଶ
ൌ

ଵ

థ
 , странице 𝑎 и 𝑏 злат-

ног правоугаоника могу се добити као 𝑎 ൌ ඥ𝜙 ൌ ඥ1 ∙ 𝜙 ൌ √𝐴𝐵 ∙ 𝐴𝑊 и 𝑏 ൌ
ଵ

ඥథ
ൌ ට1 ∙

ଵ

థ
ൌ √𝐴𝐵 ∙ 𝐵𝑊 . Детаље препуштамо читаоцима. 

          
Литература 
 
[1]  L. O. Barton, Construction of a Golden Rectangle a Given Area, 
      Mathematical Spectrum Vol. 39, No. 3, 2006/2007 
 
[2]  D. Palman, Geometrijske konstrukcije, Element, Zagreb 1996. 
 
 
 

НАГРАДНИ ЗАДАЦИ 
 

Александар Миленковић, Ненад Стојановић 
 
 У рубрици „Наградни задаци” у сваком броју дајемо 20 задатака ко-
ји су подељени у две групе. Задаци из прве групе су подељени по разреди-
ма и намењени су пре свега ученицима који се такмиче у Б категорији, док 
су задаци из друге групе намењени ученицима А категорије и нису подеље-
ни по разредима. 
 Позивамо све читаоце да шаљу предлоге задатака које сматрају по-
себно интересантним, као и сугестије које ће нам помоћи при састављању 
рубрике. Такође, позивамо све ученике да на адресу редакције шаљу отку-
цана или читко исписана решења постављених задатака; сваки задатак на 
засебном листу. Исто важи и за предлоге задатака. У наредним бројевима 
часописа публикују се комплетна решења раније постављених задатака, а 
на крају циклуса најуспешнији решавачи се награђују. 
 
  

Предлоге и решења задатака слати на адресу: 
 

„Тангента” – за рубрику „Наградни задаци” 
Природно-математички факултет 

Радоја Домановића 12 
34000 Крагујевац 
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или електронском поштом (искључиво pdf формат) на адресу 
 

tg_nagradnizadaci@yahoo.com 
 
најкасније до 01.04.2020. 

 
Прва група 

 
Први разред 
 

М1694. Две праве чији су коефицијенти правца 3 и 
ଵ

ଷ
 секу се у тачки ሺ3, 3ሻ. 

Одредити површину троугла одређеног тим двема правама и 𝑥  осом. 
  
М1695. У скупу реалних бројева решити систем једначина 

 
                                                    𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ 3  
 
                                               ห|𝑥| െ |𝑦|ห ൌ  1 . 
 
М1696. На колико начина се слова из табеле (сл.1.) могу повезати у реч 
КВИЗ ако се кретање започиње од поља у коме се налази слово К и притом 
се, приликом кретања, може прећи на само неко од суседних поља? За дато 
поље суседна су поље изнад, поље испод, поље лево и поље десно од њега. 

  З  И  З   

З  И  В  И  З 

И  В  К  В  И 

З  И  В  И  З 

  З  И  З   
 

Сл.1. 
Други разред 
 
М1697. Одредити природан број 𝑛 такав да је ሺ𝑛 ൅ 1ሻ! ൅ ሺ𝑛 ൅ 2ሻ! ൌ 399𝑛!. 
(𝑛! представља производ првих 𝑛 природних бројева, тј. 𝑛! ൌ 1 ∙ 2 ∙ … ∙ 𝑛.) 
 
М1698. Одредити број неподударних троуглова чије су дужине страница 
logଶ 𝑥, logସ 𝑥 и 3, за цео број 𝑥. 
 
М1699. Троугао 𝐴𝐶𝐷, са правим углом код темена 𝐶, конструисан је над 
хипотенузом 𝐴𝐶 једнакокрако-правоуглог троугла 𝐴𝐵𝐶 тако да су тачке 𝐷 
и 𝐵 са различитих страна праве 𝐴𝐶. Ако су дужине страница 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 јед-
наке 1 cm и ако троуглови 𝐴𝐶𝐷 и 𝐴𝐵𝐶 имају једнаке обиме, одредити 
sinሺ2∡𝐵𝐴𝐷ሻ. 
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Трећи разред 
 
М1700. Једначином 𝑥ଶሺ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2ሻ ൌ 𝑦ଶሺ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2ሻ су одређене:  
(а) две паралелне праве; 
(б) две праве које се секу; 
(в) три различите праве које се секу у једној тачки; 
(г) три различите праве које немају заједничку тачку; 
(д) права и парабола.  
Образложити одговор и одредити једначине одговарајућих скупова тачака. 
 
М1701. Скуп 𝑆 чине сви низови од 19 елемената који задовољавају следеће 
услове:   
(а) сваки елемент је 0 или 1;  
(б) први и последњи елементи сваког низа су нуле;  
(в) ни у једном низу не постоје два суседне нуле;  
(г) ни у једном низу не постоје три суседне јединице.   
Одредити број низова у скупу 𝑆. 
 
М1702. Ако 𝑆ሺ𝑛ሻ означава збир цифара природног броја 𝑛, одредити све 
природне бројеве 𝑛 за које важи 𝑛 ൅ 𝑆ሺ𝑛ሻ ൅ 𝑆ሺ 𝑆ሺ𝑛ሻሻ ൌ 2019.   
 
Четврти разред 
 
М1703. Од свих „ћошкова“  јединичне коцке одсечене су подударне пира-
миде тако да је на свакој страни коцке остао правилан осмоугао. Одредити 
запремину тако насталог тела. 
 
М1704. Скуп природних бројева се назива „разуђен скуп“ ако за сваку трој-
ку узастопних природних бројева садржи највише један број из те тројке. 
На пример, за тројку 1, 2, 3 разуђен скуп може да садржи или ниједан од 
тих бројева или само 1 или само 2 или само 3. Колико има „разуђених под-
скупова“ скупа ሼ1, 2, … , 10ሽ. 
 
М1705. Нека су 𝑎, 𝑏 и 𝑐 позитивни реални бројеви такви да је 𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶ ൅
𝑐ଶ ൌ 5. Доказати да је тада 
 

௔య

ଶ௕ ା ଷ௖
൅

௕య

ଶ௖ ା ଷ௔
൅

௖య

ଶ௔ ା ଷ௕
൒ 1. 

 
Друга група 

 
М1706. Доказати да је 
  

cos 
గ

ହ
ൌ

ଵ ା √ହ

ସ
 . 
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М1707. Ако су 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 позитивни реални бројеви, доказати да важи не-
једнакост 
 

௔

௕ ା ௖
൅

௕

௖ ା ௗ
൅

௖

ௗ ା ௘
൅

ௗ

௘ ା ௔
൅

௘

௔ ା ௕
൒

ହ

ଶ
 . 

 
М1708. Нека је 𝑚 природан број. Одредити све парове целих бројева ሺ𝑥, 𝑦ሻ 
за које важи да јe 𝑥ଶሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ሻ ൌ 𝑦௠ାଵ. 
 
М1709. Све нуле полином 𝑝ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଵ଴଴ െ 100𝑥ଽଽ ൅ ⋯ ൅ 1 су реалне и пози-
тивне. Уколико је могуће, одредити те нуле. 
 
М1710. У  скупу реалних бројева решити систем једначина 
 
                                                  𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 8   
                                         𝑎𝑏 ൅ 𝑐 ൅ 𝑑 ൌ 23   
                                              𝑎𝑑 ൅ 𝑏𝑐 ൌ 28   
                                                       𝑐𝑑 ൌ 12 . 
 
М1711. Ако за чланове низа 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡ важе следећи услови 
 

𝑎ଵ ൌ 0, |𝑎ଶ| ൌ |𝑎ଵ ൅ 1|, … , |𝑎௡| ൌ |𝑎௡ିଵ ൅ 1| , 
 

доказати да је  
௔భ ା  ௔మ ା … ା ௔೙

௡
൒ െ

ଵ

ଶ
 . 

 
М1712. Доказати да за свака два реална броја 𝑎 и 𝑏 важи неједнакост 
 

|௔ ା ௕|

ଵ ା |௔ ା ௕|
൑

|௔|

ଵ ା |௔|
൅

|௕|

ଵ ା |௕|
 . 

 
М1713. Одредити остатак при дељењу броја 3ଶ೙

െ 1 бројем 2௡ାଷ, 𝑛 ∈ ℕ. 
 
Задатак 1705 послао је Драгољуб Милошевић из Горњег Милановца. 
 

 

 
Решења задатака из прошлог броја 

 
М1674. Шест столица је распоређено око стола кружног облика. На свакој 
столици седи једна особа. Свих шест особа устају истовремено и седају 
поново тако да свака особа не седне на место на коме је раније седела као 
ни на место које је прво слева ни на место које је прво здесна од места на 
којем је претходно седела. На колико начина ових шест особа могу поново 
да седну под наведеним условима? 
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Решење. Можемо узети да су столице распоређене у облику правилног 
шестоугла 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹. При томе ћемо особе означавати истим словима. Тако, 
у почетном распореду, особа 𝐴 седи на столици 𝐴,особа 𝐵 на столици 𝐵 
итд. Приметимо да, сходно условима задатка, свака особа може да седне на 
место које је дијаметрално супротно месту на коме је првобитно седела или 
на место лево или десно од тог места.  На пример, особа 𝐴 може да седне 
на једну од столица 𝐶, 𝐷 и 𝐸. Како свака столица има тачно једну себи ди-
јаметрално супротну столицу, сваком дозвољеном размештању особа јед-
нозначно одговара размештање на дијаметрално супротне столице и обрат-
но. На пример, дозвољеном размештању 𝐶𝐹𝐸𝐴𝐵𝐷 (𝐴 иде на столицу 𝐶, 𝐵 
на 𝐹, 𝐶 на 𝐸, 𝐷 на 𝐴, 𝐸 на 𝐵 и 𝐹 на 𝐷) одговара „дијаметрални“ размештај 
𝐹𝐶𝐵𝐷𝐸𝐴 (𝐴 на 𝐹, 𝐵 на 𝐶, 𝐶 на 𝐵, 𝐷 на 𝐷, 𝐸 на 𝐸 и 𝐹 на 𝐴). Стога, уместо да 
пребрајамо дозвољене размештаје, можемо да пребрајамо њима „дијамет-
ралне“ размештаје.  
 Тако се задатак своди на следећи: „На колико начина шест особа 
могу поново да седну око округлог стола тако да свака може да остане на 
пређашњем месту или да седне на прво место слева или прво места здесна 
од места на којем је претходно седела?“ Испоставља се да је ово пребраја-
ње једноставније од првобитног.  
 Нека је почетни распоред 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹. Једна могућност је да свака 
особа остане на свом месту којој одговара почетни распоред 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹.  
 Ако се нека особа, рецимо 𝐴, помери удесно, тј. на столицу 𝐵, тада 
особа 𝐵 може да седне или на столицу 𝐴 или на столицу 𝐶. У првом случа-
ју особе 𝐴 и 𝐵 су размениле места. У другом случају особа 𝐶 мора да иде 
на столицу 𝐷 јер су столице 𝐵 и 𝐶 већ заузете. Слично, 𝐷 мора да иде на 𝐸, 
𝐸 на 𝐹 и  𝐹 на 𝐴 тако да добијамо распоред 𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐴. Слично се дешава ако 
се особа 𝐴 помери улево, на столицу 𝐹. Тада, или 𝐴 и 𝐹 размењују места 
или, ако 𝐹 иде на столицу 𝐸, настаје распоред 𝐹𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸.  
 Како наведено важи за сваке две суседне особе, закључујемо следе-
ће. Сваке две суседне особе или остају на својим местима или размењују 
места или производе један од распореда 𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐴 и 𝐹𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸. Ако изузме-
мо последња два распореда имамо следеће случајеве. 
  
 1о  Никоје две суседне особе нису размениле места. Тада су све ос-
тале на својим местима. Такав распоред је само један – 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹. 
 
 2о У тачно једном пару суседних особa је извршена размена мес-
та.Тај пар се може изабрати на 6 начина. Како преостале 4 остају на сво-
јим местима, таквих размештаја има 6. На пример, ако само особе 𝐴 и 𝐵 
размене места, размештај је ሺ𝐵𝐴ሻ𝐶𝐷𝐸𝐹.  
 
 3о У тачно два пара суседних особa је извршена размена места. 
Ако се један од тих парова утврди, за други пар постоје 3 избора. На при-
мер, за пар 𝐴𝐵 други пар може да буде или 𝐶𝐷 или 𝐷𝐸 или 𝐸𝐹. С обзиром 
да има 6 избора за први пар, први и, потом, други пар се могу изабрати на 
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6 ∙ 3 ൌ 18. Притом се комбинација два пара броји два пута. Рецимо, 
комбинација 𝐴𝐵 и 𝐷𝐸 се броји први пут кад је 𝐴𝐵 први пар и други пут кад 
је 𝐷𝐸 први пар. У оба случаја, распоред је ሺ𝐵𝐴ሻ𝐶ሺ𝐸𝐷ሻ𝐹. Отуда је број овак-

вих размештаја једнак  
ଵ଼

ଶ
ൌ 9.  

 
 4о У тачно три пара суседних особa је извршена размена места. 
Та три пара се могу изабрати на два начина: 𝐴𝐵, 𝐶𝐷, 𝐸𝐹 и 𝐹𝐴, 𝐵𝐶, 𝐷𝐸. Сто-
га, таквих распореда има 2 и то су 𝐵𝐴𝐷𝐶𝐹𝐸  𝐹ሻሺ𝐵𝐶ሻሺ𝐷𝐸ሻሺ𝐴 . 
 
 Узимајући у обзир распореде 𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐴 и 𝐹𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 у којима се свака 
особа помери за једно место удесно, односно улево, и случајеве 1о, 2о, 3о и 
4о, укупан број тражених распореда једнак је 2 ൅ 1 ൅ 6 ൅ 9 ൅ 2 ൌ 20. 
 
М1675. Одредити све реалне функције 𝑓: 𝑅 ⟶ 𝑅 које задовољавају услов 
𝑓ሺ2019𝑥 ൅ 𝑓ሺ0ሻሻ ൌ 2019𝑥ଶ, за свако 𝑥 ∈ 𝑅. 
 
Решење. Одредимо прво 𝑓ሺ𝑥ሻ. Нека је 2019𝑥 ൅ 𝑓ሺ0ሻ ൌ 𝑦. Тада је, 𝑥 ൌ
௬ ି ௙ሺ଴ሻ

ଶ଴ଵଽ
, па је 𝑓ሺ𝑦ሻ ൌ 2019 ∙ ቀ௬ ି ௙ሺ଴ሻ

ଶ଴ଵଽ
ቁ

ଶ
, тj.  

 

                                               𝑓ሺ𝑦ሻ ൌ
ሺ௬ ି ௙ሺ଴ሻሻమ

ଶ଴ଵଽ
.     (1) 

 

За 𝑦 ൌ 0 добијамо да је 𝑓ሺ0ሻ ൌ
ሺ௙ሺ଴ሻሻమ

ଶ଴ଵଽ
, одакле следи да је 𝑓ሺ0ሻ ൌ 0 или 

𝑓ሺ0ሻ ൌ 2019. Сада из (1) закључујемо да су све реалне функције које задо-

вољавају наведене услове облика 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ
௫మ

ଶ଴ଵଽ
 или 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ

ሺ௫ ି ଶ଴ଵଽሻమ

ଶ଴ଵଽ
. 

М1676. Нека је 𝐴𝐵𝐶 једнакокраки троугао, где је 𝐴𝐵 ൌ 𝐴𝐶. Нека симетрала 
угла код темена 𝐵 сече страницу 𝐴𝐶 у тачки 𝐷. Ако је 𝐵𝐶 ൌ 𝐵𝐷 ൅ 𝐴𝐷, од-
редити меру унутрашњег угла код темена 𝐴. 
 
Решење. Уочимо тачку 𝐸 ∈ 𝐵𝐶 тако да је 𝐵𝐷 ൌ 𝐵𝐸 (сл. 2).  
 

 
Сл. 2. 



Наградни задаци 

12 
 

 Пошто је 𝐵𝐶 ൌ 𝐵𝐷 ൅ 𝐴𝐷, то је  
 
                                                            𝐴𝐷 ൌ 𝐸𝐶.     (1) 
 
Из теореме о симетрали унутрашњег угла троугла следи да је 
 
                                                              

஺஻

஻஼
ൌ

஺஽

஼஽
.     (2) 

 
Троуглови 𝐶𝐸𝐷 и 𝐶𝐴𝐵 имају заједнички угао код 𝐶. Уз то, због (1) и (2) 

важи 
஼ா

஼஽
ൌ

஺஽

஼஽
ൌ

஺஻

஻஼
ൌ

஼஺

஼஻
. Следи ∆𝐶𝐸𝐷 ~ ∆𝐶𝐴𝐵, па је  

 
                                         ∡𝐶𝐷𝐸 ൌ ∡𝐷𝐶𝐸 ൌ ∡𝐴𝐵𝐶 ൌ β.   (3) 
 
Отуда је, због 𝐵𝐷 ൌ 𝐵𝐸,  
 
                               ∡𝐵𝐷𝐸 ൌ ∡𝐵𝐸𝐷 ൌ ∡𝐶𝐷𝐸 ൅ ∡𝐷𝐶𝐸 ൌ 2β.   (4) 
 
Из троугла 𝐵𝐶𝐷, (3) и (4) добијамо да је  

ஒ

ଶ
൅ β ൅ 3𝛽 ൌ 180°, одакле је β ൌ

40଴, па је α ൌ 180଴ െ 2 ∙ 40଴ ൌ 100଴. 
 
М1677. Сва три темена троугла 𝐴𝐵𝐶 припадају графику функције 𝑦 ൌ 𝑥ଶ. 
Притом, теме 𝐴 је координатни почетак, а темена 𝐵 и 𝐶 припадају правој 
паралелној 𝑥-оси. Одредити дужину странице 𝐵𝐶, ако је 𝑃஺஻஼ ൌ 81, где је 
𝑃஺஻஼  површина троугла 𝐴𝐵𝐶. 
 
Решење. Како темена 𝐵 и 𝐶 припадају правој паралелној 𝑥-оси и графику 
функције 𝑦 ൌ 𝑥ଶ, обе тачке имају исту координату 𝑦, односно то су тачке 
𝐵ሺ𝑥, 𝑥ଶሻ и 𝐶ሺെ𝑥, 𝑥ଶሻ. Очигледно, троугао 𝐴𝐵𝐶 је једнакокраки са основи-
цом 𝐵𝐶. Висина која одговара основици једнака је 𝑥ଶ, док је дужина 

основице једнака 𝐵𝐶 ൌ 𝑥 െ ሺെ𝑥ሻ ൌ 2𝑥. Стога је 𝑃஺஻஼ ൌ
ଶ௫ ൉ ௫మ

ଶ
ൌ 81, одакле 

је 𝑥ଷ ൌ 81 и 𝑥 ൌ 3√3య . Дужина странице 𝐵𝐶 једнака је 2𝑥, односно 𝐵𝐶 ൌ
6√3య . 
 

М1678. Израчунати  
ଵ

୪୭୥మ ଵ଴଴!
൅

ଵ

୪୭୥య ଵ଴଴!
൅

ଵ

୪୭୥ర ଵ଴଴!
൅ ⋯ ൅

ଵ

୪୭୥భబబ ଵ଴଴!
. 

 
Решење. Како је log௕ 𝑎 ∙ log௔ 𝑏 ൌ 1, следи да је 
 

 
ଵ

୪୭୥మ ଵ଴଴!
൅

ଵ

୪୭୥య ଵ଴଴!
൅

ଵ

୪୭୥ర ଵ଴଴!
൅ ⋯ ൅

ଵ

୪୭୥భబబ ଵ଴଴!
ൌ 

 
logଵ଴଴! 2 ൅ logଵ଴଴! 3 ൅ logଵ଴଴! 4 ൅ ⋯ ൅ logଵ଴଴! 100 ൌ 
 
logଵ଴଴!ሺ2 ൉ 3 ൉ … ൉ 100ሻ ൌ logଵ଴଴!ሺ1 ൉ 2 ൉ 3 ൉ … ൉ 100ሻ ൌ  
 
logଵ଴଴! 100! ൌ 1. 
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М1679. У троуглу 𝐴𝐵𝐶 дужине страница су природни бројеви и важи 

cos α ൌ
ଵଵ

ଵ଺
, cos β ൌ

଻

଼
 и cos γ ൌ െ

ଵ

ସ
. Одредити троугао 𝐴𝐵𝐶 минималног оби-

ма. 
 
Решење. Коришћењем тригонометријског идентитета sinଶ 𝑥 ൅ cosଶ 𝑥 ൌ 1 и 
имајућину виду да су синуси унутрашњих углова троугла позитивни (уну-

трашњи углови троугла су мањи од 180଴), добија се да је sin α ൌ
ଷ√ଵହ

ଵ଺
 , 

sin β ൌ √ଵହ

଼
 и sin γ ൌ √ଵହ

ସ
. На основу синусне теореме је 

 

                         𝑎 ∶ 𝑏 ∶ 𝑐 ൌ sin α ∶ sin β ∶ sin γ ൌ
ଷ√ଵହ

ଵ଺
 ∶  √ଵହ

଼
∶  √ଵହ

ସ
  

 
                                        ൌ 3 ∶ 2 ∶ 4. 
 
Отуда је 𝑎 ൌ 3𝑘, 𝑏 ൌ 2𝑘 и 𝑐 ൌ 4𝑘 за неки реалан број 𝑘. Пошто су, на 
основу услова задатка, дужине страница троугла природни бројеви, мини-
мални обим троугла ће бити достигнут за 𝑘 ൌ 1, односно за 𝑎 ൌ 3, 𝑏 ൌ 2 и 
𝑐 ൌ 4.  Тада је обим 𝑂 ൌ 9. 
 
М1680. На колико начина се број 345 може записати као збир два или ви-
ше узастопних природних бројева? 
 
Решење. Разликоваћемо два случаја, у зависности од тога да ли је број 345 
збир непарног или парног броја узастопних природних бројева.  
 
 1о Непаран број узастопних природних бројева. Нека су то  бројеви  
𝑎 െ 𝑛, … , 𝑎 െ 1, 𝑎, 𝑎 ൅ 1, … , 𝑎 ൅ 𝑛, где 𝑎, 𝑛 ∈ ℕ и 𝑎 ൐ 𝑛 . Укупно их је 
2𝑛 ൅ 1, а њихов збир је  
 
ሺ𝑎 െ 𝑛ሻ ൅ ⋯ ൅ ሺ𝑎 െ 1ሻ ൅ 𝑎 ൅ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ ൅ ⋯ ൅ ሺ𝑎 ൅ 𝑛ሻ ൌ  
 
൫ሺ𝑎 െ 𝑛ሻ ൅ ሺ𝑎 ൅ 𝑛ሻ൯ ൅ ⋯ ൅ ൫ሺ𝑎 െ 1ሻ ൅ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ൯ ൅ 𝑎 ൌ ሺ2𝑛 ൅ 1ሻ𝑎.  
 
Како је, по услову задатка, ሺ2𝑛 ൅ 1ሻ𝑎 ൌ 345, број 2𝑛 ൅ 1 је делитељ 345. 
Како је 345 ൌ 3 ∙ 5 ∙ 15 ∙ 23, следи 2𝑛 ൅ 1 ∈ ሼ3, 5, 15, 23ሽ. За 2𝑛 ൅ 1 ൌ 3 
имамо да је 𝑛 ൌ 1 и 𝑎 ൌ 115 и тражени збир је 114 ൅ 115 ൅ 116. Слично, 
за остале вредности 2𝑛 ൅ 1 добијамо збирове 67 ൅ 68 ൅ ⋯ ൅ 71, 16 ൅ 17 ൅
⋯ ൅ 30 и 4 ൅ 5 ൅ ⋯ ൅ 26. Остали непарни делитељи отпадају због услова 
𝑎 ൐ 𝑛. На пример, за 2𝑛 ൅ 1 ൌ 69 имамо 𝑛 ൌ 34 и 𝑎 ൌ 5.  
 Укупан број тражених збирова у овом случају једнак је 4. 
 
 2о Паран број узастопних природних бројева. Нека су то бројеви 
𝑎 െ ሺ𝑛 െ 1ሻ, … , 𝑎 െ 1, 𝑎, 𝑎 ൅ 1, … , 𝑎 ൅ ሺ𝑛 െ 1ሻ, 𝑎 ൅ 𝑛, где 𝑎, 𝑛 ∈ ℕ и 𝑎 ൐
𝑛 െ 1.  Укупно их је 2𝑛, а њихов збир је  
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൫𝑎 െ ሺ𝑛 െ 1ሻ൯ ൅ ⋯ ൅ ሺ𝑎 െ 1ሻ ൅ 𝑎 ൅ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ ൅ ⋯ ൅ ሺ𝑎 ൅ 𝑛ሻ ൌ  
 
ቀ൫𝑎 െ ሺ𝑛 െ 1ሻ൯ ൅ ൫𝑎 ൅ ሺ𝑛 െ 1ሻ൯ቁ ൅ ⋯ ൅ ൫ሺ𝑎 െ 1ሻ ൅ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ൯ ൅ 𝑎 ൅ ሺ𝑎 ൅ 𝑛ሻ ൌ  
 
ሺ2𝑎 ൅ 1ሻ𝑛.  
 
Слично као у 1о, из ሺ2𝑎 ൅ 1ሻ𝑛 ൌ 345 закључујемо да 𝑛 ∈ ሼ1, 3, 5ሽ. Остале 
могућности за 𝑛 отпадају због услова 𝑎 ൐ 𝑛 െ 1. За 𝑛 ∈ ሼ1, 3, 5ሽ, тражени 
збирови су 172 ൅ 173, 55 ൅ 56 ൅ ⋯ ൅ 60 и 30 ൅ 31 ൅ ⋯ ൅ 39.  
 
 Из 1о и 2о закључујемо да се број 345 може записати као збир два 
или више узастопних природних бројева на укупно 7 различитих начина. 
 
М1681. Пчела започиње свој лет из тачке 𝐴଴, креће се источно 1 𝑐𝑚 и сти-
же у тачку 𝐴ଵ. Кад стигне у тачку 𝐴௜, 𝑖 ൒ 1, пчела скреће под углом од  30଴ 
у смеру супротном од смера казаљке на сату и прелази ሺ𝑖 ൅ 1ሻ 𝑐𝑚 до тачке 
𝐴௜ାଵ. Када дође до тачке 𝐴ଶ଴ଵଽ пчела стаје. Одредити дужину 𝐴଴𝐴ଶ଴ଵଽ . 
 
Решење. Користићемо следеће тврђење о векторима чији доказ препушта-
мо читаоцима. 
 
 Лема. Нека су 𝒗, 𝒗𝟏,… , 𝒗𝒌 ሺ𝑘 ൒ 1ሻ вектори и 𝒗ᇱ, 𝒗𝟏

ᇱ , … ,𝒗𝒌
ᇱ   њихове 

нормалне пројекције на праву 𝑠. Ако је 𝒗 ൌ 𝒗𝟏 ൅ ⋯ ൅ 𝒗𝒌, тада је 𝒗ᇱ ൌ 𝒗𝟏
ᇱ ൅

⋯ ൅ 𝒗𝒌
ᇱ  (сл. 3).  

         □ 

 
Сл. 3. 

 
 Узмимо да је 𝐴଴ координатни почетак и посматрајмо векторе 𝐴଴𝐴ଵሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ,  
𝐴ଵ𝐴ଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , … , 𝐴ଶ଴ଵ଼𝐴ଶ଴ଵଽሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴଴𝐴ଶ଴ଵଽሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . Тада је  
 
                       𝐴଴𝐴ଶ଴ଵଽሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝐴଴𝐴ଵሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൅ 𝐴ଵ𝐴ଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൅ ⋯ ൅ 𝐴ଶ଴ଵ଼𝐴ଶ଴ଵଽሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  .  (1) 
 
Потребно је да се одреди 𝐴଴𝐴ଶ଴ଵଽ ൌ ห𝐴଴𝐴ଶ଴ଵଽሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ห.  
 На основу леме, из (1) следи  
 

                        𝐴଴
ᇱ 𝐴ଶ଴ଵଽ

ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝐴଴
ᇱ 𝐴ଵ

ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൅ 𝐴ଵ
ᇱ 𝐴ଶ

ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൅ ⋯ ൅ 𝐴ଶ଴ଵ଼
ᇱ 𝐴ଶ଴ଵଽ

ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ,  (2) 
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где су 𝐴଴
ᇱ 𝐴ଶ଴ଵଽ

ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗   , 𝐴଴
ᇱ 𝐴ଵ

ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  , 𝐴ଵ
ᇱ 𝐴ଶ

ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  , … , 𝐴ଶ଴ଵ଼
ᇱ 𝐴ଶ଴ଵଽ

ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗   нормалне пројекције одгова-
рајућих вектора на 𝑥-осу.  
 Нека је 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  произвољан вектор који са позитивним смером 𝑥-осе 
образује угао φ и нека је  𝑃ᇱ𝑄ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  његова нормална пројекција на 𝑥-осу. Ако је  
𝑥௉ᇲ апсциса тачке 𝑃ᇱ, лако се показује да је тада 
 
                                             𝑥ொᇲ ൌ 𝑥௉ᇲ ൅ 𝑃𝑄 cos φ,   (3) 
 
где је 𝑃𝑄 ൌ ห𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ห (сл. 4).  

 
 

Сл. 4. 
 
 Како је 𝐴଴

ᇱ ൌ 𝐴଴  координатни почетак, из (2) и (3) и услова задат-
ка добијамо да је  
  
𝑥஺మబభవ

ᇲ ൌ 𝐴଴𝐴ଵ cos 0଴ ൅ 𝐴ଵ𝐴ଶ cos 30଴ ൅ … ൅ 𝐴ଶ଴ଵ଼𝐴ଶ଴ଵଽ cos  ሺ2018 ∙ 30଴ሻ  

 
           ൌ 1 cos 0଴ ൅ 2 cos 30଴ ൅ ⋯ ൅ 2018 cos  ሺ2018 ∙ 30଴ሻ.  
 
С обзиром да је cosሺα ൅ 2𝑘πሻ ൌ cos α, cosሺെ αሻ ൌ cos α, cosሺ180଴ െ  αሻ ൌ
cosሺ180଴ ൅  αሻ ൌ െ cos α, следи 
 
𝑥஺మబభవ

ᇲ ൌ ሺ1 െ 7 ൅ 13 െ ⋯ െ 2011 ൅ 2017ሻ cos 0଴ + 
 
               ሺ2 െ 8 ൅ 14 െ ⋯ െ 2012 ൅ 2018ሻ cos 30଴ ൅  
 
               ሺ3 െ 9 ൅ 15 െ ⋯ െ 2013 ൅ 2019ሻ cos 60଴ ൅  
 
               ሺ4 െ 10 ൅ 16 െ ⋯ െ 2014ሻ cos 90଴ ൅  
 
               ሺ5 െ 11 ൅ 17 െ ⋯ െ 2015ሻ cos 120଴ ൅  
 
               ሺ6 െ 12 ൅ 18 െ ⋯ െ 2016ሻ cos 120଴. 
 
Након сумирања израза у заградама, добијамо 
 
𝑥஺మబభవ

ᇲ ൌ 1009 cos 0଴ ൅ 1010 cos 30଴ ൅ 1011 cos 60଴  
 
                െ 1008 cos 90଴ െ 1008 cos 120଴ ൅ 1008 cos 150଴  
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            ൌ 1009 ∙ 1 ൅ 1010 ∙ √ଷ

ଶ
൅ 1011 ൉

ଵ

ଶ
 െ  1008 ∙ 0 െ 1008 ∙

ଵ

ଶ
െ 1008 ∙ √ଷ

ଶ
  

 

            ൌ
ସ଴ଷ଻

ଶ
൅ √3 .       (4) 

 
 На сличан начин, посматрајући нормалне пројекције вектора 𝐴଴𝐴ଵሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ,  
𝐴ଵ𝐴ଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  , … , 𝐴ଶ଴ଵ଼𝐴ଶ଴ଵଽሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  , 𝐴଴𝐴ଶ଴ଵଽሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗   на 𝑦-осу, добијамо  
 
𝑦஺మబభవ

ᇲ ൌ 1009 sin 0଴ ൅ 1010 sin 30଴ ൅ 1011 sin 60଴  
 
                െ 1008 sin 90଴ െ 1008 sin 120଴ ൅ 1008 sin 150଴  
 

            ൌ 1009 ∙ 0 ൅ 1010 ∙
ଵ

ଶ
൅ 1011 ൉ √ଷ

ଶ
 െ  1008 ∙ 1 െ 1008 ∙ √ଷ

ଶ
െ 1008 ∙

ଵ

ଶ
  

 

            ൌ 1 ൅ 3 √ଷ

ଶ
 .       (5) 

 
Из (4) и (5), по Питагориној теореми је 
 

𝐴଴𝐴ଶ଴ଵଽ ൌ ටቀସ଴ଷ଻

ଶ
൅ √3ቁ

ଶ
൅ ቀ1 ൅ 3 √ଷ

ଶ
ቁ

ଶ
. 

 
М1682. Квадар има ивице дужина 𝑎, 𝑏 и 𝑐, при чему су 𝑎, 𝑏, 𝑐 природни 
бројеви и 𝑎 ൑ 𝑏 ൑ 𝑐. Колико таквих квадара има, ако су им мерни бројеви 
површине и запремине једнаки?  
 
Решење. Како су мерни бројеви површине и запремине тог квадра једнаки, 
следи 2ሺ𝑎𝑏 ൅ 𝑏𝑐 ൅ 𝑐𝑎ሻ ൌ 𝑎𝑏𝑐. Дељењем обе стране једнакости са 2𝑎𝑏𝑐, до-
бијамо да је 
 
                                                      

ଵ

௔
൅

ଵ

௕
൅

ଵ

௖
ൌ

ଵ

ଶ
 .    (1) 

 
 Пошто је 

ଵ

௔
൏

ଵ

௔
൅

ଵ

௕
൅

ଵ

௖
ൌ

ଵ

ଶ
, следи 𝑎 ൒ 3. Даље, из 

ଵ

௔
൒

ଵ

௕
൒

ଵ

௖
 следи   

 
ଵ

௔
൅

ଵ

௕
൅

ଵ

௖
൑

ଷ

௔
, односно  

ଵ

ଶ
൑

ଷ

௔
  и 𝑎 ൑ 6. Дакле 𝑎 ∈ ሼ3, 4, 5, 6ሽ. 

 
 Ако ставимо  

ଵ

௕
൅

ଵ

௖
ൌ 𝑚 ൐ 0,  тада је  

ଵ

௕
൏ 𝑚, односно 𝑏 ൐

ଵ

௠
. Како је  

 
𝑏 ൑ 𝑐 следи  

ଶ

௕
൒

ଵ

௕
൅

ଵ

௖
ൌ 𝑚, па је 𝑏 ൑

ଶ

௠
. Дакле,  

 

                                                           
ଵ

௠
൏ 𝑏 ൑

ଶ

௠
.    (2) 

 
 Сада имамо следеће случајеве. 
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 𝑎 ൌ 3. Због (1) је 
ଵ

௕
൅

ଵ

௖
ൌ

ଵ

଺
ൌ 𝑚, односно 

ଵ

௠
ൌ 6. Следи 6 ൏ 𝑏 ൑ 12. 

Лако се утврђује тражене тројке ሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ постоје за 𝑏 ∈ ሼ7, 8, 9, 10, 12ሽ и да 
су то редом ሺ3, 7, 42ሻ, ሺ3, 8, 24ሻ, ሺ3, 9, 18ሻ, ሺ3, 10, 15ሻ и ሺ3, 12, 12ሻ. 
 
 𝑎 ൌ 4. Тада је 

ଵ

௕
൅

ଵ

௖
ൌ

ଵ

ସ
, 

ଵ

௠
ൌ 4 и 4 ൏ 𝑏 ൑ 8. Провером се утврђује  

 
да  ሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ ∈ ሼሺ4, 5, 20ሻ, ሺ4, 6, 12ሻ, ሺ4, 8, 8ሻሽ. 
 
 𝑎 ൌ 5. Taда је 

ଵ

௕
൅

ଵ

௖
ൌ

ଷ

ଵ଴
 , 

ଵ

௠
ൌ

ଵ଴

ଷ
 и 

ଵ଴

ଷ
൏ 𝑏 ൑

ଶ଴

ଷ
, тј. 𝑏 ∈ ሼ4, 5, 6ሽ. Про- 

 
вером се утврђује да је ሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ ൌ ሺ5, 5, 10ሻ једино решење. 

 
 𝑎 ൌ 6. Тада је 

ଵ

௕
൅

ଵ

௖
ൌ

ଵ

ଷ
 , 

ଵ

௠
ൌ 3 и 3 ൏ 𝑏 ൑ 6. Једино решење је 

 ሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ ൌ ሺ6, 6, 6ሻ. 
 
 Према томе, има 5 ൅ 3 ൅ 1 ൅ 1 ൌ 10 различитих квадара који испу-
њавају услове задатка. 
 
М1683. Означимо са 
 

𝑓ሺ𝑚ሻ ൌ ∑ ሺെ1ሻ௞ cos  
௞஠

ଶ௠ାଵ
௠
௞ୀଵ  .      

 
За који природан број 𝑚 је 𝑓ሺ𝑚ሻ рационалан број? 
 
Решење. За сваки природан број 𝑚. Нека је 𝑚 произвољан природан број и   
нека је 𝑎 ൌ cos 

஠

ଶሺଶ௠ ା ଵሻ
് 0. На основу формуле за трансформацију произ-

вода косинуса у збир  
 
                         cos 𝑥 ∙ cos 𝑦 ൌ

ଵ

ଶ
ሺcosሺ𝑥 െ 𝑦ሻ ൅ cosሺ𝑥 ൅ 𝑦ሻሻ, 

 
 добијамо да је  
 
𝑓ሺ𝑚ሻ ∙ 𝑎 ൌ ∑ ሺെ1ሻ௞ cos 

௞஠

ଶ௠ ା ଵ
௠
௞ୀଵ ∙ cos  

஠

ଶሺଶ௠ ା ଵሻ
  

 
               ൌ

ଵ

ଶ
∑ ሺെ1ሻ௞ ቀcos 

ሺଶ௞ ି ଵሻ஠

ଶሺଶ௠ ା ଵሻ
൅ cos 

ሺଶ௞ ା ଵሻ஠

ଶሺଶ௠ ା ଵሻ
ቁ௠

௞ୀଵ    
 

               ൌ
ଵ

ଶ
ቀെ ቀcos  

஠

ଶሺଶ௠ ା ଵሻ
൅ cos

ଷ஠

ଶሺଶ௠ ା ଵሻ
ቁ ൅ ቀcos

ଷ஠

ଶሺଶ௠ ା ଵሻ
൅ cos

ହ஠

ଶሺଶ௠ ା ଵሻ
ቁ  

 

                    െ ⋯ ൅ሺെ1ሻ௠ ቀcos 
ሺଶ௠ ି ଵሻ஠

ଶሺଶ௠ ା ଵሻ
൅ cos 

ሺଶ௠ ା ଵሻ஠

ଶሺଶ௠ ା ଵሻ
ቁቇ  

 
               ൌ

ଵ

ଶ
ቀെ cos 

஠

ଶሺଶ௠ ା ଵሻ
൅ሺെ1ሻ௠ ∙ cos 

ሺଶ௠ ା ଵሻ஠

ଶሺଶ௠ ା ଵሻ
ቁ  

 
               ൌ

ଵ

ଶ
ሺെ𝑎 ൅ሺെ1ሻ௠ ∙ 0ሻ 

        
               ൌ െ

ଵ

ଶ
𝑎. 
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Отуда је 𝑓ሺ𝑚ሻ ൌ െ
ଵ

ଶ
 за сваки природан број 𝑚, те је самим тим рационалан 

број за свако 𝑚 ∈ ℕ. 
 
М1684. Pizza квадратног облика, чија је дужина странице једнака 30 𝑐𝑚, 
изрезана је на делове. Сви резови су паралелни страницама и њихова 
укупна дужина је 240 𝑐𝑚. Показати да увек постоји парче чија површина 
није мања од 36 𝑐𝑚ଶ. 
 
Решење. Нека je pizza изрезана на 𝑛 делова 𝐹ଵ, 𝐹ଶ, … , 𝐹௡ чије су површине 
𝑃ଵ, 𝑃ଶ, … , 𝑃௡ и чији су обими 𝑂ଵ, 𝑂ଶ, … , 𝑂௡, редом (сл. 5). Нека део 𝐹௠ има 
највећу површину, тј. нека је 𝑃௜ ൑  𝑃௠ за свако 𝑖 ൌ 1, 2, . . . , 𝑛. Показаћемо да 
је 𝑃௠ ൒ 36 𝑐𝑚ଶ. 
 Сваки рез је заједнички за тачно два исечена дела, док сваки део 
руба pizzе припада тачно једном исеченом делу. Отуда је  
 
                       𝑂ଵ ൅ 𝑂ଶ ൅ . . . ൅ 𝑂௡ ൌ 2 ∙ 240 ൅ 4 ∙ 30 ൌ 600.   (1) 
 
За део 𝐹௜, oзначимо са 𝑎௜ и 𝑏௜ збирове дужина „доњих“ хоризонталних од-
носно „левих“ вертикалних ивица (подебљано на сл. 5).  

 
Сл. 5. 

 
 Лако се види да је 𝑃௜ ൑ 𝑎௜𝑏௜ (једнакост се достиже само ако је 𝐹௜ 

правоугаоник) и да је 𝑎௜ ൅ 𝑏௜ ൌ
ை೔

ଶ
. Из познатог односа аритметичке и 

геометријске средине следи ඥ𝑃௜ ൑ ඥ𝑎௜ ∙ 𝑏௜ ൑
௔೔ ା ௕೔

ଶ
ൌ

ை೔

ସ
, односно ඥ𝑃௜ ൑

ை೔

ସ
. 

С обзиром да је површина  pizzе једнака збиру површина свих делова, да је 
𝑃௜ ൑  𝑃௠ и да важи (1), имамо  
 
900 𝑐𝑚ଶ ൌ 𝑃ଵ ൅  𝑃ଶ൅ . . . ൅ 𝑃௡ ൌ ඥ𝑃ଵඥ𝑃ଵ ൅ ⋯ ൅ ඥ𝑃௡ඥ𝑃௡  
 
                ൑ ඥ𝑃ଵ 

ைభ

ସ
൅ ඥ𝑃ଶ  

ைమ

ସ
൅ ⋯ ൅ ඥ𝑃௡  

ை೙

ସ
൑ ඥ𝑃௠ ቀைభ

ସ
൅ ⋯ ൅

ை೙

ସ
ቁ   

 
                ൌ ඥ𝑃௠ ∙ 150 𝑐𝑚. 
 
Следи  ඥ𝑃௠ ൒ 6 𝑐𝑚 и 𝑃௠ ൒ 36 𝑐𝑚ଶ. 
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М1685. Одређени број тимова (парова) се такмичио у стоном тенису и 
сваки са сваким одиграо по један меч. Сваки пар је победио у десет мечева 
и изгубио у исто толико мечева. Ниједан меч није завршен нерешеним 
резултатом. Колико има тројки ሺ𝐴, 𝐵, 𝐶ሻ парова играча стоног тениса који 
су наступили у такмичењу, ако је пар 𝐴 победио пар 𝐵, пар 𝐵 победио пар 
𝐶, а пар 𝐶 савладао пар 𝐴? 
 
Решење. Како је сваки пар са сваким одиграо по  један меч и како је сваки 
пар је победио у десет мечева и изгубио у исто толико мечева, на такмиче-
њу је учествовао 21 пар.  
 Уместо броја тражених тројки, одредићемо број тројки које не задо-
вољавају наведени услов. Ако је ሺ𝑋, 𝑌, 𝑍ሻ једна таква тројка, тада је један 
од тих парова победио преостала два. Рецимо да је то 𝑋. Ако 𝑋 фиксирамо, 
парови 𝑌 и 𝑍 могу бити било која два од оних 10 које је 𝑋 победио. Дакле, 
двојки ሼ𝑌, 𝑍ሽ има ൫ଵ଴

ଶ ൯ ൌ 45. Како пар 𝑋 може да буде било који од 21 учес-
ника турнира, укупан број „забрањених“ тројки једнак је 21 ൉ 45 ൌ 945. 
 С друге стране укупно има ൫ଶଵ

ଷ ൯ ൌ 1330 тројки парова, па је стога 
број тражених тројки једнак 1330 െ 945 ൌ 385. 
 
Напомена. У формулацији задатка омашком је изостављен битан податак 
да је сваки пар са сваким одиграо по један меч. Извињавамо се читаоцима 
због пропуста. 
 
М1686. Доказати да од 13 произвољних реалних бројева увек можемо ода-
брати два броја 𝑥 и 𝑦 тако да важи неједнакост 
 

|𝑥 െ 𝑦| ൑ ൫2 െ √3൯ |1 ൅ 𝑥𝑦|.  
 
Решење. Нека су 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎ଵଷ произвољних 13 реалних бројева. Како 

функција tg 𝑥 бијективно пресликава интервал ቀെ
஠

ଶ
,

஠

ଶ
ቁ на скуп ℝ, постоје 

реални бројеви 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, … , 𝑏ଵଷ такви да је  tg 𝑏௜ ൌ 𝑎௜ за 𝑖 ൌ 1, … ,13. 

 Поделимо интервал ቀെ
஠

ଶ
,

஠

ଶ
ቁ на дванаест дисјунктних интервала, 

сваки дужине  
஠

ଵଶ
. На основу Дирихлеовог принципа, бар два од бројева 𝑏ଵ, 

𝑏ଶ, … , 𝑏ଵଷ налазе се у истом интервалу. Ако су то  𝑏௜ и 𝑏௝ (𝑏௜ ൒ 𝑏௝) тада је 

0 ൑ 𝑏௜ െ 𝑏௝ ൑
గ

ଵଶ
. Како је функција tg 𝑥 монотоно растућа, следи  

 
                                            tg 0 ൑ tg൫𝑏௜ െ 𝑏௝൯ ൑ tg

గ

ଵଶ
 . 

 

Како је tg 0 ൌ 0, tg
గ

ଵଶ
ൌ 2 െ √3 и tg൫𝑏௜ െ 𝑏௝൯ ൌ

୲୥ ௕೔ ି ୲୥ ௕ೕ 

ଵ ା ୲୥ ௕೔ ୲୥ ௕ೕ
ൌ

௔೔ ି ௔ೕ

ଵ ା ௔೔௔ೕ
, имамо 

 

                                             0 ൑
௔೔ ି ௔ೕ

ଵ ା ௔೔௔ೕ
൑ 2 െ √3.  
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С обзиром да су бројеви 𝑏௜ и 𝑏௝ у истом интервалу дужине  
஠

ଵଶ
, бројеви 𝑎௜ и 

𝑎௝ су истог знака. Стаљајући 𝑎௜ ൌ 𝑥 и 𝑎௝ ൌ 𝑦, лако добијамо  
 

|𝑥 െ 𝑦| ൑ ൫2 െ √3൯|1 ൅ 𝑥𝑦|. 
 
М1687. Одредити остатак при дељењу полинома 𝑝ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ସସସସ ൅ 𝑥ଷଷଷଷ ൅
𝑥ଶଶଶଶ ൅ 𝑥ଵଵଵଵ ൅ 1 полиномом 𝑞ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ସ ൅ 𝑥ଷ ൅ 𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൅ 1. 
 
Решење. Нека је 𝑞ଵሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥ସ ൅ 𝑥ଷ ൅ 𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൅ 1ሻሺ𝑥 െ 1ሻ ൌ 𝑥ହ െ 1. Будући 
да је 𝑞ଵሺ𝑥ሻ полином петог степена, он има пет корена 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ, 𝑥ସ, 𝑥ହ (ре-
алних или комплексних). Притом важи 𝑥௜

ହ ൌ 1. Можемо узети да је 𝑥ହ ൌ 1. 
Тада су 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ, 𝑥ସ корени полином 𝑞ሺ𝑥ሻ. 
 С обзиром да је 𝑥௜

ହ ൌ 1 за 𝑖 ൌ 1, 2, 3, 4 и да је 𝑥௜ корен полинома  
𝑞ሺ𝑥ሻ имамо да је 
 
               𝑝ሺ𝑥௜ሻ ൌ 𝑥௜

ସସସସ ൅ 𝑥௜
ଷଷଷଷ ൅ 𝑥௜

ଶଶଶଶ ൅ 𝑥௜
ଵଵଵଵ ൅ 1  

 
                         ൌ 𝑥௜

ସ ൅ 𝑥௜
ଷ ൅ 𝑥௜

ଶ ൅ 𝑥௜ ൅ 1  
 
                         ൌ 0.  
 
Дакле, сваки корен полинома 𝑞ሺ𝑥ሻ је уједно и корен полинома 𝑝ሺ𝑥ሻ, па је 
полином 𝑝ሺ𝑥ሻ дељив полиномом 𝑞ሺ𝑥ሻ. Због тога је остатак при дељењу по-
линома 𝑝ሺ𝑥ሻ полиномом 𝑞ሺ𝑥ሻ једнак нули. 
 
М1688. Доказати да 20-оцифрени природан број који почиње са 11 једини-
ца слева не може да буде потпун квадрат. 
 
Решење. Претпоставимо да постоји такав број 𝑥. Тада важи 
 

11111111111 ⋅ 10ଽ ൑ 𝑥 ൏ 11111111111 ⋅ 10ଽ ൅ 10ଽ. 
 
То је еквивалентно са  
 

99999999999 ⋅ 10ଽ ൑ 9𝑥 ൏ 99999999999 ⋅ 10ଽ ൅ 9 ∙ 10ଽ, 
 
односно 
 

ሺ10ଵଵ െ 1ሻ ⋅ 10ଽ ൑ 9𝑥 ൏ ሺ10ଵଵ െ 1ሻ ⋅ 10ଽ ൅ 9 ⋅ 10ଽ. 
 
Приметимо да је  
 
ሺ10ଵ଴ െ 1ሻଶ ൌ 10ଶ଴ െ 2 ∙ 10ଵ଴ ൅ 1 ൏ 10ଶ଴ െ 10ଽ  ൌ ሺ10ଵଵ െ 1ሻ ⋅ 10ଽ  
 
                     ൑ 9𝑥  
 
и  
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ሺ10ଵ଴ ൅ 1ሻଶ ൌ 10ଶ଴ ൅ 2 ∙ 10ଵ଴ ൅ 1 ൐ 10ଶ଴ ൅ 8 ⋅ 10ଽ  
 
                     ൌ ሺ10ଵଵ െ 1ሻ ⋅ 10ଽ ൅ 9 ⋅ 10ଽ 
 
                     ൐ 9𝑥. 
 
Тако је 
 
                                   ሺ10ଵ଴ െ 1ሻଶ ൏ 9𝑥 ൏ ሺ10ଵ଴ ൅ 1ሻଶ, 
 
одакле следи је 9𝑥 ൌ 10ଶ଴. Но, то је контрадикција јер број 10ଶ଴ није де-
љив са 9.  
 Дакле, такав број 𝑥 не постоји. 
 
М1689. Ако је 𝑛 ൐ 2 и ако су 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡ ненегативни реални бројеви, 
доказати неједнакост 
 

ሺ𝑥ଵ𝑥ଶ ⋯ 𝑥௡ሻ
భ
೙ ൅

ଵ

௡
∑ ห𝑥௜ െ 𝑥௝ห௜ழ௝ ൒

௫భ ା ௫మ ା ⋯ ା ௫೙

௡
 .  

Решење. Без губљења општости можемо узети да је 𝑥ଵ ൒ 𝑥ଶ ൒ ⋯ ൒  𝑥௡. 
Како се сваки од бројева 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡ налази се у интервалу ሾ𝑥௡, 𝑥ଵሿ, важи 
ห𝑥௜ െ 𝑥௝ห ൑ |𝑥௡ െ 𝑥ଵ|. Осим тога, за свако 𝑘 ൌ 2, … , 𝑛 െ 1 важи |𝑥ଵ െ 𝑥௞| ൅
|𝑥௞ െ 𝑥௡| ൌ 𝑥ଵ െ 𝑥௡. Отуда је  
 
                                     ∑ ห𝑥௜ െ 𝑥௝ห௜ழ௝ ൒ ሺ𝑛 െ 1ሻሺ𝑥ଵ െ 𝑥௡ሻ.  
 

Како, због 𝑥ଵ ൒ 𝑥ଶ ൒ ⋯ ൒  𝑥௡,  важи ሺ𝑥ଵ𝑥ଶ ⋯ 𝑥௡ሻ
భ
೙ ൒ 𝑥௡, довољно је доказа 

  
ти неједнакост 𝑥௡ ൅

ଵ

௡
ሺ𝑛 െ 1ሻሺ𝑥ଵ െ 𝑥௡ሻ ൒

௫భ ା ௫మ ା ⋯ ା ௫೙

௡
, односно  

 
𝑥௡ ൅ ሺ𝑛 െ 1ሻ𝑥ଵ ൒ 𝑥ଵ൅𝑥ଶ ൅ ⋯ ൅𝑥௡. 

 
Међутим, последња неједнакост очигледно важи због наше претпоставке 
да је 𝑥ଵ ൒ 𝑥ଶ ൒ ⋯ ൒  𝑥௡. 
 
М1690. Нека је 𝑃 површина конвексног четвороугла 𝐴𝐵𝐶𝐷. Ако за тачку 
𝑀, која припада равни четвороугла, важи  
 

𝐴𝑀ଶ ൅ 𝐵𝑀ଶ ൅ 𝐶𝑀ଶ ൅ 𝐷𝑀ଶ ൌ 2𝑃, 
 
шта можемо закључити о тачкама 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 и 𝑀? 
 
Решење. Из неједнакост између квадратне и геометријске средине следи  
 
              𝐴𝑀ଶ ൅ 𝐵𝑀ଶ ൒ 2𝐴𝑀 ⋅ 𝐵𝑀   
                                      𝐶𝑀ଶ ൅ 𝐵𝑀ଶ ൒ 2𝐶𝑀 ⋅ 𝐵𝑀   
                                      𝐶𝑀ଶ ൅ 𝐷𝑀ଶ ൒ 2𝐶𝑀 ⋅ 𝐷𝑀    
                                      𝐴𝑀ଶ ൅ 𝐷𝑀ଶ ൒ 2𝐴𝑀 ⋅ 𝐷𝑀, 
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при чему једнакости важе само ако је 𝐴𝑀 ൌ 𝐵𝑀 ൌ 𝐶𝑀 ൌ 𝐷𝑀, тј. ако тачке 
𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 припадају кружници с центром 𝑀. Сабирајући леве и десне стра-
не неједнакости и дељењем са 2 добијамо 
 
𝐴𝑀ଶ ൅ 𝐵𝑀ଶ ൅ 𝐶𝑀ଶ ൅ 𝐷𝑀ଶ ൒ 𝐴𝑀 ⋅ 𝐵𝑀 ൅ 𝐶𝑀 ⋅ 𝐵𝑀 ൅ 𝐶𝑀 ⋅ 𝐷𝑀 ൅ 𝐴𝑀 ⋅ 𝐷𝑀  
 
                                               ൌ ሺ𝐴𝑀 ൅ 𝐶𝑀ሻሺ𝐵𝑀 ൅ 𝐷𝑀ሻ.   (1) 
 
Због неједнакости страница троугла је 𝐴𝑀 ൅ 𝐶𝑀 ൒ 𝐴𝐶 и 𝐵𝑀 ൅ 𝐷𝑀 ൒ 𝐵𝐷, 
при чему једнакости важе само ако је 𝐴 െ 𝑀 െ 𝐶 и 𝐵 െ 𝑀 െ 𝐷, тј. ако је 𝑀 
пресечна тачка дијагонала 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 четвороугла 𝐴𝐵𝐶𝐷. Отуда је  
 
                                      ሺ𝐴𝑀 ൅ 𝐶𝑀ሻሺ𝐵𝑀 ൅ 𝐷𝑀ሻ ൒ 𝐴𝐶 ⋅ 𝐵𝐷.   (2) 
 
За површину 𝑃 четвороугла 𝐴𝐵𝐶𝐷 важи 𝑃 ൌ

ଵ

ଶ
𝐴𝐶 ∙ 𝐵𝐷 sin θ, где је θ угао 

између дијагонала 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷. То повлачи 𝑃 ൑
ଵ

ଶ
𝐴𝐶 ∙ 𝐵𝐷 (једнакост важи 

само ако су  дијагонале 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 међусобно нормалне) и  
 
                                                        𝐴𝐶 ⋅ 𝐵𝐷 ൒ 2𝑃.   (3) 
 
Из (1), (2) и (3) следи  
 
                                        𝐴𝑀ଶ ൅ 𝐵𝑀ଶ ൅ 𝐶𝑀ଶ ൅ 𝐷𝑀ଶ ൒ 2𝑃.   (4) 
 
 Због услова задатка, у (4) мора да важи једнакост. Да би то било, у 
(1), (2) и (3) такође морају да важе једнакости. С обзиром на напред речено, 
то значи да је четвороугао 𝐴𝐵𝐶𝐷 тетивни, да је тачка 𝑀 и центар описане 
кружнице и пресек дијагонала 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 и да су дијагонале 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 међу-
собно нормалне.  
 Ако се дијагонале тетивног четвороугла секу у центру описане 
кружнице, тај четвороугао је правоугаоник. Ако су, пак, дијагонале право-
угаоника међусобно нормалне, правоугаоник је квадрат.  
 Према томе, четвороугао 𝐴𝐵𝐶𝐷 је квадрат чије се дијагонале секу у 
тачки 𝑀. 
 
М1691. Ученици 𝐴 и 𝐵 наизменично замењују по једну звездицу у полино-
му 𝑥ଵ଴ ൅ ∗ 𝑥ଽ ൅ ∗ 𝑥଼ ൅ ⋯ ൅ ∗ 𝑥ଶ ൅ ∗ 𝑥 ൅ 1 неким реалним бројем. Ако на 
крају полином нема реалних корена побеђује ученик 𝐴, а ако има бар један 
реалан корен побеђује ученик 𝐵. Да ли може ученик 𝐵 да победи, ма како 
играо 𝐴? 
 
Решење. Ученик 𝐵 увек може да осигура победу. Звездица има 9 при чему 
5 иду уз непарне степене (𝑥, 𝑥ଷ, 𝑥ହ, 𝑥଻, 𝑥ଽ) и 4 уз парне (𝑥ଶ, 𝑥ସ, 𝑥଺, 𝑥଼). 
Према томе, ученик 𝐵, у највише 4 потеза, може да постигне да на крају, 
кад је 𝐴 на потезу, остане звездица уз непаран степен. Рецимо да је то 
𝑥ଶ௣ାଵ. (У прва три потеза ученик 𝐵 бира звездице уз парне степене уколи-
ко су располагању, тј. уколико неке од њих није већ одабрао ученик 𝐴. Ако 
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у трећем потезу нема „слободне“ звездице уз непаран степен, ученик 𝐵 би-
ра неку од преосталих уз непарне степене. У оба случаја, замењује их про-
извољним реалним бројевима, рецимо нулама.) 
 Посматрајмо ситуацију кад ученик 𝐵 повлачи свој четврти потез. 
Нека је у том тренутку 
 
𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଵ଴ ൅∗ 𝑥ଽ ൅∗ 𝑥଼ ൅ ⋯ ൅∗ 𝑥ଶ ൅∗ 𝑥 ൅ 1 ൌ 𝑃ሺ𝑥ሻ ൅ 𝜇𝑥௠ ൅ 𝜆𝑥ଶ௣ାଵ, 
 
где је 𝑃ሺ𝑥ሻ полином који је настао из почетног и код ког су сви коефици-
јенти одређени. Остале су звездице μ и λ уз 𝑥௠ и 𝑥ଶ௣ାଵ, редом.  
 Ученик 𝐵 ће изабрати коефицијент μ константу 𝑐 ൐ 0 тако да је 
𝑐𝐹ሺ1ሻ ൅ 𝐹ሺെ2ሻ ൌ 0. У том случају ће 𝐹ሺ1ሻ и 𝐹ሺെ2ሻ бити различитог знака 
и 𝐹ሺ𝑥ሻ ће имати корен у интервалу ሾെ2, 1ሿ.  
 Из услова 𝑐𝐹ሺ1ሻ ൅ 𝐹ሺെ2ሻ ൌ 0 имамо да је  
 
               𝑐ሺ𝑃ሺ1ሻ ൅ μ ൅ λሻ ൅ 𝑃ሺെ2ሻ ൅ μሺെ2ሻ௠ ൅ λሺെ2ሻଶ௣ାଵ ൌ 0. 
 
Стављајући 𝑐 ൌ 2ଶ௣ାଵ добијамо 
 
      2ଶ௣ାଵ𝑃ሺ1ሻ ൅ μ2ଶ௣ାଵ ൅ λ2ଶ௣ାଵ ൅ 𝑃ሺെ2ሻ ൅ μሺെ2ሻ௠ െ λ2ଶ௣ାଵ ൌ 0 
 
      2ଶ௣ାଵ𝑃ሺ1ሻ ൅ μ2ଶ௣ାଵ ൅ 𝑃ሺെ2ሻ ൅ μሺെ2ሻ௠ ൌ 0, 
 

где је елиминисано λ и одакле је μ ൌ
ି ௉ሺିଶሻ ି ଶమ೛శభ௉ሺଵሻ

ଶమ೛శభ ା ሺିଶሻ೘ . 
 

 Дакле, стављајући уместо звездице μ израз 
ି௉ሺିଶሻ ି ଶమ೛శభ௉ሺଵሻ

ଶమ೛శభ ା ሺିଶሻ೘ , ученик 

𝐵 постиже да полином 𝐹ሺ𝑥ሻ има корен у интервалу ሾെ2, 1ሿ без обзира как-
во λ одабере ученик 𝐴 после њега. На тај начин он побеђује. 
 
М1692. Ако за комплексан број 𝑧 ് െ1 важи да је |𝑧| ൌ 1, доказати да се  𝑧 

може написати у облику 𝑧 ൌ
ଵ ା ௜௧

ଵ ି ௜௧
  за неки реалан број 𝑡. 

 
Решење. Како је |𝑧| ൌ 1, то је 𝑧 ൌ cos α ൅ 𝑖 sin α. Увођењем смене 𝑡 ൌ tg

஑

ଶ
 

лако се добија да је cos α ൌ
ଵ ି ௧మ

ଵ ା ௧మ  и sin α ൌ
ଶ୲

ଵ ା ௧మ. Отуда је  
 

                   𝑧 ൌ
ଵ ି ௧మ

ଵ ା ௧మ ൅ 𝑖
ଶ௧

ଵ ା ௧మ ൌ
ଵ ା ଶ௧௜ ି ௧మ

ଵ ା ௧మ ൌ
ሺଵ ା ௜௧ሻమ

ሺଵ ା ௜௧ሻሺଵ ି ௜௧ሻ
ൌ

ଵ ା ௜௧

ଵ ି ௜௧
 ,  

 
што је и требало показати. 
 
М1693. Тетраедар 𝐴𝐵𝐶𝐷 уписан је у лопту полупречника 𝑅 чији је центар 
тачка 𝑂. Праве 𝐴𝑂, 𝐵𝑂, 𝐶𝑂 и 𝐷𝑂 секу наспрамне стране тетраедра редом у 
тачкама 𝐴ଵ, 𝐵ଵ, 𝐶ଵ и 𝐷ଵ. Доказати да важи неједнакост 
 

|𝐴𝐴ଵ| ൅ |𝐵𝐵ଵ| ൅ |𝐶𝐶ଵ| ൅ |𝐷𝐷ଵ| ൒
ଵ଺

ଷ
𝑅.  

(Под тетраедром се подразумева једнакоивична тространа пирамида. Све 
стране су подударни једнакостранични троуглови.) 
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Решење. Тетраедар 𝐴𝐵𝐶𝐷 можемо поделити на четири подударна тетраед-
ра 𝐴𝐵𝐶𝑂, 𝐴𝐵𝐷𝑂, 𝐴𝐶𝐷𝑂 и 𝐵𝐶𝐷𝑂, па је  
 
                   𝑉஺஻஼஽ ൌ 𝑉஻஼஽ை ൅ 𝑉஼஽஺ை ൅ 𝑉஽஺஻ை ൅ 𝑉஺஻஼ை.  
 
С обзиром да су 𝐴𝐴ଵ, 𝐵𝐵ଵ, 𝐶𝐶ଵ и 𝐷𝐷ଵ висине тетраедра 𝐴𝐵𝐶𝐷, следи 
 
ଵ

ଷ
𝑃஺஻஼ ∙ |𝐷𝐷ଵ| ൌ

ଵ

ଷ
𝑃஻஼஽ ∙ |𝑂𝐴ଵ| ൅

ଵ

ଷ
𝑃஼஽஺ ∙ |𝑂𝐵ଵ| ൅

ଵ

ଷ
𝑃஽஺஻ ∙ |𝑂𝐶ଵ| ൅

ଵ

ଷ
𝑃஺஻஼ ∙ |𝑂𝐷ଵ|. 

 
Како је 𝑃஺஻஼ ൌ 𝑃஻஼஽ ൌ 𝑃஼஽஺ ൌ 𝑃஽஺஻, следи 
 
                      |𝐷𝐷ଵ| ൌ |𝑂𝐴ଵ| ൅ |𝑂𝐵ଵ| ൅ |𝑂𝐶ଵ| ൅ |𝑂𝐷ଵ|.  
 
Након деобе леве и десне странс са |𝐷𝐷ଵ| и имајући у виду да је |𝐴𝐴ଵ| ൌ
|𝐵𝐵ଵ| ൌ |𝐶𝐶ଵ| ൌ |𝐷𝐷ଵ|, добијамо 
 

                                 
|ை஺భ|

|஺஺భ|
൅

|ை஻భ|

|஻஻భ|
൅

|ை஼భ|

|஼஼భ|
൅

|ை஽భ|

|஽஽భ|
ൌ 1 

 

                        
|஺஺భ| ି ோ

|஺஺భ|
൅

|஻஻భ| ି ோ

|஻஻భ|
൅

|஼஼భ| ି ோ

|஼஼భ|
൅

|஽஽భ| ି ோ

|஽஽భ|
ൌ 1  

 
и  
 
                                   

ଵ

|஺஺భ|
൅

ଵ

|஻஻భ|
൅

ଵ

|஼஼భ|
൅

ଵ

|஽஽భ|
ൌ

ଷ

ோ
.    (1) 

 
Примењујући неједнакост између аритметичке и хармонијске средине на 
|𝐴𝐴ଵ|, |𝐵𝐵ଵ|, |𝐶𝐶ଵ| и |𝐷𝐷ଵ|, добијамо да је  
 

    ሺ|𝐴𝐴ଵ| ൅ |𝐵𝐵ଵ| ൅ |𝐶𝐶ଵ| ൅ |𝐷𝐷ଵ|ሻ ቀ ଵ

|஺஺భ|
൅

ଵ

|஻஻భ|
൅

ଵ

|஼஼భ|
൅

ଵ

|஽஽భ|
ቁ ൒ 16. 

 
С обзиром на (1), следи  
 
                              ሺ|𝐴𝐴ଵ| ൅ |𝐵𝐵ଵ| ൅ |𝐶𝐶ଵ| ൅ |𝐷𝐷ଵ|ሻ ଷ

ோ
 ൒ 16,  

 
односно  
 
                                |𝐴𝐴ଵ| ൅ |𝐵𝐵ଵ| ൅ |𝐶𝐶ଵ| ൅ |𝐷𝐷ଵ| ൒

ଵ଺

ଷ
𝑅.  

 

Напомена. Може се показати да је |𝐴𝐴ଵ| ൌ |𝐵𝐵ଵ| ൌ |𝐶𝐶ଵ| ൌ |𝐷𝐷ଵ| ൌ
ସ

ଷ
𝑅, 

одакле директно следи тражена неједнакост. 
 
Обавештење. Због кашњења Тангенте 98, решења задатака из тог броја би-
ће прихватана све до изласка броја 99 из штампе. Имена успешних решава-
ча биће објављена у Тангенти 100. 
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Hello, World! 

Међународна информатичка олимпијада 2019 
 

Тадија Шебез, Нови Сад 
 
 

 Прошлогодишња Међународна Информатичка Олимпијада (IOI 
2019), 31. по реду, одржана је од 4. до 11. августа 2019. године у Бакуу, 
Азербејџан. Екипа Србије је састављена на основу резултата са Српске 
Информатичке Олимпијаде. Чинили су је: 

 
● Тадија Шебез, 3. разред, Гимназија “Ј. Ј. Змај”, Нови Сад 
● Јован Бенгин, 1. разред, Математичка Гимназија, Београд 
● Никола Пешић, 4. разред, Гимназија “Ј. Ј. Змај”, Нови Сад 
● Младен Пузић, 3. разред, Математичка Гимназија, Београд 

 

 
Екипа Србије (слева надесно): Драган Урошевић, Тадија Шебез,  
Никола Пешић, Младен Пузић, Јован Бенгин и Алекса Плавшић. 

 
 Седмодневне припреме биле су организоване у Студентском одма-
ралишту на Авали, а држали су их чланови Државне комисије за средњо-
школска такмичења из информатике. 
 Вође екипе били су проф. Драган Урошевић са Математичког ин-
ститута САНУ и Алекса Плавшић са Рачунарског факултета у Београду.  
 Пут до Азербејџана водио је преко Истанбула, а лет је трајао скоро 
5 сати. На аеродрому у Бакуу дочекала нас је љубазна волонтерка Лејла 
која је била задужена за нашу екипу током целог такмичења. 
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 Такмичари су били смештени у Олимпијском селу које је првобит-
но служило за Европске игре 2015. године, док су вође биле смештене у хо-
телу Boulevard. 
 Први дан је био предвиђен за долазак такмичара и одмор после 
напорног пута. Већ следећег јутра имали смо прилику да видимо зашто се 
Баку назива „градом вертрова“. Наиме, транспорт до Националне гимна-
стичке арене, у којој је одржано пробно такмичење, а касније и само такми-
чење, одвијао се уз јак ветар какав не памтимо у Србији. Пробно такмиче-
ње се организује да би се учесници упознали с такмичарским окружењем и 
системом оцењивања. Да би се спречиле злоупотребе, такмичари су били 
обавезни да после тог такмичења дају на преглед све ствари које су намера-
вали да користе на самом такмичењу. Били су дозвољени тастатура, миш, 
речник енглеског језика и мала маскота. Наша екипа је предала своје таста-
туре и мишеве. Истог дана одржана је и церемонија отварања. 
 Иако је распоред био прилично „густ“, организатори су такмичари-
ма оставили доста слободног времена. Они су га обично проводили у 
простору за забаву који се налазио у приземљу зграде у где су били сме-
штени. У питању је велика просторија у којој је могао да се игра билијар, 
стони тенис, стони фудбал и џенга, а било је и мноштво lazy bag-ова. Било 
је то идеално место за склапање пријатељстава са другим такмичарима али 
и са волонтерима који су углавном били студенти са ADA универзитета у 
Бакуу. 
 Екскурзије које је домаћин организовао биле су изузезно заним-
љиве. Између два такмичарска дана посетили смо Стари град Бакуа (Icheri 
Sheher) и Азербејџански национални музеј тепиха. У плану је било и крста-
рење бродом по Каспијском језеру, али је отказано због веома јаких ветро-
ва.  
 После другог такмичарског дана, поново смо имали екскурзију као 
заслужени одмор након напорног решавања задатака. Прво смо обишли 
Yanar Dag, место где „ватра извире из земље“. Тај феномен настаје зато 
што на том месту природни гас непрестано избија из земље. Раније је било 
много сличних места по којима је Азербејџан добио назив „земља ватре“ 
(The Land of Fire). Међутим, већина је уништена због експлоатације нафте 
и земног гаса.  
 Након тога смо посетили комплекс музеја Gala State Historical 
Ethnographic Reserve и на крају Elite Horse Club. Тамо је приређен Horse 
Show који је оставио посебан утисак на све такмичаре.  
 
 Такмичари су решавали 6 задатака током два такмичарска дана, 
сваког дана по 3 задатка. Задаци су били алгоритамског типа за чије реша-
вање било на располагању по 5 сати сваког такмичарског дана. Један зада-
так је вредео 100 поена. Сваки задатак, осим четвртог, састојао се из више 
подзадатака различите тежине који су доносили одређене поене. Да би 
такмичар освојио поене предвиђене за подзадатак, његов програм је морао 
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да нађе тачно решење за све тест примере тог подзадатка, да то уради до-
вољно брзо и да не користи превише меморије.  Битна промена у односу на 
прошлу годину је то што програмски језик Pascal више није био дозвољен. 
Задаци су могли да се решавају само у програмским језицима C++ и Java. 
Ове године, 4. задатак је био типа output-only и његово оцењивање се раз-
ликовало од осталих задатака. За тај задатак такмичари су унапред добили 
фајлове са улазним подацима за све тест примере и уместо кода слали су 
само фајлове са одговарајућим излазним подацима. За сваки тест пример 
добијали су одређен број поена заокружен на две децимале који је зависио 
од тога колико је добро нађено решење. 
 
 

име и презиме 1. 2. 3. 4. 5. 6. укупно медаља 

Тадија Шебез 100  40  72  70.62  52  24  358.62  сребрна 

Никола Пешић 85  40  72  45.76  66  10  318.76  бронзана 

Младен Пузић 100  29  25  36.94  66  24  280.94  бронзана 

Јован Бенгин 100  18  50  40.38  52  10  270.38  бронзана 

 
 Ове године учествовало је 325 такмичара из 87 земаља. Екипа 
Србије освојила је четири медаље: једну сребрну и три бронзане. У екип-
ном пласману, заузела је 24. место што је за шест места боље него прошле 
године. То је, уједно, најбољи резултат у последње 4 године.  
 Наши такмичари су се одлично снашли на првом задатку освојив-
ши укупно 385 од могућих 400 поена. Осим Николе Пешића, сви остали су 
имали стопроцентни резултат. Николи  је, нажалост, недостајало пар мину-
та да исправи “bug” у коду и тако освоји свих 100 поена, што би му донело 
сребрну медаљу.  
 Други и трећи задатак били су из области теорије графова и струк-
тура података, редом. Задаци из ових области се често појављују на такми-
чењима из програмирања и знају да буду веома тешки. Екипа Србије је 
била добро упозната с тим областима. Томе је посебно допринело  неколи-
ко дана припрема на Авали на којима су, између осталог, рађени и задаци 
из тих области. Упркос тежини задатака, наша екипа је остварила завидан 
број поена.  
 Као што смо већ поменули, четврти задатак био је типа output-only. 
У циљу припрема, на Српској Информатичкој Олимпијади се редовно 
појављује по један задатак тог типа. Екипа је испунила очекивања освојив-
ши укупно 193.7 поена.  
 Пети задатак био је средње тежине. Наши такмичари су на њему 
освојили солидан број поена. Нажалост, нико из екипе није успео да га 
реши за 100 поена.  
 Шести задатак био је најтежи. Састојао се од 5 подзадатака и захте-
вао знања из више области, највише из теорије графова и структура подата-
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ка. Тадијa и Младен су решили прва два подзадатка, а Никола и Јован само 
први.  
 Екипа Србије је освојила солидан број поена на скоро сваком задат-
ку. Осим тога, ниједном такмичару се није десило да неком задатку има 0 
поена.  
 
Задатак „Ципеле“ 
 
 Представљамо најлакши задатак са ове олимпијаде. То је био први 
задатак првог такмичарског дана, а чији је назив „Ципеле“ (Shoes). Треба 
рећи да је просечан број поена који су такмичари освојили на том задатку 
био 74.47 и да га је чак 171 такмичар решио за 100 поена.  
 
 Дат је низ целих бројева дужине 2𝑛 који представљају ципеле. Ре-
цимо да број 𝑥 представља једну ципелу. Ако је 𝑥 негативан, ципела је лева. 
У супротном је десна. Величина ципеле је апсолутна вредност броја 𝑥.  
 За низ од 2𝑛 бројева кажемо да је валидан ако је испуњено следеће. 
Када низ поделимо у 𝑛 парова тако да први и други број чине први пар, 
трећи и четврти други, … , претпоследњи и последњи 𝑛-ти пар, тада у 
сваком пару први број одговара левој ципели, а други десној и притом су те 
ципеле исте величине. Како низ на почетку не мора да буде валидан, 
дозвољено је примењивати операцију замене два суседна члана низа. 
 Колико је најмање операција потребно да би се добио валидан низ? 
 
 Решење. Прво што треба да приметимо јесте да никада нећемо да 
заменимо два члана низа ако су они једнаки, односно представљају ципеле 
које су исте величине и истог типа (обе леве или обе десне). Због тога 
знамо да се релативан распоред ципела представљених једним бројем неће 
мењати. Сада можемо да закључимо да ће се на крају 𝑘-та ципела са вред-
ношћу െ𝑥 наћи у пару са 𝑘-том ципелом која има вредност 𝑥. У супротном 
би се променио релативан распоред ципела представљених бројем 𝑥 или 
െ𝑥.  
 Нађимо, најпре, парове ципела које ће на крају бити упарене. То се 
може учинити, на пример, сортирањем низа и методом два показивача. За 
неки пар, нека је његова прва позиција  позиција ципеле која се прва 
појављује у низу. Решење састоји у томе што парове прво сортирамо по 
вредности њихових првих позиција. Потом их редом процесирамо, приме-
њујемо операција замене места два суседна члана низа, све док другу ципе-
лу не приближимо првој, тј. док не постану суседне. Ако је прва ципела 
десна, а друга лева, потребно је применити наведену операцију на те две 
ципеле. Симулирање овог поступка brute force методом доноси 50 поена 
због тога што пробија временско ограничење. За 100 поена потребно је си-
мулирати овај поступак уз помоћ структура података као што је бинарно 
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индексирано стабло. Временска сложеност је 𝑂ሺ𝑛 log 𝑛ሻ, док је меморијска 
сложеност 𝑂ሺ𝑛ሻ. 
 
Бинарно индексирано стабло 
 
 За крај ћемо упознати читаоце са структуром података чији је назив 
„бинарно индексиарно стабло“ или, како се још зове, „Фенвиково стабло“. 
Често се користи и скраћеница BIT која потиче од енглеског назива. Како 
бисмо читаоце упознали са типом проблема који се могу ефикасно решава-
ти овом структуром података, представићемо основни проблем који се 
решава уз помоћ BIT-а у временској сложености 𝑂ሺ𝑛 log 𝑛ሻ.  
 Дат је низ целих бројева дужине 𝑛. Потребно је ефикасно изврша-
вати два типа упита над датим низом. Први тип мења 𝑘-ти члан низа, а  
други  тражи да израчунамо збир првих 𝑘 чланова низа. 
 
 Наивно решење би било да једноставно у меморији чувамо низ и 
извршавамо упите првог типа тако што само променимо одговарајући члан 
низа. Временска сложеност је 𝑂ሺ1ሻ. Ово је најефикасније могуће извршава-
ње упита првог типа.  
 Да бисмо извршили упит другог типа, морамо да прођемо кроз пр-
вих 𝑘 чланова низа и да их саберемо. Како 𝑘 може да иде до 𝑛, временска 
сложеност извршавања другог типа упита је 𝑂ሺ𝑛ሻ. 
 Уколико је задат приближно једнак број упита првог и другог типа, 
временска сложеност по упиту је 𝑂ሺ𝑛ሻ. 
 Како бисмо постигли сложеност 𝑂ሺlog 𝑛ሻза оба типа упита потреб-
но је да на другачији начин чувамо податке. 
 
 Ради једноставности, посматрајмо случај када је 𝑛 степен двојке. 
Податке ћемо чувати у хијерархијској структури, односно у стаблу. У коре-
ну стабла ћемо чувати збир свих елемената низа, тј. збир првих 𝑛 елемена-
та. Чвор 𝑢, који чува збир за 𝑥 елемената, имаће logଶ 𝑥 директних потома-
ка. Први потомак од 𝑢 чуваће збир прве половине од 𝑥 елемената, други 
потомак ће чувати збир прву половине од преосталих елемената и тако да-
ље. Можемо да приметимо да ће сваки чвор да чува збир за 2௞ елемената. 
Осим тога, постоји тачно један чвор који садржи 𝑖-ти члан низа као послед-
њи у збиру. Због тога, стабло можемо да чувамо у низу дужине 𝑛. Збир за 
неки чвор чуваћемо на позицији у низу која одговара последњем елементу 
суме коју овај чува. 
 Приметимо да се сваки елемент налази у збиру за највише logଶ 𝑛 
чворова. То значи да сваки упит првог типа можемо да извршимо у времен-
ској сложености 𝑂ሺlog 𝑛ሻ.  
 Да бисмо израчунали збир првих 𝑘 чланова низа и одговорили на 
упит другог типа можемо да урадимо следеће. Узмемо збир за чвор у ком је 
𝑘 последњи елемент и 𝑘 смањимо за број елемената у збиру и тај поступак 
понављамо све док 𝑘 не постане 0. Приметимо да сваки чвор који ћемо по-
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сетити чува збир за барем 2 пута више елемената него претходни. Како је 
укупан број елемената у тим збировима највише 𝑛, чворова може да буде 
највише logଶ 𝑛. Стога је временска сложеност извршавања другог типа упи-
та такође 𝑂ሺlog 𝑛ሻ.  
 Уколико је задато 𝑂ሺ𝑛ሻ упита укупна временска сложеност за њи-
хово извршавање је 𝑂ሺ𝑛 log 𝑛ሻ. 
 Приметимо још да је број елемената у збиру у којем је 𝑘 последњи 
елемент једнак највећем степену двојке који дели 𝑘. Уз то, за чвор, чији је 
последњи елемент 𝑘, последњи елемент његовог директног претка једнак је 
𝑘 увећано за највећи степен двојке који га дели. Због тога је код за бинарно 
индексирано стабло веома једноставан што је, осим брзине, још једна од 
његових предности. 
 
 

 
ПРЕДЛОЗИ ЗА ТРЕЋИ ПИСМЕНИ ЗАДАТАК 

 
Срђан Огњановић 

 
ГИМНАЗИЈЕ, СРЕДЊЕ ШКОЛЕ 

 
I  РАЗРЕД 

Круг; четвороугао; конструкције; рационални алгебарски изрази 
 

1. У унутрашњости оштроуглог троугла 𝐴𝐵𝐶 дата је тачка 𝑀. Нека су 𝑃 и 𝑄 
подножја нормала из тачке 𝑀 на странице 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶, редом. Доказати да је 
∡𝑄𝐴𝑀 ൌ ∡𝑄𝑃𝑀. 
 
2. Дате су праве 𝑎ଵ и 𝑏ଵ које се секу и тачка 𝐶 ван њих. Конструисати троу-
гао 𝐴𝐵𝐶 тако да је права 𝑎ଵ симетрала угла 𝐵𝐴𝐶, а права 𝑏ଵ симетрала угла 
𝐴𝐵𝐶. 
 
3. Одредити вредности параметара 𝑎 и 𝑏 тако да се при дељењу полинома 
𝑎𝑥ଷ ൅ 2𝑥ଶ െ 5𝑥 ൅ 𝑏 са 𝑥ଶ െ 1 добије остатак െ4𝑥 ൅ 9. 
 

4. Упростити изразе 𝐴ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥ଷ ൅ 𝑎ଷሻ: ቀଶ௔మ௫ ି ଶ௔௫మ

௔మ ି ௫మ ൅
௔యା௔మ௫

௔మ ା ଶ௔௫ ା ௫మ ൅
௔௫మି௫య

௔మ ି ௫మ ቁ 

и ሺ𝑥ሻ ൌ 1: ቀ ଵ

௫మ ି ௔௫ ା ௔మ ൅
ଵ

௫మ ା ௔௫ ା ௔మ ൅
ଶ௔௫

௫ర ା ௔మ௫మ ା ௔రቁ , а затим и њихов колич-

ник 
஺ሺ௫ሻ

஻ሺ௫ሻ
. 

 

5. Ако је 𝑎 позитиван реалан број такав да је 𝑎ଶ ൅
ଵ

௔మ ൌ 23, израчунати 

вредности израза: (а) 𝑎 ൅
௔

௔
 ; (б)  𝑎 െ

௔

௔
 ; (в)  𝑎ଶ െ

ଵ

௔మ; (г) 𝑎ଷ ൅
ଵ

௔య . 
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II РАЗРЕД 
Системи квадратних једначина; ирационалне једначине и неједначине; 

експоненцијална и логаритамска функција 
 

1. Решити системе једначина: 
 
(а)  𝑥ଶ ൅ 𝑥𝑦 ൅ 𝑦 ൌ 10        (б)  ඥ3𝑥 ൅ 𝑦 ൅ ඥ𝑦 െ 𝑥 ൌ 4 

      𝑥 ൅ 𝑥𝑦 ൅ 𝑦ଶ ൌ 10 ;                       2𝑥 ൅ ඥ𝑦 െ 𝑥 ൌ 5. 
 
2. Решити неједначину 4ሺ𝑥 െ 1ሻ ൏ ඥሺ𝑥 ൅ 5ሻሺ3𝑥 ൅ 4ሻ . 
 
3. Решити неједначину 

ଵ

ଶೣ ି ଵ
൏

ଵ

ଵ ି ଶೣషభ . 
 
4. Доказати да за све реалне бројеве 𝑎 важи  
 

log 
√௔మ ା ଵ ି ௔

√௔మ ା ଵ ା ௔
ൌ 2 log  ൫√𝑎ଶ ൅ 1 െ 𝑎൯ ൌ െ2 log൫√𝑎ଶ ൅ 1 ൅ 𝑎൯. 

 
5. (а) Решити једначину log

√ଵ଴ √𝑥ଷ ∙ logଵ଴
ሺ100𝑥ሻ ൌ 3 logଵ଴ 𝑥; 

 

(б) решити неједначину 2 logଵ଴ 2 ൅ ቀ1 ൅
ଵ

ଶ௫
ቁ logଵ଴ 3 ൒ logଵ଴ ቀ3

భ
ೣ ൅ 27ቁ. 

 
 

III РАЗРЕД 
Аналитичка геометрија; математичка индукција 

 
1. Тачка 𝐴ሺ2, െ4ሻ је једно теме троугла 𝐴𝐵𝐶. Одредити једначине правих 
одређених страницама троугла 𝐴𝐵𝐶 ако су праве 𝑝: 𝑥 ൅ 𝑦 െ 2 ൌ 0 и 𝑞: 𝑥 െ
3𝑦 െ 6 ൌ 0 симетрале двају унутрашњих углова тога троугла.  
 
2. Дат је круг 𝑘 ∶  𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൌ 𝑟ଶ  и тачка 𝑃ሺ𝑐, 0ሻ, 𝑐 ൐ 𝑟. Одредити геометриј-
ско место средишта свих тетива круга 𝑘 чији продужеци пролазе кроз тач-
ку 𝑃.  
 
3. Права 𝑥 െ 2𝑦 ൌ 9 је асимптота хиперболе 𝑏ଶ𝑥ଶ െ 𝑎ଶ𝑦ଶ ൌ 𝑎ଶ𝑏ଶ чије су 
жиже 𝐹ଵሺെ5, 0ሻ и 𝐹ଶሺ5, 0ሻ. Одредити све тачке хиперболе из којих се дуж 
𝐹ଵ𝐹ଶ види под правим углом. 
 
4. Растојање темена параболе 𝑦ଶ ൌ 8𝑥 од једне њене тангенте једнако је 3. 
Наћи координате тачке додира те тангенте.  
 
5. Применом математичке индукције доказати да за сваки природан број 𝑛 
важи једнакост 
 

ቀ1 െ
ଵ

௡మቁ ቀ1 െ
ଵ

ሺ௡ ା ଵሻమቁ … ቀ1 െ
ଵ

ሺଶ௡ ି ଵሻమቁ ൌ 1 െ
ଵ

ଶ௡ ି ଵ
 . 
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IV РАЗРЕД 
Интеграли 

 

1. Израчунати интеграле: (а) ׬
ଵ ା ln ௫

ሺ௫ ln ௫ሻమ 𝑑𝑥; (б) ׬
ଵ ା ୲୥ ௫

sin ଶ௫
𝑑𝑥; (в) ׬

൫௫య ା ଷ൯ௗ௫

௫య ି ௫మ ି ଺௫
 . 

 

2. Израчунати: (а) ׬
௫ௗ௫

ଵା௫ర

ଵ
଴  ; (б) ׬ √cos 𝑥 െ cosଷ 𝑥

ಘ
మ

଴ 𝑑𝑥 ; (в) ׬
ௗ௫

௘ೣ ା ௘షೣ

ଵ
଴  . 

 
3. Израчунати површину фигуре ограничене параболом 𝑦ଶ ൌ 𝑥, хипербо-
лом 𝑥𝑦 ൌ 8 и одсечком праве која садржи тачку ൫8, െ√8൯ параболе и тачку 
ሺ8, 1ሻ хиперболе.  
 
4.  Израчунати запремину тела добијеног ротацијом око 𝑥-осе фигуре огра-
ничене кривом 𝑦 ൌ 2௫ и правом 4𝑦 െ 3𝑥 െ 5 ൌ 0.  
 
 

МАТЕМАТИЧКЕ ГИМНАЗИЈЕ 
 

АНАЛИЗА С АЛГЕБРОМ 
 

I РАЗРЕД 
Рационални алгебарски изрази; линеарне једначине; линеарне функције 

 
1. Ако су 𝑎, 𝑏, 𝑐 реални бројеви такви да важи 𝑎ଶ െ 2 ൌ 3𝑏 െ 𝑐, 𝑏ଶ ൅ 4 ൌ
3𝑐 ൅ 𝑎 и 𝑐ଶ ൅ 4 ൌ 3𝑎 െ 𝑏, израчунати вредност израза 𝑎ସ ൅ 𝑏ସ ൅ 𝑐ସ. 
 
2. Доказати да за позитивне бројеве 𝑥, 𝑦, 𝑧 важи неједнакост 

௫௬

௭
൅

௬௭

௫
൅

௭௫

௬
൒

𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧. 
 
3. У координатном системе 𝑥𝑂𝑦 графички представити скуп тачака за чије 
координате важи |𝑥| ൅ |𝑦| ൒ 1 и ห|𝑥| െ |𝑦|ห ൑ 1. 
 

4. Решити једначину 
௫ ା ଶ

ଶሾ௫ሿ ା ଵ
ൌ ቂଷ௫ ା ଶ

௫ ା ସ
ቃ, где ሾ𝑡ሿ означава највећи цео број који 

није већи од 𝑡. 
 

5. (а) Скицирати график функције 𝑦 ൌ |2𝑥 െ 1| െ |𝑥 െ 1| െ 3𝑥; 
 
(б) решити једначину |2𝑥 െ 1| െ |𝑥 െ 1| ൌ 3𝑥 ൅ 𝑎, где 𝑎 ∈ ℝ; 
 
(в) одредити реалне бројеве 𝑘 и 𝑛 тако да једначина 
 

െ3𝑥 ൅ |2𝑥 െ 1| െ |𝑥 െ 1| ൌ 𝑘𝑥 ൅ 𝑛 
 
има бесконачно много решења. 
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II РАЗРЕД 
Ирационалне једначине и неједначине; експоненцијална и логаритамска 

функција 
 

1. Решити неједначину √𝑥 ൅ 6 ൐ √𝑥 ൅ 1 ൅ √2𝑥 െ 5. 
 

2. (a) Решити једначину ൫2 ൅ √3൯
௫మିଶ௫ାଵ

൅ ൫2 െ √3൯
௫మିଶ௫ିଵ

ൌ
ସ

ଶ ି √ଷ
 . 

 

(б) Решити неједначину 0,2 cos ଶ௫ െ
ଵ

ଶହ cos2 ೣ
൏

ସ

√ଵଶହ
. 

 
3. Доказати да за све природне бројеве 𝑛 ሺ𝑛 ൐ 1ሻ важи log௡ ሺ𝑛 ൅ 1ሻ ൐
log௡ାଵ ሺ𝑛 ൅ 2ሻ. 
 

4. Решити једначину  
୪୭୥ర√ೣ ଶ

୪୭୥మೣ ଶ
൅ logଶ௫ 2 ∙ logభ 

మ
2𝑥 ൌ 0. 

 
5. Решити неједначину log௫ ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൏ logభ

ೣ
 
ሺ2 െ 𝑥ሻ. 

                                     
 

III РАЗРЕД 
Гранична вредност низа 

 

1. По дефиницији, доказати да је lim
௡→ஶ

ଶ೙

௡!
ൌ 0. 

 
2. Доказати да је низ ሺ𝑥௡ሻ, дат са 𝑥଴ ∈ ሺ1, 2ሻ, 𝑥௡ାଵ ൌ 𝑥௡

ଶ െ 2𝑥௡ ൅ 2 за 𝑛 ൒ 0, 
монотон и ограничен и одредити lim

௡→ஶ
𝑥௡.  

 

3. Израчунати lim
௡→ஶ

ቀ ଵమ

௡య ା ଵ
൅

ଶమ

௡య ା ଶ
൅ ⋯ ൅

௡మ

௡య ା ௡
ቁ.  

 
 
4. Низ ሺ𝑎௡ሻ задат је на следећи начин: 𝑎ଵ ൌ 1, 𝑎௡ ൌ 𝑎௡ିଵ ൅ 𝑛 за 𝑛 ൒ 2. Од-

редити lim
௡→ஶ

∑ ଵ

௔ೖ

௡
௞ୀଵ . 

 
5. (а) Нека је lim

௡→ஶ
𝑥௡ ൌ 𝑎. Доказати да је  

 

lim
௡→ஶ

ଵ

௡
ሺ𝑥ଵ ൅ 𝑥ଶ ൅ ⋯ ൅ 𝑥௡ሻ ൌ 𝑎. 

 

(б) Израчунати lim
௡→ஶ

ଵ

௡
ቀ1 ൅

ଵ

√ଶ
൅ ⋯ ൅

ଵ

√௡
ቁ. 
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IV РАЗРЕД 

Неодређени и одређени интеграли 
 

1. Израчунати: (а) ׬
ln ௫ ି ଵ

௫మ ି ln2 ௫
𝑑𝑥, 𝑥 ൐ 1;  

 
(б) ׬ 𝑥௫ሺ𝑥 lnଶ 𝑥 ൅ ln 𝑥 െ 𝑥ሻ𝑑𝑥, 𝑥 ൐ 0. 
  

2. Израчунати: (а) ׬
ଵ ା sin  ௫

ଵ ା cos  ௫
𝑒௫

ಘ
మ

଴ 𝑑𝑥; (б) ׬
௫ௗ௫

ሺଵ ା ௫ሻయ

ାஶ
଴  . 

                        
3. (а) Доказати да важи једнакост 
 

sin ቀ௡ ା 
భ
మ

ቁ௫

ଶ sin  
ೣ
మ

ൌ
ଵ

ଶ
൅ cos 𝑥 ൅ cos 2𝑥 ൅ ⋯ ൅ cos 𝑛𝑥. 

(б) Израчунати интеграл ׬
sin  ቀ௡ା

భ
మ

ቁ௫

sin  
ೣ
మ

஠
଴ 𝑑𝑥. 

 

4. Израчунати обим фигуре ограничене линијама: 𝑦 ൌ
ଵ

ସ
𝑥ଶ െ

ଵ

ଶ
ln 𝑥, 𝑦 ൌ 0, 

𝑥 ൌ 1 и 𝑥 ൌ 2. 
 

5. Скицирати график функције 𝑦 ൌ
√௫మ ା ଵ

௫ ା ଵ
 за 0 ൑ 𝑥 ൑ 1, а затим израчунати 

запремину тела које настаје ротацијом око 𝑥-осе фигуре ограничене кри-

вом 𝑦 ൌ
√௫మ ା ଵ

௫ ା ଵ
 и правама 𝑦 ൌ 1 и 𝑥 ൌ 2. 

 
 
 

ГЕОМЕТРИЈА 
 

I РАЗРЕД 
Конструкције равних фигура;изометријске трансформације равни 

 
1. Конструисати троугао 𝐴𝐵𝐶 ако су дати страница 𝑐, висина ℎ௕ и тежишна 
дуж 𝑡௔. 
 
2. Дат је конвексан четвороугао 𝐴𝐵𝐶𝐷 и тачка 𝑂 у његовој равни. Констру-
исати паралелограм чија темена припадају правама 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 и 𝐷𝐴 и чије 
се дијагонале секу у тачки 𝑂. 
 
3. Нека праве 𝑎 и 𝑏 и тачка 𝑀 припадају истој равни. Ако важи 𝑆௔ ∘ 𝑆ெ ൌ
𝑆ெ ∘ 𝑆௕, доказати да је 𝑀 центар симетрије за праве 𝑎 и 𝑏.  
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(𝑆௧ је осна симетрија са осом 𝑡, а 𝑆் централна симетрија са центром 𝑇. Та-
чка 𝑂 је центар симетрије за праве 𝑝 и 𝑞 ако је 𝑆ைሺ𝑝ሻ ൌ 𝑞.) 
 
4. Доказати да је композиција четири осне симетрије у односу на симетрале 
унутрашњих углова тангентног четвороугла идентичко пресликавање.  
 
5. Над страницама 𝐶𝐵 и 𝐶𝐴 троугла 𝐴𝐵𝐶, у његовој спољашњости, кон-
струисани су квадрати 𝐶𝐵𝐾𝐿 и 𝐶𝐴𝑀𝑁 чији су центри 𝑂ଵ и 𝑂ଶ, редом. Ако  
су 𝑃 и 𝑄 средишта дужи 𝐴𝐵 и 𝑁𝐿, редом, доказати да је четвороугао 
𝑃𝑂ଵ𝑄𝑂ଶ  квадрат. 
 

II РАЗРЕД 
Полиедри 

 
1. Почетна тачка полуправе 𝑝 је врх конвексног триедра 𝑆𝑎𝑏𝑐. Доказати да 
је 
 

∡𝑝𝑎 ൅ ∡𝑝𝑏 ൅ ∡𝑝𝑐 ൐
ଵ

ଶ
ሺ∡𝑎𝑏 ൅ ∡𝑏𝑐 ൅ ∡𝑐𝑎ሻ. 

 
2. У тетраедру 𝐴𝐵𝐶𝐷 сви ивични углови код темена 𝐴 су прави и притом 
важи 𝐴𝐵 ൌ 𝐴𝐶 ൅ 𝐴𝐷. Доказати да је збир ивичних углова код темена 𝐵 јед-
нак правом углу. 
 
3. Пресек праве тростране призме 𝐴𝐵𝐶𝐴ଵ𝐵ଵ𝐶ଵ (𝐴𝐴ଵ ∥ 𝐵𝐵ଵ ∥ 𝐶𝐶ଵ) и равни α 
која садржи темена 𝐵, 𝐶 и 𝐴ଵ има површину 𝑄. Одредити запремину приз-
ме ако је растојање темена 𝐶ଵ од равни α једнако 𝑑. 
 
4. Ако постоји сфера која додирује три ивице тетраедра и продужетке оста-
ле три ивице, доказати да су разлике наспрамних ивица тог тетраедра јед-
наке. 

 
РЕШЕЊА 

 
ГИМНАЗИЈЕ, СРЕДЊЕ ШКОЛЕ 
 
I разред. 1. Упутство. Четвороугао 𝐴𝑃𝑀𝑄 је тетивни. 3. 𝑎 ൌ 1, 𝑏 ൌ 7.  
 

4. 
஺ሺ௫ሻ

஻ሺ௫ሻ
ൌ 2, 𝑥 ് േ𝑎, 𝑎𝑥 ് 0. 5. (а) 5; (б) √21 или െ√21 ;  

(в) 5√21 или െ5√21 ; (г) 110. 
 
II разред. 1. (а) ሺ2, 2ሻ, ቀെ

ଵହ

଺
, െ

ଵହ

଺
ቁ; (б) ሺ2, 3ሻ. 2. 𝑥 ൏ െ5 или െ

ସ

ଷ
൏ 𝑥 ൏ 4.  

3. 𝑥 ∈ ሺെ∞, 0ሻ ∪ ቀlogଶ 
ସ

ଷ
, 1ቁ. 5. (а) 𝑥ଵ ൌ

ଵ

ଵ଴
, 𝑥ଶ ൌ 1; (б) 

ଵ

ସ
൑ 𝑥 ൑

ଵ

ଶ
. 
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III разред. 1. 𝑥 ൅ 7𝑦 െ 6 ൌ 0, 𝑥 െ 𝑦 െ 6 ൌ 0, 7𝑥 ൅ 𝑦 െ 10 ൌ 0.   

2. ቀ𝑥 െ
௖

ଶ
ቁ

ଶ
൅ 𝑦ଶ ൌ

௖మ

ସ
. 3.  𝐴൫2√6, 1൯, 𝐵൫െ2√6, 1൯, 𝐶൫2√6, െ1൯, 𝐷൫െ2√6, െ1൯. 

4. ൫6, േ4√3൯. 
 

IV разред. 1. (а) െ
ଵ

௫ ln |௫|
൅ 𝐶; (б) 

ଵ

ଶ
tg 𝑥 ൅

ଵ

ଶ
ln|tg 𝑥| ൅ 𝐶;  

 
(в) െ

ଵ

ଶ
ln|𝑥| ൅

଻

ଵ଴
ln|𝑥 ൅ 2| ൅

ସ

ହ
ln|𝑥 െ 3| ൅ 𝐶. 2. (а) 

஠

଼
; (б) 

ଶ

ଷ
; (в) arctg 𝑒 െ

஠

ସ
. 

 
3. (а) 

ଵ଺

ଽ
ቀ1 ൅ 2√2 ൅

ଷ

ଶ
ln 2ቁ. 4. 

஠

ଶ
ቀ7 െ

ଵହ

ସ ln ଶ
ቁ. 

 
МАТЕМАТИЧКЕ ГИМНАЗИЈЕ 
 
Анализа с алгебром 
 
I разред. 1. 18. 4. Упутство. Најпре доказати да су бројеви 𝑥 и 

௫ ା ଶ

ଶ௫ ା ଵ
 цели. 

Решење: 𝑥ଵ,ଶ ൌ േ1. 5. (б) За 𝑎 ൏ െ2 је 𝑥 ൌ െ
௔

ଶ
; за 𝑎 ൌ 2 је 

ଵ

ଶ
൑ 𝑥 ൑ 1; за 

𝑎 ൐ െ2 је ; (в) ሺ𝑘, 𝑛ሻ ∈ ሼሺെ4, 0ሻ, ሺ0, െ2ሻ, ሺെ2, 0ሻሽ. 
 
II разред. 1. 

ହ

ଶ
൏ 𝑥 ൏ 3. 2. (а) 𝑥ଵ ൌ 1, 𝑥ଶ,ଷ ൌ 1 േ √2; (б) 𝑘π െ

஠

଺
൏ 𝑥 ൏ 𝑘π ൅

஠

଺
, 

𝑘 ∈ ℤ. 4. 𝑥 ൌ 4. 5. 𝑥 ∈ ሺ0, 1ሻ ∪ ቀଵ ା √ହ

ଶ
, 2ቁ. 

 
III разред. 2. lim

௡→ஶ
𝑥௡ ൌ 1. 3. 

ଵ

ଷ
. 4. 2. 5. (б) 0. 

 

IV разред. 1. (а) 
ଵ

ଶ
ln

௫ ି ୪୬ ௫

௫ ା ୪୬ ௫
൅ 𝐶; (б) 𝑥௫ାଵሺln 𝑥 െ 1ሻ ൅ 𝐶. 2. (а) 𝑒

ಘ
మ; (б) 

ଵ

ଶ
 .  

 
3. (в) 2π. 4. 3. 5. 𝑉 ൌ 2π െ π ׬ yଶଶ

଴ 𝑑𝑥 ൌ π ቀln 9 െ
ସ

ଷ
ቁ. 

 
Геометрија 
 
I разред. 2. Упутство. Конструисати четвороугао 𝐴ᇱ𝐵ᇱ𝐶ᇱ𝐷ᇱ централно симе-
тричан четвороуглу 𝐴𝐵𝐶𝐷 у односу на тачку 𝑂. 
 
II разред. 3.  𝑉 ൌ 𝑄𝑑. 
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8. европска олимпијада из математике за девојке 

 
Милош Стојаковић, Нови Сад  

Соња Чукић, Београд 
 
 Осма европска олимпијада из математике за девојке (EGMO 2019) 
одржана је у Кијеву (Украјина) од 7. до 13. априла 2019. године. На такми-
чењу је учествовало 50 екипа, две мање него претходне године. Притом се 
36 европских екипа такмичило у званичној конкуренцији. С друге стране, 
по броју такмичарки, укупно 196 (142 у званичној конкуренцији), ово је до 
сада рекордни EGMO. Екипа Србије је одређена на основу резултата из-
борног такмичења одржаног у Математичкој гимназији 17.11.2018. године, 
као и резултата додатног изборног такмичења одржаног 2.12.2018. такође у 
Математичкој гимназији. Јелена Иванчић je, због освојене златне медаље 
на EGMO 2018, имала директно учешће.  
 
 

 
 

Екипа Србије (слева надесно): Соња Чукић, Тамара Поњавић, Јелена 
Иванчић, Милица Вугделић, Маја Цветковић и Милош Стојаковић. 
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Састав екипе Србије био је следећи: 

Име и презиме  Разред Школа Шифра 

Јелена Иванчић 3.  Математичка гимназија SRB1 

Тамара Поњавић 4.  Математичка гимназија SRB2 

Милица Вугделић 2.  Математичка гимназија SRB3 

Маја Цветковић 4.  Гимназија „Светозар Марковић“ SRB4 

Вође екипе су били др Милош Стојаковић, Природно-математички факул-
тет, Нови Сад и др Соња Чукић, Математичка гимназија, Београд.  
 
О Кијеву 
 
Кијев је главни и највећи град Украјине са око 3 милиона становника. На-
лази се на северу земље на обалама реке Дњепар. Легенда каже да га је ос-
новао кнез Киј средином првог миленијума и да је по њему град и добио 
име. У XI веку Кијев је био чак највећи град у Европи. Нажалост, потпуно 
су га уништили Монголи након освајања у XIII веку. Свој поновни процват 
Кијев је доживео у XIX веку у саставу Руског царства. 
 
Данас је то прелеп град - спој традиционалног и модерног. Уз пуно зелени-
ла и дивних паркова, красе га велелепне цркве као што су Света Софија,  
Свети Андреј, Свети Михаило  и друге. Света Софија је у оквиру Кијевско-
печерске лавре и налази се на УНЕСКО-вој листи светске баштине. Главни 
трг у Кијеву, Трг Независности,  једно је од најлепших места у граду. Ок-
ружен је зградама импресивне архитектуре, каквих је, иначе, безброј у гра-
ду. На самом тргу су парк са фонтанама, споменик оснивачима Кијева и 
друге знаменитости.  
 
Све екипе су биле смештене у лепом хотелу Ramada Encore Kiev. Једина 
мана му је била то што је доста удаљен од центра града без могућности  ди-
ректног превоза. Ипак, ово нас није спречило да једина два дана са лепим 
пролећним временом искористимо за обилазак и разгледање града. Препу-
ни изванредних утисака, пожелели смо да се у Кијев поново вратимо и по-
светимо му знатно више времена. 
 

О задацима и оцењивању 
 
Само такмичење је истог формата као и Међународна математичка олим-
пијада – задаци се раде у два дана и оба дана такмичарке имају по 270 ми-
нута за три задатка. На сваком задатку може да се освоји максимално седам 
бодова. 
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Координација задатака и бодовање су за нашу екипу прошли прилично ко-
ректно уз већ уобичајене коментаре везане за нечитљивост рукописа. Са 
наше тачке гледишта тимови координатора су ове године били на веома 
високом нивоу.  
 
Задатак 1. Иако је то био најлакши задатак првог дана, ипак је био нешто 
тежи него претходних година. Свега 90 такмичарки, од готово 200, освоји-
ло је максималан број поена. Осим тога, чак 23 такмичарке су на овом 
задатку имале „нулу“. Стога нас радује то што је екипа Србије била на ви-
сини задатка и, већ традиционално, на овом задатку освојила максималних 
28 поена. 
 
Задатак 2. Други задатак је био занимљив комбинаторни проблем са рас-
поређивањем домина на табли. Иако се до решења може доћи низом еле-
ментарних логичких закључака и без коришћења „тешке машинерије“, 
задатак се не може сматрати лаким. Утисак је да је пре преласка на општи 
случај неопходно анализирати већи број почетних конфигурација. Међу-
тим, ни тада решење није праволинијско, што је вероватно обесхрабрило 
доста такмичарки. Стога не треба да чуди што је на овом задатку освојено 
само 20 „седмица“ – изузетно мали број за други задатак. Све чланице на-
ше екипе оствариле су напредак на путу ка решењу, што је резултирало са 
три „тројке“ и једном „седмицом“. На овом задатку најбоље се снашла Ук-
рајина са свега једним бодом мање од максимума. 
 
Задатак 3. Трећи задатак је био геометријски, свакако најтежи задатак 
првог дана. Иако се увек очекује да знатан проценат такмичарки тактички 
ни не покуша да ради најтежи задатак, ипак је остварен неочекивано 
велики број „нула“, чак 120! Тим пре нас радује то што је екипа Србије 
имала два комплетно тачна решења.  
 
Задатак 4. Први задатак другог дана је био симпатичан и прилично лаган 
геометријски задатак. И резултати потврђују да је ово био најлакши зада-
так на целом такмичењу, са чак 143 комплетно тачна решења. Наша екипа 
показала је да поред знања поседује и прибраност и добру концентрацију, 
рутински остваривши перфектан скор и максималних 28 бодова. 
 
Задатак 5. Ово је био леп али прилично незгодан задатак из теорије броје-
ва. Вероватно кључни корак ка решењу било је тумачење и успостављање 
везе између услова задатка на прави начин. Екипа Србије је овај задатак 
урадила солидно, са укупно освојених 10 бодова.  
 
Задатак 6. Последњи задатак на такмичењу био је веома тежак комбина-
торни задатак који, због рогобатне и дугачке формулације, није било лако 
ни прочитати ни разумети. Због специфичности решења није било парци-
јалних поена осим једног релативно једноставног иницијалног закључка 
који је доносио један бод. Свега шест такмичарки решило је задатак и осво-
јило максималан број бодова. Једна од њих је из екипе Србије! 
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О резултатима 
 
Импозантан резултат остварила је наша Јелена Иванчић. Једина је освојила 
максималних 42 бода, пет више од другопласиране такмичарке! Ово је Је-
ленино треће „злато“ и већ други максимални скор на EGMO.  
 
Границе за медаље биле су: 16 за бронзану, 21 за сребрну и 29 за златну. 
Подељено је укупно 19 (13) златних, 37 (27) сребрних и 56 (40) бронзаних 
медаља (у заградама је бројеви такмичарки из званичне конкуренције које 
су освојиле одговарајућу медаљу).  
 
Све наше такмичарке освојиле су медаље, остваривши следеће резултате: 

 
Име и презиме   1   2   3   4   5   6 ∑ медаља 

Јелена Иванчић  7 7 7 7 7 7 42 злато 

Тамара Поњавић  7 3 7 7 1 0 25 сребро 

Милица Вугделић  7 3 0 7 2 0 19 бронза 

Маја Цветковић  7 3 0 7 0 0 17 бронза 

 
Екипа Србије заузела је четврто место у конкуренцији европских земаља. У 
незваничној конкуренцији, рачунајући и гостујуће земље са других конти-
нената, били смо пети.  

 
Задаци и решења 
 
Задатак 1. Наћи све тројке ሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ реалних бројева такве да je 𝑎𝑏 ൅ 𝑏𝑐 ൅
𝑐𝑎 ൌ 1 и 
 
                                         𝑎ଶ𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 𝑏ଶ𝑐 ൅ 𝑎 ൌ 𝑐ଶ𝑎 ൅ 𝑏.   

(Холандија) 
 
Решење. Из поставке задатка је 𝑎𝑏 ൌ 1 െ 𝑏𝑐 െ 𝑐𝑎,  па je  
 
       𝑏ଶ𝑐 ൅ 𝑎 ൌ 𝑎ଶ𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 𝑎ሺ1 െ 𝑏𝑐 െ 𝑐𝑎ሻ ൅ 𝑐 ൌ 𝑎 ൅ 𝑐 െ 𝑎𝑏𝑐 െ 𝑎ଶ𝑐. 
 
Одавде је  
 
                                          𝑏ଶ𝑐 ൌ 𝑐ሺ1 െ 𝑎𝑏 െ 𝑎ଶሻ.    (1) 
 
На сличан начин, добија се да је  
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                                          𝑐ଶ𝑎 ൌ 𝑎ሺ1 െ 𝑏𝑐 െ 𝑏ଶሻ   (2) 
 
                                          𝑎ଶ𝑏 ൌ 𝑏ሺ1 െ 𝑐𝑎 െ 𝑐ଶሻ.    (3) 
 
Размотрићемо више случајева. 
 
 1о 𝑐 ൌ 0. Тада је 𝑎𝑏 ൌ 1 и 𝑎ଶ𝑏 ൌ 𝑎 ൌ 𝑏, одакле следи да је 𝑎 ൌ 𝑏 ൌ
േ1. Тражене тројке су ሺ1, 1, 0ሻ и ሺെ1, െ1, 0ሻ. 
 
 2о 𝑎 ൌ 0. Слично као у 1о, добијамо 𝑏 ൌ 𝑐 ൌ േ1 и тројке ሺ0, 1, 1ሻ и 
ሺ0, െ1, െ1ሻ. 
 
 3о 𝑏 ൌ 0. Тада је 𝑐 ൌ 𝑎 ൌ േ1 и тројке су ሺ1, 0, 1ሻ и ሺെ1, 0, െ1ሻ. 
 
 4о 𝑎𝑏𝑐 ് 0. Тада из (1), (2), (3) и услова задатка добијамо систем 
једначина 
                                           𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶ ൅ 𝑎𝑏 ൌ 1    
                                            𝑏ଶ ൅ 𝑐ଶ ൅ 𝑏𝑐 ൌ 1   
                                            𝑐ଶ ൅ 𝑎ଶ ൅ 𝑐𝑎 ൌ 1   
                                                  𝑎𝑏 ൅ 𝑏𝑐 ൅ 𝑐𝑎 ൌ 1 . 
 
Када од збира прве три једначине одузмемо четврту, добијамо 2ሺ𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶ ൅
𝑐ଶሻ ൌ 2. С обзиром на услов 𝑎𝑏 ൅ 𝑏𝑐 ൅ 𝑐𝑎 ൌ 1, то даје 𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶ ൅ 𝑏ଶ ൅ 𝑐ଶ ൅
𝑐ଶ ൅ 𝑎ଶ ൌ 2𝑎𝑏 ൅ 2𝑏𝑐 ൅ 2𝑐𝑎 и ሺ𝑎 െ 𝑏ሻଶ ൅ ሺ𝑏 െ 𝑐ሻଶ ൅ ሺ𝑐 െ 𝑎ሻଶ ൌ 0. Даље се  

лако добија да је 𝑎 ൌ 𝑏 ൌ 𝑐 ൌ േ √ଷ

ଷ
.  

 Тражене тројке су ቀ√ଷ

ଷ
, √ଷ

ଷ
, √ଷ

ଷ
ቁ и  ቀെ √ଷ

ଷ
, െ √ଷ

ଷ
, െ √ଷ

ଷ
ቁ. 

Дакле, скуп решења је 
 
         ሼሺ1,1,0ሻ, ሺെ1, െ1, 0ሻ, ሺ0, 1, 1ሻ, ሺ0, െ1, െ1ሻ, ሺ1, 0, 1ሻ, ሺെ1, 0, െ1ሻ,  
 

            ቀ
√3
3

, √3
3

, √3
3

ቁ , ቀെ √3
3

, െ √3
3

, െ √3
3

ቁቅ . 

 
Задатак 2. Нека је 𝑛 природан број. Домине су постављене на таблу 2𝑛 ൈ
2𝑛 тако да је свако поље табле суседно са тачно једним пољем које је по-
кривено домином. За свако 𝑛, одредити највећи број домина које се могу 
поставити на овај начин.  
(Домина је плочица димензије 2 ൈ 1 или 1 ൈ 2. Домине су постављене на 
таблу тако да свака покрива тачно два поља табле и притом се не прекла-
пају. Два различита поља су суседна ако имају заједничку ивицу.) 

 
(Луксембург) 

 
Решење. Нека је 𝑀௡ максималан број домина које се, на описани начин, 

могу поставити на таблу 2𝑛 ൈ 2𝑛. Тврдимо да је 𝑀௡ ൌ
௡ሺ௡ ା ଵሻ

ଶ
. Као у свим 
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сличним тврђењима, показаћемо две ствари: да постоји поставка са 

оволико домина, тј. да је  𝑀௡ ൒
௡ሺ௡ ା ଵሻ

ଶ
 и да је немогуће поставити више од 

толико домина а да су услови задатка буду испуњени, односно да је 𝑀௡ ൑
௡ሺ௡ ା ଵሻ

ଶ
. Постављање домина које задовољава услове задатка зваћемо 

добрим. 

 1о 𝑀௡ ൒
௡ሺ௡ ା ଵሻ

ଶ
. Конструкцију ћемо извести индуктивно са кора-

ком 2. За 𝑛 ൌ 1 и 𝑛 ൌ 2 имамо добра постављања као на сликама 1(а) и 
1(б). У првом случају је 𝑀ଵ ൌ 1, а у другом 𝑀ଶ ൌ 2.  
 

  
                                      (а)                                       (б) 
                                                         Сл. 1. 
 

 Претпоставимо да имамо добро постављање 
௡ሺ௡ ା ଵሻ

ଶ
 домина на таб-

лу 2𝑛 ൈ 2𝑛 (индукцијска хипотеза). Показаћемо како се, уз помоћ тог по-

стављања, могу добро поставити 
ሺ௡ ା ଶሻሺ௡ ା ଷሻ

ଶ
 доминa на таблу 2ሺ𝑛 ൅ 2ሻ ൈ

2ሺ𝑛 ൅ 2ሻ. 
 На табли 2ሺ𝑛 ൅ 2ሻ ൈ 2ሺ𝑛 ൅ 2ሻ уочимо ћошкове (поља са тачно два 
суседа) и ивична поља (она са тачно три суседа). Њихову унију зваћемо 
рам. Очигледно, рам има 8𝑛 ൅ 12 поља. У рам ћемо поставити 2𝑛 ൅ 3 до-
мине по одређеном правилу које зависи од парности броја 𝑛. У централни 

део табле, који чини табла 2𝑛 ൈ 2𝑛, поставићемо 
௡ሺ௡ ା ଵሻ

ଶ
 домина сходно ин-

дукцијској хипотези. Остала поља табле 2ሺ𝑛 ൅ 2ሻ ൈ 2ሺ𝑛 ൅ 2ሻ су празна. Та-
ко је укупан број постављених домина једнак 
 

                            2𝑛 ൅ 3 ൅
௡ሺ௡ ା ଵሻ

ଶ
ൌ

௡మ ା ହ௡ ା ଺

ଶ
ൌ

ሺ௡ ା ଶሻሺ௡ ା ଷሻ

ଶ
 . 

 
 ሺаሻ 𝑛 непарно. У рам ћемо постављати домине, обилазећи га у пози-
тивном смеру, на следећи начин. У леви доњи ћошак стављамо хоризонтал-
ну домину. Затим два поља на тој хоризонтали остављамо празним и на 
следећа два стављамо другу домину. Тако настављамо до краја реда. По 
истом систему, домина - два празна поља - домина- два празна поља - … , 
попуњавамо десну вертикалу, па горњу хоризонталу и на крају леву верти-
калу.  
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                             (а)                                                         (б) 

Сл. 2. 
 

 На сл. 2(а) приказано је постављање домина на таблу 6 ൈ 6, тј. за 𝑛 ൌ 3. 
 
 ሺбሻ 𝑛 парно. Почињемо постављањем вертикалне домине у левом 
доњем ћошку. Потом, рам обилазимо у негативном смеру по истом систе-
му као у 1о. На сл. 2(б) приказано је такво постављање за 𝑛 ൌ 3. 
 
 Остаје још да се покаже да такво постављање домина испуњава ус-
лов задатка, тј. да је свако поље табле суседно с тачно једним пољем које 
покривено неком домином. То остављамо читаоцима као вежбу. 
 
 2о 𝑀௡ ൑

௡ሺ௡ ା ଵሻ

ଶ
. Посматрајмо уређене парове ሺ𝐵, 𝐴ሻ суседних поља 

такве да је поље 𝐴 покривено домином, док поље 𝐵 може да буде покри-
вено али не мора. Како је свако поље суседно са тачно једним пољем 
покривеним домином, број оваквих парова једнак је укупном броју поља 
табле 2𝑛 ൈ 2𝑛, тј 4𝑛ଶ.  
 Означимо са 𝑛ଶ број ћошкова, са 𝑛ଷ број ивичних поља и са 𝑛ସ  број 
унутрашњих поља (она која нису на раму) табле 2𝑛 ൈ 2𝑛 која су покривена 
доминама. Како ћошкови имају по 2 суседа, ивична поља по 3 и унутра-
шња по 4, укупан број парова ሺ𝐵, 𝐴ሻ једнак је 2𝑛ଶ ൅ 3𝑛ଷ ൅ 4 𝑛ସ. Отуда је 
 
                                             2𝑛ଶ ൅ 3𝑛ଷ ൅ 4𝑛ସ ൌ 4𝑛ଶ.   (1) 
 
Ако са 𝑚 означимо укупан број домина, тада је 
 
                                                   𝑚 ൌ

 ௡మ ା ௡య ା ௡ర

ଶ
 .   (2) 

 
 Свако поље рама има тачно два суседа унутар самог рама. Стога, 
највише половина поља рама може да буде покривена доминама. (У 
супротном, наћи се на раму две домине које суседне или између којих је 
тачно једно поље. У оба случаја појавиће се поље које има два покривена 
суседа, што је контрадикторно услову задатка.) Како рам садржи 8𝑛 െ 4 
поља, највише 4𝑛 െ 2 поља је покривено. Отуда је 𝑛ଶ ൅ 𝑛ଷ ൑ 4𝑛 െ 2. А  
како је 𝑛ଶ ൑ 4 (табла има 4 ћошка), из (1) и (2) имамо да је  
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8𝑚 ൌ 4𝑛ଶ ൅ 4𝑛ଷ ൅ 4𝑛ସ ൌ ሺ2𝑛ଶ ൅ 3𝑛ଷ ൅ 4𝑛ସሻ ൅ ሺ𝑛ଶ ൅ 𝑛ଷሻ ൅ 𝑛ସ  
 
       ൑ 4𝑛ଶ ൅ ሺ4𝑛 െ 2ሻ ൅ 4 ൌ 4𝑛ሺ𝑛 ൅ 1ሻ ൅ 2. 
 

 Следи 𝑚 ൑
௡ሺ௡ ା ଵሻ

ଶ
൅

ଵ

ଶ
, односно 𝑚 ൑

௡ሺ௡ ା ଵሻ

ଶ
  јер је 𝑚 природан број. 

 
Задатак 3. Нека је 𝐴𝐵𝐶 троугао за који важи ∡𝐶𝐴𝐵 ൐ ∡𝐴𝐵𝐶 и нека је 𝐼 
центар његове уписане кружнице. Нека је 𝐷 тачка на дужи 𝐵𝐶 таква да 
∡𝐶𝐴𝐷 ൌ ∡𝐴𝐵𝐶  Нека је ω кружница која садржи тачку 𝐼 и додирује праву 
𝐴𝐶 у тачки 𝐴. Нека је 𝑋 друга тачка пресека кружнице ω и кружнице опи-
сане око троугла 𝐴𝐵𝐶. Доказати да се симетрале углова 𝐷𝐴𝐵 и 𝐶𝑋𝐵 секу у 
тачки на правој 𝐵𝐶. 

(Пољска) 
Решење. Нека је 𝑆 пресечна тачка праве 𝐵𝐶 и симетрале угла 𝐵𝐴𝐷 и нека је 
𝑇 пресечна тачка праве 𝐵𝐶 и симетрале угла 𝐵𝑋𝐶. Доказаћемо да су обе 
четворке тачака 𝐴, 𝐼, 𝐵, 𝑆 и 𝐴, 𝐼, 𝐵, 𝑇 концикличне, тј. да леже на по једној 
кружници. Како обе кружнице садрже тачке 𝐴, 𝐼 и 𝐵, оне се поклапају. Уз 
то, обе секу праву 𝐵𝐶 у двема тачкама од којих је једна 𝐵. То директно им-
плицира 𝑆 ൌ 𝑇. 
 Означимо са 𝑀 средиште оног лука 𝐴𝐵 кружнице описане око тро-
угла 𝐴𝐵𝐶 који не садржи тачку 𝐶 (сл. 3). Посматрајмо кружницу са цен-
тром 𝑀 која пролази кроз тачке 𝐴 и 𝐵. По познатој особини центра уписане 
кружнице је 𝑀𝐼 ൌ 𝑀𝐴 ൌ 𝑀𝐵, наведена кружница пролази и кроз тачку 𝐼. 
Означимо са 𝑆′ пресек те кружнице са правом 𝐵𝐶, различит од 𝐵. Како је 
∡𝐶𝐴𝐵 ൐ ∡𝐴𝐵𝐶 лако се проверава да 𝑆′ лежи на дужи 𝐵𝐶. Ако углове тро-
угла 𝐴𝐵𝐶 означимо уобичајено са α, β, γ, добијамо 
 

 
 

Сл. 3. 
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                                 ∡𝐵𝐴𝐷 ൌ ∡𝐵𝐴𝐶 െ ∡𝐷𝐴𝐶 ൌ α െ β.   (1) 
 
Даље, из једнакокраког троугла 𝑀𝐵𝑆ᇱ и  
 
                                 ∡𝑀𝐵𝐶 ൌ ∡𝑀𝐵𝐴 ൅ ∡𝐴𝐵𝐶 ൌ

ஓ

ଶ
൅ β  

следи 
 
                  ∡𝐵𝑀𝑆ᇱ ൌ 180° െ 2∡𝑀𝐵𝐶 ൌ 180° െ γ െ 2β ൌ α െ β.  (2) 
 
Из (1) и (2) имамо да је 2∡𝐵𝐴𝑆ᇱ ൌ ∡𝐵𝑀𝑆ᇱ ൌ ∡𝐵𝐴𝐷. То значи да је 𝐴𝑆ᇱ си-
метрала угла 𝐵𝐴𝐷, одакле следи  𝑆 ൌ 𝑆′. 
 Према томе, тачке 𝐴, 𝐼, 𝐵, 𝑆 су концикличне. 
  
 У циљу доказа концикличности тачака 𝐴, 𝐼, 𝐵, 𝑇 посматрајмо тачку 
𝑁  средиште оног лука 𝐵𝐶 кружнице описане око троугла 𝐴𝐵𝐶 који не са-
држи тачку 𝐴 (сл. 4). Како је ∡𝐶𝐴𝐵 ൐ ∡𝐴𝐵𝐶, тачка 𝑋 лежи на оном луку 
𝐴𝐵 кружнице описане око троугла 𝐴𝐵𝐶 који не садржи тачку 𝐶. Како је 𝑁 
средиште лука 𝐵𝐶, полуправа 𝑋𝑁 је симетрала угла 𝐵𝑋𝐶, те садржи тачку 
𝑇. Слично важи за полуправу 𝐴𝑁 и тачку 𝐼. Дакле, праве 𝐴𝐼 и 𝑋𝑇 пролазе 
кроз тачку 𝑁.  
 С обзиром да је ∡𝑁𝐵𝑇 ൌ ∡𝑁𝐵𝐶 ൌ ∡𝑁𝐴𝐶 ൌ

஑

ଶ
, ∡𝐵𝑋𝑇 ൌ ∡𝐵𝑋𝑁 ൌ

∡𝐵𝐴𝑁 ൌ
஑

ଶ
  и ∡𝐵𝑁𝑇 ≡ ∡𝑋𝑁𝐵, следи ∆𝑁𝐵𝑇 ~ ∆𝑁𝑋𝐵. Отуда је 

ே்

ே஻
ൌ

ே஻

ே௑
  и 

 
                                               𝑁𝑇 ∙ 𝑁𝑋 ൌ 𝑁𝐵ଶ ൌ 𝑁𝐼ଶ.  
 

  
Сл. 4. 
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То повлачи  
ே்

ேூ
ൌ

ேூ

ே௑
 . Како је уз то и ∡𝑇𝑁𝐼 ≡ ∡𝐼𝑁𝑋, следи ∆𝑁𝑇𝐼 ~ ∆𝑁𝐼𝑋. 

Отуда је 
 
                                                ∡𝑇𝐼𝑁 ൌ ∡𝐼𝑋𝑁.     (3) 
 
Како је ∡𝑁𝐵𝐶 ൌ ∡𝑁𝐴𝐶 ൌ

஑

ଶ
 и ∡𝑁𝐴𝐶 ≡ ∡𝐼𝐴𝐶 ൌ ∡𝐼𝑋𝐴 (угао између тангенте 

и тетиве кружнице ω), следи 
 
                                             ∡𝑁𝐵𝐶 ൌ ∡𝐼𝑋𝐴 ൌ

஑

ଶ
 .   (4) 

 
Ако се има у виду да је ∡𝑁𝑋𝐴 ൌ ∡𝑁𝐵𝐴, из (3) и (4) добијамо 
   
         ∡𝑇𝐼𝑁 ൌ ∡𝐼𝑋𝑁 ൌ ∡𝑁𝑋𝐴 െ ∡𝐼𝑋𝐴 ൌ ∡𝑁𝐵𝐴 െ ∡𝑁𝐵𝐶 
 
                    ൌ ∡𝑇𝐵𝐴.  
 
То значи да је у четвороуглу 𝐴𝐵𝑇𝐼 спољашњи угао код темена 𝐼 једнак уну-
трашњем углу код наспрамног темена 𝐵, те је тај четвороугао тетивни. 
Стога су тачке 𝐴, 𝐼, 𝐵, 𝑇 концикличне. 
 На основу напред наведеног, тачке 𝑆 и 𝑇 се поклапају, па се симе-
трале углова 𝐷𝐴𝐵 и 𝐶𝑋𝐵 секу у тачки 𝑆, тј. 𝑇 на правој 𝐵𝐶. 
 
Задатак 4. Нека је 𝐴𝐵𝐶 троугао и нека је 𝐼 центар његове уписане кружни-
це ω . Кружница која садржи тачку 𝐵 и додирује праву 𝐴𝐼 у тачки 𝐼 поново 
сече страницу 𝐴𝐵 у тачки 𝑃. Кружница која садржи тачку 𝐶 и додирује 
праву 𝐴𝐼 у тачки 𝐼 поново сече страницу 𝐴𝐶 у тачки 𝑄. Доказати да је пра-
ва 𝑃𝑄 тангента кружнице уписане у троугао 𝐴𝐵𝐶. 

(Пољска) 
 
Решење. Означимо са ω кружницу уписану у троугао 𝐴𝐵𝐶, са 𝑘ଵ кружницу 
кроз 𝐵 која додирује праву 𝐴𝐼 у тачки 𝐼 и са 𝑘ଶ кружницу кроз 𝐶 која доди-
рује праву 𝐴𝐼 у тачки 𝐼. Нека су 𝑄𝑋 и 𝑃𝑌 тангенте кружнице ω различите 
од 𝑄𝐶 и 𝑃𝐵, редом; 𝑋 и 𝑌 су тачке додира (сл. 5).  

  
Сл. 5. 
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 Нека су α, β, γ уобичајене ознаке за углове троугла 𝐴𝐵𝐶.Како је 𝐴𝐼 
тангента кружнице 𝑘ଶ, на основу теореме у углу између тангенте и тетиве 
следи  ∡𝑄𝐼𝐴 ൌ ∡𝑄𝐶𝐼 ൌ

ஓ

ଶ
. Из троугла 𝐼𝐴𝑄 имамо 

 
                                  ∡𝐼𝑄𝐶 ൌ ∡𝐼𝐴𝑄 ൅ ∡𝑄𝐼𝐴 ൌ

஑

ଶ
൅

ஓ

ଶ
.    (1) 

 
Како су 𝑄𝑋 и  𝑄𝐵 тангенте кружнице  ω, то је ∡𝐼𝑄𝐶 ൌ ∡𝐼𝑄𝑋. Из тога и (1) 
следи 
 
           ∡𝐴𝑄𝑋 ൌ 180° െ ∡𝑋𝑄𝐶 ൌ 180° െ 2∡𝐼𝑄𝐶 ൌ 180° െ ሺα ൅ γሻ  
 
                       ൌ β.       (2) 
 
Слично се доказује да је  
 
                                                      ∡𝐴𝑃𝑌 ൌ γ.     (3) 
 
 Тврдимо да се праве 𝑃𝑋 и 𝑄𝑌 поклапају. 
Претпоставимо супротно, тј. да се секу у тачки 
𝑂 (сл. 6); није тешко установити да не могу да 
буду паралелне. Нека права 𝑃𝑌 сече страницу 
𝐴𝐶 у тачки 𝑄ᇱ. Можемо узети да је 𝑄 െ 𝑄ᇱ െ 𝐴. 
Тада је у ∆𝑂𝑄𝑄ᇱ, због (2) и (3), спољашњи угао 
код 𝑄ᇱ једнак несуседном унутрашњем код 𝑄. 
Контрадикција. Следи  𝑃 ≡ 𝑃ᇱ и права 𝑄𝑋 про-
лази кроз тачку 𝑄. Слично, права 𝑃𝑌 пролази 
кроз тачку 𝑄.         
 
  Дакле, праве 𝑃𝑋 и 𝑄𝑌 се поклапају, па је 𝑃𝑄 тангента уписане 
кружнице ω . 
 
Задатак 5. Дати су природан број 𝑛 ൒ 2 и природни бројеви 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, ... , 𝑎௡. 
Доказати да постоје природни бројеви 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, ... , 𝑏௡ који задовољавају сле-
дећа три услова: 
 
    (а) 𝑎௜ ൑ 𝑏௜ за 𝑖 ∈ ሼ1, 2, … , 𝑛ሽ; 
 
    (б) остаци при дељењу бројева 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, ... , 𝑏௡ са 𝑛 су сви различити; 
 
    (в) 𝑏ଵ ൅  𝑏ଶ ൅ ⋯ ൅ 𝑏௡ ൑ 𝑛 ቀ௡ ି ଵ

ଶ
൅ ቔ௕భ ା  ௕మ ା … ା ௕೙

௡
ቕቁ . 

 
          ( ⌊𝑥⌋ означава највећи цео број који није већи од 𝑥.) 

 (Холандија) 
 
Решење. Бројеве 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, ... , 𝑏௡ дефинишимо рекурзивно на следећи начин. 
Нека је 𝑏ଵ ൌ 𝑎ଵ и нека је, за 𝑖 ∈ ሼ2, … , 𝑛ሽ, 𝑏௜ најмањи природан број такав да 
је 𝑏௜ ൒ 𝑎௜ и притом је остатак при дељењу 𝑏௜ са 𝑛 различит од остатка сва-
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ког од бројева 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, ... , 𝑏௜ିଵ при дељењу са 𝑛. Како је међу 𝑖 узастопних 
бројева 𝑎௜, 𝑎௜ ൅ 1, ... , 𝑎௜ ൅ 𝑖 െ 1 највише њих 𝑖 െ 1 конгруентно неком од 
бројева 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, ... , 𝑏௜ିଵ по модулу 𝑛, закључујемо да је 𝑏௜ െ 𝑎௜ ൑ 𝑖 െ 1. Због 
тога што су сви бројеви 𝑏௜ различити по модулу 𝑛, важи 
 

          𝑏ଵ ൅ 𝑏ଶ ൅ ⋯ ൅ 𝑏௡ ≡ 0 ൅ 1 ൅ ⋯ ൅ ሺ𝑛 െ 1ሻ ≡
௡ሺ௡ିଵሻ

ଶ
 ሺmod 𝑛ሻ, 

 

одакле следи да 𝑛 дели разлику ∑ 𝑏௜
௡
௜ୀଵ െ

௡ሺ௡ିଵሻ

ଶ
.  

 

 Из 𝑏௜ െ 𝑎௜ ൑ 𝑖 െ 1 следи  ∑ 𝑏௜
௡
௜ୀଵ െ  ∑ 𝑎௜

௡
௜ୀଵ ൑ ∑ ሺ𝑖 െ 1ሻ௡

௜ୀଵ ൌ
௡ሺ௡ିଵሻ

ଶ
. 

Отуда је  ∑ 𝑏௜
௡
௜ୀଵ െ

௡ሺ௡ିଵሻ

ଶ
൑ ∑ 𝑎௜

௡
௜ୀଵ . Како је лева страна дељива са 𝑛, следи  

 

                          
ଵ

௡
ቀ∑ 𝑏௜

௡
௜ୀଵ െ

௡ሺ௡ିଵሻ

ଶ
ቁ ൑ ቔଵ

௡
 ∑ 𝑎௜

௡
௜ୀଵ ቕ , 

 
па је 
 
                             ∑ 𝑏௜

௡
௜ୀଵ ൑ 𝑛 ቀ௡ିଵ

ଶ
൅ ቔଵ

௡
 ∑ 𝑎௜

௡
௜ୀଵ ቕቁ . 

 
 Тако низ 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, ... , 𝑏௡ задовољава сваки од услова (а), (б), (в) чиме 
је доказ завршен. 
 
Задатак 6. Алина на кружници црта 2019 тетива чије су крајње тачке све 
различите. Тачка је значајна ако испуњава један од услова: 
 (i) једна од 4038 крајњих тачака тетива; 
 (ii) пресечна тачка две или више тетива. 
 Алина затим означава бројем сваку значајну тачку. Од 4038 тачака 
које задовољавају услов (i), Алина означава 2019 тачака бројем 0, а 
преосталих 2019 тачака бројем 1. Сваку тачку која задовољава услов (ii) 
она означава произвољним целим бројем (који не мора бити позитиван). 
 Потом, Алина посматра дужи које повезују суседне значајне тачке 
дуж сваке тетиве. (Тетива са 𝑘 значајних тачака има тачно 𝑘 െ 1 таквих 
дужи.) На свакој таквој дужи она пише жутом бојом збир бројева којима су 
означене крајње тачке те дужи, а плавом бојом апсолутну вредност разлике 
тих бројева. 
 Коначно, Алина примећује да има укупно 𝑁 ൅ 1 бројева написаних 
жутом бојом, и да се међу њима свака од вредности 0, 1, … , 𝑁 појављује 
тачно једном.  
 Доказати да је бар један број написан плавом бојом дељив са 3. 
 
(Тетива је дуж која спаја две различите тачке на кружници.) 
 

(Уједињено Краљевство) 
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Решење. Најпре ћемо доказати следеће помоћно тврђење. 
 
Лема. Ако обојимо сваку значајну тачку из задатка бело или црно, тада је 
број бело-црних дужи (чији су крајеви различито обојени) исте парности 
као број белих тачака на кружници и као и број црних тачака на кружници. 
 
Доказ леме. Означимо са 𝑛஻஼  укупан број бело-црних дужи, са 𝑛஻௞ број бе-
лих и са 𝑛஼௞ број црних тачака на кружници. Приметимо да промена боје  
неке тачке у унутрашњости (из беле у црну или обрнуто) не мења парност 
𝑛஻஼ . (Како је свака унутрашња тачка у пресеку 𝑘 (𝑘 ൒ 2) тетива, она има 
2𝑘 суседа. Ако је пре промене боје из те тачке излазило 𝑙 ሺ0 ൑ 𝑙 ൑ 2𝑘ሻ бе-
ло-црних дужи, после промене ће их бити 2𝑘 െ  𝑙. Међутим, бројеви 𝑙 и 
2𝑘 െ  𝑙 су исте парности.) Тако променама боја можемо постићи да све 
унутрашње тачке буду црне, па је довољно да се докаже да тврђење важи у 
том случају.   
 Из сваке беле тачке кружнице излази тачно једна тетива чији други 
крај може бити бео (𝐵𝐵 тетиве) или црн (𝐵𝐶 тетиве) . Нека су 𝑠 и 𝑡 бројеви 
𝐵𝐵 и 𝐵𝐶 тетива, редом. Свака 𝐵𝐵 тетива продукује две или ниједну бело-
црну дуж у зависности од тога да ли садржи бар једну или ниједну црну 
тачку. Свака 𝐵𝐶 тетива садржи тачно једну бело-црну дуж. Отуда је  
 
                                               𝑛஻஼ ≡ 2𝑠 ൅ 𝑡 ሺmod 2ሻ.   (1) 
 
С друге стране, очигледно је 
 
                                                   𝑛஻௞ ൌ 2𝑠 ൅ 𝑡.    (2) 
 
Из (1) и (2) добијамо 𝑛஻஼ ≡  𝑛஻௞ሺmod 2ሻ.  
 
 Како је 𝑛஻௞ ൅ 𝑛஼௞ ൌ 4038, следи 𝑛஻௞ ≡ 𝑛஼௞ሺmod 2ሻ, па је  
 
                                           𝑛஻஼ ≡  𝑛஻௞ ≡ 𝑛஼௞ሺmod 2ሻ. 
         □ 
 
 Пређимо сад на решење задатка. Претпоставимо, супротно тврђењу 
задатка, да никоје две суседне тачке нису означене бројевима чија је разли-
ка дељива са 3. Поделимо све тачке у три класе, сходно томе који остатак 
при дељењу са три даје написани број у дотичној тачки. За 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ ሼ0, 1, 2ሽ 
означимо са 𝐸௜௝ број дужи чији је један крај тачка из класе 𝑖, а други из кла-
се 𝑗. Са 𝐶௞ означимо број тачака из класе 𝑘 које су на кружници.  
 Обојимо сада у бело тачке из две од ове три класе, а у црно тачке из 
преостале треће класе. Таквих бојења има три и ако на свако применимо 
лему, добијамо да је 
 
 



8. европска олимпијада из математике за девојке 

 

50 
 

                                       𝐸଴ଵ ൅ 𝐸଴ଶ ≡ 𝐶଴ ሺmod 2ሻ   (3) 
  
                                       𝐸଴ଵ ൅ 𝐸ଵଶ ≡ 𝐶ଵ ሺmod 2ሻ   (4) 
  
                                       𝐸଴ଶ ൅ 𝐸ଵଶ ≡ 𝐶ଶ ሺmod 2ሻ.    (5) 
 
Како је 2019 тачака кружнице означено са 0, а преосталих 2019 са 1, следи 
𝐶଴ ൌ 𝐶ଵ ൌ 2019 и 𝐶ଶ ൌ 0. Сада, с обзиром на (5), имамо следеће могућнос-
ти: 
 
 1о 𝐸଴ଶ и 𝐸ଵଶ парни. Тада је, због (3) или (4), 𝐸଴ଵ непаран. 
 
 2о 𝐸଴ଶ и 𝐸ଵଶ непарни. Тада је, због (3) или (4), 𝐸଴ଵ паран. 
 
 Ако су бројеви написаним жутом бојом баш 0, 1, … , 𝑁, тада важи 
𝐸଴ଵ ൌ 𝐸ଵଶ за 𝑁 ≢ 0 ሺmod 3ሻ, односно 𝐸଴ଵ ൌ 𝐸଴ଶ за 𝑁 ≡ 0 ሺmod 3ሻ. Међу-
тим, и једно и друго је у контрадикцији са 1о и 2о.  
 
 Према томе, тврђење задатка важи. 
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НАШ ГОСТ 

 

ВИКИНГ - МАТЕМАТИЧАР 
 
 
 Гост овог броја Тангенте стиже из земље Викинга, домовине Ханса 
Кристијана Андресена, Сорена Киркегарда, Нилса Бора и многих других 
знаменитих личности. Да, у питању је Данска, а наш гост је професор Јенс 
Карстенсен. Професор Карстенсен је рођен 1943. године у престоници Ко-
пенхагену. Од 1962. до 1967. студирао је математику на Универзитету у 
Копенхагену. Од завршетка студија, па све до пензионисања 2014, радио је 
као професор математике у гимназији у Торнбију (Торнби - једно од пред-
грађа Копенхагена). Професор Карстенсен је цео свој живот посветио про-
моцији и популаризацији математике у Данској, а и широм Европе. Аутор 
је великог броја чланака у домаћим и страним математичким часописима. 
Осим тога, основао је и уређивао часопис Математички магазин (Matematik 
Magasinet) који излазио пуних 15 година, у периоду 2003-2017. Но то није 
све кад је у питању опус професора Карстенсена. 
 
 

 
 

Јенс Карстенсен 
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 Професоре Карстенсен, реците нам нешто о Вашим студијама 
математике. Да ли је математика била Ваше прво и коначно опредеље-
ње? 
 
 Почео сам упоредо студије математике и физике. Међутим, матема-
тика је превагнула. Интересовање и посвећеност њој били су неупоредиво 
већи него за физику, па сам физику сасвим напустио.  
По завршетку студија могао сам да бирам између универзитета и средње 
школе, тачније гимназије. Како ме универзитет и истраживачки рад нису 
посебно привлачили, избор је пао на гимназију. Некако сам осећао да је то 
право место за мене. Касније искуство је само потврдило исправност те 
одлуке.  
 
 Цео свој радни век провели сте као професор математике у 
гимназији у Торнбију. Да ли сте били строг наставник с високим зах-
тевима према ученицима? 
 
 Као и сваки други гимназијски професор имао сам обавезу да уче-
ницима пренесем математичка знања предвиђена плановима и програмима 
Министарства образовања. Лично сам се трудио да то чиним на најбољи 
могући начин.  
 Можда због самог предмета, можда због мог наступа и захтева,  
ученици су ме углавном уважавали и у великој мери поштовали. Упркос 
сложености материје која је излагана и озбиљности ситуације у којој смо се 
налазили, ни ја ни они нисмо били имуни на шале. Често смо их размењи-
вали не били мало „разведрили“ атмосферу на часу или повратили концен-
трацију која је почела да пада. 
 Код нас професори имају висок степен слободе избора метода за 
извођење наставе. Чак бих рекао да су у том погледу сасвим независни. 
Ученици се оцењују три пута годишње, обично путем тестова. Термине и 
садржаје тестова одређује професор према свом нахођењу. 
 
  Чега се често и радо сећате из тог периода? 
 
 Чини ми се да су свакодневни сусрети, рад и дискусије с ученицима 
нешто што сам посебно волео. Иако је било не ретких и не малих разила-
жења, сматрао сам то нормалним и незаобилазним делом посла који сам 
обављао.  
 Однос ученика према професорима и према својим обавезама у 
школи није био увек исти. Не могу се поредити време кад сам са 24 године 
почињао своју гимназијску каријеру и оно кад сам стигао пред пензију. 
Ипак, без обзира на велике разлике, тај однос је, и онда и касније, био у 
границама коректности и толеранције.  
 Везаност за ученике и школски живот у целини били су главни 
разлог што сам у тој врсти образовања остао пуних 47 година. 
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 Аутор сте огромног броја чланака објављених у локалним и 
иностраним математичким часописима. Да ли се сећате неких ино-
страних? Да ли је међу њима било и часописа из бивших југословен-
ских република. 
 
 Највише их је било у данским часописима. Осим у Математичком 
магазину, велики број чланака сам публиковао у часопису Данског друш-
тва професора математике. Заједно с колегом Алијом Муминагићем из Бос-
не и Херцеговине, објавио сам више радова у хрватским часописима Матка 
и Миш. У последње време имали смо и пар прилога за вашу Тангенту. 
 Због жеље да читам часописе са српско-хрватског језичког подруч-
ја, похађао сам вечерњи курс тог језика. Оно што сам успео да научим, чи-
ни ми се да је довољно за читање математичких текстова. 
 
 Године 2003. основали сте Математички магазин - математич-
ки часопис за ученике средњих школа у Данској. Часопис је излазио до 
2017. године достигавши свој стоти број. Како сте дошли на идеју да 
почнете са издавањем таквог једног часописа? Због чега сте престали 
2017? 
 
 До 2003. једини математички лист за ученике средњих школа у 
Данској био је поменути часопис Данског друштва професора математике. 
У њему сам с коаутором Муминагићем објавио већи број чланака. Међу-
тим, те 2003. године часопис је почео да мења свој профил. Све више се ок-
ретао техничким и информативним делатностима као што су програми за 
обраду текста, семинари, конференције, информације Министарства обра-
зовања и сл. Места за математичке чланке било је све мање. Тако се указа-
ла потреба за чисто математичким часописом која је иницирала појаву Ма-
тематичког магазина (Matematik Magasinet). 
 Лист је у почетку лепо ишао. Интересовање је било сразмерно ве-
лико, а број претплатника сасвим задовољавајући. Временом је и једно и 
друго опадало. Генерално, „папирне“ публикације су се повлачиле и усту-
пале место електронским. Та судбина није мимоишла ни Математички 
магазин. Последњих неколико година број претплатника је толико опао да 
је гашење било неминовно. На крају сам одлучио да пре завршног чина 
некако изгурамо до стотог броја. 
 
 Шта радите кад ништа не радите? Мислим на хобије и друге 
активности изван математике. 
 
 Још увек, заједно с три коаутора, пишем књиге. У том послу сам 
још од 1983, али то је опет математика. Изван ње, највећа љубав су ми пу-
товања по иностранству. Раније их је било много више, али у последње 
време, највише због година, морао сам да их проредим. Ипак, гледам да 
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сваке године, једанпут или двапут, отпутујем негде напоље са својом при-
јатељицом Анелизом.   
 
 Професоре Карстенсен, редакција Тангенте жели да Вам се зах-
вали на љубазном интевјуу и да Вам пожели добро здравље и пуно сре-
ће и успеха у даљем животу и раду.  

Војислав Петровић 
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С А З Н А Ј Е М О 

 
 

 На свом званичном сајту  
 

https://dms.rs/dodatna-nastava-matematike-za-ucenike-osnovnih-skola/. 
 
Друштвo математичара Србије је почело с објављивањем пригод-
них материјала за додатни и самостални рад за ученике основних 
школа. Материјали су намењени ученицима од 3. до 8. разреда.  
 
Позивају се наставници и сви заинтересовани да својим прилозима 
допринесу успешности ове акције 

 

 Почела је пријава учесника за међународно такмичење из матема-
тике „Кенгур без граница“ 2020. Пријаве трају до 1. марта 2020. го-
дине, док је само такмичење 18. марта 2020. године у 10:00. 
 
„Кенгур без граница“ је масовно такмичење организовано у циљу 
популаризације математике у којем учествује преко 90 земаља из 
целог света. Остали детаљи и информације могу се наћи на сајту  
 

https://dms.rs/kengur/. 
 

 У оквиру едиције „Материјали за младе математичаре“, свеска 59, 
 Друштво математичара Србије објавило је књигу „Математичке 
 олимпијаде средњошколаца (2012-2019. година), аутора Душана 
 Ђукића и Марка Радовановића.  
 
 На 170 страница књига приказује задатке са Српских математичких 
 олимпијада, изборних такмичења, Балканских и Међународних 
 олимпијада у периоду 20122019. година. Садржи 152 задатка, 
 сваки са решењем, а поједини и са више.  
 
 Књига је, пре свега, намењена ученицима средњих школа заин-
 тересованим за математичка такмичења, нарочито за она високог 
 ранга. Од огромне користи је и њиховим наставницима који их 
 припремају за такмичења. Коначно, представља интересантно 
 штиво за широк круг љубитеља лепих и тешких задатака и мате-
 матике у целини. 
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НАГРАДНИ ШАХОВСКИ ЗАДАТАК 
Тангента 98 - решење 

 
Црни вуче и матира у 4 потезa 

 
 1. … Dh4+! 
 
 2. Sh4 Lf2+ 3. Ke2 Sd4+ 4. Kd3 Sc5 мат;  
 2. g3 Dg3+ 3. Ke2 Df2+ 4. Kd3 Sb4 мат;  
 2. Ke2 Df2+ 3. Kd3 Sb4 мат. 

 
 

 
НАГРАЂЕНИ 

 
Вељко Богдановић, 1. разр. СШ „Вук Караџић“, Љубовија 
Дринска ББ, 15320 Љубовија 
 
Алекса Савин, 1. разр. Зрењанинска гимназија, Зрењанин; 
Чарнојевићева 20, 23000 Зрењанин  
 
Aндрија Мишић, 7. разр. ОШ „Др Јован Цвијић“, Смедерево; 
Јована Цвијића 9, 11300 Смедеревo 
 
 



ШАХОВСКА СТРАНА 
 

БЛОКАДА 
 
 Ако отворите речник стра-
них речи, наћи ћете да израз 
блокада потиче од немачке ре-
чи Blockade и да се користи у 
различитим приликама са раз-
личитим значењима.  
 Блокада се среће и у шаху. 
Због бројних и различитих на-
чина примене, тешко ју је пре-
цизно и свеобухватно дефини-
сати. Понајвише спада у такти-
чка средства.  
 Претходно жртвовавши фи-
гуру бели је на потезу у пози-
цији 

 
Треба да се спречи бекство цр-
ног краља преко e7, тј. да се то 
поље блокира. Према томе, 1. 
e7+. На 1. ... D(T)e7 следи 2. 
Dh8 мат, а на 1. ... Kg7(g8) иде 
2. Tg3 мат.. 

 
Иако је бела позиција безнаде-
жна, фасцинира егзекуција цр-
ног. 1. … Dh3! 2. gh3. Једина 
одбрана од мата, али само на-
кратко. 2. ... Lf3‼ и нема од-
бране од 3. ... Sh3 мат.  
 Блокада се среће и у заврш-
ници. 

 
Бели је „краћи“ за пешака. Ако 
нешто брзо не предузме, веро-
ватно губи. Не вреди 1. b3+ 
Ka3. Међутим, вреди 1. Ta3+! 
ba3 и сад 2. b3 мат. Црни пе-
шак је блокирао поље a3. 
 Ова позиција је из 9. в.н.е.  

 
Белом прете неколико матова 
и изгледа да му нема спаса иа-
ко је на потезу. Ипак, само из-
гледа. 1. Sh5+! Th5. 2. Tg6+! 
Kg6 3. Te6 мат! Пада у очи 
несрећни положај топа на h5 
који спречава бекство црног 
краља.  

 
 Помоћу блокаде бели успева 
да „напипа“ слабу тачку црног 
 h7. 1. Sf6+! Lf6. Иначе 2. 
Dh7 мат. 2. Ld3. Да нема ловца 
на f6, који је блокирао пешака  

 
f7, црни би се лако одбранио 
са 2. ... f5. Овако иде матна ше-
ма коју треба запамтити. 2. ... 
Te8 3. Lh7+! (никако 3. Dh7+? 
Kf8 и црни добија) Kh8 4. 
Lg6+ Kg8 5. Dh7+ Kf8 6. Df7 
мат. 

 
Црни, на потезу, може са 1. ... 
Sa3+ или 1. ... Td2 да освоји 
пешака и задржи велику пред-
ност. Међутим, њему је то ма-
ло и вуче 1. ... Td3!. О чему се 
ради? Прете два мата, 2. ... Tc3 
и 2. ... Sa3, који се могу спре-
чити само са 2. Sd3. Али тада 
скакач више не контролише 
поље e6 и, што је још горе, 
блокира поље d3. Следи неоче-
кивано финале 2. ... Le6 мат! 
  
 НАГРАДНИ ЗАДАТАК 

 
Црни вуче и матира  

у 5 потеза 
 
Решења слати на адресу: 

vojpet@gmail.com 
Најуспешнији решавачи биће 
награђивани шаховском лите-
ратуром издавачке куће " Ша-
ховски информатор". 

 
Војислав Петровић 




