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ABE 3AHUMJbUBE KOHCTPYKUWUJE

Jenc Kapcinencen, Anuja Mymunaiuh, @pegepuxcoepi (/lancka)

I'eomeTpHjcKe KOHCTPYKIMjE YNHE BaXKaH J€0 CPEIEOIIKOICKE TeOMeT-
puje. KOHCTpYKTHBHHM 3a7aTak 3axTeBa O] pelraBada qo0po Mmo3HaBame 0COOMHA
MHOTHX F€OMETPHjCKHUX (PUTYypa M TaKO ra MPUCHIbaBa J1a yuH ,,TeopHjy". Mehy-
THM, Ta TEOpHja YeCTO HHje JOBOJbHA Ja Ou ce 3ajarak pemuo. [lotpebHo je aa
Ce YMEIIHO KOPHCTH U NpuMemyje. [Ipyrum pednMa, 3aXTeBa KPEaTUBHOCT H
MAaIITOBUTOCT.

Yupkoc cBeMy, TE€OMETPHjCKE KOHCTPYKIMjEe Ce T'eHepaJHO cBe pehe
cpehy y mxonckoj npakcu. [1ororoBo oHe Koje JKeITMMO Ja MPUKAKEMO Yy OBOM
YIIAHKY.

[o3narto je ma ce cBaku anredapcku U3pas, Koju ce 1o0uja of jeqHe Win
BUIIIE ITy’)KW NMPUMEHOM KOHAYHOT Opoja palnoOHAIHHX orepanuja (cabupame,
Oly3UMarbe, MHOXEIbE, JIeJbEhE) U KBAJIPAaTHIM KOPEHOBAmHEM, MOKE KOHCTPY-
ucartu JewmupoM U mectapoM. (ITox mojmom ayx moapazymenaliemo reoMeTpH;j-
CKy (urypy, a UCTO Tako ¥ HBeH MepHHU Opoj - nyxkuHy. 3 xontekcra he outn
jacHO Ha IITa ce OJTHOCH.)

EBO HEKONMKO eJeMEHTapHUX MPUMEpa, 3a KOje Ce MPETIOCTaBba JIa Cy
MO3HATH YUTAOLy, Y KOjHMa je X IOMEHYTH aJire0apcKy u3pas.

1. x = a + b (cabupame 1yxu a u b)

. X =a—b,a > b (oxy3umame qyxu b o1 1yKu Q)

2
3. x = na,n € N (MHOXEHE TyXH 4 IPUPOITHUM OpojeM Nn)
4

a .
LX=-_1n€ N (mememe nyxu a npuponHuM OpojeM n)
5. x = %a, n,m € N (MHOXXeme 1yXu a pallioHATHUM OpojeM %)
ab
6. x = - ("geTBpTa MPOIIOPIIMOHATA)

7. x = vab (reoMeTpujcka cpeauHa TyKu a U b)

= Va? + b? (xunoTeHysa mpaBoyrIor TPOYyIia ¢ Karerama a u b)

*
R

9. x = Va? — b? (karera MpaBoOyIJIOT TPOYTIIA C XUIIOTEHY30M @ U KATeTOM D)

MHoru croKeHUju U3pa3u MOTy ce KOHCTPYHCATH CBOhemeM Ha HEeKE 0]1
2p3
b

HaBeleHUX. Ha mpumMep, KOHCTpyKuHja u3pasza x = ce CBOAM Ha KOHCTPYK-

c?d?
mujy 6 creaehnM HU30M KOHCTPYKIIHja y KOjUMa ce€ Takolhe KOPUCTH KOHCTPYK-



[lBe 3aHMM/bMBE KOHCTPYKLMje

. ab xia X2b x3b .
nyja 6: x4 = X =T X3 =T Xy =X = CnuyHO, IpU KOHCTPYKLHUJU

mpasa x = Va* — b* Hajnpe ce usBpue Tpancopmarje

x = Va* — b* =\/\/(a2 —b2)(a? + b2) =\/\/a2—b2-\/a2 + b2,

IMotom ce nckopucte KoHCTpyKunje 9 u 8: x; = Va? — b?, x, =Va? + b?. Ha
Kpajy ce MPUMEHU KOHCTPYKIHja 7: = /X X5 .

Jom jemHa mpuMmeHa KOHCTpyKuuje 7 nata je y cieaehem tunmmaHoM
KOHCTPYKTHBHOM 3a/IaTKy.

3anarak 1. /Jaite cy gee Heilapanenne iipage p u q u iuauka A. Kou-
ciipyucaiiu KpyscHuyy Koja uponasu Kpo3 iauxy A u gogupyje iipase p u q.

Peweme. Anaruza. Hexa ce mpaBe p U q CeKy W Tauykd S W HEKa je K TpaxeHa
Kpy>kHHIa (ci. 1).

Cn. 1.

Kako kpyxHuna k nogupyje npase p u ¢, el neHtap 0 JIeXXu Ha CUMETPalu S
OHOT yriia pSq koju caapxku tauky A. Crora kpyxHuua k, ocCuM Kpo3 Tauky A,
npoJia3u M Kpo3 Tauky B cumerpuuHy ca A y ogHocy Ha s. [Iputom, paBa AB je
HOpMaJIHa Ha CUMETpajly S U cede mpaBy q y Tauku C. Heka je Q Tauka moaupa
KkpyxHuLe k u npase q. Ha ocHOBY Teopeme 0 MOTEHLUjU TAauKe y OJHOCY Ha
kpyskHuity, Baxku CQ? = CA - CB, ognocHo CQ = vCA - CB. Kaxo cy ayxu CA
u CB no3Hate, 1y CQ ce Moxe J0OUTH KOHCTPYKIIH]jOM 7.

Konciupyxyuja. Kouctpywuiry ce cumerpaina s u Tauke B u C u3 aHanuze. 3aTum
ce oapenu ayx d Taksa na je d = VCA - CB. Jlaibe ce Ha IpaBoj q KOHCTpYHIIIE
Tauka Q TakBa Aa je CQ = d 1 moTOM Kpy>KHHIA K KOja Mpoya3u Kpo3 Tauke 4,
B u Q. Kpyxnuna k je TpakeHa.

Joxa3z koucitipyxkyuje. llpenyura ce ynTaouma.

Hucxycuja. Axo je A # S, 3amaTtak yBek UMa JiBa pemema. (3amro?). Ako je A =
S 3aj1aTak HEMa pelleHe.
m



[lBe 3aHMM/bMBE KOHCTPYKLMje

Hamomena. (a) 3amaTak ce MOXE PEIIUTH M XOMOTETHJOM HJIM jOII HAIPEIHU-
joM TpaHchopmMairjoM — nHBep3ujoM. OCTaB/baMO YUTAOLIMMA 32 BEXKOY.

(0) Ako cy mpaBe p U q TapajeiaHe, KOHCTPYKIIMja ¢ 3HATHO I0jeIHOCTaBJbY]e.
Hexa ce untaonu camMmu yBepe.

Crnenehu 3aaTak cnazna y oHe ,,HEeOOHM4HE

3anarak 2. (a) Jaiua je gyoc XY = 1. Konciupyucaitiu gyaic 5.
(6) Haiwia je gyoc Y = \/5 . Koncimpyucaitiu jegunuyny gyac.

Pewere. (a) Konciupyxyuja. Koacrpymuie ce mpaBoyriu tpoyrao XYZ, ¢ mpa-
BUM yTJIoM Kof Y, TakaB ga je XY = 1u YZ = 2 (cx. 2(a)).

Cx. 2.

Konctpywnmre ce Tauka U TakBa ga je U — X —Z u XU = 1. 3atum ce
KOHCTpPYHILE IMOJYKPY>KHHIA Kk ¢ pedHnkoM UZ Koja JIexu ¢ OHE CTpaHe IpaBe
UXZ c koje Huje Tauka Y. Y Tauku X ce KOHCTpyuIle HopMana Ha npaBy UXZ u
EH MPECEK C MONyKpy HHUIOM k o3Hauu ca V. Jlyx XV je Tpaxena.

Jlokas kouciupykyuje. To Turaropunoj Teopemu je XZ = V12 + 22 = /5. Tpo-
yrao UZV je mpaBoyriu ¢ npaBum yriiom ko V, ma cy tpoyrnosu UXV u VXZ
cmunn. Otyzaa je (koHcTpykuuja 7) ayx XV reomerpujcka cpenuna 3a UX u

XZ, omuocuo XV = VUX - XZ =+/1-+/5 = /5.
ﬂucxycuja. O‘-II/II‘J'ICZ[HO, 3aJaTak I/IMaje,[[I/IHCTBCHO pemeH)e.

(6) Konciupykyuja. Y tauku X ce KOHCTpyHIIe HOpMasia S Ha XY, a y Tauku Y
noJiynpagea t koja ¢ moiymnpaBoM YX oOpasyje yrao ¢ jemnak yriy XVU u3 (a)
(cm. 2(6)). Hexka je U; npecek s u t. dyx XU; je Tpakena.

Hoxkas xouciupyxyuje. 1o xorcrpykuuju je AU; XY ~ AUXV. (Hanomenumo na
nyx XY He Mopa na 6yze jenHaka xyxu XV u3 (a) mako cy o6e mo V5. Pasior je
mTo jenuHu4He My*Hu y (a) u (0) He Mopajy na Oyny jemHake.) Otyna u u3
YHICHUIIC /12 OJHOC Ty)KMHA HE 3aBUCH O] CHCTeMa Mepema (o1 n30opa jenuHu-



[lBe 3aHMM/bNBE KOHCTPYKLMje

yHe ayxu) caeaun U, X : XY = UX : XV, ognocHo U X : V5=1:%5, ma je
U X =1
Hucxycuja. Kao n'y (a), 3agarak uMa jeAMHCTBEHO peLICHE.

m

3a tauky X myxu AB xaxkeMo na aenu ayx AB y snaitinom nnn 60can-

o AX _AB AX 6
CKOM OgHOCY AKO Je —— = -— . AKO OJIHOC _— 03HAYMMO Ca ¢ u y3memo y 003up

naje je AB = AX + BX, taja npeTxojiHa jeIHaKOCT Tacu ¢ = 1 +é . Onatne

&

. 1+
€ = .
je ¢ =—;

3a mpaBOYraoHWK ca CTpaHWIlaMa @ W b KakeMo Ja je 31aililaH aKo je

=0

3anarak 3. Koucipyucaiuu 3naiian UpagoyiaoHux yuja je iospuuna
jegHaxa iloepuiuny gaiuol Keagpaiida.

Pewere. Heka je ABCD natu xBaapart. be3 yTunaja Ha OMIITOCT, MOKEMO Y3€TH
Ila je kBaapar jenuHW4YHH, Tj. AB = 1. Tako Tpeba na ce KOHCTpYHIIE 3JIaTHH
MPaBOYTaOHUK MOBpIIKHE 1.

Koncitpyrxyuja. KoHctpywiie ce kpyxHuna k, ca neHTpoM y Tauku X — cpeiu-
mTy crparune AB u nomynpeunukoM XC (ci. 3).

Cn.3.

Heka je W meH mpecek ¢ mpoayxeTkoMm crpanuiie AB mipeko B. Y tauku W
KOHCTpyHulle ce HopMaina Ha AB u ca E o3Haun meH npecek ¢ npaBoMm CD. Kon-
CTpyHIIIe ce KpyXHUIA k, ca neHTpom D u momynpeyankoM DA u ca F o3Ha4n
BEH Tpecek ¢ mpoayxeTrkoMm ctpanuiie CD mnpexo D. KoncTpywuiie ce momy-

4



[lBe 3aHMM/bMBE KOHCTPYKLMje

KpykHuUa ks, c npeunuxoM EF u uentpom O, xoja je ca oHe cTtpaHe npase CD
ca xoje aucy A u B. Hexka je T meH mpecek ¢ Mpoay)eTkoM crpanute AD. Y
Tayky C KOHCTpyHILE ce HopMaia Ha mpaBy CT u ca S 03Hauu HEH IpeceK ca
crpanutioM AD. Jlaske ce KOHCTpyHIIe KpyKHHUIA K, ca HeHTpoM D u U moiy-
npedHukoM DS u u ca G 03HAa4M HEH MpeceK ca MpoayXeTkoMm ctpanuue CD
npeko D. Haj3am, kKoHCTpyHIITy ce mpaBa Kpo3 G mapanenHa ca AD u mpaBa Kpo3
T napanenHa ca AB u wuxoB npecek o3Hauu ca R. UerBopoyrao GDTR je Tpa-
JKEHU TIPaBOYTaOHHUK.

okas xouciupyrxyuje. Ouuriento je GDTR npasoyraonuk. Tpeba fia ce mokaxe
Ja je 37aTHH U J1a je HeroBa MOBPIIMHA jenHaka 1.

(a) upasoyiaonux GDTR je snaunu. Jlokazahemo na je % = ¢. Ilo xoH-

cTpykiuju tauke W u u3 mpaBoyrior tpoyria XBC umamo na je W = XC =

(;) 12=£ Otyma je AW = AX+XW_—+‘E “‘F_qanaje
DE = AW = ¢. (1
Kako je EF = DF + DE = DA+ DE =1+ DE, u3 (1) cnenu na je EF =1+
. . 1 1+¢ .
¢. Crora je monynpeyHuK MOTyKPYKHHUIIE K3 jeHAK —E F = , T€ je

1+¢
2

OT = OF = OE = =2 )

Kako je OD = OF — DF = ! ; $_1= % u3 npasoyrior Tpoyraa DOT u (2)

nmobujamo

oo = [ - () = F o

U3 mpaBoyrior tpoyrna SCT umamo na je DC reomeTpujcka cpeauHa 3a
nyxu DS u DT, 1j. DC =+/DS - DT. C 063upom Ha (3) u na je DC = 1, cieau

1= /DS- ¢ , omaxie je DSzJ%.TaKOje

DG =DS =— 4
J— “)
. pT _ \J$
Konauno, u3 (3) u (4) modbujamo oL ¢ u npaBoyraonuk GDTR
J_$

j€ 37aTHH.

(0) iospuuna upasoyiaonuxa GDTR je 1. U3 (3) u (4) ciequ

1
PGDTRzDT-Dc;:\/E-J—EzL



HarpagHu 3agaum

Huckycuja. Axo cy a u b (a > b) cTpaHHIle TPaXKEHOT 37TaTHOT MPABOYTa0HHKA,
. a 1 L

Tagajeab =1lmu 5= ¢.Cnemn a = \/5 u= 7 T€ j€ Taj IPaBOYyTaOHUK ITOAY-

napas ¢ nobujernm GDTR. Jlakie, 3a1aTak Ma jeTHHCTBEHO PEIICH:E.

O

Hanomena. Kako je AW = ¢ (cn. 3) u W = \/Ez_ L i , CTpaHule a u b 31mat-

HOT TIpaBOyTaOHUKa MOTY ce TOOUTH Kao a = \/5 = \/ 1-¢p=VAB-AW ub =
\/% = /1 i = +VAB - BW . Jlerajbe npenyuraMmo YuTaoluma.

Jluteparypa

[1] L. O. Barton, Construction of a Golden Rectangle a Given Area,
Mathematical Spectrum Vol. 39, No. 3, 2006/2007

[2] D. Palman, Geometrijske konstrukcije, Element, Zagreb 1996.

HAT'PAJTHU 3AJIALIN
Anekcangap Munenxosuh, Henag Citiojanosuh

VY pyOpuim ,,Harpaguu 3agaun” y cBakom Opojy majemo 20 3amaTaka Ko-
JU Cy TIOZIeJbeHU Y JIBE IpyIie. 3a1any 13 MpBe rpyre cy NOAEJbEHH 110 pa3pean-
Ma 1 HaMEHEHH Cy IIpe CBera yUeHHIMa Koju ce Takmude y b kareropuju, 1ok
Cy 3aJallil M3 JpyTe rpyle HAaMEHECHH YUSHUITMMA A KaTeropuje v HUCY Mojiesbe-
HHM TI0 pa3peanuma.

ITo3nBamo cBe ynTaone Aa mIajby MpeAsore 3a/aTaka Koje cMarpajy Imo-
ceOHO MHTEpEeCaHTHUM, Kao M cyrectuje koje he Ham moMohu NpH cacTaBJbamby
pyOpuke. Takohe, mo3uBaMO CBe yUeHHKE Ja Ha aJpecy pelakiyje maby OTKY-
I[aHa WJIM YUTKO HCIIMCaHa pellermha MOCTaBJbeHUX 33/1aTaKa; CBAKM 3a/1aTak Ha
3aceOHOM JucTy. McTo Baxu M 3a Ipezyiore 3ajaTtaka. Y HapeIHHM OpojeBuMa
yacomuca myOJIHKyjy ce KOMIUIETHa pelliekha paHuje MOCTaBJbeHUX 3aJaTaka, a
Ha Kpajy IHUKIIyca HajyCIeNTHUjH peliaBayn ce Harpalyjy.

[pemtore u periema 3a1aTaka CliaTi Ha ajpecy:

»laHrenTa” — 3a pyopuky ,,Harpagnu 3aganmn”
IIpupogHo-MaTeMaTHYKH (paKyJITET
Panoja JomanoBuha 12
34000 KparyjeBan



HarpagHu 3agaum

WIH eJIEKTPOHCKOM momToM (uckibyunBo pdf ¢popmar) Ha agpecy

tg_nagradnizadaci@yahoo.com

HajkacHuje 1o 01.04.2020.

[MpBa rpyna
Ilpeu paspeg

M1694. [Ise npase unju cy KoeUIMjeHTH npaBua 3 u g ceky ce y tauku (3, 3).

OnpeanTy MOBPIIMHY TPOYTIa OApEeHOT TUM JBeMa IpaBaMa U X — OCOM.

M1695. Y ckyny pearHux OpojeBa pelIUTH CHCTEM jeIHAYNHA
x+3y=3
|lxl = Iyl] = 1.
M1696. Ha xonmko HaumHa ce ciioBa u3 Tabene (ci.1.) MOTy moBe3aTH y ped
KBU3 ako ce kpeTame 3amouuibLe 01 oJka y KoMe ce Hamasu ciioBo K u mpurom

ce, IPIWINKOM KpeTama, Moke Ipehu Ha caMo HEKO O] CyCeTHHUX ToJjha? 3a aTo
NoJbe CyCceHa Cy NO0JbEe U3HA/, TI0JhE UCTIOA, TIOJBE JIEBO U MOJbE IECHO O Hera.

3 7 3
3 n B n 3
n B K B 7
3 n B n 3
3 7 3
Cn.l.

Apyiu paspeg

M1697. Onpeautu npupoaan 6poj n takas aa je (n + 1)+ (n + 2)! = 399n!.
(n! mpeacrasiba NpOU3BOA MPBUX N MPUPOAHUX OpojeBa, Tj. n! =1-2-...-n.)

M1698. Onpenutu 6poj HENMOIYIAPHUX TPOYTJIOBA YHje Cy AYXKHHE CTpPaHMIIA
log, x, log, x u 3, 3a neo 6poj x.

M1699. Tpoyrao ACD, ca mpaBuM yrioM Koa TemMeHa C, KOHCTPYHCAH je Ham
xunoreHy3oM AC jeqHakokpako-mpaBoyriior Tpoyria ABC Tako na cy tauke D
u B ca pazmuuutux crpana npase AC. Axo cy nyxwune ctpanuua AB u BC jen-
Hake 1 cm u ako TpoyrioBu ACD u ABC wumajy jegHake oOUMe, OApPEIUTH
sin(24BAD).



HarpagHu 3agaum

Tpehu paszpeg

M1700. Jegnaunnom x2(x + y + 2) = y2(x + y + 2) cy onpehene:
(a) nBe mapanenHe npaBe;

(6) nBe TpaBe Koje ce CeKy;

(B) TpH pasnuymTe MpaBe Koje ce CeKy Y jeJHOj TauKH;

(T) TpH pazIMYKTE MpaBe KOje HeMajy 3ajeIHUUKY TauKy;

(m) mpaBa u mapabouna.

O0pa3IoKUTH OJTOBOP U OAPEAUTH jeHAUNHE OAroBapajyhux cKymnoBa Tayaka.

M1701. Cxyn S ynHe cBu HU30BU 0J1 19 eneMeHaTa Koju 33JJ0BOJbaBajy cienehe
yCIIOBE:

(a) cBaku enemenT je 0 wiu 1;

(6) mpBH M MOCTENHH €IEMEHTH CBAKOT HU3a Cy HYJIE;
(B) HU Yy jeZTHOM HH3Y He TOCTOje JIBa CyCeqHE HYJIE;

(T) HU y jeTHOM HH3Y HE ITOCTOj€ TPH CYCEIHE jeAMHHMIIC.

Oppenutu 6poj HU30BA Yy CKyITy S.

M1702. Ako S(n) o3HayaBa 30up nudapa IpUPOIHOr Opoja N, OAPESAUTH CBE
npupoaHe Opojese n 3a koje Baxu n + S(n) + S(S(n)) = 2019.

Yeiuepitiu pazpeq

M1703. Ox cBux ,,homKkoBa“ jeAMHUYHE KOLKE OJICEUEHE Cy MOLyJapHe Mupa-
MHJIE TaKO Ja je Ha CBAaKOj CTPaHU KOILIKE OCTao HpaBmiaH ocMoyrao. Oapenutu
3allpeMHUHY TaKO HacTajor Tela.

M1704. Ckyn npupoaaux OpojeBa ce Ha3HBa ,,pa3yheH ckym™ ako 3a CBaky Tpoj-
Ky y3aCTOIHHUX MPUPOTHUX OpojeBa caap:Ku HajBUINE jedaH Opoj u3 Te TpoOjKe.
Ha nmpumep, 3a tpojky 1, 2, 3 pa3zyheH ckyn Moxke Ja cajpXu I HUjeAaH O
Tux OpojeBa wiu camo 1 unu camo 2 wim camo 3. Konmko uma ,,paszyhenux mo-
ckynosa“ ckyna {1,2, ... , 10}.

M1705. Heka cy a, b u ¢ TIO3UTHBHH peanHu OpojeBM Takpu ja je a’ + b? +
c? = 5. Jlokazatu na je Tanma
3 3 3
@y i1
2b+3c 2c+3a 2a+3b

Opyra rpyna

M1706. JlokazaTu na je




HarpagHu 3agaum

M1707. Ako cy a, b, ¢, d, e no3uTUBHYU peanHu OpPOjeBH, JOKA3aTH Ja BaKU He-
jemHaKOCT

a b c d e >5
b+c c+d d+e e+a a+b 2

M1708. Heka je m npupoan 6poj. Onapenuru cBe napose meinux opojesa (x,y)
3a Koje Baxu Ja je x2(x? +y) = y™m+1,

M1709. Cse nyne nonuroM p(x) = x1°0 — 100x°° + --- + 1 cy peanne u nosu-
THUBHE. YKOJIMKO je Moryhe, OIpeIuTH Te HyJIe.

M1710. Y ckymy peamHuX OpojeBa pelIuTH CHCTEM jeTHAYNHA

a+b=28
ab+c+d=23
ad + bc = 28
cd=12.

M1711. Axo 3a 4wIaHOBE HH3A A4, Ay, ..., A, Bake cienehn yciaosu

a; = 07 |a2| = |a1 + 1|7 (R |an| = |an—1 + 1| 5

a1+a2+...+an> 1

JTIOKa3aTH Ja je
n 2
M1712. Jloka3zatu jaa 3a cBaka jJBa peajiHna Opoja a u b Baku HejeTHAKOCT

la + b| < la| [b]
1+4+]la+b| ~— 1+|a]l 1+]|b|°

M1713. OpeauTs ocTaTak npu aesbemy 6poja 32 — 1 Gpojem 23, n € N.

3amatax 1705 mocnao je Jpaiowyd Munowesuh n3 I'opmwer MunaHoBIA.

Pewera 3agaTaka us npowrnor 6poja

M1674. lllect cronmua je pacnopeheHO OKO cTona KpykHOT oonuka. Ha cBakoj
CTOJIMIM CeAM jeaHa ocoba. CBHX ImecT 0co0a ycTajy MCTOBPEMEHO U Celajy
MIOHOBO Tako Jia cBaka oco0a He ceqHe Ha MECTO Ha KOME je paHHje ceaesa Kao
HH Ha MECTO KOje je MPBO CJIeBa HU HA MECTO KOje je TPBO 37[eCHA OJ] MECTa Ha
KOjeM je TIPETXOIHO ceena. Ha konmko HauMHa OBHX IIECT 0C00a MOTY IIOHOBO
Jla Ce/IHY T0J1 HaBEJACHUM yCIIOBUMA?



HarpagHu 3agaum

Pewerwe. Moxemo y3etu na cy cronuiie pacrnopehene y 0oOIMKy TpaBHITHOT
mectoyria ABCDEF . Ilpu Tome hemo ocobe 03HauaBaTH UCTHM CIIOBHMA. Tako,
y TOYETHOM pacropeny, ocoba A cemu Ha cromunu A,ocoba B Ha cromuim B
utn. [IpuMeTMo 1a, CXOIHO YCIIOBHMA 33/1aTKa, CBaka 0oco0a MOXKe Ja celHe Ha
MECTO KOj€ je AWjaMeTpaliHO CYIPOTHO MECTY Ha KOME je PBOOUTHO ceferia WiH
Ha MECTO JIeBO HIIM JIECHO O]l Tor MecTa. Ha mpumep, ocoba A mMoxe ma cemHe
Ha jenHy ox ctoiuma C, D u E. Kako cBaka CcTOJNHMIIa IMa Ta9HO jeIHY CEOM IH-
jaMeTpayHO CyNpOTHY CTOJHILY, CBAKOM J03BOJEEHOM pa3MeliTamy ocoba jen-
HO3HAYHO OZrOBapa pa3MellTamke Ha IWjaMeTpaHO CYTPOTHE CTOJHIIE U 00paT-
Ho. Ha mpumep, no3BosseHoM pasmemitatby CFEABD (A une Ha cronuny C, B
Ha F,CuHa E, D na A, E va B u F na D) oaroBapa ,,AujaMeTpaIHA" pa3MeLITa]
FCBDEA (AnaF,BuaC,CuaB,DwuaD, E HaE uF naA). Crora, ymecro ia
npebpajamMo 103BOJbEHE pa3MellITaje, MOXKEeMO Ja mpedpajaMo muMa ,,JHjaMeT-
payHe* pa3mernirtaje.

Tako ce 3agarak cBoxu Ha cienehu: ,,Ha xonmko HaumHa mect ocoba
MOTy MOHOBO Ja CE€HY OKO OKpYTJIOT CTOJIa TaKo Jla CBaka MOXKE Ja OCTaHe Ha
npehamrmemM MeCcTy WU Jia CeIHE Ha MPBO MECTO CJieBa WM MPBO MECTa 37[eCHA
Ol MecTa Ha KojeM je mpeTxoaHo cefena? Mcnocrasiea ce na je oBo mnpebpaja-
¢ JeTHOCTaBHHM]E O] TIPBOOUTHOT.

Hexka je mouetnu pacriopen ABCDEF. Jenna moryhHocT je na cBaka
ocoba ocTaHe Ha CBOM MeCTY K0joj oaroBapa nouetHu pacropen ABCDEF .

Ako ce Heka ocoba, penuMo A, oMepH yIecHo, Tj. Ha cTonuiy B, Taga
ocoba B Mo’ke J1a ceHe WM Ha CTONUITy A Wi Ha ctonuiry C. Y TIpBOM Ciryda-
jy ocobe A u B cy pa3menmiie Mecta. Y ApyroM ciydajy ocoba C mopa ma uie
Ha ctoyuity D jep cy cromuiie B u C Beh 3ay3ere. CniuuHo, D mMopa na e Ha E,
E va F u F Ha A tako na no6ujamo pacriopen BCDEFA. CnvdHo ce aemiaBa ako
ce ocoba A momepu yneBo, Ha cronumy F. Tama, umm A u F pasMemyjy MecTa
wiu, ako F uje Ha cronuny E, HacTaje pacniopen FABCDE.

Kaxo HaBeneHO Baxku 3a CBake JBe cyceqHe ocole, 3aKJbydyjeMo ciefie-
he. Cpake mBe cycemHe ocoOe WIIM OCTajy Ha CBOjUM MECTHMa HIIH pa3Memyjy
MecTa WM pousBoje jenan of pacnopena BCDEFA u FABCDE. Ako uzy3me-
MO TIOCHEe/Iiha IBa pacnopena umamo cienehe cioyuajese.

1° Huxkoje gse cycegne ocobe nucy pasmenuie meciia. Tana cy cBe oc-
Taje Ha CBOjuM MecTuMa. TakaB pacmopern je camo jenan — ABCDEF.

2° V wauno jegnom tiapy cycegHux ocoba je uzepuieHa pasmena mec-
wmia. Taj map ce Moxke n3abpat Ha 6 HaunHa. Kako mpeocrane 4 ocTtajy Ha CBO-
jUM MecTHMa, TaKkBUX pa3Memitaja uMma 6. Ha mpumep, ako camo ocobe A u B
pasMene mecTta, pasmeintaj je (BA)CDEF.

3° V wauno gea uiapa cycegnux ocoba je uzepuieHa pazmeHa Meciid.
AKO ce jemaH o THX TlapoBa YTBPIH, 3a IPYTH Mmap nocroje 3 n3bopa. Ha mpu-
Mep, 3a nap AB npyru map moxe na oyzae wiu CD wnu DE win EF. C 003upom
Ia uMa 6 u30opa 3a MpBH Map, NPBH U, IIOTOM, APYTH Map ce MOry u3adpaTu Ha

10
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6-3 =18. Ilputom ce koMOMHanMja ABa mapa Opoju aBa myta. Peummo,
komOuHanuja AB u DE ce Opoju npBH TyT Kaj je AB TpBU map u IpyrH myT Kaja
je DE npBu map. Y o6a ciy4aja, pacniopesn je (BA)C(ED)F. Oryna je 6poj oBak-
BUX pa3MellTaja jeAHaK % =09.

4° V wmauno wpu dapa cycegnux ocoba je uzepuieHa pasmeHa mMeciud.
Ta Tpu napa ce Mmory uzadpatu Ha nBa HaunHa: AB, CD, EF u FA, BC, DE. Cro-
ra, TakBux pacropena uma 2 u to cy BADCFE F)(BC)(DE)(A .

V3umajyhu y 063up pacnopene BCDEFA u FABCDE y kojuMa ce cBaka
0c00a IMoMepH 3a jeZHO MECTO YJIECHO, OJJHOCHO YJIeBO, U ciydajeBe 1°, 2°, 3° u
4°, ykynaH Opoj TpaxkeHHX pacnopena jeqHak je 2+ 1+ 6 + 9 + 2 = 20.

M1675. Onpenutu cBe peasine ¢pyHkiuje f: R — R koje 3a/10BOJbaBajy yCJIOB
£(2019x + f(0)) = 2019x2, 3a cBako x € R.

Pewerse. Onpemumo mpBo f(x). Heka je 2019x + f(0) = y. Tana je, x =

y-fO) . _ (y-FON? .
2019 ,maje f(y) = 2019 ( 2019 ) > 10

_ r=f(0)?
f) = szl (D

(f(0))*
2019
f(0) =2019. Cana u3 (1) 3akspyuyjeMo Ja Cy cBe peaiHe QyHKIHje Koje 3a/10-

x —2019)?

2
BOJbABAjy HaBeJeHe ycioBe obnuka f(x) = ﬁ win f(x) = ( 015

3a y = 0 mobujamo ma je f(0) = , omakyie ciaenu ma je f(0) =0 wm

M1676. Heka je ABC jennakokpaku Tpoyrao, rie je AB = AC. Heka cumerpana
yria xoj temeHa B ceue ctpanuny AC y tauku D. Axko je BC = BD + AD, on-
PEeIUTH Mepy YHYTpallber yIia Koa TeMeHa A.

Pewerve. Younmo tauxky E € BC tako na je BD = BE (cn. 2).

C

Cn. 2.

11
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[omro je BC = BD + AD, 10 je
AD = EC. 1)

U3 TeopeMe 0 cuMeTpai YHYTPAIILET YIiia TPOYyTJia CIeIH JIa je
AB _ AD
BC ¢D’

2

Tpoyrnosu CED u CAB wmajy 3ajemauuku yrao kon C. Y3 To, 300r (1) u (2)
CE _AD _ AB

BaXKU —=—=— = %. Cnenu ACED ~ ACAB, na je
¢cDb ¢D BC CB
4CDE = 4DCE = 4ABC = (. 3)
Ortyna je, 36or BD = BE,

4BDE = 4BED = 4CDE + #DCE = 2. 4)

U3 tpoyrma BCD, (3) u (4) nobujamo aa je §+ B+ 38 = 180°, omakie je 3 =
40° naje a = 180° — 2-40° = 100°.

M1677. Csa Tpu Temena Tpoyrna ABC mpunanajy rpaduxy ¢yHkmuje y = x2.
[Iputom, TeMe A je KOOpPIMHATHH MOYETAaK, a TeMeHa B u C mpunanajy mnpasoj
napayentoj x-ocu. Oapenutu Ayxuny ctpanuue BC, ako je Pypc = 81, e je
P4pc noBpiuHa Tpoyria ABC.

Pewerve. Kaxo Temena B u C mpumnazajy npapoj mapaieiHoj X-ocu U rpaduky
dyHkumje y = x2, obe Tauke UMajy MCTy KOOPJIMHATY Y, OJHOCHO TO Cy Tauke
B(x, x?) u C(—x, x?). Ouurneano, tpoyrao ABC je jeIHAKOKpPaKH ca OCHOBH-

oM BC. BucuHa Koja oAroapa OCHOBHIM jefHAKa je€ X2, JOK je Ay’KMHA
2x - x2

ocHogwIle jennaka BC = x — (—x) = 2x. Crora je Pypc = = 81, onakie

je x3 =81 u x = 3V3. lyxuna crpanune BC jennaxa je 2x, omHocHO BC =

63/3.

1 1 1

M1678. N3pauynatu e —
678 3patiyna log, 100! + logsz 100! + log, 100! + + log100 100!

Pewerve. Kaxo je log, a - log, b = 1, cienu na je

1 1 1 1
+ + +ot——=
log, 100!  logz 100!  log, 100! log100 100!

log1001 2 + 10g190: 3 + 1081901 4 + **+ + 108100 100 =
108100/(2 - 3 .- 100) = log1p(1 -2 -3 - ...- 100) =

10g100! 100' = 1

12
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M1679. Y tpoyrny ABC nyxuHe CTpaHHMLA Cy HOPUPOAHU OpOjeBH M BaXH
cosa = E, cosf = gn cosy = — i. Onpenutu Tpoyrao ABC MHHMMAITHOT 00H-
Ma.

Pewerve. KopumhemeM TPUIOHOMETPHUjCKOT HeHTHTeTa Sin x + cos?x = 1 u
uMajyhuHy BHIY Ja Cy CHHYCH YHYTpPAalllbUX YIJIOBa TPOYIJa MO3UTHBHU (YHY-

0 . L 3V15
Tpalllkby YTIIOBH Tpoyria cy Mmamu on 180%), mobuja ce ma je sina = e

. Vis . V15 .
sinf = —5 asiny =—-. Ha ocHOBY cuHyCHE TeopeMme je

. : . 3V15 _ V15 . V15
a:b:c=sma:sm[3:smy=? Pt T

=3:2:4.

Oryna je a =3k, b = 2k u ¢ = 4k 3a Heku peanan Opoj k. IlomTo cy, Ha
OCHOBY YCIIOBa 3a/1aTKa, AYKMHE CTpaHHUIla TPOYTJa NPUPOIHU OpOjeBH, MUHU-
MajHU 06uM Tpoyria he 6utu nqocturayt 3a k = 1, onHocHO 3a a =3, b =21
¢ =4. Tanaje obum O = 9.

M1680. Ha xonmko HaumHa ce Opoj 345 Moxe 3amucaT Kao 30up JBa WK BH-
ITIe Y3aCTOITHUX MMPUPOTHUX OpojeBa?

Pewere. PaznukoBahemo n1Ba ciydaja, y 3aBHCHOCTH O Tora Jia jiu je Opoj 345
30up HEeMapHOT WK MapHOT Opoja y3acTOMHUX NPUPOIHUX OpojeBa.

1° Heiiapan 6poj yzacimionnux dpupogrux 6pojesa. Heka cy To 6pojeBu
a—-n,...,a—1,a,a+1,...,a+n,rnean€e€Nwua>n. YKymHo ux je
2n + 1, a mUXOB 30up je

(a-n)+-+@-1+a+@+1)+-+(@+n)=
((a—n)+(a+n))+~-~+((a—1)+(a+1))+a=(2n+1)a.

Kako je, mo ycnoBy 3amatka, (2n + 1)a = 345, 6poj 2n + 1 je nenutess 345.
Kako je 345=3-5-15-23, ciemu 2n+ 1€ {3,5,15,23}. 3a 2n+1=3
uMamo 1a je n =1 u a = 115 u Tpaxkenu 36up je 114 + 115 + 116. Cinuno,
3a ocrtaie BpenHocTH 2n + 1 gobujamo 36upose 67 + 68 + .-+ 71,16 + 17 +
«++30u4+5+ -+ 26. OcTanu HenapHU IEIUTEJbU OTHAAajy 300T ycioBa
a > n. Hanpumep,3a2n+1 =69 umamon = 34 ua = 5.

YkynaHn Opoj TpaxkeHUX 30MpOBa y OBOM CiIy4ajy jeaHak je 4.

2° Mapan 6poj yzacmounux ipupognux 6pojesa. Heka cy to OpojeBu

a—(n—-1),...,a—1,a,a+1,...,a+(n—1),a+nrmeane€Nuna>
n — 1. YKynHo uX je 2n, a BUXO0B 30Hp je

13
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(a—(n-D)++@-D+a+@+D++(@+n)=
((a—(n—l))+(a+(n—l)))+---+((a—1)+(a+1))+a+(a+n)=

(2a + Dn.

Cinuno kao y 1°, u3 (2a + 1)n = 345 3akmyuyjemo ga n € {1, 3,5}. Ocrane
MoryhHoCTH 3a n oTmazaajy 36or yciaosa a > n — 1. 3a n € {1, 3,5}, Tpakenu
36mpoBu ¢y 172 + 173,55+ 56 + ---+ 60 u 30 + 31 + --- + 39.

W3 1° u 2° 3akipydyjemo aa ce Opoj 345 mMoxke 3amucaT Kao 30Up /1Ba
WM BHUIIIE Y3aCTOIHUX MPHUPOTHUX OpojeBa Ha yKYNHO 7 pa3IMYUTHX HauYMHA.

M1681. ITuena 3anounme cBOj JeT U3 Tauke Ay, kpehe ce ucrouno 1 cm u cTu-
xke y Tauky A;. Kax cturne y tauky 4;, { = 1, nuena ckpehe non yriom og 30°
y CMepy CYIPOTHOM Ol cMepa KaszaJbKe Ha caty u mnpeiasu (i + 1) cm go tauke
A;,1. Kaga nohe no tauke A,yq9 muena craje. Oapeant Ay uny AgAs019 -

Pewere. Kopuctuhemo cnenehe tBpheme 0 BeKTOprMa YWjU JOKa3 MpemyLITa-
MO YHTAOLUMA.

Jema. Heka cy v, v+,... , vy, (k = 1) gexitiopu u v', v4, ... , V) muxoge
% 1 k /4 1 k
Hopmanne ipojexyuje na ipasy s. Ako je v = vq + -+ + vy, waga je v' = vy +
4wy (en 3).
]

. . —_
V3mumo 1a je Ay KOOpAMHATHU MOYeTaK U ocMaTpajMo BekTope Agdq,
A14, ..., Az01842019, AoAz019. Tama je

ApAzo19 = AgAy + A1Ay + -+ + Azp1842010 - (1)

[ToTpebHo je ma ce ompenu AgAzp19 = |A0A2019 .
Ha ocHoBy neme, u3 (1) cneau

A6A12019 = Af)All + A'1A’2 + -t A,2018A’2019 > (2)

14
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rae ¢y AgAsg1e » AgAL A4S, ..., AYg1g45019 HOPMAIIHE HPOjEKIHje OArOBa-
pajyhux BekTopa Ha X-0Cy.

Hexka je PQ MPOM3BOJbAH BEKTOP KOjU Ca MO3UTHBHUM CMEPOM X-OCE
obpasyje yrao (p u HEeKa je W IErOBa HOPMAJTHA MPOjEeKIIHja Ha X-0Cy. AKO je
Xpr amcuuca tadyke P’, nako ce mokasyje aa je Taxa

Xq' = xpr + PQ cos @, 3)
rae je PQ = |P—Q)| (cm. 4).
o ¢ ¢
iq) i l: P ¢
P ! - P
. ! : 5 : " > x
0 Xpr Yo Xo Xpr Xp = Xg
Cm. 4.

Kaxo je Ay = Ay — KoopaMHATHH 1o4eTak, u3 (2) u (3) u yciosa 3aar-
Ka 71001jaMo 11a je

X = AgA1 c0os0° + A1 45 c0s30° + ... + Azp1842019 COS (2018 - 30°)
=1cos0° +2cos30° +---+ 2018 cos (2018 -30°).

C o63upom na je cos(a + 2km) = cos a, cos(— a) = cosa, cos(180° — ) =
cos(180° + a) = — cos a, cnenu

Xgr o= (1—7+13 —+—2011+2017) cos 0° +
(2-8+14—--—2012 +2018) cos 30° +
(3—9+15—--—2013 +2019) cos 60° +
(4—10+16 —---— 2014) cos 90° +
(5-11+417 —--—2015) cos 120° +
(6—12+18 —---—2016) cos 120°.

Haxkxon cymupama n3pasa y 3arpagama, 1o6ujamo

X1, = 1009 cos 0° + 1010 cos 30° + 1011 cos 60°
— 1008 cos 90° — 1008 cos 120° + 1008 cos 150°

15
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=1009-1+1010-\/—2§+ 1011-% — 1008-0—1008-%—1008-?

=27 4+ V3. 4)

2

Ha cmmyan HaumH, mocMaTtpajyhu HopMamHe TpojekIrije BekTopa AgA; ,

A145, ..., Az01842019 » AoA2019 HA y-OCy, NOOH]jaMO

Yah,,, = 1009 sin 0° +10105sin30° + 1011 sin 60°

—10085sin90° — 1008 sin 120° + 1008 sin 150°

=1009-0+1010-%+ 1011-“7§ _ 1008-1—1008-?—1008-%

=1+32. (5)

U3 (4) u (5), no [MuraropuHoj Teopemu je

[ [4037 2 V3\°
AoAroro = \/(—2 +v3) +(1+3%) .
M1682. Kpanap nma uBuIle ny)XWHA a, b U C, Ipu 4eMy Cy a, b, ¢ IpupoaHH
opojeBn n a < b < c¢. Konmuko TakBHX KBajapa WMa, ako Cy UM MepHHU OpojeBu
MOBPIIUHE U 3alPEeMUHE jeJTHAKH?

Pewierve. Kako cy MepHu OpojeBU NOBPILIUHE U 3allpeMUHE TOT KBaJpa jeHAKH,
cienu 2(ab + be + ca) = abc. JlemmemeM 00e cTpaHe jeanakoctu ca 2abc, no-
oujamo na je

1.1 1 1
TrteTe M)
.1 .1 1.1 1 1. 1_1
Iomro je = < =+ -+~ = -, ciequ a = 3. Jlabe, u3 — = — > ~ cneaun
a a b c 2 a b c

N |-

<

Qlw

1,1,1 _3
~+ + = < -, onHocHo ua < 6. laxie a € {3,4,5,6}.

1,1 L1 1 .
AKO cTaBUMO 5 + —=m> 0, tamaje 5 < M, O/IHOCHO b > p— Kako je

1
b < c cienu 2;+

QR

. 2
=m,majeb < — Jaxie,

SN

<b<

. )

3=
3|

Cana umamo cnenehe cinydajeBe.
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a=3. 360r(1)je%+%=%=m,ouHOCHO%=6. Cnemn 6 < b < 12.

Jlako ce yrBphyje Tpaxene tpojke (a, b, c) mocroje 3a b € {7,8,9,10,12} u na
cy To pexom (3,7,42), (3,8,24), (3,9,18), (3,10,15) u (3,12,12).
11

a=4.Taz[aje%+%—Z —=4u4 < b < 8. IIposepom ce yTBphyje

ma (a,b,c) €{(4,5,20),(4,6,12),(4,8,8)}.
=5 Tamje-+-=—>,~=2 —<b<— b€ {4,56}. 11
a=5Tamaje  +-=7,—=—u- Tj. po-
BepoM ce yTBphyje na je (a, b, c) = (5,5, 10) jenuno periemse.

a=6. Tana je %+%=l , %=3 u 3 < b <6. JenuHo peuiewkhe je

(a,b,c) = (6,6,6). ’

Ipema Tome, uma 5 + 3 + 1 + 1 = 10 pazauuuTUX KBajapa KOju UCITY-
HaBajy yCIIOBE 3a/1aTKa.

M1683. O3naunmo ca

f(m) = XiLi(=1)" cos

3a xoju ipupoaan 6poj m je f(m) panuonanan 6poj?

2m+1 -’

Pewerve. 3a cBaku npupogan 6poj m. Heka je m npou3BosbaH IPUPOIaH Opoj 1

HEKa je a = COoS # 0. Ha ocHOBY ¢opmyire 3a TpaHCHOpMaIrjy Mpou3-

T
2(2m +1)
BOJa KOCHHYCa y 30Hp

COSX - COSYy = %(cos(x —vy) + cos(x +vy)),

nobujamo naa je

Ly — M 1Nk k| T
f(m)-a=Yk=,(=1)" cos am+1 COS 22m +1)
_lem ( 1vk 2k - Dm 2k + D
5 k=1( 1) (COS 2(2m+1) + cos 2(2m + 1))

1 T 31 3T 5T
== (— (cos + cos ) + (cos + cos )
2 22m+1) 22m+1) 22m+1) 22m+1)

— (=D (cos @m- D, os Gt 1)11))

22m+1) 22m+1)
_1 m. (2m+1)1r
2( COS +1) +(=1) 2(2m+1))
= (—a+(-1)™-0)
= —Za.
2

17
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. 1 . .
Orynaje f(m) = — 5 34 CBAaKH NPUPOJIAH 0poj m, Te je caMuM THUM palloHaJIaH

0poj 3a ceako m € N,

M1684. Pizza xBampaTHOT OOJIMKa, Ydja je QyXXHHA cTpaHuue jemHaka 30 cm,
u3pe3aHa je Ha nenoBe. CBH pe30BH Cy MapajlelHH CTpaHWIAMAa W FHHUXOBA
yKynHa nyxkusa je 240 cm. [lokaszaTu Ja yBeK MOCTOju Mapye Yuja MOBPIIUHA
HUje Mama o1 36 cm?.

Peweme. Hexka je pizza nzpesana Ha n nenosa Fy, F,, ... , F, unje cy moBpuimse
Py, Py, ..., B, wunju cy ooumu 04, O,, ... , O,, penom (ci. 5). Heka neo F,, nma
HajBehy moBpmmHYy, Tj. HeKa je P; < P, 3acBako i = 1, 2,...,n. [lokazahemo na
je Py, = 36 cm?,

CBaku pe3 je 3ajelHHYKH 332 TaYyHO JIBa MCEuYeHa Jelia, JOK CBaKH €0
py0a pizze ipunaga TavHO jeTHOM HceueHoM aenry. OTynaa je

0, +0,+...40, =2-240 + 4- 30 = 600. (1)

3a geo F;, o3HauuMo ca a; u b; 30upoBe AyXHHA ,,TIOBHUX * XOPU3OHTATHHUX OJI-
HOCHO ,,JICBUX" BEpTUKATHUX MBHUIIA (T10/1e0/haHO Ha CII. 5).

I N
| 1
== | I—
L_l | |
11 r————-
__]_l_l___L _____ ]
Fm: |
I I
l.__l
e I
| I r
| | |
1 1 1
Cn. 5.

Jlako ce Buau na je P; < a;b; (jemHakocT ce JOCTHXXE caMo ako je F;

. 0;
MPaBOYyraoHWK) U Ja je a; + b; = j N3 no3Hator ogHoca apUTMETHUKE U
a;+ b;

. 0; 0;

. < o< Lt -t <
reOMETpHUjCKe cpenuHe cieau /P < \/a; - b; < 5 . O/IHOCHO VP < .
C 003upoM 12 je MOBpIINHA pizze jeHaKa 30MPy MOBPIINHA CBUX JIENIOBA, /1 je
P; < P, u na Baxwu (1), umamo

900 cm? = Py + Pyt ...+ Py = [P \[P, + -+ P/ Pn
< VP 24 P 2tk B 2 < By (B4 4 )
=\/m-150cm.

Cnemu /B, =6 cmu B, =36 cm?.
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M1685. Onpehern Opoj THMOBa (TapoBa) ce TAKMHYUO Y CTOHOM TEHHUCY H
CBaKM Ca CBaKUM OJHTPAO IO jesaH Med. CBaky map je modeano y JeceT MeueBa
U U3ryOHMO y UCTO TOJNMKO MeueBa. HujemaH Meu HUje 3aBpIICH HEpeIICHHM
pesynaratom. Konrko uma tpojku (4, B, C) mapoBa urpava CTOHOT TEHHCA KOjH
Cy HaCTYIHIJIH y TaKMUYEHY, ako je nap A mobGeano map B, nap B nobenuno map
C,amap C caBnamao map A?

Peweme. Kako je cBaku map ca CBaKUM OJIUTPAO 1O jellaH MeY M KaKo je CBaKU
map je mooennuo y JeceT MeueBa U U3TyOHO Y HCTO TOJIMKO MEUeBa, HA TAKMHYE-
BY je ydaecTBoBao 21 map.

YMmecro O6poja TpaxkeHUX TPOjKH, oapenrnhemMo Opoj TPOjKHU Koje He 3a10-
BOJbaBajy HaBelaeHU ycioB. Ako je (X,Y,Z) jenna TakBa Tpojka, Tajaa je jenan
o]l TUX TMapoBa nmobeano mpeoctana asa. Perumo na je To X. Ako X ¢uxcupamo,
nmapoBu Y u Z Mory outn Omio xoja asa ox onux 10 koje je X mobenmo. Jlaxie,
nBojku {Y, Z} uma (120) = 45. Kako map X moxe na 6yne omio koju ox 21 yuec-
HUKa TYpPHHpPa, YKyIaH 0poj ,,3a0pameHux " Tpojku jeaHak je 21 - 45 = 945,

C nmpyre crpaHe yKyIHO UMa (231) = 1330 Tpojku mapoBa, ma je crora
0poj TparkeHux Tpojku jeanak 1330 — 945 = 385.

Hamnomena. Y ¢opmymnanuju 3aaTka oMamkoM je W30CTaBJbeH OWTaH MoaaTak
Jla je CBaKH IMap ca CBaKMM OJIUTPao 10 jeaH Med. VM3BHmbaBaMo ce YMTaolMMa
300r mpormycra.

M1686. /Tokazatu n1a oa 13 NpoU3BOJBHHUX PEATHUX OpOjeBa YBEK MOKEMO Ofla-
Opatu ABa Opoja X U y Tako J1a BayKU HEjeTHAKOCT

[x — y| S(Z—\/§)I1+xy|.

Pewere. Heka cy a4, a,, ... , a;3 npous3BoJbHEX 13 peannux OpojeBa. Kako
¢yHKIHWja tg x OMjEeKTUBHO IMpeciIMKaBa WHTEPBAI (— g, g) Ha ckyn R, mocroje
peannu Opojesu by, by, ..., b3 TakBu naje tgh; = a;3ai=1,...,13.

[onenmumo wHTEpBaN (—g,g) Ha JIBAHAECT JWCjYHKTHHX HHTEpBasa,
CBaKHd JTy>)KUHE % Ha ocnoBy /lupuxmneoBor mpuHnuma, 6ap asa on Opojesa b,
b,, ... , by3 Hanase ce y uctom untepsany. Ako ¢y T0 b; u b; (b; = bj) Tana je
0<b;—b; < 1”—2 Kako je ¢pynkuuja tg x MoHoToHO pactyha, cienn

tg0 < tg(b; — b;) < tgln—z.

tgbi—tgb;  aj-aj

Kako jetg 0 = 0, tgln—zz 2 —\3utg(b; — bj) =

= = , IMaMO
1+tgb;tgh; 1+ aja;j

0L <23

- 1+a;aj
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C o63upom na cy 6pojeBu b; u b; y HCTOM UHTEPBATY JIyKUHE %, OpojeBu a; u

a; cy ucror 3naka. Crawajyhu a; = x u a; = y, naxo no6ujamo
lx =yl < (2-V3)I1 +xyl.

M1687. Onpenutu octaTak Mmpu jAesbery nonmuHoma p(x) = xA444 4 3333 4

x2222 4 x1111 4 1 nonunomom q(x) = x* + x3 + x% + x + 1.

Pewemwe. Heka je q;(x) = (x*+ x> +x2 +x + 1)(x — 1) = x5 — 1. Byayhu
na je qq(X) moIMHOM METOT CTeleHa, OH UMa TIeT KOPeHa X1, Xy, X3, X4, X5 (pe-
aHAX WM KoMIUiekcHuX). ITpuTom Baxku x7 = 1. MoxkeMo y3eTH 1a je x5 = 1.
Tana cy x4, X5, X3, X4 KOpeHH TOIUHOM g (X).

C o0zupoM na je xl-5 =13ai=1,2,3,4 u na je x; KOpeH MOJIUHOMA
q(x) nmamo na je

p(x;) = x44% 4 (3333 4 42222 4 (1111 4 g
=xt+x® +x? +x+1
=0.

Jakie, cBaku KopeH nonuHoma ¢ (x) je yjeaHo u kopeH monuHoma p(x), na je
nonuHoM p(x) nesbus moauHoMoM ¢ (x). 360r Tora je octarak MpH JeJbemby IMo-
suHoMma p(x) momuHOMOM q(X) jeaHaK HYJIH.

M1688. [lokazaru na 20-oumdpenn npuponan 0poj Koju nounmwe ca 11 jeaunu-
11a cjeBa He MOXe Ja Oye NOTIyH KBaapar.

Pewerve. IIpermocTaBuMo 11a TOCTOjU TakaB 0poj x. Taga Baku
11111111111-10° < x < 11111111111 -10° + 10°.

To je ekBUBaJICHTHO ca

99999999999 - 10% < 9x < 99999999999 - 10° + 9 - 107,
OJTHOCHO

(10 —1)-10° < 9x < (10** — 1) - 10° + 9 - 10°.
IIpumerumo na je

(10° — 1)2 =102 —2-10° + 1 < 10%° — 10% = (10! — 1) - 10°

< 9x
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(10 +1)2 =10%° +2-10° + 1 > 10%° + 8 - 10°
= (10" - 1)-10° +9-10°
> 9x.
Taxo je
(10 - 1)2 < 9x < (101° + 1)?,

onakie cneau je 9x = 102%°. Ho, To je xonTpamukuuja jep 6poj 102° nuje ne-
JbUB ca 9.
Hakie, TakaB Opoj X He MOCTOjH.

M1689. Axo je n > 2 u aKko ¢y X4, X3, ... , X, HCHETATUBHU pPEaTHH OpOjeBH,
JIOKa3aTH HEjeIHAKOCT

1 X1+ Xy 4+ X
(13 -+ xp)m + ;Zi<j|xi - le z2— -

Pewerve. be3 rybibema OMITOCTH MOXKEMO Y3€TH Ja j& Xq = Xy =+ = Xp.
Kaxo ce cBaku ox OpojeBa X1, Xy, ... , X, HAJIA3M CC y HHTEPBANY [X,, X1 ], Baxu
|xl- - le < |x, — x1|. Ocum Tora, 3a cBako k = 2,...,n — 1 Baxu |x; — x| +
lx, — xp| = x; — xp,. OTyna je

Yicjlxi — x| = (n = Dy — xp).

1
Kako, 300r x; > x5, = -+ = X, Baku (X1Xy *** Xp)7 = X, JOBOJGHO j€ J0Ka3a

. 1 X1+ X+ +x
TH HEJeIHAKOCT Xp + ~ =10 —x,) = %, OJTHOCHO

Xp+ (M —1D)x; = x1+x, + - +xp.
Melytum, mocneama HEjeTHAKOCT OYUTIICTHO BaKH 300T HAIIe MPETIOCTaBKE
I[aje X1 = X = 2 Xn-
M1690. Heka je P moBpmmHa KOHBEKCHOT deTBOpoyria ABCD. Ako 3a Tauky
M, xoja mpuniazia paBHA 4Y€TBOPOYTIIA, BaXKH

AM? + BM? + CM? + DM? = 2P,
IITa MOXEMO 3aKJbYIUTH 0 Taukama A, B, C, D u M?

Pewerve. VI3 HejennakocT u3mel)y KBaipaTHe U TEOMETPH)CKE CPETUHE CIICAN

AM? + BM? > 2AM - BM
CM? + BM? > 2CM - BM
CM? + DM? > 2CM - DM
AM? + DM? > 2AM - DM,
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IpU YeMy jeTHAKOCTH Baxke caMo ako je AM = BM = CM = DM, Tj. ako Tauke
A, B, C, D npunagajy kpyxaunu ¢ ueatpom M. Cabupajyhu neBe u necHe ctpa-
HE HEJeTHAKOCTHU U JIeJheheM ca 2 1o0ujaMo

AM? + BM? + CM? + DM? > AM - BM + CM - BM + CM - DM + AM - DM
= (AM + CM)(BM + DM). (1)

30o0r HejemHakocTU cTpaHuua tpoyria je AM + CM = AC w BM + DM = BD,
MIPH 4eMy jeTHAKOCTH Bake camo ako je A — M —Cu B — M — D, 1j. ako je M
npeceyHa tauka qujaronana AC u BD yerBopoyrina ABCD. Otyna je

(AM + CM)(BM + DM) > AC - BD. 2)

3a noBpmuHy P yerBopoyria ABCD Baxu P = %AC -BDsin 6, rae je 6 yrao

u3mely mujaronana AC u BD. To moBmaum P < %AC *BD (jennakoct Baxxu

camo ako ¢y nujarorane AC u BD melhycoOHO HOpMaITHE) U
AC - BD = 2P. 3)
3 (1), (2) u (3) cnenu
AM? + BM? + CM? + DM? > 2P. 4)

300r ycnoBa 3amaTtka, y (4) Mopa 11a Baxku jeaHakoct. Jla 6u To Oumio, y
(1), (2) u (3) Takohe Mopajy na Baxke jenHakocTn. C 003MPOM Ha HAMpPEa PEUeHO,
TO 3HAYM Ja je deTBopoyrao ABCD tetuBHH, 1a je Tauka M W IEHTap OIHCaHE
KpyXHuIle U npecek nujaronana AC u BD u na cy nujaronane AC u BD meby-
COOHO HOpMAJIHE.

AKO ce aujaroHaje TETHBHOI YETBOPOYIJIa CEKy y LEHTPY OIHCaHe
KpYy>KHHIIC, Taj YETBOPOYTAO je IPABOYTaOHUK. AKO Cy, MaK, MHjaroHaje MmpaBo-
yraoHuka meljycoOHO HopMalTtHe, IPaBOYTaOHUK je KBaapaT.

[Ipema Tome, ueTBopoyrao ABCD je kBazmpar umje ce nujaroHaie cexy y
Tauku M.

M1691. Yuenunu A u B Hau3MEHUYHO 3aMEHbY]y TI0 JeIHY 3BE3UILY Y TOJIHHO-
My x10 4+ xx% +xx8 + .-+ xx2 + xx + 1 HekuM peanHum OpojeM. AKo Ha
Kpajy TIOJIMHOM HEMa peaHuXx KopeHa mooelyje yuenuk A, a ako nma 6ap jeqan
peanan kopeH nmodehyje yuenuk B. Jla mu Moxe yuyeHUK B na moOemu, Ma Kako
urpao A?

Pewerve. YaeHuk B yBek MOXKe Ja OCHTypa modeay. 3Be3auia uMa 9 npu aemy
5 uny y3 HenapHe crenene (x, x3, x5, x7, x%)u 4 y3 napHe (xz, x*, x©, x®).
IIpema Tome, yueHnuk B, y HajBumie 4 moTe3a, MOXKe Ja IMOCTHTHE J1a Ha Kpajy,
Kag je A Ha moTe3y, OCTaHEe 3Be3/AWIlAa y3 HemapaH cremeH. Penmnmo nma je To
x2P*1 (Y npsa Tpu motesa ydeHUK B Gupa 3Be3muIle y3 MapHe CTENeHe YKOIHU-
KO Cy pacroJiaramy, Tj. YKOJIIMKO HeKe O] lbuX HUje Beh omadpao yueHuk A. Ako
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y Tpehem moTe3y Hema ,,c10001HE ™ 3BE3AUIIEC Y3 HEMapaH CTereH, Y4eHuK B Ou-
pa HeKy OJ1 MPeOCTaIMX y3 HemapHe cTerneHe. Y 00a ciydaja, 3aMemyje UX mpo-
M3BOJPHUM peaslHuM OpojeBHMa, perMo HyJama.)

[Tocmarpajmo cuTyanujy Kaj y4eHHK B TOBIa4M CBOj YETBPTH IOTE3.
Heka je y TOM TpeHyTKY
F(x) =210 45 x? 45 xB + - +xx2 45 x + 1 = P(x) + ux™ + Ax?P+L
rae je P(x) mojaMHOM KOjH je HACTao U3 IMOYETHOT M KOJ KOI Cy CBH KOe(DUIIU-
jentn onpehenu. OcTane cy 3Be3muie W u A y3 x™ u x2P*1 penom.

VYuenuk B he mzabpatu xoepuuujeHT | KOHCTaHTy ¢ > 0 Tako na je
cF(1) + F(—2) = 0. Y tom ciyuajy he F(1) u F(—2) GuTu pa3au4yuTor 3HaKa
u F(x) he umatu KkopeH y untepsaiy [—2, 1].

W3 ycnosa cF(1) + F(—2) = 0 umamo 1a je

c(P(1) +pu+2) +P(=2) + u(=2)™ + A(—2)?*1 = 0.

Crasmajyhu ¢ = 22P*1 no6ujamo

22P*LP(1) + p22P*t 4 A22P+ 4 P(=2) + p(=2)" — 222+ =0
22P*1P(1) + p22P* + P(=2) + u(=2)™ =0,

— P(=2) —22P*1p(1)
22p+1 4 (_Z)m

T/Ie je eMTUMUHICAHO A 1 OJIaKIIe je [l =

—P(=2) — 22P*1p(1)
22p+1 4 (—2)m

B nmoctmwxe na nmonuroM F(x) uma kopeH y unrepsany [—2, 1] 0e3 063upa kax-

BO A ogabepe yueHuk A nocie wera. Ha Taj HaunH oH no0Gehyje.

Hakne, craBsbajyhu ymMecTo 3Be3auLe | U3pa3 , YICHUK

M1692. Ako 3a komIuiekcan 6poj z # —1 Baxu 1a je |z| = 1, nokaszatu na ce z

1+it .
MOXe HalMcaTH y O0NIHKy Z = T, 3@ HEKH peanan opoj t.
=1

. . . . o
Pewerse. Kako je |z| = 1, To je z = cosa + i sina. YBohewem cmene t = tg>
1-t? 2t

JIaKO ce J00Hja Ja je cos o = usina = . Otyna je

a Jja na 1+ t2 1+t2 yha)
Z_1—t2+l. 2t 1+2ti—-t2 _ (1+i)2 _ 1+it
T 1+¢t2 1+t2° 1+t2 @A+ -it) 1-it’

ITO je U Tpeballo MoKasaTy.

M1693. Terpacmap ABCD ymncaH je y JIONTY MOMyIpedHUKa R 9Hju je TeHTap
tauka 0. [IpaBe AO,BO,CO u DO ceky HacupaMmHE CTpaHE TETpaelnpa peiaoM y
taukama A,, By, C; u D;. Jloka3zaTu 1a BaXkKy HEjeJHAKOCT

|AA;| + |BBy| +1CC,| + DDy | = R,
(ITox TerpaexpoMm ce monapa3yMeBa jelHAKOMBUYHA TpocTpaHa mupamuna. Cee
CTpaHe Cy HOJyJapHH jeTHAKOCTPAHUYHU TPOYTIIOBH. )
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Pewerve. Terpaegap ABCD MoxeMO NMOAETUTH Ha YETHPU MOTyNapHa TeTpael-
pa ABCO, ABDO, ACDO u BCDO, na je

Vageo = Veepo + Vepao + Vpaso + Vasco-

C o63upom na cy AA4, BBy, CC; u DD, Bucune terpaenpa ABCD, cnenn
%PABC -|DD,| = %PBCD |04, +§PCDA *|0B,| +§PDAB 10Cy| +§PABC -10D;|.
Kaxko je Papc = Ppep = Pepa = Ppag, cienu

IDD,| = |0A;] + |0By| + [0C;| + |0ODy].

Hakon meobe neBe u necHe crpanc ca |DD;| u umajyhu y Buny na je |AA;| =
|BB,| = |CC;| = |DD;|, mobujamo

[0A;] | [0B1| | |0Cq| | |OD4] —
|[AA{|  |BB1| = |CC1| ~ |DD4|

|AA1|—R | |BB4|-R | |CC4|—R | |DDs|—R _

|AA4] [BBy| [ccyl |[DD4|
u
1 1 1 1 3
= (1)
|AA4|l * |BBq| ~ |CCi| * |DD4| R

IIpumemyjyhn HejeqHaKOCT M3Mel)y apUTMETHYIKE M XapMOHH]CKE CPeIuHE Ha
|AA4|, |BB1|, |CCy| u |DD,|, nobujamo na je

1 1 1 1
(|AA,| + |BB,| + |CC,| + DDy ) (|AA1| + o F e T |Dol|) > 16.

C o63upowm Ha (1), cnemu
(IAAL| + BBy | +1CC,| + DD 2 = 16,
OJTHOCHO

|AA] + BB, | +1CCil + IDDy| = 2R

Hanomena. Moxe ce nokasaru na je |AA;| = |BB.| =|CCy| = |DD;| = gR,

OJIaKJIe IUPEKTHO CIIEAN TPaKEeHa HEjeTHAKOCT.
ObaBemreme. 300r Kammewa Tanrenre 98, pemema 3agataka u3 Tor 6poja Ou-

he mpuxBaraHa cBe 70 u3nacka o0poja 99 u3 nmramne. FiMeHa ycnemHux periaBa-
ya 6whe objaBpeHa y Tanrentn 100.
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Hello, World!
MehyHapoaHa nHcpopmaTmnyka onumnujapa 2019

Taguja Illebe3, Hoeu Cag

[Ipommmoronumma Mehynapomna Mudopmarnuka Omummwmjama (101
2019), 31. o pexny, oapkana je ox 4. mo 11. aBrycra 2019. rogune y bakyy,
AzepOejnian. Exuma CpOuje je cacraBjbeHa Ha OCHOBY pesynraTta ca Cprcke
WNudopmatinake Onumnujane. YnHnmm cy je:

Tanwuja lebes, 3. paspen, ['mmuasuja “J. J. 3maj”, HoBu Cag
Joman benrun, 1. pa3pen, Matematnuka ['umnasuja, beorpan
Huxkona [lemwuh, 4. paspen, 'mmuasuja “J. J. 3maj”, Hosu Can
Muanen Ilysuh, 3. pa3pen, Maremarnuka [ nmMHazuja, beorpan

Exuna CpOuje (cneBa HagecHO): [paran Ypomesuh, Taguja [leGes,
Hwukoma I[lemmh, Mnanen Ily3uh, JoBan benarnn n Anekca [lnasmmh.

CenmonHeBHe npunpeme Oune cy opranuzobane y CTyIeHTCKOM OJMa-
parMImITy Ha ABaiy, a OpXaJld Cy WX WIAHOBHU J|p)kaBHE KOMUCH]E 3a CPEAmbO-
HIKOJICKAa TAKMHYEHa 13 HH(pOpMaTHKE.

Bohe exune 6unu cy npod. Jparan Ypomesuh ca MaTtematuykor uH-
ctutyta CAHY u Anekca [Inasmuh ca Pauynapckor dakynrtera y beorpany.

[Tyt no AzepOejiiana Boauo je npeko McranOyia, a JieT je Tpajao CKopo
5 caru. Ha aepompomy y bakyy nodekana Hac je JjbyOa3Ha BosoHTepka Jlejma
Koja je Omia 3ay’kKeHa 3a Hally eKUITy TOKOM IIeJIOT TAKMHYCHa.
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Taxmudapu cy omnu cMermteHd y OJUMITHjCKOM celly Koje je MpBOOUT-
HO cIry>kmito 3a EBporicke urpe 2015. rogune, Mok cy Bole Oniie cMemTeHe y Xo-
teny Boulevard.

[lpBu nan je 6mo mpenBuljeH 3a moNa3ak TakKMHYapa M OAMOp MOCIe
HamopHor myTta. Beh cnenelier jyTpa uManu cMO MPUIMKY Ja BUAUMO 3allTO CE
baky nasuBa ,,rpamoMm BepTpoBa‘“. Haume, TpancnopTt no HanuoHamHe rumHa-
CTHYKE apeHe, y K0joj je 0JIpiKaHO MPOOHO TAKMUYCHE, a KACHU]E U CaMO TaKMH-
4yeme, 0JIBHjao Cce y3 jak BeTap KakaB He mamtumMo y Cpouju. [Ipo6HO Takmmye-
e Ce OpraHu3syje na Ou ce YUECHHIU YIO3HAIH ¢ TAKMHYAPCKUM OKPYKEHEM H
CHCTEMOM olieluBama. Jla 01 ce crpeunsie 310ynoTpede, TaKMUIapu Cy OMIH
o0aBe3HH Ja Mocie TOT TaKMHUUEHa Aajy Ha Tperje]] CBe CTBapH Koje Cy Hamepa-
BaJIM JIa KOPHCTE HA CAMOM TaKMHYCHY. buim cy 103BOJbEHH TacTaTypa, MHIIL,
PEYHUK SHIJIECKOT je3WKa M Majla Mackorta. Haia ekuna je npenana cBoje Tacra-
Type u MuuieBe. Mcror nana oapxana je U IepeMOHHMja OTBapamba.

Haxo je pacnopen 6MO MPUIHYHO ,,TyCT™, OPraHU3aTOPH CYy TAKMHYAPH-
Ma OCTaBWJIM JIOCTa clIo0omHOr BpeMeHa. OHM Cy ra OOWYHO MPOBOJHMIHN Yy
pocTopy 3a 3a0aBy KOjH Ce€ Hala3Wo y NPU3EMIbY 3rpaje y Tne cy Ouim cme-
IITeHU. Y THUTalky je BelIHKa IMPOCTOpHja ¥ KOjoj je Morao Ja ce urpa oumujap,
CTOHM TEHHC, CTOHH (yadan U [IeHra, a OMIo je ¥ MHOIITBO lazy bag-osa. buio
j€ TO WeaTHO MECTO 3a CKIIaName NMpHjaTesbcTaBa ca APYruM TaKMUYapuMa aju
U ca BOJOHTEpUMA KOjH Cy yIJIIaBHOM OWJIM CTyJeHTH ca ADA yHUBep3uTeTa y
Bakyy.

Exckyp3uje koje je momahuH opraHu3oBao Ouie Cy H3y3€3HO 3aHHM-
spuBe. M3mely nBa TakMudapcka gaHa nocetuiu cMo Crapu rpan bakya (Icheri
Sheher) u AzepOejilaHCKN HAIIMIOHAHY MYy3¢ej Terrxa. Y IUIaHy je OWIIo u KpcTa-
peme Opomom o KacmmjckoMm jesepy, ad je 0TKa3aHo 300T BeoMa jaKuX BETPO-
Ba.

IMocne apyror TaKMUYAapCKOT JaHa, TOHOBO CMO MMAITd €KCKYP3Hjy Kao
3aciy’KeHU OJIMOp HAKOH HAMOpPHOT pelllaBama 3ajaaTtaka. [IpBo cMo oOWILIH
Yanar Dag, mecto rae ,,BaTpa usBupe u3 3emibe”. Taj (eHOMEH HacTaje 3aro
IITO Ha TOM MECTy IPUPOTHH rac HempecTaHo u3buja u3 semsbe. Panuje je omo
MHOTO CITMYHUX MeCTa IMo Kojuma je AsepOejiian moOWo Ha3WB ,,3eMJba BaTpe™
(The Land of Fire). Mehytum, BehuHa je yHHIITEHa 300T eKCIUIOaTaIlje HadTe
Y 3eMHOT raca.

Hakon Tora cmo mocermnn komiuiekc Myseja Gala State Historical
Ethnographic Reserve n Ha kpajy Elite Horse Club. Tamo je npupehen Horse
Show koju je ocTaBHO MocedaH yTUCAK Ha CBE TaKMUYape.

Takmuuapu cy pemaBanu 6 3amaTaka TOKOM JBa TaKMUYapcKa JaHa,
CBaKor JaHa no 3 3agarka. 3ajany cy OWIN alropuTaMcKOr THIA 32 YHje pela-
Bame OMJIO Ha pacroiaramy MO 5 caTu CBaKOr TaKMHYApCKOT JaHa. JemaH 3ama-
Tak je Bpexeo 100 moena. CBaku 3agaTak, OCHM 4ETBPTOT, CacTOja0 Ce U3 BUIIE
moj3aJaTaka pasIuiuTe TEKHHE KOju Cy JAOHOCWIH onpeheHe moene. Jla Om
TaKMHYap OCBOjUO TOCHE MpeaBul)eHe 3a Moj3a1aTak, BEeroB Mporpam je Mopao
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Ja Halje TauHO pelliebe 32 CBe TECT MPUMeEpe TOT MOJ3aaTKa, Ja TO Ypaau Jo-
BOJBHO Op30 ¥ Jla He KOPUCTH TPEBUILIE MeMopHje. BUTHa poMeHa y oJJHOCY Ha
NPOILTY TOJIUHY j€ TO IITO MPOTPaMCKH je3uk Pascal Bule HUje OMO TO3BOJBEH.
3ajgauy cy MOTJIH J1a ce pellaBajy camo y InporpaMckuM jesuuuma C++ u Java.
Oge rojauHe, 4. 3a1aTak je OMo THUIA oufput-only ¥ HETOBO OICHUBAE CE Pa3-
JIUKOBAJIO OJT OCTAJIMX 3ajaTaka. 3a Taj 3amaTak TAKMUYApH Cy YHAIped J0OHIH
¢ajnoBe ca yiaa3HMM MOAALMMa 3a CBE TECT MPHMEPE U YMECTO KOJa CIalH Cy
camo (¢ajnoBe ca oarorapajyhuM HM3nazHUM MojaruMa. 3a CBaKd TECT MPUMED
nmobwujamu cy oapelher Opoj moeHa 3a0KpyKEH Ha JIBE ACIUMAlIe KOjH je 3aBUCHO
0J1 TOTra KOJIMKO je J100po HaljeHo pelethe.

VM€ U Npe3uMe 1. 2. 3. 4, 5. 6. | YKYIIHO Melajba

Tanuja 11leGe3 100 | 40 72 | 70.62 | 52 24 | 358.62 cpebpHa

Hukomna Ilemmh 85 40 72 | 45.76 | 66 10 | 318.76 | Oponzana

Munanen [Ty3uh 100 | 29 25 | 36.94 | 66 24 280.94 | OpoH3ana

JoBan benrun 100 | 18 50 | 40.38 | 52 10 | 270.38 | Oponzana

OBe roauwHe ydecTBOBaO je 325 Takmuuapa u3 87 3emaspa. Exwuma
Cpbuje ocBojuia je YeTHPH Melalbe: jemHy cpeOpHy W Tpu OpoH3aHe. Y eKWHIl-
HOM IUTaCMaHy, 3ay3eia je 24. MecTO IITO j€ 3a IIECT MecTa 00Jbe HEero MpoIuie
rogune. To je, yjeaHo, HajOoJbU Pe3yATaT y MOCIeAnhe 4 TOUHE.

Hamm takmugapu cy ce OJUIMYHO CHAILTH Ha MPBOM 3aaTKy OCBOjHB-
mm ykynHo 385 ox moryhux 400 noena. Ocum Huxone Ilemuha, cBu octanu cy
MMallil CTOIIPOLICHTHH pe3yaTat. Hukonu je, Haxkanoct, HeIoCTajalo nap MUHY-
Ta Ja ucrpaey “bug” y xoxy u Tako ocBoju cBux 100 moeHa, mro 6u My JOHEIO
cpeOpHYy Menasby.

Jpyru u Tpehu 3amarak OMiu Ccy U3 00JacTH TeopHje TpadoBa U CTPYK-
Typa TMoJlaTaka, peJoM. 3a/lalld U3 OBUX OOJIACTH CE YeCTO I0jaBJbyjy HA TAaKMHU-
JemrUMa U3 MporpamMupama W 3Hajy nma Oymy Beoma Temku. Exuma CpoOwuje je
ouia 1o00po ymo3HaTa ¢ TUM obyiacTUMa. ToMe je TOCeOHO JONPUHEI0 HEKOJIH-
KO JJaHa TpuIpeMa Ha ABaJld Ha KojuMa cy, usMel)y octaior, paljern u 3a1anu
U3 THX 00JlacTH. YTIIPKOC TeXUHH 3aJaTaKa, Hallla eKUIa jeé OCTBapIiia 3aBUIaH
Opoj moeHa.

Kao mto cmo Beh momeHynn, 4eTBpTH 3a1aTak OHO je THTa output-only.
Y mwey npumnpema, Ha Cprickoj MuapopMaTtnakoj OauMmIHujagul ce pPeIOBHO
M0jaBJbyje IO jelaH 3a/laTaK TOr TUNa. Exuma je ucryHmia oueKuBama OCBOjHB-
M yKynHo 193.7 noeHa.

[letn 3amatak Owo je cpemme TexuHe. Hamm TakMudapu cy Ha HBeMy
OCBOjIIIH conyaH Opoj moena. HaxxanmocT, HUKO W3 €KHWIle HHje ycleo Ja ra
peuru 3a 100 noeHa.

IlecTn 3amaTak 6mo je HajTexku. CacTojao ce o 5 moa3aaaraka u 3axTe-
Bao 3Hama M3 BHUIIE 00JIACTH, HAjBUITIE U3 TeopHje TpadoBa U CTPYKTypa moaaTa-

27



MehyHapoaHa nHbopmaTnyka onmmnmjaga 2019

ka. Taaguja u MiazieH cy peniiy mpBa Ba noja3ajaarka, a Hukona u JoBan camo
IPBH.

Exuma CpOuje je ocBojuina conuaan Opoj moeHa Ha CKOpO CBaKOM 3a]at-
Ky. OcuM Tora, HHjeTHOM TaKMU4Yapy ce HHje JECHJIO J1a HEKOM 3aaaTky uma 0
HOCHa.

3aparak ,,Unnene*

[pencraBipamMo HajIakmIM 3a7aTak ca oBe oyuMmnHjane. To je OMo mpeu
3aJaTak MpBOI TAKMHUYApCKOT AaHa, a 4Mju je Ha3us ,,l{unene” (Shoes). Tpebda
pehm na je mpocedan Opoj IMoeHa KOjU Cy TAKMHUYapHU OCBOJHIIA Ha TOM 3aJaTKy
omo 74.47 u na ra je yak 171 takmuuap permo 3a 100 noena.

aiu je nuz yeaux 6pojesa gysicune 2n Koju upegciiasnvajy yuiiene. Pe-
yumo ga bpoj x tpegciiasnva jeghy yuieny. Axo je X neiaiiuean, yuiiend je nesa.
Y cyuipoiunom je gecna. Benuuuna yuiiene je aiiconyiina epegHociu opoja X.

3a nuz og 2n bpojesa kazxcemo ga je sanugan axo je uciiyreno ciegelie.
Kaga nus tiogenumo y n itaposa wiaxo ga upsu u gpyiu 6poj uune psu uap,
wipehu u weiigpiiu gpyiu, ... , Upeiiiociegru U ociegru N-u dap, waga y
ceaxom apy upsu 6poj ogiosapa nesoj yuileau, a gpyiu gecHoj u Upuiiom cy e
yuitene uciie eenuuune. Kaxo nus na #loueiuky e mopa ga Oyge e6anugar,
gO0360/6€HO e UpuMerusailil ouepayujy 3aMeHe ¢ea CYCegHa YNaHa Hu3d.

Konuxo je najmare otiepayuja tiowipebno ga ou ce goouo éanugan nuz?

Pewere. IlpBo mTo Tpeba ga MpUMETHMO jecTe Ma Hukama Hehemo ma
3aMEHHMMO JIBa WaHa HU3a aKo Cy OHH jeJHAKH, OJJHOCHO NPE/ICTaBIbajy IHIIEIe
KOje Cy HCTe BelIMYMHE W UCTOr Thma (obe neBe win ob0e necHe). 300r Tora
3HaMO JIa C€ PENIAaTHBAH PACIIOpe] ITUIeNIa IPEICTaBJbeHUX jeTHUM OpojeM Hehe
Mmemard. Caia MoKkeMo Ja 3akJbyurMo aa he ce Ha xpajy k-ta nunena ca Bpea-
Homthy —x Hahu y mapy ca k-TOM IMIIENOM KOja IMa BPEIHOCT X. Y CYyHpOTHOM
OM ce MPOMEHMO peNlaTUBaH paclope] IMIeNa MPeACTaB/beHUX OpojeM X WIIH
—X.

Haljumo, Hajupe, napose unena koje he Ha kpajy Outu ymnapene. To ce
MOYXKE YUYMHHTH, Ha [IPUMED, COPTHpAmEeM HH3a U METOJOM JIBa MOKa3uBaya. 3a
HEKH Iap, HeKa je HheroBa NpBa MO3WIHMja — MO3HMIMja LUIENe Koja ce IMpBa
nojaBibyje y HH3y. Pememe cacToju y TOMe IITO MapoBe MPBO COPTHPAMO IO
BPEIHOCTH HUXOBHX NPBUX mo3uiuja. [lotom ux penom mpouecupamo, npuMe-
BYjEMO OTlepalija 3aMeHe MeCTa JIBa Cyce/lHa WiaHa HU3a, CBE JIOK JPYTY IHIe-
Ty HE NPUOIMKUMO TIPBOj, Tj. JOK HE MOCTaHy CyceAHe. AKO je TpBa LHUIena
JlecHa, a Jpyra JeBa, MOTpeOHO je MPUMCHHUTH HaBeACHY OIlepaliijy Ha Te IBE
rurnesne. CHMyIUpamke OBOT TMOCTYNKa brute force meroqoM noHocu 50 moena
300r Tora mTo npobuja BpeMeHcKo orpannyeme. 3a 100 moena nmotpeOHO je cu-
MyJIpaTH OBaj MOCTYMaK y3 MoMoh CTpyKTypa mojaTaka Kao IITO je OWHAapHO
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UHJEKcUpaHo crabdio. Bpemencka cioxenoct je 0(nlogn), 1ok je Memopujcka
cnoxenoct 0(n).

BuHapHO nHpekcupaHo ctabno

3a kpaj hemo ymo3HaTH YUTAOIE ca CTPYKTYpOM I0/IaTaka YHjH je HA3UB
,,OMHApPHO MHICKCHApHO CTa0JI0* WM, KaKO C€ jOII 30Be, ,,OEHBHUKOBO CTabIO".
UYecro ce xopuctu u ckpahenuna BIT koja moTude oj eHriieckor HasuBa. Kako
O1cMO ynTaoLe YIIO3HAIH Ca THIIOM MpobieMa KOju ce MOTy e(pHKacHO pelaBa-
TH OBOM CTPYKTypOM TIojaTaka, MpeacTaBuheMo OCHOBHHM IpoOJeM KOjuU ce
peraBa y3 momoh BIT-a y BpemeHckoj cinoxkernoctu O (nlogn).

Haiu je nuz yeaux 6pojesa gyoicune n. Ioitipebno je eghuxacro uszspuia-
eatiu gea muiia yuita nag gamum Huzom. Ilpsu wiuii merva k-itiv unan Hu3a, a
gpyiu wpasicu ga uspavyynamo 3oup ipsux k uianosa nusza.

HawmBHO pememe Ou OMIo Aa jeJHOCTaBHO Y MEMOPHjU dyBaMO HHU3 U
W3BPILIABAMO YITUTE MPBOT TUIA TAKO IITO CAMO IPOMEHUMO OATOBapajyhu uian
Hu3a. Bpemencka cnoxenoct je 0(1). OBo je HajedukacHuje Moryhe u3BpiiaBa-
e YIHTA MPBOT THUTIA.

Jla OucMo M3BPIIMIIH YITUT JAPYTOT THIIA, MOPAMO Ja pohjeMo Kpo3 Mp-
BUX k ujaHOBa HM3a U Ja ux cabepemo. Kako k Moxke ma ujae 10 n, BpeMEHCKa
CIIOKEHOCT M3BpIIIaBarba JApyror Tuma ynura je 0(n).

YKOJMKO je 3a1aT MpUOIIKHO jeHaK Opoj yIrTa MPBOT M APYTOT THIIA,
BPEMEHCKA CIIOKEHOCT 110 yruty je 0 (n).

Kako 6ucmo nocturiu cioxeroct O (logn)sa o6a tuma ymnura morpeo-
HO je J1a Ha Ipyradujyu HAYMH 9yBaMoO TOaTKE.

Pamu jemHocTaBHOCTH, IMOCMaTpajMoO CIIy4aj Kajga jeé n CTENeH IBOjKe.
ITogaTke hemo dyBaTH y XHjepapXujcKoj CTPYKTYPH, OMHOCHO Yy cTadiry. Y Kope-
Hy crabia hemo yyBaTu 30Up CBUX elleMeHaTa HU3a, Tj. 30Up MPBHUX N eJeMeHa-
ta. UBop u, Koju uyBa 30up 3a X eneMeHata, uMmahe log, x TUpeKTHUX MoTOMa-
ka. [IpBu moTomak ox u yyBahe 30up mpBe MOJIOBHHE O X eJieMeHara, JPYyTH
notomak he gyBaTu 30Mp NPBY MMOJOBHHE O]l IPEOCTANNX €IEMEHAaTa U TaKo Ja-
7be. MoskeMo 1a mpuMeTHMo fa he cBaku 4Bop ja uyBa 36mp 3a 2X enemenara.
OcuM TOTa, TOCTOjU TAYHO je[laH YBOP KOjH CAAPIKH [-TH WIaH HU3a Kao MOCie-
BU y 30upy. 300r Tora, cTabI0 MOXEMO Jla YyBaMoO y HHU3Y IykuHe n. 30up 3a
HEKH YBOp yyBaheMo Ha MO3HIHjH y HU3Y KOja OATOBapa MOCIEIHEM eIIEMEHTY
CyMe€ KOjy OBaj uyBa.

[IpumeTrMO @ ce CBaKM elEMEHT Hanazu y 30Hupy 3a HajBuuie log, n
4yBopoBa. To 3HaYM Ja CBAKM YIHT IPBOT THIIA MOXKEMO J1a H3BPIIMMO y BPEMEH-
ckoj coxxenoctu 0 (logn).

Jla OucMo u3pauyHa M 30Mp MPBUX K 4IaHOBA HH3a U OJITOBOPUIIM Ha
YIUT APYTOT THIIA MOKEMO J1a ypaaumo cieaehe. Y3meMo 30Hp 3a 4BOp y KOM je
k mocnenmu eneMeHT B k cMamHMO 3a Opoj elleMeHara y 30Upy M Taj MOCTyIaK
noHaBJbaMo cBe N0k k He mocrane 0. [Ipumernmo na cBaku yBop Koju hemo mo-
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CETUTH 4yBa 30up 3a OapeM 2 myTa BUIlle eJeMeHara Hero nperxoanu. Kako je
yKyIlaH Opoj eleMeHara y TUM 30MpOBHMa HajBHUIIE 1, YBOPOBA MOXKE Ja Oyne
HajBuie log, n. Crora je BpeMEHCKa CJI0KEHOCT U3BpIIIaBama APYTror THIIA YITH-
ta Takohe O (logn).

Vkonuko je 3amaro O(n) ymura yKyrmHa BPEMEHCKa CIIOKCHOCT 3a HhH-
X0BO u3BpInaBame je 0(nlogn).

IIpumeTrumo jorr ga je Opoj edemMeHaTa y 30Upy y KojeM je k TociIenmu
€JIEMEHT jeHaK HajBeheM CTerneHy aBOjKe Koju nenu k. Y3 To, 3a 4BOp, YHjH je
HIOCJICITEbH SJIEMEHT K, MOCIICAbY €IEMEHT BhEroBOT AUPEKTHOT TPETKA jeIHAK je
k yBehano 3a Hajpehu creneH ABojke Koju ra menu. 300T Tora je KoJ 3a OMHApHO
HHICKCHPaHO CTabJI0 BeoMa jeMHOCTaBaH INTO je, OCUM Op3WHE, jOII jeTHa Of
HCTOBUX MPEHOCTH.

NPEANO3U 3A TPERU NMUCMEHU 3A0ATAK
Cphan Oimanosuh

MMHASWJE, CPEOHE LWWKOJIE

| PASPE[

Kpyi, uetisopoyiao, koHcpyKyuje;, payuoHainu aniedbapcku uspasu

1. V yayTpammocTi omrpoyrior Tpoyria ABC nata je tauka M. Heka cy P u
MOTHOXja HopMauta u3 Tauke M Ha crpanutie AB u AC, penom. JlokazaTtu na je
4QAM = AQPM.

2. [late cy mpaBe a, u b, koje ce cexy u Tauka C BaH mux. KoHCcTpyHucaru Tpoy-
rao ABC Tako naa je mpaBa a, cuMmerpaia yriia BAC, a nmpaBa b, cuMmeTrpaia yria
ABC.

3. OnpenuTH BpeaHOCTH MapaMeTapa a M b Tako 1a ce IpH Jesbery TONHHOMA
ax3 + 2x% — 5x + b ca x? — 1 go6uje ocrarak —4x + 9.

2a%x — 2ax? al+a?x axz—x3)
a? — x? a? +2ax+x?  a?—x?

4. Yopoctutu mpaze A(x) = (x3 + a3):(

u(x)=1: ( L L 2ax ) a 3aTUM U HUXOB KOJIHY
"\x2-ax+a? x%2+ax+a? x*+a?x%2+at)’
A(x)
HUK ——
B(x)

. . . 1
5. Axo je a MO3UTHBAH peadaH Opoj TakaB na je a’ + i 23, u3padyHaTu

BpETHOCTH u3pasa: (a) a + % ;(0) a— % ; (B) a? — %; (r) a® + % .
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Il PASPE[]
Cucitiemu K6agpaiinux jegHa4uuHa, UpayuoHaiHe jegHadune u Hejegnaiute;
eKCUOHeHYUjaHA U Joiapuinamcka ynkyuja

1. PermuTu cucteMe jemHavYnHA:

(@ x*+xy+y=10 () 3x+y+. Jy—x=4
x+xy+y?=10; 2x+.,Jy—x=5.

2. Petnty Hejennaunny 4(x — 1) < \/(x +5@x+4).

1 < 1
2¥—1 " 1-2%¥"1°

3. Pemintu HejeqHAUMHY

4. Jloxa3zatu ja 3a cBe peayHe OpojeBe a BaXku

V@i T-a
log J———_=2log (Va2 +1—a) = —2log(Va? + 1+ a).

5. (a) Pemntn jennaunny log 5 Va3 log, ,(100x) = 3log, , x;

1
(6) peuntu Hejennaunny 2log, (2 + (1 + i) log,,3 =log,, (35 + 27).

[l PASPE[

Ananuiiuyka ieomeitipuja,; maitieMaiiuyka UHgyKyuja

1. Tauka A(2,—4) je jenno teme tpoyria ABC. OnpequT jeHaYnHe MPaBHX
onpehennx crpanmumama tpoyrina ABC ako cy mpaBe p:x +y —2=0wu q:x —
3y — 6 = 0 cuMeTpae 1Bajy YHYTpallbUX yIiioBa TOra Tpoyria.

2. Jlar je kpyr k : x2 4+ y? = 1% urauxa P(c,0), ¢ > r. Oapeauty reoMeTpu;j-
CKO MECTO CpeIUIlTa CBUX TETHBA Kpyra k uuju MpoIyXeLu IpoJia3e Kpo3 Tad-
Ky P.

3. IIpaa x — 2y = 9 je acumnroTa xunep6one b%2x? — a?y? = a?b? uamje cy
xmke F;(—5,0) u F,(5,0). Onpenuru cBe Tauke XurepOose U3 KOjUX ce Tyxk
F,F, Buay o mpaBuM YTJIOM.

4. Pacrojame TeMeHa napabone y? = 8x of je[lHe HeHe TAHIeHTE jeHAKO je 3.
Hahu xoopauHaTe Tauke goaupa Te TAaHTCHTE.

5. TIpuMeHOM MaTeMaTHUYKe WHAYKIMje T0Ka3aTh Jia 3a CBAKU MPUPOAaH Opoj n
BaKU j€THAKOCT

(1_n_12) (1_(n+11)2) '"(1_(21111)2) = 1_2nl—1'
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IV PASPE[]

Hnivdeipanu

+lnx (6)f1+tgx x; (B )f (x +3)dx

1. zpauynaru unterpaie: (a) f i x)Z Sin 2x Z_6x’

2. Uspauynaru: (a) fol XX . (6) fz Vcosx — cos3 x dx ; (B) f

1+x%° eX+e™x’

3. Uspauynatu noBpiuHy (GUrype orpaHudeHe mnapabonom y? = x, xurnep6o-
JIOM Xy = 8 | OJICEYKOM IIpaBe Koja Caip>Ku TauKy (8, —\/§) mapabose 1 TauKy
(8, 1) xumepboure.

4. M3padyyHaTH 3anpeMUHY Teja JOOUjeHOT POTAIMjOM OKO X-0ce (Urype orpa-
HUYCHE KpBOM Yy = 2% u npaBom 4y — 3x — 5 = 0.
MATEMATUYKE TMMHA3WUJE
AHAITN3A C AITTEBEPOM

| PASPE

Payuonannu aniedapcxu uspasu; iuneapue jegnauune, 1uneapHe (hyHxkyuje

1. Ako cy a, b, ¢ peannu 6pojeBu TakBu jaa Baxu a? —2 =3b —c, b2+ 4 =
3c + auc?+ 4 = 3a— b, m3pauynatu BpegHOCT M3paza at + b* + c*.

2. JloxazaTu 1a 3a IO3UTHUBHE OpoOjeBe X, V, Z BaXH HC]C,I[HEIKOCT + +

x+y+z

3. V xoopauHatHoM cucTeMe X0y rpadUuKy MPEACTABUTH CKYIl Ta4aKa 3a uuje
koopauHare Baxu |x| + |y| = 1u ||x| — |y|| <1.

x+2 [3x+2

e+ 1 — ], rae [t] o3nauaBa HajBehu 11€0 OpOj KOjU

4. Pemut jeHAuYMHY

Huje Behu o t.

5. (a) Cxunmparu rpaduk pyskuuje y = |2x — 1| — |x — 1] — 3x;

(6) pewntyu jenquaunny |2x — 1| — [x — 1| = 3x + a, rne a € R;

(B) ompenuty peairHe OpojeBe kK U n Tako J1a jeJHaInHA
—3Bx+2x—1|—-|x—1| =kx+n

nMa OECKOHAYHO MHOTO pellerha.
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Il PASPE[]

HUpayuonanne jegnauune u nejegnauune;, eKCUOHEHYUjATHA U T0IAPUTLAMCKA
@dynryuja

1. Pemntu Hejeqnaunny vVx + 6 > vx + 1 4+ v2x — 5.

4
2-43"°

2_2x+1 2_2x-1
2. (a) Pemmty jemHaumHy (2 + \/§)x a + (2 - \/§)x =

1 4

< .
25cos?x /125

2 cos 2x __

(6) Peminty Hejeqnaunny 0,

3. JlokaszaTu na 3a cBe mpupojaHe Opojee n (n > 1) Baxu log, (n+ 1) >
logn+1 (n +2).

10g4\/; 2
logzx 2

4. Pemity jenHauuHy + log,, 2-log: 2x = 0.
2

5. Pemntu Hejenuaunny log, (x + 1) < log: (2 — x).

[l PASPE[

I'panuuna 8pegnociu nuza

n

. L2
1. 1o nedunuimju, nokasatu aa je lim — = 0.
n—oo n!

2. Jlokasatu na je uu3 (x,), nar ca xy € (1,2), xpp1 = x2 —2x, +23an >0,
MOHOTOH W OTPaHHYEH U OApeauTH lim X,,.
n—-oo

2 2 2
3. Wzpauynaru lim ( r o2 44 )
n—-oo

nd+1 nd3+2 n3+n

4. Huz (a,,) 3anar je Ha cnenehm Hauwe: a, = 1, a, = a,_; +n3an = 2. Ox-

- n 1
pennth lim 3y .
5. (a) Heka je lim x,, = a. Jloka3atu na je
n—-oo
.1
lim = (x; +x, + -+ x,) = a.
n-oon

o1 1 1
(6) UspauynaTu rlll—{Iolo;(l 5+t ﬁ)
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IV PASPE[

Heogpehenu u ogpehenu uniieipanu

Inx -1
2 _

1. Uspauynaru: (a) [ dx,x > 1;

x2 —In’ x

©) [ x*(xIn?x + Inx — x)dx, x > 0.

) Tl4sinx o, +oo  xdx
2. U3zpagyHaru: (a) foz Troos 26 dx; (6) fo A+x)3°

3. (a) JlokazaTu 1a BayKH jeTHAKOCT

. 1
sm(n+5)x_l
T + cosx + cos2x + -+ + cosnx.
ZsmE 2

. 1
mrsin (n+5)x

(6) Vispauynaru unrerpain | 0 dx.

sin g
4. M3pauyHati oOuM (urype orpaHHMYCHE JIMHUjaMa: Y = ixz - %ln x,y=0,
x=1lux=2.

VxZ+1
3a 0 < x <1, a 3aTuM U3padyHATH

5. Cxurupatu rpaduk QyHKIHje y = —

3alpeMHUHy Tella KOje HacTaje pOTalHjoM OKO X-oce (Urype OorpaHnveHe Kpu-
x2+1
nnpasaMay = lux = 2.

BOMY = =1

FTEOMETPUJA

| PASPE

Kouciapyrxyuje pasnux gpuiypa,;uzomeitipujcke mpancgopmayuje pashu

1. Konctpyucatu Tpoyrao ABC ako cy maTu CTpaHHIa C, BUCHHA hj M TEXKHIIHA
OyX t,.

2. llat je xoHBekcaH 4etBopoyrao ABCD u Tauka O y meroBoj paBau. KoHcTpy-
HCaTH TapajeorpaM urja TeMeHa nmpunamajy npasama AB, BC, CD u DA wn unje
ce AaujaroHaie ceky y tTauku 0.

3. Heka npaBe a u b u tauka M mpumanajy uctoj paBHH. AKO BaXu S, o Sy =
Sy © Sy, ToKa3aTH 1ia je M 1ieHTap cuMeTpuje 3a rpase a u b.
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(S je ocHa cumetpHja ca ocoM t, a Sy IeHTpaiHa cuMeTpuja ca ueHtpom T. Ta-
yka O je IeHTap CUMETpHje 3a pase p U q ako je Sp(p) = q.)

4. [loxa3aTyu Aa je KOMIO3UIHja YeTUPH OCHE CUMETpPHje Y OJHOCY Ha CUMETpae
YHYTpAIIBHUX YIJI0Ba TAHTCHTHOT Y€TBOPOYTIIa UACHTHYKO IPECIUKABAE.

5. Han ctpanuniama CB u CA tpoyria ABC, y HEroBoj CHOJbaIIBOCTH, KOH-
crpyucanu cy kBagpatd CBKL u CAMN uuju cy nentpu 0, u O,, peaom. Axo
cy P u Q cpemumita nyxu AB u NL, pemom, Joka3aTd N1a je 4eTBOPOYTrao
P0O,Q0, xBaspar.

I PASPE[
Honuegpu

1. [ToveTHa Ta4ka moyynpase p je BpX KOHBEKCHOT TpHuenpa Sabc. JlokasaTtu na
je

4pa + &pb + apc >~ (sab + &bc + 4ca).

2. YV terpaeapy ABCD cBu MBWYHHU YIJIOBH KOJ TeMEHa A Cy MpaBu U NMPUTOM
Baxxu AB = AC + AD. [lokazaru 1a je 30up UBUYHUX YIJIOBA KOJ TeMeHa B jen-
HaK TIPaBoOM YTIIy.

3. Ilpecexk mpase Tpoctpane npusme ABCA,B,C; (AA, || BB; Il CC;) u paBHH O
Koja canpxu TeMeHa B, C u A; uma nopmmHy Q. OapenuTy 3anpeMuHy MpH3-
Me aKo je pacTojame TeMeHa (; o7 paBHH o jeTHaKO d.

4. Axo mocroju cdepa Koja JOAUpPYje TPH UBUIIEC TETpaeapa U MPOAYKETKE OCTa-
Jie TpH MBHUIIE, TOKA3aTH Jia Cy pa3jiMKe HACIpPaMHUX MBHUIIA TOT TETpaeapa jel-
HaKe.

PELLUEHA
MMMHA3WJE, CPEOHE WKOJE

I paspen. 1. YoytctBo. UetBopoyrao APMQ je tetuBHu. 3.a =1,b = 7.

4.%= 2,x # +a,ax # 0. 5.(a)5;(6)\/ﬁmm—\/ﬁ;
(8) 5v21 mmm —5v/21 ; (r) 110.
I paspen. 1. () (2,2). (-2, -2); (6) (2,3). 2.x < -5 mm —3 < x < 4.

3.x € (—,0) U (logz g,l). 5.(a)x; = %, xy =1, (6)% <x< %
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Mpeannosun 3a Tpehu NMcMeHn 3agaTak

Il paspen. 1. x+7y—6=0,x—y—-6=0,7x+y—10=0.

2. (x — g)z +y? = % 3. A(2v6,1),B(—2v6,1),¢(2V6,—1),D(—2v6,-1).
4. (6,+£4v3).

IV pazpen. 1. (a) —

+ C; (6)%tgx+%ln|tgx| + C;

xIn |x|

1 7 4 2
() —Elnlxl +1—Oln|x + 2| +§ln|x —3|+C.2.(a) g; (6) > () arctg e —E.

R@e(1+2v2+3m2).4.3(7-22).

41In2

MATEMATNYKE MMHA3WJE

AHanu3za ¢ anredpom

I paszpen. 1. 18. 4. YoyrcTBo. Hajmpe nokazatu na cy OpojeBu x H 2’;121 TIeJIH.
Pememe: x;, = 1. 5. (6) 3a a < —2 je x=—§; 3a a=2je%£x£ 1; 3a

a>—2je; (8) (k,n) € {(—4,0),(0,-2),(-2,0)}.

II paspen. 1.§<x<3.2.(a)x1 =1,x2_3=1i\/§;(6)kn—g<x<kn+g,

1 +2\/§’ 2)'

keZ.4.x=4.5.xe(O,1)U(

Il paspen. 2. lim x, = 1.3.3.4.2.5.(6) 0.
n—oo

x—Inx
x+1Inx

IV pasper. 1. (a) %ln +C: (6) x*1(Inx — 1) + C. 2. (a) e2; (6) %

3.()2m4.3.5.V =2n—n [ y?dy=m(In9-3).
I'eomerpuja

I paspen. 2. YoyrcrBo. Korcrpyucaru yerBopoyrao A'B’'C' D’ uenrpanto cume-
TpuuaH yetBopoyriy ABCD y onHocy Ha Tauky O.

II paspen. 3. V = Qd.
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8. eBponcKka oAMMNKUjaga U3 matemaTuKe 3a AeBOjKe

8. eBporncka onuMmnujaga U3 MmatemMaTtuke 3a AeBojKe

Munow Civiojakoseuh, Hoeu Cag
Comwa Yykuh, beoipag

OcMma eBporicka oJuMITMjana u3 MateMaTtrke 3a aesojke (EGMO 2019)
onpxaHa je y KujeBy (Ykpajuna) ox 7. no 13. ampuna 2019. ronune. Ha Takmu-
Yemwy je yuecTBoBasio 50 ekwIia, Be Mame HEero MpeTxoaHe rogauHe. [Iputom ce
36 eBpOIICKUX EKUIa TAKMHYMIO y 3BaHUYHO] KOHKYpeHUuju. C Apyre cTpaHe,
1o Opojy TakmMuuapku, ykynHo 196 (142 y 3BaHMYHO] KOHKYPEHLIHjH), OBO j€ 10
cama pexopaau EGMO. Exuma Cpouje je ompelera Ha OCHOBY pesynirara W3-
OOpHOT TakMHYeHa ofpkaHoT y Maremarnukoj rumHasuju 17.11.2018. ronune,
Kao | pe3yiTaTa JOAaTHOT H300pHOT TaKMHUUeHma oapskaHor 2.12.2018. Takohe y
Maremarnukoj ruMHazuju. Jenena VMBanuwmh je, 300r OcBOjeHe 37aTHE MeIaibe
Ha EGMO 2018, umana qupektHo yuenihe.

P00 .‘.1%»&

European Girls’
: == Mathematical Olympiad
L8 Kyiv, Ukrame 2019

MINI!IR
hld . B v ATiON AND SCIENGR g

Exuiia Cpouje (cnesa nagecno): Corwa Yykuh, Tamapa Ilowasuh, Jenena
Heanuuh, Munuya Byigenuh, Maja L{seiixosuh u Munow Citiojaxosuh.
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8. eBpOrcKa oMmnunjaga U3 matemaTUKe 3a 4eBOjKe

Cacras exune Cp6uje 6uo je cinenehu:

Nme u npesume Pazpen Illkoxna Mudpa
Jenena Mpanunh 3. Marematnika ruMHa3uja SRB1
Tamapa [lomaBuh 4. MaremaTnuka ruMHa3uja SRB2
Mununia Byraenuh 2. Marematrudka TMMHa31ja SRB3
Maja LiBetkoBuh 4. I'mmuasmja ,,Cetozap Mapkosuh  SRB4

Bohe exune cy 6mm np Munom CrojakoBuh, [IpupomHo-maTemarndku (axy-
tet, HoBu Cag u mp Coma Uykuh, MaTemaTnika THMHAa3Mja, beorpan.

O KujeBy

Kujes je rinaBuu u Hajehu rpag YkpajuHe ca oko 3 MUJIMOHA CTaHOBHMKA. Ha-
Ja3M ce Ha ceBepy 3eMJbe Ha obanama peke Jmemnap. Jlerenna xaxe na ra je oc-
HOBao KHe3 Kuj cpenmnHOM MpBOT MHUJICHHjyMa M J1a j€ 10 HBeMy Tpaa U J00HO
ume. ¥ XI Bexy Kujes je 6uo uak HajBehu rpax y EBporn. Haxkanocr, notmyHo
cy ra yaumtiin Morronu HakoH ocBajama y XIII Bexy. CBOj TOHOBHM MpoIBaT
Kwujes je noxuseo y XIX Beky y cacraBy Pyckor mapcTsa.

Janac je To mpenern rpaf - CIoj TPAAUINOHATHOT ¥ MOAECPHOT. Y3 IYHO 3eJIeHH-
Ja ¥ JMBHUX NApKOBa, Kpace ra BejenenHe npkee kao mto ¢y Ceera Coduja,
Ceetu Anppej, CBetn Muxamno u apyre. CBera Coduja je y okBupy Kujercko-
niedepcke JaBpe U Hanasu ce Ha Y HECKO-Boj muctu cBercke OamtuHe. [ maBHA
pr y KujeBy, Tpr HezaBucHocTH, jemHo je oa Hajaenmmmx mecTa y rpamy. Ox-
PYXKEH je 3rpajaMa UMIIPECUBHE apXUTEKType, KaKBUX je, MHade, 0e30poj y rpa-
ny. Ha camom Tpry cy mapk ca ¢oHTaHama, CIIOMEHHK OcHHBauuMa KujeBa u
JpyTre 3HaMEHUTOCTH.

Cge ekwure cy Owmire cMmemTeHe y jJenoMm Xoreny Ramada Encore Kiev. Jeguna
MaHa My je OuJIa To IITO je 10CTa ya/beH O LeHTpa rpaaa 0e3 MOryhHOCTH JIH-
PEKTHOT TIpeBo3a. Mmak, 0BO HAC HUje CIIPEUIIIO Ja jeIHHA JIBa JaHa ca JeUM
nposichHUM BpeMEHOM HMCKOPHCTUMO 3a 00MIa3ak W pasriename rpana. [Ipemy-
HU M3BaHPEIHUX yTHCAKA, MIOXKENEIH cMO Jia ce Y KujeB MoHOBO BpaTUMO H I0-
CBETHMO MY 3HATHO BHIIIC BPEMEHa.

O 3aganumMa M oueHUBaY

Camo Takmuueme je ucror ¢popmara kao U1 MehyHaponHa MaTeMaTHika OJUM-
nMjaja — 3aJaly ce paje y JBa JaHa U 00a JaHa TaKMUYapke umajy mo 270 mu-
HyTa 3a TpH 3a1aTka. Ha cBakoM 3a1aTky MOXe /1a ce OCBOjH MaKCHMAJIHO CelaM
6onoBa.
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8. eBpOrcKa oMmnunjaga U3 matemaTUKe 3a 4eBOjKe

KoopauHanyja 3agaraka u 00I0Bame Cy 3a HAIly €KUY MPOILIH MPUINYHO KO-
pekTHO y3 Beh yoOmuajeHe KOMeHTape Be3aHe 3a HEUHUTJLHBOCT pykommca. Ca
HAIlle TayKe TJICIUINTa TUMOBU KOOPJMHATOpPA CYy OBE TOJUHE OWIIM HAa BeoMa
BHCOKOM HUBOY.

3aparak 1. Mako je To 610 HajmakImy 3aJaTak NpBOT JaHa, UIaK je OMo HemTo
TeXH Hero nperxomanux roauaa. Ceera 90 Takmuyapku, o rotoso 200, ocBoju-
70 je MakcumanaH Opoj moeHa. Ocum Tora, 4ak 23 TakKMHYapKe Cy Ha OBOM
3amaTKy umaie ,,Hyay. Ctora Hac pagyje To mro je ekuna CpOuje Ouiia Ha BH-
CUHM 3ajlaTKa U, Beh TpajulIMOHATHO, HA OBOM 33/IaTKy OCBOjHJIa MaKCUMAITHUX
28 nmoeHa.

3anarak 2. Jlpyru 3amatak je 0mo 3aHUMJBHB KOMOHWHATOPHHU TPOOJIeM ca pac-
nopehuBameM JToMUHa Ha TaOmu. Mako ce 10 pemema Moke Tohu HHU30M ele-
MEHTAapHUX JOTMYKHX 3akjbyyaka M Oe3 kopuiuhema ,TEHIKe MalinHepuje’,
3aJaTaKk ce He MOKE CMaTpaTH JIAKMM. Y THCAaK je Ja je Mmpe Mmpesiacka Ha OIIITH
CIIydaj HEONMXOMHO aHanmm3upatu Behu Opoj moueTHMX KoHUryparuja. Mehy-
THUM, HU TaJia pelie¢ HUje MPaBOJIMHM]CKO, IITO jé BEPOBATHO 00eCXpaldpuiio
nocta TakMuyapku. Ctora He Tpeba J1a 4y IITO je Ha OBOM 33JaTKy OCBOjEHO
camo 20 ,,ceqmuria“ — u3y3eTHO Majl Opoj 3a ApyTH 3amatak. CBe WiaHWIIE Ha-
1Ie eKUIle OCTBApWIIE Cy HallpeJak Ha MyTy Ka peliey, [ITO je Pe3yJITHpao ca
TpH ,,TPOjKe" U jeqHOM ,,ceamuiioM™. Ha oBoM 3amaTky Hajoosbe ce cHanuia Y-
pajuHa ca cBera jeJHUM 00Z0M Mame 0/ MAaKCHUMyMa.

3apgarak 3. Tpehm 3amarak je OMO TeOMETPHjCKH, CBaKaKO HAjTEXU 3a/1aTak
IpBOT JaHa. Mako ce yBek o4eKyje Ja 3HaTaH MPOLEHAT TAKMUYAPKH TaKTHIKH
HU HE TOKyIIa Ja paad HajTeXd 3aJaTak, UIaK je OCTBapeH HEO4YEeKHBaHO
BeJMKHU Opoj ,.Hynma“, wak 120! Tum mpe Hac pamyje To mro je exuna CpOuje
MMaJla JIBa KOMIIETHO TauHa PelIerbha.

3anarak 4. [IpBu 3amarak apyror gaHa je OMO CHUMITATHYAH W MPIIMYHO JIaraH
reOMETpHUjCKH 3a1aTak. M pesynratu moTBphyjy Jia je 0BO OMO HajiaKIny 3aja-
TaK Ha LIEJIOM TaKMHYEHY, ca 4ak 143 KOMIUIETHO TayHa peuierma. Hama exuna
MoKasalna je Jia Tope] 3Hama Moceayje U MpUOpPaHOCT U A0OpY KOHIEHTPAIH]y,
PYTHHCKH OCTBApUBIIH MepeKTaH CKOp U MakCUMalTHUX 28 060/10Ba.

3aparak 5. OBo je OMo Jien ayid MPUIMYHO HE3TOoAaH 3aJaTak U3 Teopuje Opoje-
Ba. BepoBaTHO KJbYUHH KOpak Ka peuicwky OO je TyMademhe U yCIIOCTaBIbame
Be3e m3Mel)y ycnoBa 3afaTka Ha mpaBu HauuH. Exuma CpOuje je oBaj 3amarak
ypanuia COTUIHO, ca YKYITHO ocBojeHnx 10 6010Ba.

3anarak 6. [locnenmy 3agaTak HA TaKMHYCHY OMO je BeoMma TekKaKk KOMOMHa-
TOPHH 3aJ1aTak Koju, 300r porodaTHe u ayradke Gopmyiaiuje, HUje OUII0 JIaKo
HHU MPOYUTATH HU pasyMeTH. 300T crenu(uuIHOCTH pelieha HUje OHIT0 mapiu-
JATHUX TMOEHA OCUM jeTHOT PENAaTHBHO jeJHOCTABHOT WHHUIM]aTHOT 3aKJby4Ka
KOJH je JOHOCHO jeman 601, CBera ImecT TaKMHYapPKU PEIINIIO j€ 3a1aTak H OCBO-
juio MakcuManas 0poj 6oxosa. Jenna o mux je u3 ekune Cpouje!
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8. eBpOrcKa oMmnunjaga U3 matemaTUKe 3a 4eBOjKe

O pesyararuma

WmnozanTan pe3ynraT ocTBapuia je Hama JeneHa MBanunh. Jenuna je ocBojuia
MakcuManHuX 42 00fa, TeT BUIlle o1 ApyroracupaHe Takmudapke! OBo je Je-
neHuHO Tpehe ,,3maro u Beh apyru makcumanan ckop Ha EGMO.

I'pannire 3a Megase Omne cy: 16 3a Oponzany, 21 3a cpebpHy u 29 3a 31aTHY.
IMonesseno je yxkynsHo 19 (13) 3nmatuux, 37 (27) cpebpuux u 56 (40) GpoH3aHUX
Menasba (y 3arpagama je OpojeBH TaKMHUYapKH W3 3BaHMYHE KOHKYPEHLHje Koje
Cy ocBojuiie oaroapajyhy menamy).

Cse Hamie TaKMHU4YapKe OCBOjI/IJ'Ie Cy Mc1aJb€, OCTBApUBIIU cnenehe pe3yarare:

Nwme u ipe3ume 1 2 3 4 5 6 >  Menaa
Jenena Banunh 7 7 7 7 7 7 42  3mato
Tamapa [TowaBuh 7 3 7 7 1 0 25  cpebpo
Mwmuna Byroenuh 7 3 0 7 2 0 19 Oponza
Maja LiBetkoBuh 7 3 0 7 0 0 17  Oponza

Exwnma Cp6uje 3ay3ena je 9eTBpTO MECTO Y KOHKYPCHIIUjHU €BPOTICKUX 3eMasba. Y
HE3BaHMYHO] KOHKYPEHLUjH, pauyHajyhu u rocryjyhe 3emsbe ca Ipyrux KOHTH-
HEeHaTta, OMJIM CMO TeTH.

3aganu u pemiema

Baparak 1. Hahu cse tpojke (a, b, ¢) peannux OpojeBa Takse na je ab + bc +
ca=1m

a’b+c =b%*c+a=c?a+b.
(Xonanguja)

Pewemwe. V3 nocraBke 3anatka je ab = 1 — bc — ca, naje
b’c+a=a’*h+c=a(l—bc—ca)+c=a+c—abc—a’c.
Opnasne je
b%c = c(1 —ab — a?). (1)

Ha cnnyan HaumH, no6uja ce na je

40



8. eBpOrcKa oMmnunjaga U3 matemaTUKe 3a 4eBOjKe

c?a =a(1—-bc—b? ()
a’b = b(1 — ca — c?). 3)
Pasmotpuhemo Butie ciryuajesa.

1°c =0.Tagajeab = 1ua?b = a = b, onakne cnequ gaje a = b =
+1. Tpaxene Tpojke ¢y (1,1,0) u (—1,—1,0).

2° a = 0. Cimuno kao y 1°, godujamo b = ¢ = +1 u tpojke (0,1,1) u
(0,—1,-1).

3°b=0.Tamajec = a = +1wutpojkecy (1,0,1) u (—1,0,—1).

4° abc # 0. Taga u3 (1), (2), (3) u ycnoBa 3amaTka A00UjaMO CHCTEM
jemHadnHa

a’?+b%*+ab=1
b2+ c?+bc=1
c2+a’+ca=1
ab+bc+ca=1.

Kasa o1 30Mpa npBe TPH jeJHAYMHE Oy3MeMO 4YeTBpTY, aobujamo 2(a? + b? +
c?) = 2. C o63upom Ha ycioB ab + bc + ca = 1, 1o naje a? + b? + b? + ¢? +
c?+a?=2ab+2bc+2cau (a—b)*>+(b-c)?+(c—a)?=0. Jame ce

Jako nobujamajea =b =c = +£
V3 \/_ V3 V3 V3 V3
TpaxeHe TpojKe Cy (— o ?) (_?, -2, - ?)

Hakre, ckyn periema je

{(1,1,0),(-1,-1,0),(0,1,1),(0,—1,-1),(1,0,1),(—1,0,-1),

3’3’3

T3’ 3’ 3

3anarak 2. Heka je n mpupoman 6poj. JlomuHe cy mocTaBjbeHe Ha Tabmy 2n X
2n TakKo Ja je CBAKO IM0Jbe TadJie CYCeHO ¢a TauyHO jEIHHM IOJbEM KOje je To-
KPUBEHO JIOMUHOM. 3a CBako N, oapeauTH Hajehu Opoj MOMHHA KOje ce MOTy
MMOCTaBUTH Ha OBaj HAYWH.

(Jomuna je miounna qumensuje 2 X 1 win 1 X 2. JlomuHe cy MOCTaB/beHE Ha
Ta0Jly Tako Jla CBaka IMOKPUBa TAYHO JIBa M0Jba TabJe U NMPUTOM Ce€ HE TpeKJia-
najy. J[Ba pa3nuuuTa mosba Cy CycemHa aKo UMajy 3ajeTHUYKY UBUILY.)

(VIyrcembype)

Pewemwe. Heka je M,, Mmakcumaian Opoj JOMHUHA KOje Cc€, HAa ONMUCAHM HAauuH,

. +1
MOTy IOCTaBHTH Ha Tabmy 2n X 2n. TBpaumo na je M,, = n(nT) Kao y cBum
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8. eBpOrcKa oMmnunjaga U3 matemaTUKe 3a 4eBOjKe

CIIMYHUM TBphemuMa, mMmokazaheMo 1Be CTBapu: Ja IIOCTOjU TIOCTaBKa ca
. . nn+1) .
OBOJIMKO JIOMUHA, Tj. 1a je M, = —, umje HeMoTryhe TTOCTaBUTH BUIIIE OJ1
TOJIMKO JTOMHHA a Ja CY YCJIOBH 3ajaTka OyJly UCIYH-EHH, OJHOCHO na je M, <
nn+ 1)
—
goopum.

IlocTaBmame JOMHHaA KOje 3a0BOJbaBa YCJIOBC 3aJaTKa 3BaheMo

1 .
1° M, > n(nT” KoHucTpykiujy hemo u3BecTH WHAYKTUBHO ca Kopa-

koM 2. 3an =1 u n =2 umamo no0pa MocTaBbamka Kao Ha ciukama 1(a) u
1(0). Y mpBom cirydajy je M; = 1, ay npyrom M, = 2.

(a) (6)
Cn. 1.

n+1)

n
[IpernocraBuMo @ UMaMo JOOpPO MOCTaBIbaAE JIOMHHA Ha Tao-

oy 2n X 2n (uHOyKuujcka xunotesa). [lokazahemo kako ce, y3 momoh Tor mo-

n+2)(n+3)

CTaBJbama, MOTY J00pO MOCTAaBHTH noMuHa Ha Tadmy 2(n + 2) X

2(n+ 2).

Ha tabmu 2(n + 2) X 2(n + 2) younmo homikoBe (moJjba ca Ta4yHO JBa
cycena) M MBHYHA ToJba (OHA ca TayHO TpHU cycena). buxoBy yHujy 3Bahemo
pam. OunrnenHo, pam uma 8n + 12 mospa. Y pam hemo mocrasut 2n + 3 go-

MUHE 110 opel)eHOM TpaBUIly KOje 3aBUCH Of MApHOCTH Opoja n. Y HEHTPaTHH

. nn+ 1)
Jieo Tablie, Koju YMHH Tadna 2n X 2n, noctaBuheMo —,  /IOMHHa CXOJIHO HH-

nykuujckoj xunoresu. Ocrara nosba tabie 2(n + 2) X 2(n + 2) cy npasua. Ta-
KO je YKynaH Opoj IOCTaBJbEHHX IOMUHA jeJIHAK

nn+1) n?+5n+6 _ (n+2)(n+3)
2 2 - 2 )

2n+ 3 +

() n nenaprno. Y pam hemo mocraBipatu foMuHe, oOuiasehu ra y mosu-
TUBHOM CMepy, Ha cienehn HauuH. Y JIeBH 0BkH Nollak CTaB/haMO XOPU30HTAI-
HY JOMHUHY. 3aTHM JBa MOJba HA TOj XOPU3OHTAJIM OCTAaBJhaMO IMPa3HUM U Ha
creacha aBa cTaB/baMo Ipyry AoMuHY. Tako HacTaBbamMo 1o Kpaja pena. Ilo
HCTOM CHCTEMY, JJOMHHA - J[Ba MPa3Ha I10Jba - JOMUHA- J[Ba Mpa3Ha MoJba - ... ,
MOy HaBaMo JIECHY BEPTHKAITY, Tla TOPHKY XOPU30HTAIY M Ha KPajy JEBY BEpPTH-
Kany.
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8. eBpONCcKa oAMMNKUjaga U3 maTemaTuKe 3a AEeBOjKe

(a) (6)
Cn. 2.

Ha cn1. 2(a) npukazaHo je mocraBjbame JOMHHA Ha Ta0y 6 X 6, Tj. 3an = 3.

(6) n napmo. IounmweMo MOCTaB/bAKkEM BEPTUKAIHE IOMHUHE y JICBOM
nomweM homky. [ToroM, pam 00ua3uMo y HETaTHBHOM CMEpPY IO UCTOM CHCTe-
My kao y 1°. Ha ci. 2(6) npuka3aHo je TakBO IOCTaBJpame 3a N = 3.

Ocraje jom aa ce MoKaXke a TaKBO IOCTABJbakE JOMUHA HCITYyHaBa yc-
JIOB 3aJ1aTKa, Tj. 1a je CBaKO MOJbe Talje CyCeaHO C TavyHO jeTHUM TIOJbEM Koje
MOKPHUBEHO HEKOM JOMHHOM. TO OCTaBJbaMO YHTAOIMMA KA0 BEXKOY.

2°M, < @ [MTocmarpajmo ypehene napose (B, A) CyceaHUX 1moJba
TaKBe Jia je 1mojbe A TOKPHBEHO JOMHUHOM, JIOK TMoJbe B Moxe na Oyne Mmokpu-
BEHO ajiu He Mopa. Kako je cBako mojbe CycemHO ca TadyHO jeTHHM IIOJbEM
MMOKPUBEHUM JTOMHHOM, OpOj OBaKBHX ITapoBa jelHAK je YKYITHOM Opojy mmoJba
Tabie 2n X 2n, 1j 4n?.

O3HaunMo ca n, Opoj homikosa, ca n; Opoj UBUYHKX TI0Jba U ca N, OpOj
YHYTpaIlBHX H0oJba (OHA KOja HUCY Ha pamy) Tabie 2n X 2n Koja Cy MOKpUBEHA
momuHama. Kako homkoBu mmMajy mo 2 cyceia, MBHYHA T0Jka MO 3 M yHYyTpa-
1mba 1o 4, ykynas 6poj maposa (B, A) jennax je 2n, + 3n; + 4 ny. Otyna je

2n, + 3nz + 4n, = 4n?. (1)

AKO ca m 03Ha4MMO YKyTiaH Opoj JOMUHa, Taja je

ny; +nz+ny

m=letlsths @)

2

CBako MoJpe pamMa MMa TadyHO JiBa cycena yHyTap camor pama. Crora,
HajBUIIE TIOJIOBMHA T0Jha pamMa Moke na Oyme mokpuBeHa aomuHama. (Y
cynpoTHOM, Hahu ce Ha paMy JBe JOMHHE KoOje cyceqHe mwin usMel)y Kojux je
Ta4YHO jeJTHO MoJbe. Y 00a cirydaja mojaBuhe ce MmoJbe Koje MMa JBa IMOKPHBECHA
cycena, IMTO je KOHTPAJAUKTOPHO YCIoBY 3amatka.) Kako pam campxu 8n — 4
mosba, Hajumie 4n — 2 moska je mokpuBeHo. Otyma je n, + ny <4n—2. A
KaKo je n, < 4 (tabsa uma 4 homka), u3 (1) u (2) umamo 1a je
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8. eBpOrcKa oMmnunjaga U3 matemaTUKe 3a 4eBOjKe

8m = 4n, + 4ng + 4ny, = (2n, + 3ng +4ny) + (n, + n3) +ny
<4n’+(@An-2)+4=4n(n+1) +2.

nn+1) 1

+
Cremu m < =——+, L

n 1) . . .
OJHOCHO M < ——— ]ep je M NpUpoIaH 6poj.
3agarak 3. Heka je ABC tpoyrao 3a xoju Baxu 4CAB > 4ABC u Heka je |
IIEHTap IBEroBe ymucaHe KpykHamie. Heka je D Tauka Ha myxu BC TakBa aa
4CAD = 4ABC Heka je w kpy>KHUIIA KOja CaApXH Tauky | ¥ JOJUpYje TPaBy
AC y Tauku A. Heka je X npyra Tauka npeceka Kpy>KHUIIC () W KPYXKHUIIEC OIH-
cane oko Tpoyrina ABC. [lokazatu na ce cumerpaie yrinoa DAB u CXB cexy y
Ta4yKu Ha TIpaBoj BC.
(llowcka)
Pewerve. Heka je S nmpeceuna Tauka npase BC u cumerpaie yrina BAD u Heka je
T mpeceuna tauka npaBe BC u cumerpane yriaa BXC. Jlokasahemo ma cy obe
geTBOpKe Tavaka A, I, B, Su A, I, B, T KOHIIUKIINYHE, Tj. 1a JIGKE Ha I10 jeTHO]
kpyxuuiy. Kako o0e kpyxHuie canpxe tauke A, [ u B, oHe ce nokiamnajy. ¥3
TO, 00€ ceky npaBy BC y nBema Taukama oJ] Kojux je jeana B. To aupekTHo nm-
wupa S = T.

O3zHaunmMo ca M cpenuimTe OHOT JykKa AB Kpy»XHHUIE OIHCaHE OKO TPO-
yrina ABC xoju He caapxu Tadky C (ci. 3). [locMaTpajMo Kpy»KHHILy ca LICH-
TpoM M Koja mponasu kpo3 Tauke A u B. [1o mo3HaToj ocoOnHM LIeHTpa ynHucaHe
kpyxHute je MI = MA = MB, HaBeieHa Kpy>XHHUIA TIPOJIa3H M KPO3 Tauky I.
OsnaunMo ca S’ npecek Te KpykHule ca npasoMm BC, pasnmuur ox B. Kako je
4CAB > 4ABC naxo ce nposepasa na S’ jexu Ha qyxu BC. Axo yriose Tpo-
yriaa ABC oznaunmo yobuuajeHo ca a, 3, Y, mobujamo

Cn. 3.
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4BAD = £BAC — 4DAC = o — . (1)

Jasbe, u3 jennakokpakor tpoyria MBS' u

AMBC = AMBA + £ABC = % +B
cleau

£BMS’ = 180° — 24MBC = 180° —y — 2B = a — P. )

U3 (1) u (2) umamo na je 24BAS' = 4BMS' = 4BAD. To 3nauu na je AS' cu-
metpana yria BAD, onakne cniequ S = S,
IIpema Tome, Tauke A, I, B, S cy KOHIMKIUYHE.

VY uuspy moka3a KOHIMKJIMYHOCTH Tadaka A, [, B, T mocmarpajMo Tauky
N — cpeaumure oHor nyka BC xpyxHune onucane oko Tpoyria ABC koju He ca-
opxu tauky A (cia. 4). Kako je 4CAB > £ABC, tauka X JIeXkn HA OHOM JIyKY
AB xpyxHuIle onrcane oko Tpoyria ABC xoju He canpxku Tauky C. Kako je N
cpenuinre gyka BC, nonynpaBa XN je cumerpana yria BXC, Te cafpHu Tauky
T. CnnuHo Baxku 3a nonynpaBy AN u tauky . [lakne, npaBe Al u XT nponaze
Kpo3 Tauky N.

C obsupom na je &NBT = ANBC = ANAC =3, 4BXT = 4BXN =

B

4BAN =% 1 4BNT = 4XNB, cnen ANBT ~ ANXB. Otysa je o =~ n

NT -NX = NB? = NI

Cx. 4.
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To nosnaun % = % . Kaxo je y3 To u 4TNI = 4INX, cnenu ANTI ~ ANIX.

Ortyna je
4TIN = 4IXN. 3)
Kako je ANBC = ANAC = % u 4ANAC = 41AC = 41XA (yrao uzmel)y Tanrenre

" TCTUBC KPYIKHHUILIC (.l)), [Q1(10%8

ANBC = 4I1XA = g

“)
Axo ce nMa y Buny 1a je NXA = ANBA, u3 (3) u (4) nobujamo
ATIN = 4IXN = ANXA — 41XA = ANBA — 4NBC
= ATBA.

To 3Hauu 1a je y uetBopoyriy ABTI criospalllibi yrao KoJI TeMeHa | jeHaK yHY-
TpallkeM YOIy KOJA HACIpaMHOT TeMeHa B, Te je Taj 4eTBOpOyrao TETHBHH.
Crora cy Tauke 4, I, B, T KOHIUKIUYHE.

Ha ocHoBy Hampen HaBeneHor, Tauke S U T ce TOKIIamajy, ma ce cuMe-
tpaie yrinoBa DAB u CXB ceky y tauku S, 1j. T Ha nipaBoj BC.

3anarak 4. Heka je ABC Tpoyrao u Heka je I eHTap BeroBe ynucaHe KpyKHU-
e w . Kpyxnuma koja caapku tauky B u noaupyje npaBy Al y Tauku [ TOHOBO
cede crpanuiy AB y tauku P. Kpyxauma xoja campku tauky C w0 JOIupyje
npaBy Al y tauku [ moHoBo ceue crpanunly AC y tauku Q. Jlokasaru na je mpa-
Ba PQ) TaHreHTa KpyKHHMILIE ynucaHe y Tpoyrao ABC.

(Ilowcka)

Pewere. O3HaUNMO Ca w KpYy>KHHLY ynucaHy y Tpoyrao ABC, ca k, KpyXHHUILY
Kpo3 B koja noaupyje npaBy Al y tauku [ u ca k, KpykHHUILy Kpo3 C KOja JT0IH-
pyje npaBy Al y tauku I. Heka cy QX u PY TaHreHTe Kpy>XHHIE 0 Pa3UINTE
on QC u PB, penom; X 'Y cy tauke noaupa (ci. 5).
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Hexka cy a, B, y yoOuuajeHe ozHake 3a yriose Tpoyria ABC Kako je Al
TaHIeHTa KpY>KHHULE k,, HA OCHOBY Te€OpeMe y yriy u3Mel)y TaHTeHTE U TETUBE
cienn 4QIA = 4QCI = % U3 tpoyrna IAQ umamo

A1QC = 41AQ + £QIA = §+ % (1)

Kako cy QX m QB TanreHTe KpyXHHUIE W, TO je 21QC = AI1QX. U3 Tora u (1)
clenn

ZAQX = 180° — £XQC = 180° — 24/QC = 180° — (ax +y)
=B. 2

CrudHO ce foKkasyje aa je

£APY =. 3)

Tepaumo na ce npase PX u QY nokiamnajy.
[IpernocTaBUMO CYNpPOTHO, Tj. J1a C€ CEKYy Y TaUKH
O (cn. 6); HUje TENIKO yCTaHOBUTH Ja HE MOTY Ja
Oymy mapanenHne. Heka mpaBa PY ceue crpaHuIry
AC y tauku Q'. Moxemo y3eru nma je Q — Q' — A.
Tana je y AOQQ'’, 360r (2) u (3), ciobamimu yrao
Koa Q' jemHak HECyCEIHOM YHyTpallmbeM Kon Q.
Konrpaaukiuja. Cienn P = P’ w npasa QX mpo-
na3u kpo3 Tauky (. Cinudano, mpasa PY mponasu
Kpo3 Tauky Q.

Cx. 6.

Hakne, mpaBe PX u QY ce mokmamajy, nma je PQ TaHreHra ymnucaHe
KPYXXHHULIE W .

3anarak 5. [latu cy npupomad Opoj n = 2 ¥ NpUpOIHU OpPOjeBH dq, Ay, ... , Ay
JlokazaTu na mocroje npupoHu OpojeBu by, b,, ... , b, K0ju 3a70BOJBaBajy Clie-
neha Tpu ycmona:

(@)a; <b;zai€{l,2,..,n};

(6) octamm npu Aesbewy OpojeBa by, b, ..., b, ca n Cy CBH pa3IMUNTH;

(B) by + by + -+ by < (o 4 |22t on])

n

(x| o3nauaBa HajBehu 1eo 6poj Koju HuUje Behu ox1 X.)
(Xonanguja)

Pewere. Bpojese by, b,, ..., b, neduHUIIIMO pEeKyp3UBHO Ha cielnehn Ha4MH.

Heka je b; = a; uHeka je, 3a i € {2, ...,n}, b; HajmMamwK TpUpoIaH OPOj TaKas 1a
je b; = a; v IpUTOM je ocTaTak MpH JCJbeHY b; ca n pas3IuIuT O]l OCTATKa CBa-
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Kor o1 Opojesa by, by, ... , b;j_; ipu nesbewy ca n. Kako je mehy i y3zacTomuux
opojeBa a;, a; + 1, ... ,a; + i — 1 HajBumIe BUX [ — 1 KOHIPYEHTHO HEKOM O
opojera by, by, ..., b;_; 0 MOAYNy N, 3aKJbyuyjeMo aa je b; — a; < i — 1. 300r

TOTa WITO Cy CBU OpOjeBH b; pa3aHyUTH IO MOAYIY N, BAXKU

by+by,+-+b,=0+1+--+(n—-1) = n(n 1) (mod n),

nn-1)
>

MW3b;—a;<i—1lcmemn Y- by — Yl <Y (i—1) =
n(n 1)

OJIaKJIe CIIE/H J1a N eI PasiuKy )iy b; —

n(n 1)

Orynaje Yy b; — <>, a;. Kaxo je JIeBa CTpaHa Je/bMBa ca N, CIeAn

2 (Bt - 252) < D Sal

naje
i bLSn(—+l N 1alJ).

Tako Hu3 b4, by, ... , b, 3a70BOJBaBa CBaKU o1 yciosa (a), (0), (B) unme
je JI0Ka3 3aBpIIeH.

3anarak 6. AnmHa Ha KpyxHUIM npra 2019 tetnBa umje cy Kpajmkbe TauKke CBeE
pasnuunte. Tauka je 3nauajua ako UCTyHaBa jeiaH O ycloBa:

(i) jenna ox 4038 kpajmHX Tayaka TETUBA;

(il) mpeceyHa Tavka J1BE WJIH BUIIIE TETHBA.

AnmHa 3aTEM 03HavaBa OpojeM cBaky 3HauajHy Taduky. Ox 4038 Tauyaka
Koje 3a70BoJbaBajy ycioB (i), AnmHa o3HayaBa 2019 Tauaka Opojem 0, a
npeoctanux 2019 tauaka Opojem 1. CBaky Tauky Koja 3a0BoJbaBa ycioB (ii)
OHa O3HauYaBa MMPOM3BOJFHUM IIEIMM OpojeM (KOoju He Mopa OUTH ITO3UTHUBAH).

ITotoMm, AnnHa mocMarpa JIyKd KOje MOBe3yjy CyCeIHE 3Ha4yajHe Tauke
oyx cBake TetuBe. (TernBa ca k 3HauajHMX Tadaka uMa TadHo k — 1 TakBuX
nyku.) Ha cBakoj TakBoj Iy’ky OHa THIIIE KyTOM 00joM 30Hp OpojeBa KojuMa Cy
O3HAYCHE KPajih-e TauKe TE TYXKH, a TNIABOM 00jOM aIlCOIyTHY BPEIHOCT pas3iinKe
TUX OpojeBa.

Konauno, Anuna npumehyje na nma ykynHo N + 1 OpojeBa HanmucaHUX
KyTOM OojoM, U na ce Mely muMa cBaka of BpenHoctu 0, 1, ... , N mojaBipyje
TA4HO jETHOM.

Hoxkazatu na je 6ap jenan Opoj HamucaH m1aBoM 00joM JeJbUB ca 3.

(TetuBa je My Koja criaja IBe pa3inyuTe TayKe Ha KPY>KHHIIH. )

(Vjegurmeno Kpamwescitiso)
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Peweme. Hajpe hemo nokazaru cnenehe nomohHo TBpheme.

Jlema. Axo 000juMO CBaKy 3Ha4ajHy TadyKy W3 3ajaTka 0eJio WM I[PHO, Taja je
Opoj Oeno-LpHUX AyXH (YMjU Cy KPajeBH Pa3sIMUUTO 000jeHH) MCTE MapHOCTH
kao Opoj Oenmmx Tadaka Ha KPYKHHIM U Kao U OpOj IPHUX Tayaka Ha KPYKHUIIH.

Jokas neme. O3HAUUMO ca Ng, YKymnaH Opoj Oeno-upHUX OykKH, ca ngy O0poj Oe-
X U ca N¢i, Opoj IpHUX Tayaka Ha KpyxkHUIHM. [IpuMernmo ma mpomeHa 0oje
HEKE TauKe Y YHyTpalImoCcTH (U3 Oene v mpHy Wik 0OpHYTO) HE MEHha IMapHOCT
ngc. (Kako je cBaka yHyTpamimba Tauka y npeceky k (k = 2) tetuBa, oHa uMa
2k cycena. Axo je npe mpomene 6oje u3 Te tauke uznazuio [ (0 < I < 2k) Ge-
JO-I[PHUX IyXH, mocne rnpoMeHe he mx Outu 2k — l. Melytum, OpojeBu | u
2k — | cy ucre mapuoctn.) Tako mpomeHama 0o0ja MokeMoO TocTmhu 1a cBe
YVHyTpalllkbe Tauke OyIy LpHE, 1 je JOBOJFHO Ja ce TOKaKE J1a TBpHeme BaXH Yy
TOM CITy4ajy.

N3 cBake Oenre Tauke KPY)KHHUIIE W3JIa3¥ TA9HO jeHA TETUBA YHjU IPYTH
Kpaj Moxxe outH 6eo (BB tetuBe) wnu upH (BC Tetuse) . Heka cy s u t OpojeBu
BB u BC TetuBa, peqoM. CBaka BB TeTHBa NMpoJyKyje JBE WIK HUjeIHY Oelo-
[PHY AyX Y 3aBHCHOCTH O] TOTa Jia JIM CaJIp:Ku Oap jeqHy WM HUjeIHY HpPHY
tauky. CBaka BC TeTwBa caap Xy Ta4HO jeHy Oeno-npHy myx. OTyna je

ngc = 25 + t (mod 2). (1)
C npyre cTpaHe, OUUTIICIHO je&
ngr = 2s +t. 2)

U3 (1) u (2) nobujamo ng; = ngi(mod 2).

Kaxo je ngy + nex = 4038, cnenu ng, = nei(mod 2), na je

npc = npy = neg(mod 2).
O

[pehumo cax Ha pememe 3agatka. [IpeTnoctaBuMO, CynpoTHO TBphEmy
3a/1aTKa, 1a HUKOj€ JIBE CyCeIHE TauKe HUCY O3HAaUCHEe OpojeBHMa UHrja je pasiiv-
ka nespuBa ca 3. [logenMo cBe Tauke y TPH Kiace, CXOJHO TOME KOjH OCTaTak
IpU JIeJbeiby ca TPH Jlaje HanucaHu Opoj y I0Tu4YHOj Tadyku. 3a i, j, k € {0, 1, 2}
03Ha4MMO ca Ej; O6poj JyKu 4uju je jenaH Kpaj TauKa U3 Kiace i, a Apyry U3 Kia-
ce j. Ca Cj, o3Hauumo Opoj Tayaka u3 kiace k Koje cy Ha Kpy KHUIIH.

O06ojumo cazia y 0esto Tauke U3 JIBE 01 OBE TPH KJlace, a y IPHO Ta4yKe U3
npeocraie Tpehe xrace. TakBux 0ojera MMa TPH M aKO HAa CBAKO MPUMEHUMO
JeMy, 100ujaMo 1a je
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Eg1 + Eyy = Cy (mod 2) 3)
Ey; + E;5 = C; (mod 2) @)
Eyy + E» = C, (mod 2). %)

Kako je 2019 Tayaka kpy»xH#uile o3Ha4eHo ca 0, a mpeocranmux 2019 ca 1, cienu
Co =C, =2019 u C, = 0. Cana, c 0o63upom Ha (5), umamo cienehe moryhnoc-
TH:

1° Ey, u Ey, tiapuu. Tana je, 36or (3) wiu (4), Ey; Hemapax.

2° Eyy u E, neitapnu. Tana je, 36or (3) unu (4), Ey; mapas.

Axo cy OpojeBu HamucanuM xyToM 6ojom Gam 0, 1, ... , N, Taga Baxu
Eyy = E1, 3a N # 0 (mod 3), onHocHo Ey; = Ep; 3a N = 0 (mod 3). Mehy-
THM, ¥ jJeJHO U IpyTO je y KOHTpaauKuju ca 1° u 2°.

[Ipema Tome, TBphere 3a7aTka BaXKH.
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Haw roct — BUKMHI maTemaTtunyap

HALL rOCT

BUKHHI - MATEMATHYAP

T'oct oBor Opoja TanreHTe cTIKE U3 3eMJbe BUKMHTA, TOMOBHHE XaHca
Kpuctujana Aunnpecena, Copena Kupxkerapna, Hunca bopa m MHOrMX Apyrux
3HaMEHUTHUX JuyHOCTH. [a, y nutamy je [lancka, a Haw roct je npodecop JeHc
Kapcrencen. IIpodecop Kapcrencen je poher 1943. rogune y npectonnnu Ko-
nenxareny. Ox 1962. no 1967. crynupao je MaTeMaTuKy Ha YHHMBEP3UTETY Y
Konenxareny. Op 3aBpuieTka cTyauja, a cBe 0 neH3uoHucama 2014, paguo je
Kao mpodecop MaTtemaruke y rumHasuju y Topubujy (ToprOu - jeqHo ox npen-
rpaha Komenxarena). [Ipodecop KapcTeHceH je meo cBOj KHUBOT IMTOCBETHO IPO-
MOLMjH U MoIyNapu3anuju Maremaruke y Jlanckoj, a u mmpom EBpone. AyTop
je Benukor Opoja yiaHaka y JoMahuM W CTpaHUM MaTeMaTHYKUM 4YacOIHCHMA.
OcuM ToTa, OCHOBAO je U ypehuBao gacommc Maremarnuku MarasuH (Matematik
Magasinet) koju uznazuo nmyHux 15 roguna, y nepuoay 2003-2017. Ho To Huje
CBE KaJl je y muTamy omyc mpodecopa Kapcrencena.

Jenc Kapcrencen
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IIpodecope Kapcrencen, peunre HaMm HemiTo 0 Bammm cryaujama
MatemaTuke. /{a iu je maTtemaTuka Ouiia Bame npBo u KoHa4HO onpeaesbe-
we?

[Moueo cam ymopeno cryauje MaTeMaTuke U ¢pusmnke. MehyTim, marema-
THKa je mpeBarHyna. MHTepecoBame 1 MOCBENeHOCT 0] OMIM Cy HEYNOpeaAnBO
Behu Hero 3a pu3HKy, na caM U3UKY CACBUM HAIYCTHO.
ITo 3aBpmIeTKy CcTyauja MOTao caMm Ja Oupam m3Mel)y YHUBEp3UTETa U CPEIhe
HIKOJIe, TauyHMje TMMHa3uje. Kako Me yHHUBEp3HTET M MCTPaXKMBAYKH Paj HUCY
noceOHO MPUBIAYNIIN, 300D je Mmao Ha TuMHa3ujy. Hekako cam ocehao ma je To
npaBo MecTo 3a MeHe. KacHuje MCKycTBO je caMO HOTBPAMJIO HCIIPABHOCT T€
OJITyKe.

Ileo cBOj pamHu Bek MpoBeH CTe Kao mpodecop MaTeMaTHKe Y
ruMHa3uju y Topuoujy. la ju cTe OMJIM CTPOr HACTABHUK ¢ BUCOKHM 3ax-
TeBMMA NpeMa yYeHnuma?

Kao u cBakm mpyru ruMHa3HjCcKu Tpodecop MMao caMm 00aBe3y na yde-
HHUIIMMa TpeHeceM MaTeMaTH4Ka 3Hamba MpeaBuljeHa IIaHOBUMa M TIporpaMumMa
MununcTapcTBa obpa3oBama. JIMUHO caM ce TpyOHO Ja TO YMHUM Ha HajOOJbH
Moryhu HauuH.

Mosna 3060r camor mpeaMeTa, MOXJa 300T MOT HacTynma M 3axTeBa,
YUEHHIIUM Cy M€ YIJIaBHOM YBa)KaBaJll M Yy BEJIHMKO] MEpH MOIITOBAIH. YTIPKOC
CJIOKEHOCTH MaTepHje Koja je uznaraHa u 030M/bHOCTH CUTyalrje y KOjoj CMO ce
HaJIa3WIH, HY ja HU OHM HACMO OWJM MMYyHHM Ha mane. YecTo cMo UX pa3Memu-
BaJIM HE OWJIM MaJIo ,,pa3BeAPHIIN " aTMoc(epy Ha Yacy MM MOBPATHIN KOHICH-
Tpalujy Koja je moyena ja naja.

Kon mac mpodecopn mmajy BHCOK CTeleH ciioboae m3dopa MeTona 3a
u3Boheme HactaBe. Yak OMX pekao Ja Cy y TOM TOTJielly CACBUM HE3aBHUCHH.
YdeHUM ce ouewyjy TpH MyTa TOIUILIEE, OOMYHO MyTEM TecToBa. TepMHUHE U
caapkaje TectoBa oapelyyje mpodecop rmpema cBOM Haxohemwy.

Yera ce yecTo u paao cehare u3 Tor nepnozla?

UuHU MU ce J]a Cy CBAaKOJTHEBHU CYCPETH, Pajl U JUCKYCHje C yUCHHITUMA
HEIITO IITO caM IMoceOHO Boieo. Mako je OMio He peTKMX M He MalHX pa3uia-
Kerba, CMaTpao caM TO HOPMAHMM WM HE3a00WJIa3HUM JEJIOM MOCia KOju cam
00aBJbao.

OpnHoCc ydeHHMKa TpeMa mpodecopuMa M MpemMa CBOjuM obaBe3aMa y
IIKOJIM HUje Ouo yBek uctu. He Mory ce mopenuTu BpeMe Kaj caMm ca 24 ToAuHe
MOYMELA0 CBOjY THMHA3UJCKY KapHjepy M OHO KaJl CaM CTUTA0 Mpe] MEH3H]y.
Nmak, 6e3 003upa Ha BeaWKe pasziidKe, Taj OMHOC je, U OHAA M KacHHje, Ouo y
rpaHuIlaMa KOPEKTHOCTH U TOJICPaHIIHje.

BeszaHocT 32 yueHHWKE W MIKOJCKU XHBOT Yy HEIUHH OWIIU Cy TJIaBHH
pasJIor IMITO caM y TOj BPCTH 00pa3oBama OCTao0 IMyHUX 47 TOIHHA.
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AyTop cTe OrpoMHOr Opoja 4jaaHaka 00jaB/beHMX Y JIOKAJTHHM H
HHOCTPAHMM MATeMATHYKHM uaconucuma. /la ju ce cehare Hekux mHO-
crpanux? Jla au je mel)y iuma 0uj10 U yaconuca u3 OMBIIMX jyrocJI0BeH-
CKHX penmy0JmMKa.

Hajumre ux je 6mio y manckuM daconucuma. Ocum y MareMatnakom
MarasuHy, BEJIMKH Opoj YiaHaka caM IyOJMKOBao y yacomucy JlaHckor npyni-
TBa mIpodecopa MaTreMaThke. 3ajenHo ¢ koieroM Anmrjom Mymunaruhem uz boc-
He 1 XepIeroBuHe, 00jaBuo caM BHIIE pajoBa y XpBaTCKUM dacormcuma Marka
1 Muil. Y nocienme BpeMe UMalld CMO U Tap mpujiora 3a Bamy TaHTeHTy.

300r KeJbe Ja YATaM 4acOIUCE Ca CPIICKO-XPBATCKOT je3UYKOT MOIPYY-
ja, moxahao cam BeuepmH Kypc Tor je3uka. OHO IITO caM yCIieo Ja HayduM, Ju-
HU MH C€ J1a je JOBOJBHO 34 YNTAKLEC MAaTEMATHYKUX TEKCTOBA.

TI'ogune 2003. ocHoBasM cTe MaTeMATHYKH MarasuH - MaTeMaTH4-
KH YaCONHUC 32 YYeHUKe cpelmbux mKoJa y JJanckoj. Yaconuc je uznaszuo g0
2017. roguHe AOCTUIaBIIN CBOj CTOTH 0poj. Kako cTe momuim Ha uaejy aa
NMOYHeTe ca M3AaBambeM TaKBOI jeAHOT Yacomuca? 300r yera cre mpecTanan
2017?

Ho 2003. jemuHM MaTeMaTHYK{ JHCT 332 YYCHHKE CPEAUX IIKOJa Y
Janckoj 6uo je momeHyTH yacomuc JlaHcKor ApymTBa mpodecopa MaTeMaTHKe.
Y meMmy cam ¢ koayropom Mymunaruhem oOjaBuo Behu Opoj unanaka. Mely-
tuM, Te 2003. ronuHe Yacomuc je moveo Jaa Mema cBoj nmpodwi. CBe BHIIE ce OK-
peTao TEXHUYKUM M WH()OPMATHUBHHUM JIETATHOCTHMA Kao IITO Cy MPOTPaMHU 3a
o0pany TekcTa, ceMHHapH, KoHpepeHIje, nadopMalje MuHucTapcTBa o0pa-
30Bama U ciI. Mecra 3a MaTeMaTHUKe 4iaHKe OWIIo je cBe Mame. Tako ce ykasza-
7a morpeda 3a YUCTO MAaTEMATUYKUM YacOIHCOM Koja je MHHUIMpana mnojapy Ma-
TeMaTnakor Marasuaa (Matematik Magasinet).

Jluct je y modetky Jieno umiao. MHTepecoBame je OUIIO Cpa3MEpHO Be-
JMKO, a Opoj MpeTIIaTHUKA CacBUM 3a]0BoJbaBajyhu. BpemeHnoM je u jeaHo u
npyro omanaano. ['eHepanHo, ,,manupHe MyOIUKaIije Cy ce IMOoBJIaduie U yCTy-
rajie MEeCTO eNeKTPOHCKMM. Ta cynOWHa HHje MUMOWIIUIA HH MareMaTHIKd
MmarasuH. [locieamux HEKONIMKO ToArHa Opoj MPeTIUIaTHUKA j€ TOJIMKO OMao Aa
je rameme Omwio0 HEMHUHOBHO. Ha Kpajy caM ourydno fa Tmpe 3aBpIIHOT YHHA
HEKaKOo M3TypaMo J0 CTOTOT Opoja.

IIta pagute Kaa HUIITA He paguTe? MuUCIUM HA Xo0uje U aApyre
AKTHBHOCTH M3BAH MaTeMaTHKe.

Jom yBek, 3ajenHO ¢ TpHU KoayTopa, MUIIEM KibUTe. Y TOM IOCIy caM
jour ox 1983, anu 1o je oner maremaruka. 3Ban me, Hajpeha spy0aB cy mMu mmy-
TOBama 10 MHOCTPAHCTBY. PaHWje WX je OMIO MHOTO BHIIE, adll Yy IOCICIHE
BpeMe, HajBHIIe 300T TOJIMHA, MOpao caM Ja Mx mnpopeauM. Unak, riaemam aa
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CBaKe TOJIMHE, jeIaHMyT WIN IBAMyT, OTIYTYjeM HErJe HAmoJbe Ca CBOjOM MPH-
jaTeJbUIoM AHEITH30M.

IIpogecope Kapcrencen, penakumja Tanrenre :xeau 1a Bam ce 3ax-

BAJIN HA JbY0A3HOM MHTEBjyy U Aa BaMm moskesn 100po 3apaBibe U NMYHO Cpe-
he u ycnexa y na/beM sKUBOTY U pajy.

Bojucnas Iemiposuh
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CasHajemo

CA3SHAJEMO

Ha cBom 3BaHn4HOM cajTy

https://dms.rs/dodatna-nastava-matematike-za-ucenike-osnovnih-skola/.

HpymtBo Matemarnyapa CpOuje je modeno ¢ 00jaB/bHBambEM IPHUIOI-
HUX MaTepHjaja 3a JOJATHH W CaMOCTAIHM paj 3a YUCHHKE OCHOBHHX
1koJsia. MaTtepujaiu cy HaMEHheHH yUeHHUIMMa 011 3. 110 8. paspera.

[lo3uBajy ce HaCTaBHUIM W CBH 3aWHTEPECOBAHHU JIa CBOJHM IPUIO3MMa
JIOTIPHHECY YCIEIIHOCTH OBE aKIHje

[louena je mpujaBa yuyecHUKa 3a Mel)yHApOIHO TaKMHYEHE U3 MaTeMa-
tuke ,,Kenryp 6e3 rpanuma‘ 2020. [Ipujase tpajy mo 1. mapra 2020. ro-
IUHE, TOK je caMo TakMudere 18. mapra 2020. rogunae y 10:00.

,»KeHryp 0e3 rpaHnIa‘ je MacOBHO TaKMHUYCH-C¢ OPTaHW30BAHO Y IHJBY
MomyJiapu3alije MaTeMaThKe y KojeM ydecTByje mpeko 90 3emasba w3
uestor csera. OcTanu AeTajbi U HHQopManuje Mory ce HahH Ha cajTy

https://dms.rs/kengur/.

VY okBupy enuigje ,,Marepujanu 3a miaze MaremaTuuape’, cBecka 59,
HpymtBo marematnuapa CpOuje 00jaBHIO je KbHTY ,,MaTeMaTHuke
omumnujane cpeamoinkonamna (2012-2019. roauna), ayropa Hymmana
‘Bykuha u Mapka PagoBanosuha.

Ha 170 crpanuna kmura nmpukasyje 3agatke ca CpIicKuX MaTeMaTHIKHX
ONMMITKjaa, M300pHUX TakMH4ewa, bankanckux u MehyHnapomaux
omumnujana y mepuogay 2012-2019. romuna. Caapxu 152 3aaatka,
CBAaKH Ca PEIICHEM, a TOjeTUHH U Ca BUIIIE.

Kwmura je, mpe cBera, HaMEHCHA yUYCHUIIMMA CPEIHUX INKOJNA 3adH-
TEPECOBAaHMM 33 MATEMaTHYKa TAKMHYCHA, HAPOUUTO 3a OHA BUCOKOT
parra. On orpoMHE KOPHCTH j¢ W FHHUXOBHM HACTaBHUIIMMA KOJjU WX
NpUIIpeMajy 3a TakMu4erma. KOHayHO, MpejicTaB/ba HHTEPECAHTHO
IITUBO 3a IIMPOK KPYT JbyOWTEsha JCMHUX W TEHIKUX 3ajJaTaka U MaTe-
MaTHKe y [eITUHH.
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HarpagHu WaxoBCKKU 3a4aTak

HAT'PAJHU IAXOBCKHN 3AJJATAK
Tanrenra 98 - peleme
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IpHu By4e u MaTupa y 4 noresa

1. ... Dh4+!

2. Sh4 L2+ 3. Ke2 Sd4+ 4. Kd3 Sc5 mar;
2. g3 Dg3+ 3. Ke2 Df2+ 4. Kd3 Sb4 mar;
2. Ke2 Df2+ 3. Kd3 Sb4 mar.

HAT'PABEHU

Besbko bornanosuh, 1. pazp. CIL ,,.Byk Kapaguh®, Jby6oBuja
Hpuncka bb, 15320 Jbybosuja

AJjexca CaBuH, 1. pa3p. 3pemaHHHCKa THMHA3H]ja, 3peHhaHtH;
Yapuojesuhesa 20, 23000 3pemanun

Anapuja Mumuh, 7. pazp. OIL , JIp JoBan L{Bujuh*, CmenepeBo;
Josana llujuha 9, 11300 Cmeznepeso
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LUAXOBCKA CTPAHA

BJIOKAJIA
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vojpet@gmail.com
Hajycnemnuju pemaBaun Ouhe

HanahI/IBaHI/I IIaxXOBCKOM JIMTC-

0116paHa oJ Marta, aJlu caMO Ha-

HOMohy OJsiokazie Oenu ycrera

Lf3!! u nema on-

Sh3 mar.

KpaTko. 2. ...

nHamuna“ ciady Tayky LpHOT
— h7. 1. Sfe+! Lf6. Nnaue 2.

Dh7 mar. 2. Ld3. /]a HeMa joBIIa
Ha {6, Koju je Grrokupao memaxa

Ja

Opaue on 3. ...

parypom m3naBauke kyhe " Illa-

XOBCKU HH(popMaTop".

brnokana ce cpehe u y 3aBpiu-

HHIIH.

Bojucnas Ilemuposuh
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